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UiDe  eiogeklammerte  (arabische)  Zahl  vor  der  (römiechen)  Bandzabl 
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erschienen  ist,  sind  in  dieses  Verzeichnis  nicht  aufgenommen  worden;  das 
bezugliche  Citat  im  Texte  ist  dann  in  hinreichender  Ausführlichkeit  gegeben. 
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Hopkins  University.    Baltimore.  IX,  X. 
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e  Conferences  de  l'ßcole.    Paris.  Gauthier- Villars.  4*.    (3)  IV. 

AnnaU  dt  Mai,:  Annali  di  matematica  pura  ed  applicata  diretti  dal  prof. 
Francesco  Brioschi  colla  cooperazione  dei  professori:  L.  Gremona,  E.  Bei- 
trami,  E.  Betti,  F.  Gasorati.    Milano.  4«.  (2)  XV. 

Annais  of  Math.:  Annais  of  Mathematics.  Ormond  Stone,  editor.  William 
M.  Thornton,  associate  editör.  Office  of  publication:  university  of  Vir- 
ginia.    B.  Westerroann  and  Go.    New-Tork.    III. 

Arch.  f.  Art.:  Archiv  für  die  Artillerie-  und  Ingenieur-Officiere  des  Deut- 
schen Reichsheeres.  Redaction:  Schröder,  Meinardus.  51.  Jahrgang. 
Bd.  XGIV.     Berlin.     Mittler  n.  Sohn. 

Astr.  Nachr.:  Astronomische  Nachrichten,  begründet  von  H.  G.  Schumacher. 
Unter  Mitwirkung  des  Vorstandes  der  Astronomischen  Gesellschaft 
berausg.  von  A.  Krüger.     KieL    4*.     GXV, 
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Bau.  O,:  Giornale  di  matematiche  ad  nso  degii  studenti  delle  nniversitä 
italiane  pnbblicato  per  cnra  del  Prof.  G.  Baitaglini.  Napoli.  gr.  8*. 
XXV. 

Belg.  Bull,:  BulletiDS  de  TAcad^mie  Royale  des  sctences,  des  leitres  et 
des  beaux-arts  de  Belgique.    Bmxelles.   8^   (8)   XIII,  XIV. 

Belg,  Mim  :  M^moires  de  TAcad^mie  Royale  des  sciences,  des  lettres 
et  des  beanx-arts  de  Belgtqae.     Bruxelles.     F.  Hayez. 

Bely,  Mim,  C:  M^moires  couroDD^s  et  autres  M^moires  publies  par  I'Aca- 
d^mie  Royale  des  scieoces,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgiqae. 
CoUectioD  in  8^   Bruxelles.   F.  Hayez.    XL. 

Belg.  Mim.  S.  £.:  M^moires  conronn^s  et  M^moires  des  savaots  ^trangers 
pobli^s  par  TAcad^mie  Boyale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaox- 
arts  de  Belgiqae.    Bmxelles.    F.  Hayez.   4*. 

Berl  Ähh.:  Mathematisch  -  physikalische  .Abhandlnngeo  der  Kgl.  Frenssi- 
schen  Akademie  der  Wisseoschaften  za  Berlin.    Berlin.   4^ 

Berl.  Ber.:  Sitzangsberichte  der  Kgl.  Prenssischen  Akademie  der  WisRen- 
schatten  zu  Berlin.    Berlin.  8<>.   1887. 

Berl.  phtfB.  Ges.  Verh.:  Verhandlungen  der  physikalischen  Geseilschaft  in 
Berlin.    Berlin.    G.  Reimer.  8^  1857.    VI. 

Bern  Mitt.:  Mitteilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus 
dem  Jahre  1887.     Bern.  Huber  n.  Co. 

Beeeo  Per.  mal.:  Periodico  di  matematica  per  Tinsegnamento  secondario 
diretto  da  D.  Besso.    Roma.   8^.    11. 

Bibl.  Math.:  Bibliotheca  Matheroatica,  herausgegeben  von  G.  Eneström. 
Stockholm  1887.  (2)  I. 

Böklen  Mitt.:  Mathematisch  •  naturwissenschaftliche  Mitteilungen  heraus- 
gegeben von  Dr.  0.  Böklen.     Tübingen.  Fr.  Fues.  I,  II. 

Bologna  Mem.:  Memorie  dell'  Accademia  Reale  di  scienze  dell*  Istituto 
di  Bologna.    Bologna.  4*.  (4)  VII,  VIII. 

Bologna  Rend.:  Rendiconti  dell*  Accademia  Reale  di  scienze  dell'  letituto 
di  Bologna     Bologna. 

Bone.  Bull.:  Bulletino  di . bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matema- 
tiche e  fisiche  pubblicato  da  B.  Boncompagni.    Roma.  4*.   XIX,  XX. 

Bord.  Mim.:  M^moires  de  la  Soci^t^  des  sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux.     Bordeaux.   Paris.   8*. 

• 

Brü.  Asa.  Rep.:  Reports  of  the  meeting  of  the  British  Association  for  the 
advancement  of  science.    London,    gr.    8*. 

Brux.  Ann.:  Annales  de  l'Observatoire  Royal  de  Bruxelles,  publikes  aux 
frais  de  T^ltat.     Bruxelles.    F.  Hayez.  4*. 

Brux.  S.  sc:  Annales  de  la  soci^t^  scientifique  de  Bruxelles.  Bruxelles. 
F.  Hayez.    (Doppelt  paginirt,  unterschieden  durch  A  und  B.).    XI. 

Camhr.  Proe.:  Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Cam- 
bridge.  VI. 

Camhr.  Trans.:  Transactions  of  the  Philosophical  Society  of  Cambridge. 
Cambridge. 

Casop.:  Casopis;  Zeitschrift  zur  Pflege  der  Mathematik  und  Physik,  r^digirt 
mit  besonaerer  Rücksicht  auf  Stu^irende  der  Mittel-  und  Hochschulen 
von  F.  J.  8tudni5ka,  herausgegeben  vom  Vereine  böhmischer  Mathema« 
tiker  in  Prag.    Prag.  8*.    (ßöhmisch)  XVT. 

Centralö.  d.  Bauverw.:  Centralblatt  der  Bauverwaltung.  Herausgegeben  im 
Ministerium  der  öSentücheD  Arbeiten.  Redacteure  0.  Sarrazin  und 
K.  Schäfer.    Berlin.    Ernst  u.  Korn.  VII. 
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Ckenrk,  Ges.:  SammlaDg  der  MitteilaDgeo  and  Protokolle  der  mathematischeo 
Gesellacbafl  in  Charkow.    (Russisch.) 

CiviUng.:  Der  Civiliogeoieur.  Orgau  des  ^chsischen  Ingenieur-  und  Archi- 
tekten-Vereins. Unter  Mitwirkung  etc.  herausgegeben  von  Dr.  E.  Hartig. 
Jahrg.  1887.  (2)  XXXIII.  Leipzig.  Arthur  Felix.  40. 

C.  H.:  Comptes  Rendus  hebdomadaires  des  s^ances  de  TAcad^mie  des 
Sciences.    Paris.  ^\   CIV,  CV. 

Darb,  BulL:  Bulletin  des  sciences  math^matiqnes ,  r^dig^  par  MM.  G. 
Darboux,  J.  Hoüel  'et  J.  Tannery  avec  la  coUaboration  de  MM.  An- 
dr6,  Battaglini  etc.    Paris.  Gauthier-Villars.  S\  (2)  XI. 

Delß  Ann.  d,  VJ^c.  Polyt.:  Annales  de  r£cole  Polytechnique  de  Delft. 
Leiden.   E.  J.  Brill.    IIL 

Deutsche  BcMztg.:  Deutsche  Bauzeitung.  Verkündigangsblatt  deii  Verbandes 
deutscher  Architekten-  und  Ingenieurvereine.  Redacteure  K.  E.  0.  Fritsch 
und  E.  W.  Busing.     Berlin.    E.  Toecbe.     XXI. 

Dorpat.  Naturforscher  Ges.  Ber,:  Sitzungsberichte  der  Dorpater  Natur- 
forscher-Gesellschaft.   Dorpat. 

Dublin  Trans,:  Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy.    Dublin.   XXIX. 

Edinb.  M.  8.  Proc:  Proceedings  of  the  Edinburgh  Mathematical  So- 
ciety.    V. 

Edinb.  Proc:  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  Edin- 
burgh.  8*.   XIII.  XIV. 

Edinb.  Trans.:  Transactions  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  Edin- 
burgh.  4«>.  XXX IIL 

Ed.  Times:  Mathematical  questions,  with  their  Solutions  from  the  ^Ednca^ 
tional  Times'  with  many  papers  and  Solutions  not  published  in  the 
„Educational  Times."  Edited  by  W.  J.  C.  Miller.  London.  S». 
Francis  Hodgson.  XLVI,  XLVII. 

Erlang.  Ber.:  Sitzungsberichte  der  physikalisch-medicinischen  Societät  zu 
Erlangen.    Erlangen.  8^ 

Exner  Reji.:  Repertorium  der  Physik  herausgegeben  von  Exner.  München 
und  Leipzig,     gr.  8».   XXIII,  XXIV. 

Flammarion,  Rev.  dÄstr.:  L' Astronomie.  Revue  d'astronomie  populaire,  de 
m^t^orologie  et  de  physique  du  globe,  exposant  les  progres  de  la  science 
pendant  rannte.    Paris.    Gauthier-Villars.    gr.  8^    VI. 

Frone.  Ass.:  Association  Franyaise  pour  Tavancement  des  sciences  natu- 
relles.  (Toulouse ) 

G^uie  eiv.:  Le  G^nie  civil.  Revue  'g^n^rale  hebdomadaire  des  industries 
franyaises  et  ^traugeres.     Paris.     X,  XI. 

Gen.  M€m.:  M^moires  de  la  societ4  de  physique  et  d'bistoire  naturelle  de 
Geneve.     Geneve.  A9.    Librairie  H.  Georg.     XXIX. 

Genova  G.:  Giornale  della  Societa  di  letture  e  conversazioni  scieotificbe 
in  Genova.    8».     1887. 

Gbtt.  Abk.:  Abhandlungen  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen.    Göttingen.    4<>.     XXXIV. 

Odti.  N.:  Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften und  der  Georg- August- Universität  zu  Gottingen.  Göt- 
tingen.   8».    1887. 

Hamb.  Miit.:  Mitteilungen  der  Hamburger  Mathematischen  Gesellschaft. 
Hamburg.    8^ 

Hannov.  Ztifschr.i  Zeitschrift  des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu 
Hannover,  redigirt  von  Keck.     Hannover.    Schmorl  u.  Seefeld.   XXXIII. 


VI  Erklärang  der  Gitato. 

Htlsingf.   Vet.  soc.  Acta:    Acta  societatis  scieotiarum  Feooicae.    4*. 

HeUingf,  Veiensk.  soc.  Ö/v.:  öfversigt  af  finska  veteDskaps-BocieteteDS  for- 
baudÜDgar.    Helfliogfors.    b®. 

Tloffmann  Z,:  Zeitschrift  für  mathematischeo  und  naturwissenschaftlicbeD 
Unterricht.  Unter  Mitwirkung  von  Fachlehrern  heraasgegeben  von 
J.  C.  V.  Hoffmann.    Leipzig.   Teubner.   8».    XVIII. 

Hoppe  Arch.:  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  mit  besonderer  Berück- 
sichtigong  der  Bedärfnisse  der  Lehrer  an  den  höheren  Lehranstalten, 
gegp*ündet  von  J.  A.  Gmnert,  fortgesetzt  von  R.  Hoppe.  Leipzig 
C.  A.  Koch.    8*.     C2)  IV,  V,  VI. 

J.  d€  t£e.  PoLt  Joaraal  de  r£cole  Folytechniqae,  pablid  par  le  conseil 
d'instrnctioo  de  cet  Etablissement  Paris.  Gauthier-Villars.  4^  Gab. 
LVI.  LVIL 

J.  de  Math,  sp/c:  Journal  de  Mathdmatiqnes  speciales  etc.  publik  90U8 
la  direction  de  Longchamps,  Lncien  LEvy.    Paris.    Delagrave.    (3)  I. 
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der  Herren,  welche  für  den  neunzehnten  Band  Referate 

geliefert  haben. 

(Die  Verantwortlichkeit  für  den  Inhalt  der  Referate  tragen  die  Herren  Refe- 
renten.    Die  in  Klammern  gesetzten  Chiffern  bezeichnen  die  Uebcrsetzer  der 

in  fremder  Sprache  eingesandten  Referate.) 
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Geschichte. 

A.    Biographisch -Literarisches. 
M.  Marik.     Histoire  des  sciences  math^matiques  et  phy- 

Siques.      Paris.  Gantbier- Villars. 

Tome  VIII.  Onzifeme  p^riode:  De  Newton  k  Euler 
(fin).  —  Douzifeme  Periode :  D'Enler  k  Lagrange  (1886). 

Tome  IX.  Douzifemepöriode:  D' Euler  k  Lagrange  (fin). — 
Treizifeme  pöriode:   De  Lagrange  k  Laplace  (1886). 

Tome  X.  Treizifeme  pdriode:  De  Lagrange  k  Laplace 
(fin).  —  Quatorzi&me  p^riode:    De  Laplace  k  Fourier 

(t887). 

Tome  XL  Quinziöme  periode:  De  Fourier  k  Arago  (1887). 
Tome  XIL     Seiziöme  periode:    D'Arago   k  Abel   et  aux 
g^omfetres  contemporain«  (1888). 

Das  Werk,  dessen  erster  Band  1883  erschienen  ist,  liegt 
nun  in  12  Bänden  geschlossen  vor.  Um  zu  zeigen,  bis  wie 
weit  die  Mathematiker  und  Physiker  unseres  Jahrhunderts  noch 
besprochen  sind,  setzen  wir  die  Namen  derselben  aus  dem  letzten 
Bande   her:    Arago,   Babbage,    Babinet,   Becqnerel,   Bellanger, 

FortMhr.  d.  Mftth.  XIX.  1.  1 
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Beudant,  Binet,  Brande,  Cauchy,  Cav6,  Chasles,  Chevreul, 
Clapeyron,  Coriolis,  Cournot,  Cousin^ry,  Daguerre,  Daguet, 
Dandelin,  Daniel,  Delafosse,  Despretz,  Duhamel,  Dumas,  Encke, 
Faraday,  Flourens,  Fraunhofer,  Fresnel,  Gambey,  Herscbel, 
Jackson,  Jaeobi,  Kreil,  Lam6,  Magendie,  Marsh,  Melloni,  Mit- 
scherlich,  Moebius,  Ohm,  Pecqueur,  Pelletier,  Pitot,  Poggendorff, 
Poncelet,  Quetelet,  Sadi  Garnot,  Sarrus,  Savart,  Savary,  Sefström, 
Thimonnier,  Tredgold,  Vicat  Lp. 


W.    W.    BoBYNiN.       Russische    physiko  -  mathematische 
Bibliographie.     (Vom  Anfange  der  Buchdrackerkunst 

bis     auf     unsere     Zeit.)      Phy8.-math.  Wiss.  II,  III.  (Rassisch.) 

W.  W.  BoBYNiN.     ümriss  der  Geschichte  der  Entwicke- 
lung   der  physiko  -  mathematischen  Wissenschaften  in 

Russland.      Phjs.-math.  Wiss.  II.  (1886.)  (Rassisch.) 

Es  sind  folgende  Abschnitte  erschienen: 

I.  Handschriftliche  mathematische  Literatur  des  XVII.  Jahr- 
hunderts. 

II.  Die  Quellen  unserer  handschriftlichen  mathematischen 
Literatur  des  XVII.  Jahrhunderts. 

III.  Die  allgemeine  Charakteristik  und  die  Besonderheiten 
des  Inhalts  der  arithmetischen  Handschriften  des  XVII.  Jahr- 
hunderts. 

IV.  Die  Astronomie  in  unseren  mathematischen  Hand- 
schriften des  XVII.  Jahrhunderts. 

V.  Die  Geometrie  in  Russland  im  XVII.  Jahrhunderte. 

Wi. 


J.  L.  Hbiberg.      Bidrag  til  Mathematikens  Historie    hos 
Byzantinerne.     Kopenh.  Overs.  88%. 

Der  Verfasser  giebt  einige  Mitteilungen  über  das  Studium 
der  Mathematik  in  Gonstantinopel  im  frühen  Mittelalter.         V. 
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G.  Eneström.     Aper9u   sur   les  recherches   recentes   de 
Thistoire  des  matbömatiques.    Bibi.  Math.  {2)  i.  3-7. 

Enthält  eine  summarische  Uebersicht  Qber  die  mathematisch- 
historische Forschang  von  der  Mitte  dieses  Jahrhunderts  ab.  Die 
Untersuchungen  der  yerschiedenen  Verfasser  werden  nach  dem 
darin  behandelten  Gegenstand  chronologisch  zusammengestellt, 
ferner  einige  grössere  Arbeiten,  sodann  Vorlesungen  tlber 
Geschichte  der  Mathematik,  und  zuletzt  werden  die  mathematisch- 
historischen Zeitschriften  erwähnt.  E. 


A.  Favaro.      Otto   anni  d'insegnamento   di   storia   delle 
matematiche  nella  R.  üniversitä  di  Padova.    Bibl.  Math. 

C2)  I.  49-54. 

Seit  acht  Jahren  hat  Herr  Favaro  Vorlesungen  über  Geschichte 
der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Padova  gehalten.  Er  hat 
dabei  die  Absicht  gehabt,  teils  den  Mathematikern  Kenntnis  tlber 
den  Entwickelungsgang  ihrer  Wissenschaft  zu  geben,  teils  fQr 
die  mathematisch -historische  Forschung  neue  Mitarbeiter  zu  ge- 
winnen. In  der  vorstehenden  Note  berichtet  er  über  den  Plan 
seiner  Vorlesungen,  zeigt,  aus  welchen  Gründen  das  Studium  der 
Geschichte  der  Mathematik  für  das  Verständnis  der  Wissenschaft 
notwendig  sei,  und  hebt  hervor,  dass  und  warum  bei  der  jetzigen 
Organisation  des  höheren  Unterrichtswesens  in  Italien  für  die 
mathematisch-historische  Forschung  wenig  Erfolg  zu  erwarten  sei. 

E. 

J.  DüPüis.     Note  sur  un  passage  g^om^trique  du  M6non 

de  Piaton.     Bodo.  Ball.  XIX.  645-650. 

Der  Verfasser  führt  die  verschiedenartigen  Auffassungen 
Tor,  welche  ein  oder  zwei  Dutzend  Platon-Erklärer  betreffs  einer 
Stelle  im  Menon  entwickelt  haben,  und  zeigt,  dass  man  nur 
t^v  do^siaav  avrov  ygafifii^v  mit  „den  gegebenen  Umfang  des 
Kreises^  zu  übersetzen  habe,  um  alle  Unklarheit  zu  verscheuchen. 
Er  belegt  diesen  Sinn  von  y^af^^ij  durch  Beweisstellen  und 
schlägt  vor,  avtov  durch  tov  xvxXov  zu  ersetzen,  was  ja  oft  als 

1* 
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rS  6  geschrieben  worden  sei  und  so  zur  Verwechselung  Anlass 
gegeben  habe.  To. 

Ch.  Henry,     Lettre  k  M.  le  Prince  D.  B.  ßoncompagni 
sur  divers  points  d'histoire  des  Math^matiques.    Booc.  BuU. 

XX.  389-404. 

Wendet  sich  zuerst  gegen  die  im  vorigen  Referat  erwähnte 
Einsetzung  von  avrov  in  den  platonischen  Text  und  verweist  auf 
Wöpcke's  Auffassung  (1856),  giebt  dann  Verbesserungen  zu  ein- 
zelnen Stellen  des  Abschnittes  über  indische  Mathematik  in 
Cantor's  Vorlesungen,  prüft  hierauf  (S.  392ff.)  verschiedene  Ver- 
mutungen über  die  Entstehung  der  Planetenzeichen,  macht  dann 
eine  kurze  Bemerkung^  über  den  Umfang  der  Pariser  Boetius- 
handschriften,  berichtet  (S.  396)  weiter  über  gewisse  beim  Karten- 
spiel gebrauchte  Zahlzeichen,  sowie  über  eine  bis  jetzt  nicht 
veröffentlichte  Schrift  PascaFs,  die  sich  auf  eine  Rechenmaschine 
bezieht  (S.  397),  femer  über  ein  Stück  Briefwechsel  zwischen 
Torricelli  und  Mersenne,  über  einen  von  Jordan  wiedergefundenen 
Satz  Monge's  (S.  399 f.),  endlich  über  einen  bestimmten  Fall 
congruenter  Zahlen  (S.  402).  Tn. 


P.  Tannery.      La  Technologie   des   öl^raents   d'Euclide. 

Darb.  Bnll.  (2)  XL  17-28. 

Des  Proklus  Kommentar  zu  Euklid  enthält  eine  Stelle,  die 
das  Werk  des  letzteren  besonders  rühmt.  Der  Verfasser  sucht  nun 
aus  den  in  jener  Stelle  vorkommenden  Anführungen  und  aus 
der  Vergleiehung  mit  einem  Bruchstück  aus  Carpos  nachzuweisen, 
dass  jene  Stelle  aus  dem  Werke  des  Geminus  stammt,  und 
ebenso,  dass  aus  letzterem  auch  die  kunstmässige  Gliederung 
des  geometrischen  Satzes  i.  A.  stamme,  welche  Proklus  benutzt, 
vielleicht  auch  die  Verwendung  des  Porismas,  aber  nicht  die 
einiger  anderen  Eunstausdrücke.  Tn. 


F.  Tannery.      Les    continuateurs   d'Euclide.     Darb.  Buii 

(2)  XI.  86-96. 
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Untersuebt,  nach  welcher  BiohtuDg  hin  im  Altertum  der 
Rahmen  der  „Elemente''  erweitert  wurde,  und  findet,  dass  dies 
geschab  bezQglich  der  regelmässigen  Körper,  der  Lehre  von  der 
Isoperimetrie,  der  Sphärik  und  der  Ereismessung.  Hierzu 
wiederholt  der  Verfasser,  was  an  Literargescbichtlichem  im  sog. 
14.  und  15.  Buch  der  Elemente  steht  und  macht  einige  Mitteilungen 
aus  Pappus.  Tn. 

P.    TaNNEBY.       H^ron    SUr    Euclide.       Darb.  Bull.  (-2)  XI.  97-108. 

Was  H.  Martin  (1854)  als  möglich,  Cantor  (1880)  als  wenig 
wahrscheinlich  bezeichnet  hatte,  ist  jetzt  erwiesen:  Heron  hat  in 
der  That  einen  Kommentar  zu  Euklid  verfasst,  und  derselbe  ist 
zu  Leyden,  wenn  auch  nicht  vollständig,  so  doch  in  zahlreichen, 
einer  arabischen  Uebersetzung  des  Euklid  einverleibten  Bruch- 
stfieken  erhalten.  Tannerj  erweist  die  Authenticität  dieser 
daselbet  dem  Heron  zugeschriebenen  Auszüge  durch  Vergleichung 
zunächst  zweier  derselben  mit  dem  entsprechenden  Berichte  des 
Proklus,  so  dass  also  zu  des  letzteren  Zeiten  Heron's  Arbeit 
noch  vorhanden  gewesen  sein  mOsse.  Tn. 


F.   Tannery.       Les    „d^finitions^     du    Psendo  -  H^ron. 

Darb.  Ball.  (2)  XI.  189-193. 

Durch  Anf&hrungen  von  Stellen  aus  der  im  Vorangehenden 
^wähnten  Arbeit  Heron*s  zeigt  der  Verfasser,  dass  dieser  der 
wahre  Charakter  eines  Kommentars  zukomme,  und  folgert  hieraus, 
dass  die  ein  ganz  anderes  Wesen  und  anderen  Gehalt  besitzenden, 
gewöhnlich  Ueron  zugeschriebenen  „Definitionen'^  diesem  nicht 
zugehören  können,  sondern  vermutungsweise  auf  den  dem 
3.  Jahrhundert  n.  Chr.  angehörigen  Anatolius  zurückzuftlhren 
seien,  der  seinerseits  aus  Geminus  (1.  Jahrhundert  v.  Chr.)  ge- 
schöpft habe.  Tn. 

P.  Tannery.      La    g^om^trie    grecque.      Comment    son 
histoire  dous  est  parvenue  et  ce  que  nous  en  savons. 

Paris.  Gaotbier-Villars. 
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Die  Schrift  ist  eine  Sammlung  der  einzelnen  Aufsätze,  welche 
der  Verfasser  seit  1885  in  Darboux  Bull,  hat  erscheinen  lassen, 
über  welche  daher  in  den  F.  d.  M.  schon  berichtet  ist.  Der 
Inhalt  umfasst  folgende  Titel:  Einleitung,  die  wahre  Aufgabe 
für  die  Geschichte  der  alten  Mathematik.  I.  Proklus  und 
Geminus.  II.  Ueber  die  Epoche,  in  der  Geminus  lebte. 
III.  Die  Einteilung  der  Mathematik  nach  Geminus.  IV.  Die 
Anwendungen  der  Geometrie  im  Altertume.  V.  Die  historische 
Uebersicht  des  Proklus.  VI.  Die  Ueberlieferung  betreffs  Pytha- 
goras.  Oenopidus  und  Thaies.  VII.  Die  Zusammensetzung  der 
Elemente.  VIII.  Hippokrates  aus  Chios.  IX.  Demokritos  und 
Archytas.  X.  Die  Geometer  der  Akademie.  XL  Die  Techno- 
logie der  Elemente  des  Euklid.  XII.  Die  Fortsetzer  des  Euklid. 
XIII.  Heron  Aber  Euklid.  XIV.  Die  Definitionen  des  Pseudo- 
heron.  Verzeichnis  der  Eigennamen.  Zusätze  und  Verbesse- 
rungen. Lp. 

M.  Steinschneider.     Geminus  in  arabischer,  hebräischer 
und   zweifacher   lateinischer    üebersetzung.     Bibl.  Math. 

(2)  I.  97-99. 

Herr  Steinschneider  giebt  hier  Auskunft  über  verschiedene 
Uebersetzungen  von  Geminus'  Elaaytoyrj  elg  xä  qiaivofisva, 
welches  Werk  oft  von  den  Uebersetzem  dem  Ptolemaeus  bei- 
gelegt worden  ist  Er  erwähnt,  dass  Moses  Tibbon  eine  he- 
bräische Üebersetzung  aus  dem  Arabischen  gegeben  hat,  welche 
später  von  Abraham  de  Balmes  fQr  eine  Üebersetzung  ins  Latei- 
nische benutzt  wurde;  eine  andere  lateinische  Üebersetzung  ist 
direct  aus  dem  Arabischen  angefertigt.  E. 


P.  Tannery.      Ätudes  sur  Diophante.     I-III.     Bibl.  Math. 

(2)  I.  37-43,  81-88,  103-108. 

Herr  Tannery  trennt  bei  diesen  Untersuchungen  die  Probleme 
Diophant's  in  zwei  Gruppen,  nämlich  bestimmte  und  unbestimmte 
Aufgaben.  In  der  ersten  Note  behandelt  er  die  bestimmten 
Aufgaben,    zeigt,    dass  Diophant   die   Lösung  der  Gleichungen 
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zweiten  Grades  kannte,  und  untersucht,  warum  die  Griechen  die 
ziemlich  nahe  liegende  Lösung  der  Gleichungen  dritten  Grades 
nicht  gefunden  haben.  Die  zwei  anderen  Noten  beziehen  sich 
auf  die  unbestimmten  Aufgaben  und  zwar  auf  die  unbestimmten 
algebraischen  Aufgaben.  Herr  Tannery  unterscheidet  nämlich 
bei  Diophant  zwischen  algebraischen  und  zahlentheoretischen 
Aufgaben.  Die  ersteren  sind  Lösungen  des  Problems:  Wenn 
eine  oder  mehrere  Gleichungen  zweiten  oder  höheren  Grades 
gegeben  sind,  die  Unbekannten,  wenn  möglich,  als  rationale 
Functionen  neuer  Unbekannten  auszudrQcken.  Es  handelt  sich 
hier  also  um  eine  Art  von  algebraischen  Transformationen  oder 
Eliminationen  zwischen  Gleichungen  höheren  Grades.  Herr  Tan- 
nery untersucht  ausführlich  die  verschiedenen  Metboden,  welche 
den  Lösungen  Diophant's  zu  Grunde  liegen,  unter  denen  einige 
sehr  elegant  sind.  E. 


F.  Bläss.  Eudoxi  ars  astronomica  qualis  in  cbarta 
Aegyptiaca  superest  denno  edita.  (Diei  natalis  nona- 
gesimi  . . .  Guilelmi  I  . . .  sollemnia  celebranda  . . .) 

Eiliae.  25  S.  4». 


J.   Paülson.      De  fragmento  Lnndensi  Boetii  De  insti- 
tutione  aritbmetica  librorurn.    Luod  Arsskr.  xxi.  1885.  30 S. 

Die  Universitätsbibliothek  zu  Lund  besitzt  eine  Handschrift 
von  der  Arithmetik  des  Boetius,  die  grösstenteils  aus  dem 
X.  Jahrhundert  herzurühren  scheint.  In  der  soeben  genannten 
Abhandlung  beschreibt  der  Verfasser  diese  Handschrift  und  ver- 
gleieht  sie  mit  der  Friedlein'schen  Ausgabe,  wobei  die  abwei- 
chenden Lesarten  notirt  werden.  E. 


J.  L.  Heiberg.     Der  byzantinische  Mathematiker  Leon. 

Bibl.  Math.  (2)  T.  83-36. 

Am  Schluss   zweier  Archimedes*  Handschriften   finden   sich 
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ein  Paar  Verse,  wo  ein  Xdov  yewfiitQa  erwähnt  ist,  und  eine 
Eoklides-Handschrift  enthält  einen  kleinen  Aufsatz  über  Multi- 
plication  und  Division  der  BrOcbe,  die  in  der  Ueberschrift  einem 
Mathematiker  Leon  beigelegt  wird.  Herr  Heiberg  hält  es  f^ 
wahrscheinlich,  dass  diese  Angaben  sich  auf  einen  byzantinischen 
Mathematiker  beziehen,  und  stellt  alles  zusammen,  was  ttber  seine 
Lebensumstände  bekannt  ist  Er  lebte  im  IX.  Jahrhundert,  erst 
auf  Andres,  dann  in  Constantinopel,  später  als  Metropolit  in 
Thessalonich.  Dieser  Leon  hielt  in  Constantinopel  öffentliche 
Vorlesungen  ttber  Mathematik,  und  soll  auch  einige  astrologische 
Schriften  verfasst  haben.  E. 


M.  Steinschneider.     Die  Söhne  des  Musa  ben  Schakir. 

Bibl.  Math.  (2)  L  44-48,  71-75. 

Herr  Steinschneider  hat  hier  ein  Verzeichnis  der  Schriften 
der  drei  Brüder  Muhammed,  Ahmed  und  Hasan  gegeben,  und 
dabei  literaturgeschichtliche  Notizen  und  Anmerkungen  beigefügt. 
Am  ausführlichsten  handelt  er  vom  „Liber  trium  fratrum  de 
geometria^,  der  in  lateinischer  Uebersetzung  von  Gurtze  heraus- 
gegeben worden  ist  Dazu  verzeichnet  er  noch  13  Schriften  der 
drei  Brüder.  Unter  diesen  scheint  auch  eine  Einleitung  zu  den 
Kegelschnitten  des  Apollonius  gewesen  zu  sein;  die  übrigen  sind 
zum  Teil  astronomischen  Inhalts.  E. 


M.  Steinschneider.      Etudes     sur     Zarkali     astronome 
arabe  du  XI™®  sifecle  et  ses  ouvrages.    Bonc.Buii.  XX.  1-36. 

Ist  Fortsetzung  (noch  nicht  Ende)  der  im  14.  Bande  (1881) 
des  Bull.  Bonc.  begonnenen,  dann  im  16.  Bande  (1883),  dann 
im  17.  und  18.  (1884  und  1885)  fortgesetzten  Arbeit  über  Zar- 
kali, ein  Ergebnis  mehr  als  dreissigjährigen  Sammelfleisses.  Es 
werden  die  Toledaner  Tafeln  behandelt,  Ort  und  Geschichte  der 
Handschriften,  sowie  ihrer  Uebersetzungen,  Auszüge  und  Er- 
klärungen; darauf  folgt  kurze  Inhaltsangabe  der  „canones 
Arzachelis".  Tn. 
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H.  SüTER*     Die  Qaaestio  „De  proportione  dyametri  qua- 
drati   ad   costam   ejusdem^   des  Albertus   de  Saxonia. 

Schlomilch  Z.  XXXH.  Hl  -A.  41-56. 

Der  Verfasser  druckt  hier  aus  der  Handschrift  A.  50  der 
Berner  Stadtbibliothek  drei  geometrische  StQcke  in  lateinischer 
Sprache  ab:  erstens  das  in  der  Ueberschrift  genannte  (S.  43-52), 
zweitens  ein  die  gleiche  Frage,  aber  diese  ganz  kurz  und  viel 
geometrischer  behandelndes  Stück  (S.  52)  und  drittens  ein  die 
heronisehe  Lösung  des  Problems  der  zwei  mittleren  Proportionalen 
enthaltendes  Stück  (S.  52-54).  Dabei  wird  glaubhaft  gemacht, 
dass  zwar  nicht  das  zweite  und  dritte,  wohl  aber  das  erste 
Stück  von  Albertus  de  Saxonia  herrührt  Eben  dieses  ist  auch 
interessant  wegen  der  darin  niedergelegten  Plumpheit  des  Denkens 
jener  Zeit.  Tn. 


E.  Nardücci.     Vite  iiiedite  di  Mateoiatici  italiani  scritte 
da  ßernardino  Baldi  e  pubblicate  da  Enrico  Nardücci. 

Ball.  Bodo.  XIX.  335-640. 

B.  Baldi  (1553-1617),  ein  italienischer  Gelehrter  und  Dichter, 
zugleich  ausserordentlich  vielseitiger  Schriftsteller  und  geschätzter 
Stilist,  war  vom  Herzog  von  Guastalla  erst  zum  Hofmathematiker, 
dann  1586  zum  Abt  von  Guastalla  ernannt  worden.  Als  solcher, 
abgeschieden  vom  Lärm  der  Welt,  verfasste  er  die  teils  kür- 
zeren, teils  ausführlicheren  wissenschaftlichen  Biographien  von 
202  Mathematikern  des  Altertums  und  Mittelalters.  Seine  Arbeit 
mit  dem  Titel  „Vite  de*  Matematici"  erschien  aber  weder  zu 
seinen  Lebzeiten  noch  nach  seinem  Tode  im  Druck.  Der  hand- 
schriftliche Nachlass  kam  an  Verwandte,  an  Glieder  der  Familie 
Albani  und  in  die  gleichnamige  Bibliothek;  als  diese  verkauft 
und  zerstreut  war,  erwarb  im  Jahre  1857  der  bekannte  Mäcen 
mathematischer  Geschichtsforschung,  der  Fürst  Boncompagni, 
drei  Handschriften  des  genannten  grossen  Werkes  von  Baldi. 
Aus  diesen  sind  (seit  1868)  22  der  Biographien  veröffentlicht 
worden,  hauptsächlich  in  Boncompagni *s  Bullettino  und  in 
Schlomilch' s  Zeitschrift;  jetzt   veröflfentlicht  daraus   der  eifrige 
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Narducci  weitere  29  jener  Biographien  nebst  Baldi's  Vorrede 
(S.  355-358),  teils  des  wissenschaftlichen,  teils  des  literarischen 
Interesses  wegen,  das  sich  an  diese  Erzeugnisse  der  Jahre  1588 
bis  1595  knüpft. 

Hinsichtlich  der  Reihenfolge  hält  sich  der  Herausgeber  an 
die  von  Baldi  selbst  gewählte,  und  behandelt  so  S.  358  Ameristus, 
dann  S.  359  Archytas,  S.  373  Eurytus,  S.  374  PhiL  v.  Mende, 
S.  376  Aristoxenus,  S.  381  Dicäarch,  S.  388  Archimedes,  S.  454 
Nigidius  Figulus,  S.  464  Vitruv,  S.  473  L.  Arruntius  (oder  Tarrun- 
tius),  S.  480  Agrippa,  S.  481  Geminus,  S.  488  Jul.  Firmicus, 
S.  521  Boetius,  S.  586  Dion.  Romanus,  S.  590  Guido  v.  Arezzo, 
S.  591  Campano,  S.  596  G.  Bonato,  S.  598  Barlaam,  S.  600 
Paolo  (deir  Abaco),  S.  602  G.  Blanchino,  S.  604  Burtio,  S.  605 
Piasio,  S.  606  Pontano,  618  Gaurico,  S.  621  P.  Pitato,  S.  625 
AI.  Piccolomini,  S.  633  Zarlino. 

Die  beachtenswertesten  dieser  Skizzen  dürften  diejenigen 
sein,  welche  sich  mit  Archimedes,  Vitruv  und  Boetius  beschäftigen. 

Tn. 


E.  Narducci.     Vita  di  Pitagora,  scritto   da  Beruardino 
Baldi,  tratta  dalT  autografo  ed  annotata  da  E.  Narducci. 

BoDC.  Bull.  XX.  197-308. 

Unter  den  im  vorigen  Referat  erwähnten  202  Biographien 
ßaldi's  findet  sich  auch  eine  im  Jahre  1588  verfasste,  welche  Leben 
und  Bedeutung  des  Pythagoras  darstellt.  Diese,  unter  allen  die 
„ausführlichste  und  sorgsamst  ausgearbeitete",  veröflFentlicht  hier 
Narducci  erstmals;  er  hat  sich  dabei  der  grossen,  dankenswerten 
MQhe  unterzogen,  alle  die  Stellen  aus  alten  Schriftstellern,  auf 
welche  Baldi  anspielt,  aufzusuchen  und  wörtlich  in  den  Anmer- 
kungen beizufügen.  Tn. 


J.  ScHAEFER.    Des  Nlcolaus  von  Kues  Lehre  vom  Kosmos. 

Diss.  Oiesseo.  72  S.  8o. 
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F.  Jacoli.  Ausführliche  Besprechung  von  „Carteggio 
inedito  di  ...  celebri  astronomi  dei  secoli  XVI  e 
XVII  . . .  pubblicato  da  A.  Favaro.     Bologna  1886.« 

Bodo.  Ball.  XX.  37-60. 


Ä.  Favaro.  Documenti  per  la  storia  della  Accademia 
dei  Lincei  uei  manoscritti  Galileiani  della  Biblioteca 
nazionale  di  Firenze.     Studi  e  ricerche  di  A.  Favaro. 

Ball.  Booc.  XX.  95-158. 

Lange  vor  der  Gründung  der  Akademien  bezw.  Königl. 
Gesellschaften  zu  London  (1665),  Paris  (1668),  Berlin  (1700) 
u.  s.  w.  hatte  ein  römischer  Privatmann,  der  Fürst  Gesi,  den 
Gedanken  gefasst  und  ausgeführt,  eine  hauptsächlich  der  Be- 
kämpfung der  herrschenden  Philosophie  und  der  Pflege  der 
Naturbeobachtung  sich  widmende  grosse  Gesellschaft  zu  gründen, 
die  weithin  sich  ausbreiten  sollte.  Der  Gründungstag  dieser 
Aecademia  dei  Lincei,  das  ist  der  Luchsäugigen,  ist  der  17. 
(oder  18.)  August  1603.  Berühmte  Gelehrte,  u.  a.  Galilei,  zählten 
zu  ihren  Mitgliedern. 

In  der  Sammlung  der  Galilei  betreffenden  Handschriften  zu 
Florenz  befinden  sich  nun  manche  auf  jene  Akademie  und  ihre 
Mitglieder  bezüglichen  Schriftstücke,  und  aus  diesen  hebt  Herr 
A.  Favaro  eine  Reihe  wichtiger  heraus.  Nach  einem  Yorbericbt 
(S.  95-99)  zählt  er  (S.  99-103)  die  Dokumente  auf,  veröffentlicht 
dann  die  handschriftlich  vorhandene,  von  Nelli  (1725-1793)  ver- 
fasste  (jreschicbte  der  Anfänge  genannter  Akademie  (S.  103-123), 
skizzirt  weiter  in  archivalischer  Beziehung  den  noch  vorhandenen 
aas  den  Jahren  1610  bis  1630  stammenden  Briefwechsel  zwischen 
mehreren  ihrer  Mitglieder  (S.  123  - 135)  und  druckt  endlich 
(S.  135-158)  32  noch  nicht  oder  bis  jetzt  nicht  vollständig  ver- 
öffentlichte, von  Seiten  des  Stifters  Gesi  in  den  Jahren  1611 
bis  1619  an  Galilei  gerichtete  Briefe  ab.  Tn. 


A.   Favaro.      Miseellanea  Galileiaua  inedita.      Studi    e 

ricerche.       Ven.  ist.  Mem.  XXII.  701-1034  4^ 
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Dieser  starke  Band  enthält  grQndliche  Forschungen  zur  Bio- 
graphie Galilei's.  Zunächst  (S.  703-712)  wird  der  lö.  Februar 
1564  als  sein  Geburtstag  ermittelt;  der  gewöhnlich  angegebene 
18.  Februar  ist  sein  Tauftag.  Dann  kommt  (S.  718)  ein  Bruch- 
stück eines  Briefes  aus  dem  Jahre  1607  zur  Besprechung,  der 
fiber  Privatverhältnisse  Auskunft  giebt;  weiter  (S.  729)  Rand- 
notizen zu  Archimed,  ferner  (S.  791)  eine  Erörterung  der  Prio- 
ritätsansprüche betreffs  der  Entdeckung  der  Sonnenflecken,  wo- 
durch die  Ansprüche  Scheiner's  (S.  741-760)  und  die  des  Fabricius, 
nicht  minder  (S.  778ff.)  die  Harriot's  zurückgewiesen  werden.- 
der  Schlussentscheid  findet  sich  S.  782f.  Der  fünfte  Abschnitt 
(S.  791-851)  bringt  Einzelnheiten,  der  siebente  (S.  872-923)  Ur- 
kunden zum  Processe  Galilei's,  der  sechste  (bis  S.  872)  Aufklä- 
rungen über  seinen  Briefwechsel  mit  Diodati,  die  vier  folgenden 
Abschnitte  (S.  923-982)  klären  Literarisches  und  Familiäres  auf, 
endlich  der  letzte  ist  der  Reconstruction  des  Verzeichnisses  von 
Galilei's  Büchersammlung  gewidmet.  Tn. 


A.  Favaro.     Di  Giovanni  Tarda  e  dl  una  sua  visita  a 
Galileo  dal    12  al    15  noverabre  1614.     Bodc.  Ball.  XX. 

345372. 

Der  französische  Kanonikus  Tarde  (1562  - 1636)  besuchte 
Galilei  1614  zu  Florenz  und  erzählt  in  einem  Reisebericht,  den 
eben  F.  hier  veröffentlicht,  was  Wunderbares  ihm  Galilei  mit- 
geteilt habe  über  die  Jupiterstrabanten,  über  die  merkwürdige 
Gestalt  des  Saturn,  über  die  Lichtgestalten  der  Venus,  über  die 
Sonnenflecken  und  deren  Bewegung  und  über  das  zum  Mikroskop 
abgeänderte  Femrohr.  Favaro  bespricht  dann  an  der  Hand  der 
Quellen  das  weitere  Verhalten  Tarde*s  in  Bezug  auf  Galilei's 
Entdeckungen,  insbesondere  seine  abweichende  Auffassung  über 
die  Natur  der  Sonnenflecken.  Tn. 


A.  Favaro.     Appendice   prima   alla  libreria   di  Galileo 
Galilei  descritta  cd  illustrata  da  A.  Favaro.      Bonc.  Ball. 

XX.  372-876. 
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Enthfth  ErgäDZQDgen  bzw.  BegrQndimgen  za  der  früher  (F. 
d.  M.  XVin.  1886.  9)  erwähnten  Liste  von  521  Werken,  welche 
Galilei's  Bachersammlang  ausmachten.  Tn. 


P.  RiccARDi.     Nota  relativa  ad  nna  edizione  del  ^Nun- 
ciu8  Sidereus^  del  Galilei.    Bibi.  Math.  (2)  i.  16-16. 

Herr  Riccardi  zeigt,  dass  die  von  Alböri  herrührende  Notiz, 
dass  eine  Aasgabe  des  ^Nuncius  Sidereus^  1653  in  London  ge- 
druckt sei,  nicht  ganz  richtig  ist,  da  diese  nur  eine  Abteilung 
eines  Sammelwerkes  bildet,  worin  auch  Schriften  von  Gassendi 
und  Kepler  abgedruckt  sind.  E. 


E.  Wohlwill.       Die    Prager    Ausgabe    des    ^Nuncius 

Sidereus^.      Bibl  Math.  (2)  L  100-102. 

Es  ist  vielfach  angegeben  worden,  dass  Kepler  1610  eine 
neue  Auflage  vom  „Nuncius  Sidereus''  in  Prag  veranstaltete; 
Herr  Wohlwill  bezweifelt  aus  guten  Gründen  die  Existenz  dieser 
Auflage,  die  kein  Bibliograph  vor  Augen  gehabt  zu  haben 
scheint,  und  zeigt,  dass  die  betreffende  Notiz  bei  Yenturi,  der 
die  neue  Ausgabe  zum  ersten  Mal  citirt  hat,  auf  einem  Miss- 
verständnis beruht  E. 


BiERENS    DE  Haan.     Quelques   lettres  in^dites  de  Ren^ 
Descartes    et    de    Constantyn    Huygens.      Schlömilch  z. 

XXXIL  H1.-A.  161-173. 

Giebt  drei  Briefe,  zwei  an  Descartes  von  Huygens,  einen 
von  Descartes,  aus  den  Jahren  1639  und  40  und  sich  auf  eine 
Polemik  beziehend,  die  sich  zwischen  zwei  Holländern  über  die 
Ausziebung  der  Kubikwurzel  aus  einem  irrationalen  Binom  ent- 
sponnen hatte.    Nur  einer  der  Briefe,  der  von  Descartes,  enthält 


Mathematisches  (S.  164  f.):  Ya+Vl  wird  =  a;+J^  gesetzt  und  die 
Art  und  Bedingung  aufgezeigt,  x  und  y  zu  finden.  Tn. 


14  I-  Abschnitt.    Geschichte  und  Philosophie. 

D.  ßiERBNS  DE  Haan.  Nalezingen  op  den  eersten  bundel 
(1878)  der  bouwstoflFen  No.  I-XVII  voor  de  geschie- 
denis  der  wis-  en  natuurkundige  wetenschappen  in  de 

Nederlauden.      Amst.  Versl.  en  Meded.  (3)  III.  65-67. 

D.  BiERENä  DE  Haan.  Nalezingen  op  de  bouwstoffen 
No.  XVni  -  XXX  voor  de  geschiedenis  der  wis-  en 
natuurkundige    wetenschappen     in    de    Nederlanden. 

Amst.  Yersl.  en  Meded.  (3)  III.  68-78. 

D.  BiERENS  DE  Haan.  Körte  levensberichten  voorkomende 
in  de  bouwstoffen  voor  de  geschiedenis  der  wis-  en 
natuurkundige     wetenschappen     in     de    Nederlanden 

No,  I  -  XXX.      Amst.  Versl.  en  Meded.  (3)  III.  79-81. 

D.  BiERBNS  DE  Haan.  Lijst  van  de  boeken  beschreven 
of  aangehaald  in  de  bouwstoffen  voor  de  geschiedenis 
der  wis-en  natuurkundige  wetenschappen  in  de  Neder- 
landen  No.  XVni-XXX.       Amst.  Versl.  en  Meded.   (3)    III. 

82- 96. 

Die  zwei  erstgenannten  Aufsätze  enthalten  einige  Ergän- 
zungen und  Verbesserungen  der  früher  erwähnten  Abhandlungen 
über  die  Geschichte  der  Mathematik  in  den  Niederlanden  (Siebe 
F.  d.  M.  XVIII.  1886.  10).  Der  dritte  enthält  den  Nachweis  der 
Stellen  dieser  Abhandlungen,  wo  die  kurzen  Lebensgeschicbten  der 
Mathematiker  und  Naturforscher  zu  finden  sind.  Der  vierte  ist  ein 
Index  zu  den  in  diesen  Abhandlungen  citirten  Werken.        6. 


D.  J.  KoRTEWEG.     Een  en  ander  over  Constantyn  Huy- 
gens    als    beminnaar    der    stellige    wetenschappen   en 

zijne  betrekking  tot   Descartes.      Amst  Versl.  en  Meded.  (3) 
III.  253-283. 

D.  J.  K ORTEWEG.     Notes  sur  Constadtyn  Huygens  con- 
sid^r^    corame  araateur   des   sciences  exactes,    et   sur 
ses  relations  avec  Descartes.    N6erl.  Arch.  XXII.  422-466. 
Auch    der  als  Dichter  berühmte  Constantyn  Huygens,    der 

Vater  von  Christiaan  Huygens,  interessirte  sich  sehr  für  die  ma- 
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thematischen  und  physikalischen  Wissenschaften.  So  stand  er 
in  Briefwechsel  mit  Descartes,  und  aus  diesem  wird  hier  einiges 
mitgeteilt.  Die  Originalbriefe  sind  vom  Verfasser  unter  den 
sich  auf  die  Familie  Huygens  beziehenden  Handschriften  entdeckt, 
welche  sich,  zum  Teil  allerdings  nur  in  Abschriften,  im  Treppen- 
haus zu  Amsterdam  befinden. 

Dieser  Briefwechsel  behandelt  verschiedene  Gegenstände, 
wie  die  beste  Art  Linsen  zu  schleifen,  die  Grundlagen  einer 
Mechanik,  welche  Descartes  in  einem  Werkeben  niedergelegt 
hatte,  den  Streit  der  Mathematiker  Stampioen  und  Wassenaer, 
aber  den  früher  berichtet  wurde  (Siehe  F.  d.  M.  XVIII.  10);  ein 
Perpetuum  mobile  und  andere  Fragen,  welche  damals  an  der 
Tagesordnung  waren.  In  einer  Beilage  werden  die  Briefe  auf- 
gezählt, welche  zwischen  Const.  Huygens  und  Descartes  ge- 
wechselt worden  sind,  und  die  Orte  angegeben,  wo  sie  im  Druck 
oder  im  Manuscript  zu  finden  sind.  G. 


G.  EnestrOm.  Nouvelle  notice  sur  un  memoire  de 
Chr.  Goldbacli,  relatif  k  la  sommation  des  s^ries, 
publik  k  Stockholm  en  1718.    Bibi  Math.  (2)  i.  2324. 

Der  Verfasser  hat  in  einer  früheren  Note  (cf.  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  12)  über  eine  bisher  unbekannte  Abhandlung  von  Gold- 
bacb  berichtet.  Nachträglich  bemerkt  er  hier,  dass  Goldbach 
Ton  dieser  Abhandlung  in  einem  Briefe  an  Daniel  Bernoulli 
spricht,  und  dass  sie  auch  in  den  Acta  Eruditorum  1720  abge- 
druckt worden  ist.  E. 

C.  F.  Ofterdinger.     Johann  Tobias  Mayer.     BokieoMitt. 

II.  116-132. 

Zeigt,  wie  Mayer  (1723-1762)  ohne  Schule  und  ohne  Mittel 
aus  eigener  Kraft  sich  emporarbeitete  zum  Professor  an  der  Göt- 
tinger Universität  (1751)  und  Director  der  Sternwarte  daselbst 
(1754).  Seine  wissenschaAlichen  Verdienste,  besonders  auch  die 
um  Verbesserung  der  Instrumente,  werden  kurz  dargelegt.     Tn. 


16  !•  Abschaitt.    Gescbichte  und  Philosophie. 

S.  Günther.     Simon  L'Huilier.     Bokien  Mitt.  ii.  1-9. 

Dieser  Abriss  der  Lebensgeschichte  L'Huilier's  (1750-1840) 
stützt  sich  wesentlich  auf  R.  Wolfs  Vorarbeit:  nach  kurzer  Er- 
zählung der  äusseren  Schicksale  wird  des  Mannes  Schriftsteller- 
thätigkeit  gekennzeichnet,  hauptsächlich  in  Bezug  auf  Algebra 
und  Theorie  des  Unendlichen,  auf  Isoperimetrie,  sowie  Poly- 
gonometrie  und  Sphärik.  Tn. 


Jakob  Jakobsen.  Freundschaftliche  Bewirthung  meiner 
mathematischen  Brllder  mit  einem  Traktament  von 
sechs  Gerichten.  Oder:  Curieuse  mathematische  Auf- 
gaben von  J.  J.,  Schullehrer  zu  Tinnum  auf  Sylt. 
Schleswig,  1790.  Neu  herausgegeben  als  Festgabe 
zum  hundertjährigen  Jubiläum  des  Seminars  zu  Ton- 
dern   von   dem   mathematischen  Verein   ^^Mathesis   in 

Valdivia".      Fleneburg.  Aug.  Westphslen.  32  S.  8». 

Jakob  Jakobsen,  geb.  1739  in  Elockries  in  der  Bökingharde, 
gest.  am  22.  Febr.  1818  in  Tinnum,  Volksschullehrer  in  Tinnum 
von  1763-1790,  ein  Autodidakt  in  der  Mathematik,  Privatlehrer 
fbr  Navigation  und  Feldmesser,  gab  1790  das  im  Titel  genannte 
Werkchen  heraus  mit  Aufgaben  in  kraus  humoristischer  Form, 
deren  Lösungen  etwa  die  Kenntnisse  der  Reife  bei  den  Entlassungs- 
prttfungen  der  Realgymnasien  beanspruchen.  Die  Herausgeber 
(Joh.  Frey,  Adolf  Heinze,  Peter  Sönksen)  aus  Valdivia  haben 
fttr  die  erste  vollständige  Lösung  entsprechende  Lockpreise  aus* 
gesetzt.  Lp. 

F.  Wüstenfeld.     Die  Mitarbeiter  an  den  Göttingischea 
gelehrten   Anzeigen    in    den  Jahren    1801    bis  1830. 

Gottingen  1887.  87  S.  in  gr.  8°. 

Sei  es  auch  nur  Gauss  zu  Liebe,  so  hat  das  vorstehende 
Werkchen  ein  Recht  darauf,  hier  genannt  zu  werden.  Seit  der 
Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  waren  die  „Göttingischen  An- 
zeigen von  gelehrten  Sachen*'  erschienen,    als    sie  1801    in   die 
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^GöUiogisohen  gelehrten  Anzeigen^  umgewandelt  wurden;  früher 
ansnabmslos,  später  seltener  wurden  die  einzelnen  Anzeigen  von 
Bfichem  ohne  Namensnennung  des  Anzeigenden  yeröffentlieht. 
Diese  Namen  zu  kennen,  ist  aber  bei  vielen  von  Interesse.  OlQck- 
lieherweise  haben  sieh  nun  die  Bechnungshefte  über  die  bezahlten 
Honorare  erhalten,  und  aus  diesen  konnte  der  seit  1838  an  den 
„Anzeigen"  mitbeteiligte  Verfasser  die  vorgenannte  Schrift  zu- 
sammenstellen, in  welcher  alphabetisch  geordnet  die  Mitarbeiter 
aufgeführt  sind  samt  biographischen  Angaben  und  Aufzählung 
der  von  ihnen  gelieferten  Anzeigen  unter  Hervorhebung  ihrer 
Selbstanzeigen.  Tn. 


Et).  Mailly.  Etüde  pour  servir  k  Thistoire  de  la  pulture 
intellectuelle  k  Bruxelles,  pendant  la  rdunion  de  la 
Belgique  k  la  France.  Belg.  M^m.  C.  XL.  48  S. 

In  Belgien  war  damals  nur  ein  Mathematiker  zu  finden, 
dessen  Name  angeführt  zu  werden  verdient:  de  Nieuport. 

Mn.  (Lp.) 

C.  M.  V.  Baüernfeind.  Gedächtnisrede  auf  Joseph 
V.  Fraunhofer  zur  Feier  seines  hundertsten  Geburts- 
tags.     MüncheD.  G.  Franz.  30  S.  4<>. 

Schilderung  des  äusseren  Lebensganges  Frauuhofer's  (ge- 
boren 6.  März  1787  zu  Straubing,  gestorben  7.  Juni  1826  zu 
Manchen),  insbesondere  seines  Kampfes  mit  dßr  Ungunst  äusserer 
Verhältnisse,  und  Besprechung  seiner  Verdienste  um  die  technische 
and  wissenschaftliche  Optik.  Wn. 


E.  Reüsch  und  0.  Böklen.     Zum  Andenken  an  Nörren- 

berg.     Böklen  Mitt.  JH.  1-9. 

Kurze  Darstellung   des  Lebenslaufes   (1787-1862)  und   der 

Haoptleistungen  des  berühmten  Physikers.  Tn. 


Fortsehr.  d.  M«Ui.   XIX.  1. 
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Aug.  Ferd.  Möbiüs.  Gesammelte  Werke.  Herausgegeben 
auf  Veranlassung  der  königlich  sächsischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften.  IV.  Bd.  Herausgegeben 
von  W.  Scheibner.  Mit  einem  Nachtrage,  heraus- 
gegeben   von    F.    Klein.      Leipzig.  Hirzel.  VIII  a.  73l  S.  gr.8«. 

Der  vorliegende  vierte  und  letzte  Band  der  gesammelten 
Werke  von  Möbius  (vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1886.  18)  enthält  zu- 
nächst  die  Elemente  der  Mechanik  des  Himmels  (318  S.),  sodann 
eine  Reihe  von  Abhandlungen  teils  astronomischen  und  diop- 
trischen,  teils  rein  mathematischen  Inhalts,  unter  ihnen  nament- 
lich verschiedene  Universitätsprogramme  in  lateinischer  Sprache. 

Die  bei  der  Herausgabe  befolgten  Grundsätze  sind  dieselben 
geblieben  wie  bei  den  früheren  Bänden;  daher  ist  auch  in  den 
astronomischen  Schriften  keine  Aenderung  in  den  Zahlenangaben 
getroffen  worden.  Die  Habilitationsschrift  aus  dem  Jahre  1815 
hat  den  Zusatz  dreier  Paragraphen  aus  dem  im  Nachlass  vor- 
gefundenen Originalmanuscript  erhalten.  Dagegen  sind  voa  den 
beiden  für  ein  grösseres  Publikum  bestimmten  Schriften  über 
den  Halley*schen  Kometen  und  die  Hauptsätze  der  Astronomie, 
mit  Rücksicht  auf  ihren  populären  Charakter,  am  Schlüsse  des 
Bandes  bloss  die  Titel  und  einige  Inhaltsangaben  aufgenommen 
worden.  Gar  nicht  abgedruckt  sind  mehrere  kleine  Notizen, 
unter  ihnen  diejenige  über  den  Beweis,  dass  0^  =  1  sei,  aus 
Crelle's  Journ.  XII. 

Die  Herausgabe  des  vierten  Bandes  hat  Herr  W.  Scheibner 
besorgt;  ausserdem  hat  Herr  F.  Klein  den  Abdruck  der  zur  Ver- 
öffentlichung geeigneten  Teile  des  Nachlasses  geleitet.  Die  hier- 
auf bezüglichen  Mitteilungen  und  Zusammenstellungen  sind,  wie 
im  zweiten  Bande,  von  Herrn  C.Reinhardt  redigirt  worden,  der 
auch  neben  dem  Herausgeber  die  Correctur  des  ganzen  Bandes 
gelesen  hat.  In  diesem  Nachtrage  stehen  eine  Note  über  die 
Construction  einer  eigentümlichen  Tonleiter,  eine  Arbeit  zur  Be- 
rechnung des  Reservefonds  einer  Lebensversicherungsgesellschaft 
und  eine  Abhandlung  über  geometrische  Addition  und  Multi- 
piieation.      Der    schon    in   Bd.  II    in   Aussicht    genoninicne,    von 
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Herrn  C.  Reinhardt  yerfasste  Bericht  über  die  Entstehung  und 
den  Zusammenhang  von  Möbius'  Arbeiten  und  ein  chronologisch 
geordnetes  Verzeichnis  derselben  bilden  den  Besobluss  des  statt- 
lichen Bandes  und  damit  der  schönen  Ausgabe  von  Möbius' 
Werken.  Lp. 

A.  Cauchy.  Oeuvres  complfetes  d'Augustin  Cauchy 
publikes  soas  la  direction  scientifique  de  TAcad^mie 
des  Sciences.     II®  Sdrie.     Tome  VI.      Paris.  Ganthier-Vil- 

lars.  424  S.  4». 

Der  sechste  Band  der  zweiten  Serie,  welcher  überhaupt  als 
erster  dieser  Serie  veröffentlicht  ist,  gehört  der  Abteilung  an, 
welche  die  in  Bücherform  erschienenen  Abhandlungen  umfasst, 
and  enthält  den  ersten  Band  der  Exercices  de  Mathömatiques 
(Anciens  Exercices)  aus  dem  Jahre  1826.  üem  Plane  der  Aus- 
gabe gemäss  ist  ein  blosser  Abdruck  ohne  Koten  und  ohne  Com- 
mentar  erfolgt.  Lp. 

8.  Dickstein.     Hoene-Wronski.     1887.  (Poioisch.) 

Ein  kurzer  Bericht  über  das  Leben  und  die  wissenschaft- 
liche Thätigkeit  des  genannten  polnischen  Mathematikers  und 
Philosophen.  Dn. 

E.  d'Ovidio.     Biografie  di  Chelini,  Tortolini,  Bellavitis 

e    Plana.      Mem.  della  Soc.  It  delle  ScieDze  (detta  dei  XL).  (3)  VI. 

In  dieser  Schrift  beabsichtigt  der  Verfasser  das  Bemerkens- 
werteste aus  dem  Leben  und  den  Arbeiten  der  vier  wohlbekannten 
italienischen  Mathematiker  hervorzuheben:  Domenico  Chelini 
(1802-1880),  Barnaba  Tortolini  (1808-1874),  Giusto  Bellavitis 
(1803-1880),  Giovanni  Plana  (1781-1864).  Wie  bekannt,  beruht 
der  Ruf  des  ersten  auf  der  vollendeten  Eleganz,  die  in  seinen  zahl- 
reichen und  bedeutenden  Arbeiten  aus  der  Geometrie  und  Mechanik 
vorwaltet.  Der  des  zweiten  grQndet  sich  nicht  nur  auf  die  inter- 
essanten Abhandlungen  aus  der  analytischen  Geometrie  und  der 
Infinitesimalrechnung,  sondern  auch  darauf,  dass  er  von  1850-1857 

2* 
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die  „Annali  di  Scienze  matematiehe  e  fisiche^,  von  1858-1865 
die  ^ Annali  di  Materoatica  pura  ed  applicata^  herausgegeben 
hat,  die  noch  jetzt  unter  der  kundigen  Leitung  von  Hrn.  Brioschi 
erscheinen.  Die  wissenschaftliche  Thätigkeit  des  dritten  hat  sieh 
auf  alle  Zweige  der  reinen  Mathematik  erstreckt  und  auch  einige 
physikalische  und  chemische  Fragen  berührt;  doch  kann  man 
behaupten,  dass  die  festeste  Grundlage  seines  Rufes  die  Rech< 
nung  der  Aequipollenzen  ist,  die  er  zuerst  erfunden  und  dann 
angewandt  hat  Endlich  verdanken  die  Astronomie  und  die 
mathematische  Pliysik  Plana  viele  Ergebnisse,  deren  Bedeutung 
wohlbekannt  ist;  er  gelangte  zu  ihnen,  indem  er  die  Methoden 
der  höheren  Analysis  benutzte ;  diese  waren  ihm  so  geläufig,  dass 
Elie  de  Beaumont  nicht  anstand,  ihn  den  „Patriarchen  der  ma- 
thematischen Analysis''  zu  nennen.  Zu  den  biographischen  An- 
gaben über  jeden  dieser  Gelehrten  hat  Hr.  d'Ovidio  eine  voll- 
ständige Liste  seiner  Arbeiten  hinzugefügt,  wofür  ihm  alle  Pfleger 
der  exacten  Wissenschaften  Dank  wissen  werden.        La.  (Lp.) 


E.  KoTELNiKOFF.     Biographische  Notiz  über  Prof.  F.  J. 

KotelnikoflF.      Kae.  Ges.  V.  225-249. 

Th.   Süvoroff.       Erinnerung     an    F.    J.    KotelnikoflF. 

Kas.  Ges.  V.  250-254. 

Biographische  Notizen  und  Erinnerungen  an  P.  J.  Kotelnikoif, 
der  von  1835  bis  1879  die  Professur  der  Mechanik  in  Kasan 
bekleidete,  so  wie  das  Verzeichnis  der  Arbeiten  des  Verstorbenen. 

Wi. 

H.    G.   ZeüTHEN.       Adolp   Steen.    ZeathenT.  (5)  IV.  65-70.  (1886). 

Nekrolog  für  den  verstorbenen  dänischen  Mathematiker  Pro- 
fessor A.  Steen.  Gm. 

Chr^tien  Henri  Nagel.     Mathesis  vir.  Ii4-ii5. 

Biographische  Skizze  nach  0.  Krimmel.  Nagel  ist  geboren 
1803,  gestorben  1882.  Mn-  (Lp.) 
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Cenni    necrologici   del    Prof.   Cav.   Pietro  Boscbi.     (Abtug 

aus   dem  PrograiDma  della  R.  Scuola  d'ApplicaaioDe  per  gli  lugegoeri 
io  BologDa  ia:i7-8S.) 

Pietro  Bosch!,  geboren  zu  Rom  am  7.  Juni  1833,  war  seit 
1877  ordentlicber  Professor  der  projectiven  und  darstellenden 
Geometrie  an  der  Universität  zu  Bologna,  und  zugleich  Professor 
der  angewandten  darstellenden  Geometrie  (Stereotomie)  an  der 
dortigen  technischen  Hochschule  (Scuola  d'Applicazione  per  gli 
Ingegneri).     Er  starb  zu  Bologna  den  4.  November  1887.      Vi. 


E.   RoucHE.      Edmond   Laguerre,  sa  vie  et  ses  travaux. 

J  de  rfic.  Pol.  Cah.  LVL  213-277,  Nouv.  Ann.  (3)  VI.  105-173. 
Ausführliche  Schilderung  der  wissenschaftlichen  Thätigkcit 
Laguerre's  (geb.  zu  Bar-le-Duc  am  9.  April  1834,  gest.  am 
14.  August  1886,  vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1886.  23).  Das  Verzeichnis 
der  Schriften  des  Verstorbenen  am  Ende  des  Aufsatzes  umfasst 
133  Nummern  aus  den  Jahren  1853  bis  1886.  Dieselben  werden 
in  folgenden  Capiteln  gruppenweise  besprochen:  Gebrauch  des 
Imaginären  in  der  Geometrie,  Anwendung  der  Integralrechnung 
und  der  Theorie  der  Formen  auf  die  Geometrie,  infinitesimale 
Geometrie,  Richtungs-Geometrie,  Näherungsmethoden  för  gewisse 
analytische  Functionen,  numerische  Auflösung  der  Gleichungen, 
Dififerentialgleichungen  und  elliptische  Functionen.  Lp. 


H.  PoiNCARE.     Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  M.  jja- 
guerre.    c.  R.  civ.  1643-1650. 

F.  TissERAND.     Notice  sur  les  travaux  de  M.  Oppolzer. 

C.  R.  CIV.  103-105. 

Ein  kurzer  Bericht  über  die  Arbeiten  des  am  26.  December 
1886  zu  Wien  verstorbenen  Astronomen  Th.  von  Oppolzer. 

Heb. 

Ch.  Hbrmite.     Rosenhain.    c.  r.  civ.  891. 

Herr  Hermite  macht  der  Französischen  Akademie  Mitteilung, 
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dass  am  14.  März  1887    zu  Berlin    der   bekannte   Mathematiker 
Georg  Rosenhain  gestorben  ist.  Hch. 


Mascart.  Notice  sur  M.  Alfred  Terquem.  C.  R.  cv,  196-199. 
Alfred  Terquem,  geboren  den  31.  Januar  1831  zu  Metz, 
starb  den  16.  Juli  1887  zu  Lille.  Seine  Arbeiten  beziehen  sich 
hauptsächlich  auf  die  Akustik,  Gapillarität,  Wärmelehre  und  die 
Geschichte  der  Physik.  Hch. 

F.  SiACCi.       Commemorazione     di     Alessandro     Dorna. 

Torino  Atti.  XXII.  247-249. 

Alessandro  Dorna,  geboren  den  13.  Februar  1825  zu  Asti, 
starb  am  19.  August  1887  zu  Turin.  Seit  1850  Lehrer  der  Me- 
chanik an  der  Militär-Akademie  zu  Turin,  übernahm  er  im  Jahre 
1865  die  Direction  des  dortigen  Astronomischen  Observatoriums 
und  die  Professur  der  Astronomie  an  der  Universität.  Der 
Turiner  Akademie  gehörte  er  seit  1869  als  Mitglied  an. 

Hch. 

G.  Basso.      In    commemorazione    di    Gustavo    Roberto 

Kircbhoff.      Torino  Atti.  XXIII.  2-4. 

F.  PosKE.     Robert  Gustav  KirchhoflF.    Po8ke  z.  l.  72-73. 

Nachrufe  an  den  verstorbenen  Gelehrten  (geb.  12.  März 
1824,  gest.  17.  Oct.  1887).  Lp. 


Notices    biograpbiques    et    bibliographiques    concernant 
les  membres,  les  corrcBpondants  et  les  associ^s  1886. 

Broxeliea.  Hayez.  VII  -+■  606  S.  12»o.  (Ac.  R.  de  Belgique.) 

Bibliographische  Sammlung  mit  ausfährlichen  Nachweisungen 
über  Adan,  Catalan,  Delboeuf,  Folie,  Houzeau,  Le  Paige,  Liagre, 
Mailly,  Mansion,  Maus,  Montigny,  F.  Plateau,  Spring,  Steichen, 
de  Tilly,  VanderMensbrugghe  und  mit  kürzeren  Angaben  über 
die  meisten  belgischen,  vor  Juli  1886  gestorbenen  Mathematiker 
und  Physiker.  Mn.  (Lp.) 
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B.    Geschichte  einzelner  Disciplinen. 

Felix  Moller.  Historisch -etymologische  Studien  ober 
mathematische  Terminologie.    Pr.  LoieeD  Gymo.  Berlio.  (No. 

64).  32  S.  4«. 

Hr.  Müller  giebt  eine  Vorarbeit  zu  einer  systematisch  geord- 
neten Uebersicht  über  Etymologie  und  Geschichte  der  bekanntesten 
mathematischen  Ausdrücke.  Benutzt  sind  ältere  und  neuere 
Forschungen  über  die  Geschichte  der  Mathematik.  Die  in  den 
letzten  Decennien  geschaffenen  Begriffe  bleiben  noch  unberück- 
sichtigt. Im  speciellen  sind  die  Namen  der  einzelnen  mathe- 
matischen Disciplinen,  die  Eunstausdrücke  der  Arithmetik  und 
diejenigen  der  Kegelschnitte  behandelt.  Der  kurzen  geschickt 
zusammengestellten  Auswahl  folgt  hoffentlich  bald  das  grössere 
Werk  nach.  Mi. 

K.   HüNRATH.     Zum  Verständnis   des   Wortes   „Algoris- 

mUö".       Bibl.  Math.  (2)  I.  70. 

Herr  Hunrath  hat  in  einem  1503  gedruckten  „Opusculum 
de  praxi  numerorum  quod  Algorismum  vocant*'  eine  Stelle  ge- 
funden, worin  ein  „philosophus  nomine  Algorismus^  citirt  wird; 
hieraus  erhellt,  dass  der  Verfasser  dieser  Schrift  die  wahre  Be- 
deutung des  Wortes  kannte,  welche  bekanntlich  erst  in  unserem 
Jahrhundert  von  Beinaud  und  Boncompagni  wieder  entdeckt 
worden  ist.  E. 

G.  Eneström.  Questions  14-15.  A.  Favaro.  Question 
16.  W.  W.  Bebman.  Question  17.  K.  Hunrath. 
Question  18.   R.  Baltzer.    Antwort  auf  die  Anfrage  14. 

Bibl.  Math.  (2)  I.  32.  64,  96,  120. 

Anfragen  betreffend  verschiedene  mathematisch  -historische 
Gegenstände.  (Vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  6.) 

14)  Ueber  die  erste  Anwendung  des  Zeichens  oo.  Herr 
Baltzer  bemerkt  als  Antwort  hierauf,  dass  seines  Wissens  Wallis 
(1655)  der  erste  sei,  der  das  Zeichen  angewandt  hat. 
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15)  Ueber  die  Rectification  der  semikubischen  Parabel  von 
Neil  und  van  Heuraet. 

16)  Ueber  Documente,  betreffend  Galilei  und  seine  wissen- 
sehaftliche  Wirksamkeit. 

17)  Ueber  die  erste  Anwendung  des  Divisionszeichens  -7-. 

18)  Ueber  das  Wort  „theca"  oder  „theta"  für  Null. 

E. 

K.  Zangbnmeister.  Eutstebimg  der  römischen  Zahl- 
zeichen.     Berliner  Ber.  1011-1028. 

Wendet  sich  zunächst  gegen  die  „so  glänzende  und  beste- 
chende"  Annahme  von  Mommsen  (1850),  als  Zeichen  für  50,  100, 
1000  seien  die  Aspiraten  Xi  ^j  V  verv^endet  v^orden,  die  eine 
Aufnahme  ins  römische  Alphabet  nicht  fanden.  Hiergegen  werden 
vier  Einwendungen  geltend  gemacht.  Dann  wird  die  Behaup- 
tung aufgestellt  und  zu  begründen  gesucht,  dass  die  römischen 
Zahlzeichen  für  1  bis  1000  nicht  vom  griechischen  Alphabet  ab- 
hängig, sondern  einheitlich  gebildet  sind  durch  das  Durchkreuzen 
des  Einheitsstriches  mit  je  einer  weiteren  Linie.  Den  Beschlags 
macht  eine  Untersuchung  über  etruskische  Zahlzeichen  und  dann 
über  die  für  die  Zahlen  über  1000  verwendete  römische  Zahl- 
bezeichnung. Tn. 

K.  6.  Hunger.  Mitteilungen  über  eine  handschriftliche 
C088  und  die  damit  verbundene  Aufgabensammlung, 
mit    zwei    lithographirten    Tafeln.      Ein    Beitrag    zur 

Geschichte   der  Algebra.     Pr.  Gymn.  Hildbnrghaueen.  28  S.  4». 

Inhaltsangabe  eines  um  1700  ganz  noch  nach  Stifers  Art 
verfassten,  aus  der  vormaligen  sog.  Schlossbibliothek  zu  Hild- 
burghausen in  die  Bibliothek  des  dortigen  Gymnasiums  über« 
gegangenen  dreibändigen  Werkes  über  Algebra.  Tn. 


H.  E.  Wappler.     Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra 

im    15.    Jahrhundert.     Pr.  Gymn.  Zwickau.  32  S.  4^ 

Diese     interessante    Beilage    enthält    im  wesentlichen    (S. 
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11-31)  den  Abdruck  eiuer  wohl  im  15.  Jahrhundert,  wie  der 
Herausgeber  sagt,  von  einem  Deutschen  verfassten  Algebra, 
die  sich  auf  Blatt  350-365'  der  Handschrift  C.  80  der  K.  Biblio- 
thek zu  Dresden  findet  und  um  so  wichtiger  ist,  als  nach  ihr 
wohl  Job.  Widman  von  Eger  im  15.  Jahrhundert  an  der  Uni- 
versität Leipzig  Vorträge  tlber  Algebra  gehalten  hat  Auch 
diese  Algebra  übergebt  das  Rechnen  mit  den  kossischen  Zeichen 
und  das  mit  Wurzelgrössen  und  geht  sofort  zu  den  berühmten 
^24  Regeln^  Aber,  deren  Geschichte  der  Berichterstatter  in  seiner 
Schrift  „Die  deutsche  Coss^  behandelt  hat;  und  wenn  letzterer 
damals  einen  RQckschluss  wagte  auf  Adam  Riese's  Vorlage,  so 
wird  derselbe  jetzt  vom  Herausgeber  bestätigt  (S.  5):  die  abge- 
druckte Coss  ist,  wie  drei  Thatsachen  beweisen,  „die  Grundlage 
fQr  Riese's  Coss^  gewesen.  Mehrfache  geschichtliche  Einschal- 
tungen, insbesondere  Richtigstellungen  von  Irrtümern  früherer 
Forscher,  erhöhen  den  Wert  der  Programmbeilage.  Tn. 


C.  Demme.      Die  Platonische  Zahl.       Schlömilch  z.    xxxii. 

HJ.-A.  8i-99,  121-132. 

Seit  Aristoteles  haben  sich  viele  Köpfe  mit  der  Deutung 
der  „vollkommenen"  oder  sog.  „Hochzeitszahl"  in  Platon's  Staat 
abgemüht  und  sind  zu  den  verschiedensten  Ergebnissen  gelangt. 
Hier  liegt  ein  neuer  Versuch  zur  Lösung  vor:  Hr.  Demme  findet 
1000  als  die  von  Piaton  gemeinte  Zahl,  und  er  begründet  dies 
durch  eine  eingehende  kritische  Würdigung  eben  jener  Stelle 
und  verwandter  Stellen  bei  Piaton,  sowie  der  zugehörigen  bei 
Aristoteles,  und  er  zeigt  die  so  herbeigeführte  Uebereinstim- 
mung  mit  Platon's  einschlägigen  Gedanken  überhaupt.         Tn. 


J.  DüPUis.      Note    sur    un    passage    göora^trique   de   la 
R^pablique  de  Piaton.     Bonc.  Bali.  xix.  641-645. 

Enthält  einen  Verbesserungsvorschlag  für  den  griechischen 
Text   (am  Ende  des  neunten  Buches)   und   zugleich   die   Elar- 
legung  der  Bedeutung  der  daselbst  vorkommenden  Zahl 
729  =  2.364i  =  59. 12  +  21  =  27  .  27  =  3  .  3  .  81  =  9'  =  3^ 
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da  Piaton  diese  Zahl  benützt,  uro  eine  Wertschätzung  politisch- 
moralischer Dinge  mit  astronomischen  und  rein  arithmetischen 
in  Zusammenhang  zu  bringen.  Tn. 


P.  Tannery.      L'extraction    des   racines   carrdes    d'aprfes 
Nicolas  Chuqiiet.      Bibl.  math.  (2)  I.  17-21. 

Diese  Note  bezieht  sich  auf  die  von  Chuquet  (1484)  ange- 
gebene und  von  De  la  Roche  (1520)  zum  ersten  Mal  publicirte 
Annäherungsmethode  beim  Quad rat wui-zelauszi eben.  Bekanntlich 
erhält    man    durch    diese  Methode    aus    zwei  Näherungswerten 

-T-  und  -~-  von  j^i,    vorausgesetzt  dass  -r->]^>  -r^,     einen 

neuen   Näherungswert  -r — j~-  •     Herr  Tannery  zeigt,    dass  diese 

Methode  im  engen  Zusammenhange  mit  der  Entwickelung  der 
Quadratwurzel  in  einen  Kettenbruch  steht,  obgleich  diese  Eigen- 
schaft der  Methode  natörjich  dem  Erfinder  unbekannt  war.  Herr 
Tannery  bemerkt  ferner,  dass  später  dieselbe  Methode  wahr- 
scheinlich von  Juan  de  Ortega  angewendet  wurde;  ob  sie  aber 
vor  Chuquet  bekannt  war,  muss  unentschieden  gelassen  werden. 

E. 


Eneström.     Sur  une  formule  d'approximation  des  racines 
carröes  donn^e  par  Alkalsadi.    Bibl.  math.  236-239.  (1886) 

Der  arabische  Mathematiker  Alkalsadi  hat  für  b>  a  die 
Approximationsformel 

'-^ = .+ .^ ' 

angegeben. 

Ueber  den  Weg,  auf  dem  Alkalsadi  zu  dieser  Formel  ge- 
langt ist,  finden  sich  verschiedene  Ansichten.  So  hat  z.  B.  Hr.  Gün- 
ther angenommen,  dass  sie  aus  einer  anderen  durch  gleichzeitige 
Vermehrung  des  Zählers  und  des  Nenners  entstanden  sei,  wäh- 
rend Heilermann  auf  eine  Eettenbruchmethode  hingewiesen  haU 
Der  Verfasser  zeigt,   dass   die  Formel  durch  eine  der  Theon*- 
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sehen    ähnliehe    geometrische    Wurzelausziehungsmethode    ud- 
mittelbar  erhalten  werden  kann.  E. 


P.  Mansion.      Esquisse   de   Thistoire   du  calcul  infinite- 
simal.    Gand.  Hoste.  38  S.  8^. 

Diese  Schrift,  ein  Auszug  aus  dem  R^sum^  du  Conrs  d'ana- 
lyse  infinitösimale  desselben  Verfassers  (vgl.  Abschn.  VI,  Cap.  1), 
zerfällt  in  drei  Capitel.  I.  Das  erste  enthält  einen  Abriss  der 
allgemeinen  Geschichte  der  Infinitesimalrechnung  unter  dem  Titel: 
Erfinder  und  Vorläufer.  Die  angeführten  Namen  sind  die  folgen- 
den: 1.  Leibniz,  Newton,  Jakob  und  Johann  Bemoulli,  Maclaurin, 
Euler,  Lagrange,  Legendre,  Gauss,  Cauchy,  Abel,  Jacobi,  Rie- 
mann,  Clebsch;  Hermite,  Weierstrass,  Kronecker,  Sylvester,  Cayley, 
Brioschi.  2.  Eudoxus,  Euklides,  Archimcdes,  Pappus;  Neper, 
Kepler,  Cavalieri,  Gregor  v.  St  Vincent,  Descartes,  Roberval, 
Pascal,  Sluse,  Fermat,  Wallis,  Huygens.  Der  in  diesem  Capitel 
entwickelte  Hauptgedanke  ist  der  folgende:  Vor  Leibniz  und 
Newton  konnten  die  grossen  Geometer  das  Problem  der  Tan- 
genten und  der  Quadraturen  lösen;  Leibniz  und  Newton  finden, 
dass  das  Problem  der  Quadraturen  mit  dem  umgekehrten  Tan- 
gentenproblem  identisch  ist,  und  ersinnen  einen  Algorithmus 
(bewundemswfirdig  bei  Leibniz,  wenig  handlich  bei  Newton),  um 
jene  drei  Gattungen  von  Aufgaben  zu  behandeln  (Tangenten, 
Quadraturen,  umgekehrtes  Tangentenproblem).  Das  achtzehnte 
Jahrhundert  entwickelt  die  Entdeckungen  von  Leibniz  und  New- 
ton ohne  grosse  Strenge  und  hauptsächlich  im  Gebiete  der  ele- 
mentaren Functionen;  das  neunzehnte  Jahrhundert  führt  wieder 
die  Strenge  der  Beweise  in  die  Wissenschaft  ein,  erforscht  neue 
Functionen,  sowohl  bei  reellen  als  bei  imaginären  Veränder- 
liehen. 

II.  Das  zweite  Capitel  enthält  die  mit  Anmerkungen  ver- 
sehene Uebersetzung  des  ersten  Leibniz'scben  Artikels  ttber  die 
Differentialrechnung  und  ebenso  die  des  zweiten  Lemmas  aus 
dem  zweiten  Buche  der  Newton'schen  Principia.  Der  Verfasser 
zeigt  in  den  Noten,  dass  Leibniz  hinsichtlich  der  Principien  der 
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iDtiuiteKimalrechDODg  nie  die  abgeschmackten  Vorstellungen  ge- 
hegt bat,  die  ihm  oft  zugeschrieben  werden.  Er  besass  ein 
volles  Bewusstsein  über  die  Identität  seiner  Methode  mit  der- 
jenigen der  Alten;  seine  Definition  des  Differentials  einer  Func- 
tion y  =  F(x)  ist,  von  der  Ausdrucksweise  abgesehen,  die  von 
Cauchy,  d.  h.  dy  =  F'(x) .  Jx,  wo  Jx  eine  endliche,  in  der  Figur 
gezeichnete  Grösse  ist.  Newton  ist  gleichfalls  streng  bei  der  Dar- 
legung der  grundlegenden  Vorstellungen  der  infinitesimalen 
Analysis,  aber  er  verschleiert  seinen  Gedanken  möglichst. 
Gelegentlich  wird  darauf  hingewiesen,  dass  Newton  wahrschein- 
lich zuerst  eine  beliebige  mit  dem  positiven  oder  negativen 
Vorzeichen  behaftete  Grösse  durch  einen  Buchstaben  be- 
zeichnet hat. 

III.  Unter  der  einen  Bezeichnung  „unendlich  klein"  hat 
man  in  die  Wissenschaft  drei  Arten  analytischer  BegriflFe  einge- 
führt, die  der  Verfasser  nennt:  ^unbegrenzt  (indöfiniment)  klein" 
(verschwindend  bei  Newton),  „unendlich  kleine  Null  werte" 
Euler's  (indivisibilia)  und  „pseudo-unendlich  klein".  Ein  „Unbe- 
grenztkleines" ist  eine  Grösse,  die  so  klein  werden  und  bleiben 
kann,  wie  man  will,  während  eine  Veränderliche  oder  mehrere, 
von  denen  sie  abhängt,  unerreichbaren  Werten  zustreben.  Ein'* 
„unendlich  kleiner  Nullwert"  ist  eine  Grösse,  welche  kleiner  als 
jede  gegebene  Grösse  ist,  und  von  welcher  man  ausserdem  in 
jedem  besonderen  Falle  weiss,  dass  sie  die  Grenze  einer  gewissen 
endlichen  Grösse  (eines  gewissen  Unbegrenztkleinen)  ist  Ein 
Pseudo-Unendlichkleines  ist  ein  contradictorischer  Begriflf  mancher 
Mathematiker,  es  ist  eine  sogenannte  Grösse,  von  Null  verschieden 
und  doch  kleiner  als  jeder  angebbare  Wert.  Der  Verfasser 
sucht  zu  zeigen,  dass  Kepler,  Gavalieri,  Wallis  im  Grunde  die 
unendlich  kleinen  Nullwerte  unter  einer  schwankenden  Form 
anwenden;  Euler  giebt  systematisch  ihre  Theorie.  Johann  Ber- 
noulli,  de  THospital,  Poisson  (und  zuweilen  Navier,  Cournot, 
sogar  auch  Poinsot)  scheinen  die  einzigen  zu  sein,  welche  an 
das  Pseudo-Unendlichkleine  glauben.  Fermat,  Roberval,  Pascal, 
Newton,  Leibniz  bedienen  sich  der  Methode  des  Unbegrenzt- 
kleinen,  indem  sie  oft  eine  abgekürzte  Redeweise  gebrauchen, 
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welche  die  unachtsameii  Leser  inbetreff  ihrer  wahren  Meinungen 
oft  irregeleitet  bat.  Aber  Tacquet  und  Pascal  im  siebzehnten 
Jahrhundert,  Maelauriu  im  achtzehnten,  Cauchy  im  neunzehnten 
haben  auf  bündige  Weise  den  Sinn  der  Sätze  gedeutet,  in  welche 
die  gefthrliche  Wendung  „unendlich  klein"  eingeht. 

Id  einem  Anhange  erörtert  der  Verfasser  nach  einigen  Worten 
Qber  Vieta  und  Barrow  den  Anteil,  den  d'Alembert,  Landen, 
Carnot,  Lacroix,  Poinsot  an  derjenigen  Vortragsweise  haben, 
die  jetzt  allgemein  gebräuchlich  ist.  Mn.  (Lp.) 


G.  Eneström.  Om  en  afhandliüg  af  Ascoli  rörande 
integration  af  diflferentialeqvationen  d^u=^  0  för  en 
gifven   Riemannsk  yta.      Stockh.  öfv.  99-101. 

Bibliographische  Notizen,  betreflFend  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung 

d'u       d'u  _ 

fttr  eine  gegebene  Riemann'sche  Fläche.  E. 


R.  Rkif.      Die  Anfänge   der  Variationsrechnung.     Bökien 

Mitt.  II.  90-98. 

In  dem  vorliegenden  Vortrage  wird  ausgeführt,  dass  Joh. 
Bernoulli  der  erste  war,  welcher  der  wissenschaftlichen  Welt 
ein  Problem  der  Variationsrechnung  vorlegte,  zu  dessen  Lösung 
er  von  der  Optik  gelangt,  dass  aber  Jak.  Bernoulli  als  Begründer 
der  Variationsrechnung  anzusehen  ist,  weil  er  eine  Methode  schuf, 
welche  bis  auf  Lagrange  die  herrschende  blieb.  T. 


G.  LoBiA.      II    Passato    e    il    Präsente    delle    principali 

Teorie  geometriche.      Monografia  storica.      Torino  1887. 
52  S.  lo  4^ 

Der  angegebene  Umfang  der  Schrift  zeigt  schon,  dass  des 
Verfassers  Absicht  nur  die  sein  konnte,  in  einem  Ueberblick  die 


30  I-  Abschnitt.    Geschichte  and  Philosophie. 

Haaptzüge  der  Entwickelung  der  neueren  Geometrie  zu  geben, 
gewissermassen  in  einer  Reihe  von  Skizzen  das  Entstehen  und 
Herausbilden  der  wichtigsten  Theorien  der  heutigen  Geometrie 
voi-zuführen.    Sieben  Skizzen  dieser  Art  enthält  die  Arbeit. 

Nach  einem  kurzen  Ueberblick  (S.  4-12)  über  die  Geschichte 
der  Geometrie  seit  den  Zeiten  der  Aegjpter  und  des  Thaies  bis 
zum  Erscheinen  von  Ghasles'  Apercu  historique  (1837)  behandelt 
sie  die  „Theorie  der  ebenen  Curven"  (S.  12-19),  dann  die  „Theo- 
rie der  Flächen"  (S.  19-27),  weiter  die  „Theorie  der  Curven 
doppelter  Krümmung"  (S.  27-31),  das  „Abbilden,  Entsprechen- 
lassen und  Transformiren"  (S.  31-38),  die  Piücker'sche  „Geometrie 
der  Geraden"  (S.  38-42),  die  „nichteuklidische  Geometrie" 
(S.  42-47),  endlich  (S.  47-52)  die  „Geometrie  von  n  Dimensionen". 
Bei  jedem  dieser  Abschnitte  wird  unter  Aufdeckung  der  aus 
früheren  Zeiten  vorhandenen  Anfänge  der  Anlass  und  die  Ursache 
neuzeitlicher  stärkerer  Ausbildung  der  betreflfenden  Theorie  vor- 
geführt    Tn. 

A.  Marke.     Th^orfeme  du  carrd  de  rhypotönuse.      Bodo. 

Ball.  XX.  404-406. 

Teilt  einen  durch  Wish  aus  dem  Sanskrit  entnommenen 
Beweis  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  mit  und  zum  Vergleiche 
damit  noch  einige  andere  ebenfalls  auf  Flächenzerteilung  sich 
gründende  Beweise.  Tn. 

ß.  H.  VAN  Dorsten.      Inleiding    op    eene   geschiedenis 
van  de  leer  der  Kegelsneden  io  de  oudheid.    Programmft 

vao  het  EraBmiaaDSch  gymoasiom.    Rotterdam.  Beltjes.  39  S. 

Handelt  über  die  Geschichte  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten im  Altertum.  Im  ersten  Teil  erhält  man  eine  lieber- 
sieht  über  alle  Arbeiten,  welche  in  der  neuesten  Zeit  über  die 
Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  erschienen  sind,  und 
der  Verfasser  verweist  hauptsächlich  auf  die  Werke  von  Bret- 
Schneider,  Hankel,  Cantor,  Tannery,  Allman  und  Zeuthen.  Das 
Werk  des  letztgenannten:  ,,Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im 
Altertum"  bildet  den  Ausgangspunkt  für  die  folgenden  Betrach- 
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taugen,  wobei  eine  Uebersicht  über  den  Inhalt  dieses  Werkes 
gegeben  und  die  fintwickelang  der  Geometrie  bei  den  alten 
Aegjptern  nnd  Griechen  mitgeteilt  wird.  Alsdann  werden  die 
Leistungen  des  Pythagoras  und  seiner  Schnle  betrachtet  und 
der  Nachweis  geführt,  dass  später  die  algebraische  Bearbeitung 
mit  der  geometrischen  Vorstellung  vereinigt  wurde.  Weiter 
kommen  Euklid  und  Apollonius  an  die  Reihe,  sowie  die  ersten 
Untersuchungen  der  Kegelschnitte  durch  Menaechmus.  Das  Ganze 
schliesst  mit  den  Entdeckungen  des  Archimedes,  welche  neue 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zu  Tage  brachten.  Bei  der  Be- 
sprechung derselben  wird  vor  allen  Dingen  gezeigt,  dass  durch 
Archimedes  bereits  die  Coordinatenlehre  angewendet  wurde, 
ebenso  wie  die  analytische  Methode  sich  schon  in  den  Werken 
des  Apollonius  offenbart.  An  vielen  Beispielen  wird  nachge- 
wiesen, wie  die  Methode  der  Alten  zur  Entdeckung  oder  zum 
Kachweis  der  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  führte.         6. 


C.  Le  Paige.      Sur  un    thöorfeme  attriba^    k    La  Hire. 

Bibl.  Math.  (2)  I.  109. 

Der  Satz:  „Wenn  ein  Kreis  im  Innern  eines  festen  Kreises 
vom  doppelten  Radius  rollt,  so  besehreibt  jeder  Punkt  des  Um- 
fanges  des  rollenden  Kreises  einen  Durchmesser  des  festen" 
wird  oft  dem  französischen  Mathematiker  La  Hire  zugeschrieben. 
Herr  Le  Paige  lenkt  die  Aufmerksamkeit  darauf,  dass  dieser 
Satz  früher  von  Tacquet  (1651)  angegeben,  und  schon  von  Car- 
dano  (1572),  nach  einer  Mitteilung  von  Ferrari,  angedeutet  wor- 
den ist.  E. 


S.  A.  Christensen.     The  first  determination  of  the  letigth 

of  a    CUrve.       Bibl.  Math.  (2)  I.  76-80. 

S.   A.   Cbristensen.     Den  forste  Bestimmelse  af  en  krum 
Linies  Lengde.     Zeuthen  t.  (5)  v.  i2i-2(). 

Die  semikubische   Parabel    wurde   bekanntlich    fast   gleich- 
zeitig  von  Neil    und   Heuraet    rectificirt.      Die  Note    des  Herrn 
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Christensen  enthält  eine  Darstellung  und  Vergleichung;  der 
Lösungen  der  zwei  genannten  Mathematiker,  woraus  erhellt,  dass 
sie  wesentlich  übereinstimmten,  obgleich  die  Methode  von  Heu- 
raet  anscheinend  allgemeiner  war.  Zum  Schluss  werden  aucfa 
die  Lösungen  von  Wren  und  Fermat  berücksichtigt.  E. 


S.  GOnther.     War  die  Cykloide  bereits   im  XVL  Jahr- 
hundert bekannt?     BibL  Math.  (2)  i.  8-U. 

Die  Cykloide  ist  erst  durch  Galilei,  Roberval  und  Pascal 
eingehender  untersucht  worden;  aber  nach  einer  Angabe  von 
Wallis  soll  diese  Curve  schon  früher  bekannt  gewesen  sein. 
Herr  Günther  hat  dieser  Frage  eine  nähere  Untersuchung  ge- 
widmet und  ist  dabei  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass  Bouvelles 
(1501)  wirklich  die  Cykloide  construirt  hat;  dagegen  ist  es  nicht 
wahrscheinlich,  dass  Nicolaus  von  Cusa  von  dieser  Curve  Kennt- 
nis gehabt  hat.  £. 


J.  8.  Mackay.     Historical  notes  on  a  geometrical  theo- 
rem   and   its  development  (IS^-h  Century).      Edinb  M.  8. 

Proc.  V.  62-78. 

Der  Satz,  um  den  es  sich  handelt,  ist  der  folgende:  „Dei' 
Abstand  zwischen  dem  Umkreis-  und  dem  Inkreis- Centrum  eines 
Dreiecks  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  dem  Umkreis- 
Halbmesser  und  seinem  Ueberschuss  über  den  Inkreis  -  Durch- 
messer'', oder  anders  ausgedrückt:  „Die  Potenz  des  Inkreis-Gen- 
trums in  Bezug  auf  den  Umkreis  ist  doppelt  so  gross  wie  das 
Rechteck  zwischen  dem  Inkreis-  und  dem  Umkreis-Halbmesser'*. 
Die  Noten  sind  möglichst  in  chronologischer  Folge  angeordnet. 
Die  früheste  angeführte  Schrift  ist  ein  Aufsatz  von  William 
Chapple,  der  in  den  „Miscellanea  curiosa  mathematica"  er- 
schienen ist  (das  Datum  nicht  genau  zu  bestimmen,  aber  unge- 
fähr 1746).  Diese  Zeitschrift  wurde  1745  unter  der  Bedaction 
von  Francis  HoUiday  begonnen  und  sollte  vierteljährlich  er- 
scheinen.    Neun  Nummern  wurden  indes  nur  ausgegeben,    und 


Gapiiel  1.    Oeschicbte.  33 

das  Buch  ist  jetzt  sehr  selten.  Daher  wird  Gbapple's  Aufsatz 
beinahe  vollständig  wiedergegeben.  Andere  in  der  vorliegenden 
Note  erwähnte  Geometer  sind  Robert  Heath  (1747),  John  Turner 
(1748),  John  Landen  (1755),  Leonhard  Euler  (1765),  Nicolaus 
Fuss  (1794,  1798).  Gbs.  (Lp.) 


J.  S.  Mackay.  Solutions  of  Euclid's  problems,  with  a 
rule  and  one  fixed  aperture  of  the  compasses,  by  the 
Italian  geometers  of  the  sixteenth  Century.   EdiDb.  m.  S. 

Proc.  V.  2-22. 

Das  hauptsächlichste  Interesse  dieser  Abhandlung  ist  ein 
historisches.  Es  hebt  an  mit  einem  Citate  aus  Chasles,  Apercu 
historique  (2.  Ausg.  1875,  S.  214-215)  inbetreff  der  Geometrie 
des  Lineals  und  des  Zirkels.  Hr.  Mackay  berichtet  über  den 
Ursprung  der  Versuche  zur  Lösung  euklidischer  Aufgaben  durch 
die  gerade  Linie  und  eine  einzige  Zirkelöffnung,  und  seine  Dar- 
stellung weicht  etwas  von  der  Cbasles'schen  ab.  Schon  1547 
übersandte  Ferraro  eine  Herausforderung  an  Tartaglia.  Einund- 
dreissig  Fragen  wurden  von  jedem  vorgelegt,  damit  der  andere 
sie  innerhalb  einer  gegebenen  Zeit  beantwortete,  und  mit  Tar- 
taglia's  Fragen  entstand  dasjenige  Problem,  welches  den  Gegen- 
stand des  Yorliegenden  Artikels  bildet.  Vollständige  Verweise 
werden  in  der  Abhandlung  gegeben,  und  die  Lösungen  von 
Tartaglia,  Ferraro  und  Cardano,  nebst  der  von  Benedetti  werden 
beigebracht,  obschon  gewöhnlich  bloss  die  Construction  und  nicht 
der  Beweis  geliefert  wird.  Gbs.  (Lp.) 


ViGARiE.    Premier  inveutaire  de  la  göom^tne  du  triangle. 

FraD^.  Ass.  (Toaloase).  87-112. 


E.  DOURING.     Kritische  Geschichte  der  allgemeinen  Prin- 
cipien   der    Mechanik.     3.  Aufl.      Leipzig.    Fues's  Verlag. 

XXVIII  u.  610  S. 


FortMhr.  d.  Math.  XIX.  1. 
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H.  VON  Helmholtz.     Zur  Geschichte  des   Princips   der 

kleinsten    Action.      Berh  Ber.  226-236. 

Nachdem  der  Verfasser  am  27.  Jan.  1887  über  dieses  Thema  in 
der  öffentlichen  Sitzung  der  Akademie  einen  Vortrag  gehalten  hatte, 
ist  ihm  die  Broschüre  von  Hrn.  Adolf  Mayer  bekannt  geworden: 
„Geschichte  des  Princips  der  kleinsten  Action",  Leipzig  1877. 
Daher  veröffentlichte  er  von  diesem  Vortrage  nur  zwei  Erörte- 
rungen, die  eine  über  den  Begriff  der  Action  bei  Leibniz,  worüber 
sich  bei  A.  Mayer  nichts  findet,  und  die  zweite,  das  Verhältnis 
des  Princips  der  kleinsten  Action  zu  Hamilton's  Princip  be- 
treffend, worin  das  Urteil  des  Verfassers  von  dem  des  genannten 
Autors  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  324)  abweicht. 

Der  Begriff  der  Action  findet  sich  in  dem  von  Gerhardt  1860 
herausgegebenen,  unvollendet  gebliebenen  Leibniz'schen  Manu- 
Script  über  Dynamik  als  actio  formalis  bezeichnet;  ihr  rechnungs- 
mässiger  Wert  wird  schliesslich  gleich  dem  Producte  aus  der  Masse, 
der  Weglänge  und  der  Geschwindigkeit  gesetzt  oder,  wenn  die 
Weglänge  durch  das  Product  aus  der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit 
dargestellt  wird,  auch  gleich  dem  Producte  aus  der  lebendigen 
Kraft  und  der  Zeit.  Hält  man  mit  dieser  Begriffsbildung  ein 
Fragment  eines  Briefes  zusammen,  der  angeblich  von  Leibniz 
an  Hermann  gerichtet  ist,  in  welchem  der  Ausdruck  steht,  die 
Action  sei  gewöhnlich  ein  Maximum  oder  Minimum,  so  erkennt 
man,  dass  fOr  Leibniz  „die  Entdeckung  des  Princips  der  klein- 
sten Wirkung  gleichsam  vor  den  Füssen  gelegen  hat";  ausser- 
dem bekommt  das  Princip  einen  anschaulicheren  Sinn,  wenn  wir 
Leibniz'  Begriff  der  Action  hineintragen. 

In  dem  zweiten  Teile  des  Aufsatzes  wird  das  Verhältnis 
von  Hamiltoo*8  allgemeinem  Princip  der  Mechanik  zu  dem  der 
kl^nsten  Action  erörtert,  indem  dieses  letztere  zuerst  nach  dem 
Lagrange'schen  Verfahren  dargestellt  wird;  „Lagrange's  und 
Hamilton's  Form  sind  durchaus  übereinstimmend  in  den  Voraus- 
setzungen über  die  in  das  Problem  eintretenden  Functionen  F 
und  L,  wie  in  den  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen''.  Zuletzt 
wird  die  Jacobi'sche  Form    mit   der  Hamilfon'schen    verglichen. 
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„Die  Form  von  Lagrange  ist  die  gemeinBame  Quelle  der  beiden 
anderen  Formen,  die  durch  Elimination  verschiedener  Grossen 
mittels  der  Zusatzbedingung  entstehen.^  Lp. 


G.  Helm.     Die  Lehre  von  der  Energie  historisch-kritisch 
entwickelt.      Nebst    Beiträgen    zu    einer    allgemeinen 

Energetik.      Leip«ig.  A.  Felix,  vi  u.  104  S.  gr.  80. 

Die  Einleitung  der  Schrift  (S.  1-3)  handelt  vom  Stil  in  der 
Wissenschaft,  von  der  Eigenart  historischer  Betrachtung  und  dein 
Werte  derselben  för  die  Naturforschung. 

Der  erste  Teil  der  Arbeit  (S.  4-22)  spört  den  Quellen  der 
Energie  -  Ideen  auf  den  verschiedensten  Gebieten  nach,  nämlich 
in  der  theoretischen  Mechanik,  in  der  Physik,  in  der  Philosophie 
and  besonders  in  der  Technik. 

Im  zweiten  Teile  (S.  23-44)  wird  die  Begründung  des  Energie- 
gesetzes erörtert.  An  der  Spitze  findet  man  die  Aufstellung  des 
Energieprincips  durch  R.  Mayer  nebst  einer  Kritik  seiner  Schluss- 
weise. Die  experimentellen  Belege  der  Aequivalenz  von  Wärme 
and  Arbeit  durch  J.  P.  Joule  und  ihre  Bedeutung  für  die  Be- 
festigung der  Energie- Ideen  werden  dann  geschildert.  Hieran 
sehliesst  sich  die  Darstellung  der  Grundvorstellungen  über  die 
Erhaltung  der  Energie  nach  Hrn.  H.  von  Helmholtz;  seine  Her- 
leitung  des  Salzes  aus  dem  Axiom,  dass  ein  Perpetuum  mobile 
anmöglieh  ist,  hält  der  Verf.  für  die  einzige  stichhaltige  Begrün- 
dung desselben.  Der  weitere  Helmholtz'sche  Satz,  dass  die 
Summe  der  vorhandenen  lebendigen  Kräfte  und  Spannkräfte 
constant  ist,  leitet  dann  zur  Betrachtung  der  Eigenenergie  der 
Körper  durch  R.  Glausius  und  W.  Thomson  über  und  damit  zur 
Begründung  der  jetzigen  Terminologie  durch  den  letzteren  Phy- 
siker und  durch  Rankine.  Eine  Schlussbetrachtung  fasst  das 
Ergebnis  dieses  hauptsächlich  historischen  zweiten  Teiles  zu- 
sammen. 

Der  dritte  Teil  (S.  45-75)  ist  dazu  bestimmt,  einen  Abriss 
der  Energetik  zu  geben.  Am  Schlüsse  des  vorangehenden  Teiles 
hatte  der  Verf.  die  Frage  aufgeworfen:  „Welches  ist  das  Kenn- 

3* 
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zeichen  einer  Energieform?'  Nach  seiner  Meinung  liegen  die 
Mittel  zur  Beantwortung  dieser  Frage  nicht  auf  dem  Gebiete 
der  reinen  Energie-Ideen,  sondern  sind  aus  dem  BQndnisse  der- 
selben mit  dem  Vorsteliungskreise  des  Entropiebegriffs  erwachscD. 
Die  Abschnitte,  in  welchen  die  Befruchtung  der  Energie  -  Ideen 
durch  den  Entropiebegriff  klar  gelegt  wird,  sind  betitelt:  Das 
Energiegesetz  als  Integralgesetz,  der  Einfluss  des  Entropiegesetzes, 
das  Energiegesetz  als  Grundgesetz,  die  Formen  der  Energie. 
Im  Anschluss  an  die  historische  Entwickelung  giebt  der  Verf. 
eine  Vorstellung,  wie  man  durch  Ausbeutung  der  schon  von 
Maxwell,  Zeuner  und  Mach  betonten  analytischen  Gleichartigkeit 
der  Energieformen  zu  einer  Energetik  im  Sinne  Bankine's  ge- 
langen kann;  zuletzt  geht  der  Schluss  dieses  Teiles  sogar  mit 
wenigen  Worten  auf  die  Anwendbarkeit  der  entwickelten  Ge- 
danken auf  die  Volkswirtschaftslehre  ein. 

Die  79  literarischen  oder  auch  erläuternden  Anmerkungen 
sind  an  das  Ende  des  Werkes  gestellt  (S.  76-104). 

Wegen  der  grossen  Menge  und  Vielseitigkeit  der  darzu- 
stellenden Gedanken  ist  das  Ganze  eine  in  grossen  Zügen  ange- 
legte Skizze,  welche  der  Durchf&hrung  im  einzelnen  bedarf. 
Sie  ist  daher  zwar  geeignet,  eine  erste  Uebersicht  fiber  das 
weite  betrachtete  Feld  zu  geben,  kann  aber  nicht  eine  klare 
Vorstellung  aller  Einzelheiten  verschaffen.  Lp. 


M.  Planck.  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie. 
Von  der  philosophischen  Facult'ät  Göttingen  preis- 
gekrönt.    Leipzig.    B.  G.  Teubner.    VI  u  247  S.  8®. 


F.  RosBNBBRGBR.     Die  Geschichte  der  Physik  in  Grund- 
zUgen.     3.  T.    Geschichte   der  Physik  in  den  letzten 

100  Jahren.      1.   Abt.       BraaDSchweig.  Vieweg  n.  8.  318  S. 


E.  Hoppe.     Die  Entwickelung  der  Lehre  von  der  Elek- 
tricität  bis  auf  Hawksbee.     Pr.  Hambarg. 
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Der  Verfasser  Iftsst  die  Oeschichte  der  Elektricitftt,   wie  in 
seinem   grösseren  Werke,   so   auch   diesmal   von  Gilbert   ihren 
Anfang  nehmen,  weil  dieser  Forscher  zuerst  mit  dem  Experimente 
an  die  neue,  merkwürdige  Naturkraft  herantrat,  wogegen  Alter- 
tum und  Mittelalter  sieh  lediglich  auf  die  Sammlung  von  Beob- 
achtungen beschränkten.     Gilbert  arbeitete  mit  einem  zwar  pri- 
mitiven, f&r  seine  Absichten  aber  durchaus  genttgenden  Elektro- 
skope,  studirte  damit  den  elektrischen  Charakter  einer  grossen 
Anzahl  von  Mineralien,  stellte  fest,  dass  feuchte  Luft  der  elek- 
trischen   Wirkung  abtr&glich   ist,    suchte   die  Beziehungen   der 
Elektricit&t  zur  Wärme  zu  ergrflnden  und  bemerkte  auch  bereits 
Unterschiede  der  elektrischen  und  der  magnetischen  Kraftäusse- 
rung.     Seine  Theorie  dieser  Kräfte  vermochte  Gilbert  allerdings 
nur  im  Zusammenhange  mit  den  überlieferten  scholastischen  Vor* 
Stellungen  von  „Materie"  und  „Form^  zu  begründen.     Auf  Gil- 
bert folgen   der  Zeit  nach   zunächst  Kircher   und  Cabeus,   die 
jedoch  eben  nichts  Belangreiches  dem  schon  erreichten  Wissens- 
stande hinzuzuftigen  wussten;  einen  Fortschritt  bewirkte  erst  wie- 
der der  grosse  Physiker  Otto  v.  Guericke,  der  die  erste  diesen 
Namen  verdienende  Elektrisirmaschine  angab,  den  elektrischen 
Funken  wahrnahm  und  auf  die  mit  grösserer  Entfernung  fort- 
schreitende Schwächung  der  elektrischen  Action  hinwies.     Man 
kann  sogar  sagen,   dass  er  Du  Fay  in  der  Entdeckung  der  In- 
fluenz,   Winkler  in  der  Entdeckung  der  Spitzenwirkung  zuvor- 
gekommen sei.    Neu  war  uns  die  Mitteilung,  dass  kein  geringerer 
als  Newton   den   elektrischen  Puppentanz   erfunden   und  wahr- 
scheinlieh   auch  zuerst  das  elektrische  Licht  gesehen  hat.    Die 
aAeeademia  del  cimento"    ist   der  Auffindung  des  Gegensatzes 
zwischen  Leitern  und  Isolatoren  nahe  gewesen,  hat  jedoch  die 
entscheidenden  Schlfisse  nicht  selbst  gezogen.    Eine  neue  Etappe 
m  der  Entwickelung   der  Lehre  von   den  Imponderabilien  be- 
leicbnet  der  Name  Boyle's;   denn  dieser  Gelehrte  erkannte  als 
der  erste,   dass   die  elektrische  Anziehung  nicht  des  Substrates 
der  atmosphärischen  Luft  bedarf,  sondern  auch  durch  den  leeren 
Baum  hindurch  sich  fortpflanzt.     Gegen  Ende  des  XVII.  Jahr- 
hunderts  tritt  immer  bestimmter  die  Vermutung  auf,   dass  der 
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Blitz  ein  elektrisches  PbänomeD  sein  müsse,  und  zwar  werden 
die  ersten  Versuche  zur  PrRfung  dieser  Analogie  in  einem  Briefe 
beschrieben,  den  Wall  1708  an  den  Ritter  Sloane  richtete.  Da- 
mit sind  wir  denn  bereits  bis  zur  Epoche  Hawksbee*s  gekommen, 
und  mit  einer  Analyse  der  von  diesem  verdienten  Manne  aus- 
gegangenen Leistungen  schliesst  unsere  Abhandlung  ab.  Der- 
selbe untersuchte  aufs  genaueste  das  sogenannte  ,,leuchtende 
Barometer "",  construirte  einen  sinnreichen  Apparat  zur  Bekräftigung 
der  Wahrheit,  dass  Lichtwirkungen  durch  Elektricität  hervor- 
gebracht werden  können,  und  erkannte,  dass  die  elektrische 
Kraft  ausschliesslich  an  der  Oberfläche  der  geladenen  Körper 
haftet.  Die  Autoren  —  auch  Hoppe  selbst  —  hatten  früher 
diese  bedeutsame  Entdeckung  übereinstimmend  Gray  zuge- 
schrieben. Endlich  wusste  auch  Hawksbee  bereits,  welche  Kör- 
per die  Eigenschaft  von  Leitern  besitzen,  und  ebenso  kommt  in 
seinen  Schriften  erstmalig  das  Wort  „Influeijz'^  vor.  Ein  sorg- 
fältig gearbeiteter  Katalog  aller  älteren  Veröffentlichungen  über 
Elektricität  ist  der  interessanten  Studie  beigegeben;  nur  der  Ab- 
schnitt über  das  leuchtende  Barometer  würde,  wie  ein  Vergleich 
mit  einem  vom  Referenten  im  fünften  Bande  der  Zeitschrift 
„Kosmos^  abgedruckten  Aufsatze  ersehen  lässt,  noch  einzelner 
Vermehrungen  fthig  sein.  Gr. 


P.  BiccARDi.     Sopra  un  antico  metodo  per  determinare 
il  semidiametro  della  terra.     Modena  Mem.  vill.  63-68. 

Das  Verfahren,  um  welches  es  sich  in  dieser  Note  handelt, 
wurde  um  die  Mitte  des  XVL  Jahrhunderts  von  dem  bekannten 
sizilianischen  Mathematiker  Maurolycus  vorgeschlagen.  Von  einem 
um  h  über  die  Meeresfiäche  erhabenen  Punkte  aus  soll  man  die 
Distanz  d  bis  zu  jenem  Punkte  messen,  in  welchem  eine  vom 
ersteren  aus  an  die  Erdkugel  gelegte  Tangente  jene  berührt, 
und  zwar  soll  man  sich  hiezu  eines  eben  auch  von  Maurolycus 
selbst  angegebenen  Distanzmessers  („Embadometer^}  bedienen. 
Wenn  dann  r  der  Erdhalbmesser  ist,  so  gelten  offenbar  die  fol- 
genden Beziehungen: 


Capitel  1.    GeBchichte.  39 

(r+A)'  =  r*+rf';       r  =  -^^ /  > ^  . 

Wright  und  Clavius  änderten  dies  Verfahren  in  dem  Sinne  ab, 
dass  sie  statt  d  lieber  die  viel  leichter  zu  messende  Depression 
6  des  Horizontes  bestimmten   und  so  zu  der  bekannten  Formel 

__     AcosJ    __      AcosJ 

"~  1  — cosd~"  2sin'4d 
gelangten,  und  mittels  dieser  letzteren  soll  der  bekannte  Geodftt 
Clarke,  vom  Gipfel  des  schottischen  Berges  Ben  Nevis  aus,  für 
die  Grösse  r  den  sehr  nahe  an  die  Wahrheit  heran  reichenden 
Wert  6373  km  ermittelt  haben.  Herr  Riccardi  erörtert  nun  die 
Frage,  *ob  auf  ähnliche  Weise  wohl  auch  die  Abweichung  der 
Erde  yon  der  Kugelgestalt  aufgefunden  werden  könne.  Er  be- 
zeichnet mit  f  und  i'  die  Längen  der  elliptischen  Meridian-Bogen, 
welche  vom  Aequator  bezüglich  bis  zu  den  Punkten  des  Meridianes 
reichen,  in  denen  der  nach  dem  erhabenen  Punkte  gezogene 
Radiosvector  und  die  von  dort  aus  an  die  Meridianellipse  ge- 
legte Berührende  letztere  treffen,  und  setzt  sodann,  unter  /  und 
V  die  wahren  Breiten  dieser  Punkte  verstanden, 

*-•'  =  fl(l  -O(m(/-.r)-iisin(/-/')<5os(/f  O 

+  ipsin2(/-/')cos2(/+'')  +  ••); 

hier  bedeutet  a  die  grosse,  6  die  kleine  Halbaxe,  e  die  Excen- 

tricität    —  ^a'— 6';  m,  n,  p  u.  s.  w.   sind  algebraisch  -  rationale 

Functionen  von  e.  Führt  man  deren  Werte  ein  und  nennt  g 
die  lineare  Länge  eines  Meridiangrades,  dessen  Mitte  der  geo- 
graphischen Breite  \{i^V)  entspricht,  so  wird 

-f  ti«*a-'')-i^«*8in(/~Oco8(/+0 
+  tVV«*  8in2(i-r)  C082  (/4-0  -t-  ...]. 

Daraus  wird,  wenn  C,  £>,  F,  G  gewisse  leicht  verständliche  Ab- 
kürzungen vorstellen,  und  wenn  n  =  180i  gesetzt  ist,  für  f, 
da  ja  g  auch  auf  anderem  Wege,  nämlich  gleich 

ofctl-eOCl  +  Cß'-f />«*  +  •..) 
gefunden  werden  kann,  mit  Vernachlässigung  höherer  Potenzen 
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von  e  die  nachBtehende  biquadratische  BedingungsgleichuDg  ab- 
geleitet: 

"^   +   kD^G^'   +    kD-G    ""• 

Üass  aber  /  und  V  durch  einfache  trigonometrische  Rechnung 
gefunden  werden  können,  sobald  man  die  geocentrische  Breite 
des  Beobachtungspunktes  und  dessen  Erhebung  über  dem  Meeres- 
niveau  kennt,  braucht  nicht  besonders  betont  zu  werden. 

Gr. 

G.  Poncet.     Pourquoi   Tann^e  coinmence-t-elle  le  pre- 

mier  janvier?        Flammarion  Bev.  d'Aßtr.  VI.  378-382. 

Durch  eine  Ordonnanz  vom  Jahre  1564  wurde  in  Frankreich 
unter  der  Regierung  EarFs  IX.  der  Beginn  des  Jahres  auf  den 
ersten  Januar  verlegt.  Herr  Poncet  giebt  eine  Uebersicht  über 
die  Aenderungen  des  Kalenders  seit  der  ältesten  römischen  Zeit 
und  stellt  fest,  dass  weder  religiöse  Motive  noch  Rücksichten 
auf  die  bevorstehende  Einf&hrung  des  gregorianischen  Kalenders 
jene  Ordonnanz  in  Frankreich  veranlasst  haben,  sondern  dass 
der  Kanzler  Lhospital,  um  den  vielen  Klagen  der  Geschäftsleute 
abzuhelfen,  f&r  alle  Provinzen  Frankreichs,  die  bis  dahin  das 
borgerliche  Jahr  an  verschiedenen  Terminen  begonnen  hatten, 
unter  dem  minderjährigen  König  denjenigen  Tag  als  Jahresanfang 
festsetzen  Hess,  der  im  Süden  von  Frankreich  und  besonders 
auch  in  Rom  gebräuchlich  war.  Lp. 


G.  J.  Allman.     On  the  name  of  the  so-called  „theorem 
of  the  gnomon*.      Bibl.  Math.  (2)  I.  22. 

Das  fragliche  Theorem  ist  das  von  Euklides  in  Elementa  I. 
43  bewiesene.  Herr  Allman  erwähnt,  dass  Peletier  in  seiner 
Ausgabe  der  Elementa  die  zu  diesem  Theorem  gehörende  Figur 
„gnomisch**  (Figuratio  gnomica)  genannt  hat,  und  dass  später 
Billingsley,  ein  englischer  Herausgeber  der  Elementa,  den  Namen 
auf  das  Theorem  selbst  übertragen  hat.  E. 
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A.  WiTTSTKiN.     Bemerkuüg  zu  einer  Stelle  im  Almagest. 

Bchlömilch  Z.  XXXII.  HL-A.  201-208. 

Eine  zu  Neapel  befindliche  arabische  Rimmelskngel  aus  dem 
13.  Jahrhundert  trägt  eine  Aufschrift,  laut  welcher  der  Verfertiger 
je  16°  46'  den  Sternlängen  des  Almagest  zugefügt  habe.  Der 
Verfasser  erschliesst  hieraus,  dass  jener  Verfertiger  sich  bezüg- 
lich der  Epoche  des  ptolemäischen  Verzeichnisses  geirrt  habe, 
da  diese  darnach  auf  das  Jahr  151  oder  119  n.  Chr.  fallen 
müsste;  er  nimmt  hieraus  Anlass,  die  Zuverlässigkeit  der  Posi- 
tionen des  Ptolemäus  an  einem  Beispiele  wenigstens  zu  prüfen. 

J.  C.  HoüZEAU.     Note  sur  la  bibliographie  g^nörale  de 

rastronomie.       Belg.  Bull.  XIII.  692-698. 

Uebersicht  ttber  die  Geschichte  der  Astronomie  unter  sehr 
sabjectiTem  Gesichtspunkte.  1.  Fetischistische  Periode.  Die 
Planeten  sind  unbekannt;  man  beobachtet  die  Sonne  und  den 
Mond,  und  man  unterscheidet  die  Jahreszeiten.  2.  Periode  der 
Sternanbetung.  Man  findet  die  Planeten  (Venus,  Mars,  Jupiter, 
Satarn  und  zuletzt  Mercur)  und  legt  ihnen  eine  Beseelung  bei. 
3.  ABtrologische  Periode.  Man  findet,  dass  die  Bewegungen  der 
Planeten  regelmässig,  nicht  willkürlich  vor  sich  gehen,  doch 
schreibt  man  den  Gestirnen  noch  einen  Einfluss  auf  die  Erde 
and  den  Menschen  zu.  4.  Wissenschaftliche  Periode.  Die  Be- 
wegungjßn  der  Gestirne  sind  nur  noch  ein  grosses  Problem  der 
Mechanik;  sie  werden  ihrer  fälschlichen  Macht  entkleidet.  Für 
den  Verf.  eröffnet  Copernicus  die  vierte  Periode,  während  die 
zweite  noch  zur  Zeit  des  Perikles  (nach  Eudoxus!)  bestand. 

Mn.  (Lp.) 

C.  Anschütz.     üeber  die  Entdeckung  der  Variation  und 
der   jährlichen  Gleichung   des   Mondes.       Schiömilch  z. 

XXXL  Hl.-A.  16M71,  202-219.     XXXII.  HI.-A.  1-15. 

Mit  gründlicher  Quellenkenntnis  ausgerüstet,  sieht  sich  der 
Verfasser  in  der  Lage,  einige  von  den  Geschichtschreibern  der 
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Astronomie  für  anerkannt  erachtete  Umstände  wesentlich  zu 
modifiziren.  Er  thut  nämlich  dar,  dass  Tycho  Brahe  zwar  die 
Variation,  nicht  aber  auch  die  heute  unter  dem  Namen  der  jähr- 
lichen Gleichung  bekannte  Anomalie  der  Mondbahn  aufgefunden 
habe.  Zur  Entdeckung  der  letzteren  wurde  Kepler  angetrieben, 
als  er  seinem  Freunde  und  Correspondenten  Herwart  von  Hohen- 
bürg  eine  Reihe  von  Fragen  über  die  Unregelmässigkeiten  der 
Mondbewegung  zu  beantworten  sich  genötigt  sah,  und  nicht 
minder  war  er  bei  dieser  Gelegenheit  an  die  Erkenntnis,  das8 
der  Mond  auch  eine  Säculargleichung  besitze,  so  nahe  heran- 
gekommen, dass  es  nur  eines  Zugreifens  von  seiner  Seite  bedurft 
hätte.  Er  verwarf  leider,  wie  ihm  dies  zum  öfteren  begegnete, 
später  wieder  den  bereits  von  ihm  aufgestellten  Satz,  dass  die 
variable  Excentricität  der  Erdbahnellipse  sich  auch  in  der  von 
unserem  Trabanten  zurückgelegten  ßabncurve  abspiegeln  müsse. 

Gr. 

M.  C.  P.  Schmidt.     Zur  Geschichte  der  geographischen 
Literatur  bei  Griechen  und  Römern.      Pr.  Berlin. 

Wir  begnügen  uns,  aus  der  für  die  Geschichte  der  älteren 
Erdkunde  sehr  beachtenswerten  Schrift  diejenigen  Punkte  her- 
auszuheben, welche  uns  an  diesem  Orte  besonders  zu  interessiren 
geeignet  sind.  Da  ist  denn  zunächst  zu  bemerken,  dass  der 
Verfasser  durch  Zusammenhaltung  der  spärlichen  Nachrichten  zu 
dem  Schlüsse  gelangt,  Anaximander  (um  570  v.  Chr.)  sei  der 
erste,  der  um  etwa  siebzig  Jahre  später  lebende  Hekataeus  da- 
gegen sei  der  zweite  Kartograph  der  Griechen  und  zugleich 
deren  erster,  diesen  Namen  verdienende  Geograph  gewesen. 
Die  folgenden  Namen  Herodor,  Hellanikus,  Antiochus  mögen  auf 
sich  beruhen;  dagegen  begegnet  uns  nunmehr  wieder  ein  bedeu- 
tender Mann,  Herodot,  und  da  macht  es  sich  der  Verfasser  zur 
Aufgabe,  die  Masse  und  Messungsmethoden  dieses  grossen  Reisen- 
den einer  näheren  Prüfung  zu  unterziehen.  Als  Ergebnisse  sind 
zu  verzeichnen,  dass  Herodot  Entfernungen  nicht  gut  nach  der 
Zeit  zu  bestimmen  vermochte,  weil  ja  die  altgriechische  „Stunde" 
nichts  Gleichbleibendes  war,  sondern  in  den  verschiedenen  Jahres- 
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Zeiten  auch  eine  verschiedeBe  L&nge  hatte,  dass  ferner  derselbe 
auch  vom  Flächenmasse  noch  keinen  recht  klaren  Begriff  besass. 
Die  Erde  hielt  er  fflr  eine  Scheibe,  auch  kartographisch  ist  er 
schwerlich  thätig  gewesen,  denn  ihm  —  wie  selbst  noch  weit 
späteren  verdienten  Männern,  Thukydides  und  Polybius  —  ge- 
brach es  noch  an  den  elementarsten  geometrischen  Kenntnissen, 
obwohl  zn  diesen  damals  bereits  durch  die  Schulen  des  Thaies 
und  Pjthagoras  der  Grund  gelegt  war.  Noch  sei  erwähnt,  dass 
der  erste  wirkliche  Erdglobus  um  155  v.  Chr.  durch  den  Cilicier 
Krates  angefertigt  worden  ist.  Gr. 


S.  Günther.      Notiz    zur  Geschichte    der    Klimatologie. 

Bibl.  Math.  C^)  I.  65-69. 

Herr  Günther  bemerkt,  dass  das  Altertum  zwar  für  die  Ge- 
schichte der  Meteorologie  wenig  zu  bieten  bat,  dass  aber  dennoch 
von  den  Griechen  und  Römern  einzelne  meteorologische  That- 
sachen  richtig  aufgefasst  wurden.  Hier  werden  besonders  die 
Ansichten  des  Apologeten  Minucius  Felix  über  das  Wesen  des 
Inselklimas  behandelt,  woraus  hervorgeht,  dass  Minucius  eine 
sehr  gute  Charakteristik  dieses  Klimas  zu  geben  verstanden  hat. 

E. 


Gh.   M.   Schols.      Erreurs  dans    las    tables    de    Callet. 

Deirt  Ann.  IH.  130-139. 

Verfasser  weist  in  der  vorliegenden  Schrift  auf  einige  Fehler 
in  den  Formeln  und  Berechnungen  hin,  welche  in  der  bekannten 
Logarithmentafel  von  Callet  vorkommen,  wobei  er  die  Ausgabe 
Ton  1885  zu  Grunde  legt.  So  werden  die  Formeln,  durch  welche 
Sinus  und  Cosinus  auf  mehr  als  10  Decimalen  berechnet  werden, 
geprQfl  nnd  die  nötigen  Verbesserungen  angegeben.  Verfasser 
findet  bei  genauerem  Nachrechnen  184  falsche  Ziffern  in  18  For- 
meln. Auch  ein  paar  Rechenfehler  in  Euler's  Introductio  in  ana- 
lysin infinitorum  werden  nachgewiesen  und  verbessert.  Schliess- 
lich  wird  ein  verbesserter  Wert  für  sinl"  angegeben,  welcher 
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in  Vielen  Lehrbüchern  mit  einem  Fehler  in  der  14'*"  Decimale 
vorkommt.  0. 


Hbinr.  Simon.      Verzeichnis    von   Druckfehlern    in    den 
Gauss'schen  Abhandlungen  über  die  hypergeometrische 

Reihe.       Scblomilch  Z.  XXXI.  Hl.-A.  99-101. 
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Philosophie  und  Pädagogik. 

A.     Philosophie. 

Fl.  Jenkin.  Papers,  literary,  scientific,  etc.  by  the  late 
Fleeming  Jenkin.  Edited  by  Sidney  Colvin  and 
J.    A.    Ewing.      VVith    a    Meraoir    by    Robert    Louis 

Stevenson.      London     Loogmans,  Green,  acd  Co.    2  Bde.  1887. 

Anzeige  dieser  gesammelten  Werke  in  Nature  XXXVII. 
433-435  durch  P.  G.  T.  Lp. 

G.  Cantor.     Mitteilungen   zur  Lehre  vom  Transfiniten, 

L   IL     Zeitschr.  f.  Phil.  u.  phil.  Kritik.    91  u.  92. 

Von  den  acht  Abschnitten,  in  welche  diese  Arbeit  zerf&llt, 
bringen  die  ersten  sieben  eine  Reihe  von  Briefen  des  Verfassers 
an  verschiedene  Mathematiker  und  andere  Gelehrte,  welche  allerlei 
Punkte  der  vom  Verfasser  aufgestellten  Theorie  der  unendlichen 
Grössen  bemängelt  oder  nicht  hinreichend  klar  gefunden  hatten. 
Da  diese  Briefe  bei  aller  Wissenschaftlichkeit  des  Inhalts  nicht 
sowohl  ex  cathedra  reden,  als  vielmehr  auf  Schwierigkeiten  des 
Verständnisses  in  möglichst  populärer  und  erschöpfender  Weise 
eingehen,  die  Kernpunkte  der  Theorie  hervorheben,  die  Differenz- 
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punkte  zwisehen  dem  Verfasser  und  anderen  Autoritäten  fest- 
stellen, und  dem  Vorstellungsvermögen  des  Lesers  auf  mannig- 
fache Weise  zu  Hülfe  kommen,  so  bilden  sie  einen  recht  will- 
kommenen Commentar  zu  den  früheren  Arbeiten  des  Verfassers 
anf  diesem  Gebiete.  Folgende  Punkte  treten  besonders  hervor. 
Der  Verfasser  unterscheidet  drei  Arten  des  Unendlichen:  1)  das 
absolute  (unvermehrbare)  =  Gott,  2)  das  erfahrungsmässige 
(vermehrbare)  in  der  realen  Welt,  3)  das  abstracte  („transfinite**) 
im  Denken.  Indem  man  die  Existenz  jeder  einzelnen  von  diesen 
drei  Arten  des  Unendlichen  bestreiten  oder  behaupten  kann,  er- 
geben sich  durch  Combination  acht  verschiedene  Standpunkte. 
Der  Verfasser  bekennt  sich  zu  demjenigen,  welcher  die  Existenz 
aller  drei  Arten  behauptet.  Je  nachdem  die  Ordnung  der  gleichen 
Elemente  einer  Menge  beliebig  oder  bestimmt  ist,  entspricht  die- 
ser Menge  eine  Cardinalzahl  oder  ein  Ordnungstypus  (Idealzahl). 
Letzterer  wird  zur  Ordnungszahl,  wenn  die  Menge  wohlgeordnet 
ist  In  der  Bestimmung  des  Begriffs  der  Zahl  befindet  sich  der 
Verfasser  namentlich  mit  Helmboltz  und  Eronecker  im  Wider- 
spruch. Er  will  die  Zahl  nicht  als  blo8.Hes  Zeichen  betrachtet 
wissen,  auch  nicht  als  Eesultat  eines  von  der  Zeit  abhängigen 
subjectiven  Zählproeesses,  sondern  als  Ergebnis  gleichzeitiger 
Zusammenfassung  vieler  Elemente.  Der  Begriff  der  Irrational- 
zahl soll  nicht  überflüssig  gemacht,  sondern  erforscht  und  klar 
gestellt  werden.  Ueber  die  Auffassung  des  Unendlichen  hat  der 
Verfasser  eingehende  historische  Studien  gemacht,  die  sich  auch 
anf  Mathematiker  des  Altertums  und  Kirchenväter  erstrecken. 
Seiner  eignen  Auffassung  nach  ist  das  in  der  Mathematik  als 
Grenze  erscheinende  Unendlichgrosse  (oc)  als  potentiell  Unend- 
liche oder  Unendlichwerdendes  scharf  zu  unterscheiden  von  der 
qtransfiniten^,  bestimmten,  actuell  unendlichen  Zahl  (eo),  die  das 
Unendlichseiende  repräsentirt,  aber  nur  die  kleinste  eines  ganzen 
Systems  transfiniter  Zahlen  ist,  für  welches  wesentlich  andere 
Beehnungsregeln  gelten,  als  für  die  endlichen  Zahlen.  Die  mit 
der  Anwendung  des  Unendlichkeitsbegriffes  oft  verbundenen 
Widersprüche  erklärt  der  Verfasser  durch  den  fehlerhaften  Ver- 
such, Gesetze  der  endlichen  Zahlen  auf  das  Unendliche  anzu- 
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wenden.  So  liegen  ihm  auch  (o  und  alle  anderen  transfiniten 
Zahlen  ausserhalb  der  Zahlenreihe  1,  2,  3  . . .  Aetuell  unend- 
liche Mengen  sind  z.  B.  der  Inbegriff  aller  endlichen  ganzen 
positiven  Zahlen,  die  Gesamtheit  aller  Punkte  eines  Kreises, 
aller  punktartig  vorzustellenden  Monaden,  die  einen  Körper  con- 
stituiren.  Wie  1  die  kleinste  aller  endlichen  Zahlen  ist,  die 
grösser  ist  als  alle  der  Bedingung 

1  — »y  =  —  (für  unendlich  werdendes  v) 

genügenden  Zahlen  Zy,  so  ist  co  die  kleinste  aller  unendlichen 
Zahlen^  die  grösser  ist  als  alle  endlichen  Zahlen  y.  Eine 
wachsende  endliche  Zahl  v  kommt  der  Zahl  w  nicht  beliebig 
nahe,  sondern  jede  noch  so  grosse  Zahl  v  bleibt  von  w  eben- 
soweit entfernt  als  die  kleinste  endliche  Zahl.  Dagegen  be- 
streitet der  Verfasser,  im  Gegensatze  zu  Stolz  und  Dubois-Rey- 
mond,  die  Existenz  actualer  unendlich  kleiner  Zahlgrössen. 
(Differentiale  sind  veränderliche,  beliebig  klein  anzunehmende 
Htilfsgrössen.)  Das  Archimedische  Axiom,  dass  aus  jeder  noch 
so  kleinen  begrenzten  Strecke  durch  endliche  Vervielfachung  be- 
liebig grosse  endliche  Strecken  erzeugt  werden  können,  erscheint 
im  Lichte  der  Cantor'schen  Theorie  als  ein  bewiesener  Satz. 

Der  achte  Abschnitt  der  Abhandlung  giebt  im  ersten  Teile 
die  Fundamente  einer  Theorie  der  Cardinalzahlen.  Aequivalente 
Mengen  sind  solche,  die  sich  gegenseitig  eindeutig  und  voll- 
ständig zuordnen  lassen.  Weiter  werden  Begriff  und  Eigen- 
schaften der  Addition  und  Multiplication  endlicher  und  unend- 
licher Mengen  erörtert  Wesentlich  ist  hierbei  der  Umstand,  dass 
einer  unendlichen  Menge  dieselbe  Zahl  zukommen  kann,  wie 
einem  ihrer  Bestandteile.  Der  in  diesem  Satze  von  Alters  her 
gefundene  Widerspruch  löst  sich  nach  Cantor  durch  folgende 
Unterscheidung:  Ist  M*  Teil  einer  Menge  My  so  hat  M  mehr 
Realität  als  M\  die  den  beiden  Mengen  M  und  M'  zukommenden 
Cardinalzahlen  sind  aber  gleich.  Die  Theorie  der  transfiniten 
Cardinalzahlen  erfordert  die  Heranziehung  der  Ordnungstypen, 
mit  welchen  sich  der  zweite  Teil  dieses  Abschnittes  beschäftigt. 
Man  kann  diese  Untersuchungen  wohl  als  eine  Ausdehnung  der 
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Combinatiooslehre  aus  dem  linearen  in  höber  dimensionirte  Ge- 
biete bezeichnen,  insofern  jede  gewöbDliehe  Permutations-  oder 
Combinationsform  als  lineare  Gruppe  von  Buchstaben,  Ziffern, 
Punkten  oder  sonstigen  Elementen  bezeichnet  werden  kann. 
Diese  Untersuchungen  gipfeln  in  der  Lösung  der  .Aufgabe:  ,die 
Anzahl  aller  „zweifachen  Ordnungstypen  von  gegebener  Gar- 
dinalzahl  m**  zu  bestimmen,  d.  h.  die  Anzahl  aller  Stellungen, 
welche  m  Punkte  auf  den  m'  Eckpunkten  eines  ebenen  quadrati- 
schen Gitters  von  der  Seitenzahl  m  einnehmen  können.  Mit  der 
Erweiterung  auf  n-fache  Ordnungstypen  tritt  die  Aufgabe  sodann 
aus  dem  ebenen  in  das  ndimensionale  Gebiet.  Es  handelt  sich 
dabei  offenbar  um  eine  Aufgabe  der  Combinationslehre,  welche 
im  linearen  Gebiete  gegenstandlos  wird,  da  m  Punkte  auf  einer 
Geraden  in  dem  hier  festgestellten  Sinne  nur  eine  Anordnung 
zulassen.  Eine  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen  ist  in  Aus- 
sicht gestellt.  Schg. 

Gercken.     Die  philosophischen  Grundlagen  der  Mathe- 
matik.    Pr.  Perleberg. 

Gereken,  der  für  den  jungen  mathematischen  Lehrer  eine 
Eneyklopädie  der  Mathematik  für  notwendig  hält,  die  von  den 
philosophischen  Grundlagen  bis  zu  den  praktischen  Handgriffen 
fahrt,  liefert  einen  Anfang  zur  Verwirklichung  dieses  Gedankens, 
indem  er  die  psychologischen  Grundlagen  der  Mathematik  unter- 
sucht. Er  stellt  Kaufs  und  MilFs  Grundlehren  über  das  Wesen 
der  Mathematik  gegenüber,  zergliedert  die  psychischen  Func- 
tionen, die  dem  wissenschaftlichen  Denken  zu  Grunde  liegen  und 
gewinnt  das  Ergebnis,  dass  das  mathematische  Denken  es  mit 
ursprünglich  apriorischen  Gegebenheiten  und  daraus  selbst  ge- 
schaffenen Objecten  zu  thun  hat.  Es  beruht  auf  Thatsachen  der 
Anschauung,  bei  denen  jeder  aus  dem  Object  stammende  Irrtum 
ausgeschlossen  ist.  Für  die  Geometrie  wie  für  die  Arithmetik 
nimmt  Gercken  in  Uebereinstimmung  mit  Lange  die  Raum- 
anschauung als  Grundlage  an.  Die  Rechtfertigung  der  Behaup- 
tung, dass  die  Arithmetik  auf  Raumanschauung  beruhe,  —  Gercken 
behauptet,    dass   man    die    fundamentalen  Sätze    der  Arithmetik 
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nur  streng  beweisen  könne,  wenn  man  die  Einheit  als  Intervall 
zweier  gleich  weit  von  einander  entfernter  Punkte  einer  Punkt- 
reihe auf  einer  geraden  Linie  ansieht  — ,  ist  ebenso  unzureichend 
wie  die  in  Lange's  logischen  Studien.  Die  Gegenüberstellung 
vou  Kant  und  Mill  in  einer  Untersuchung  ttber  die  psychologi- 
schen Grundlagen  der  Mathematik  kann  nur  irre  leiten.  Nur 
Mill  führt  eine  psychologische  Untersuchung.  Eant's  Ansichten 
über  das  Wesen  der  Mathematik  beruhen  auf  logischen  Betrach- 
tungen, wie  z.  B.  überzeugend  Riehl  nachgewiesen  hat.       Mi. 


Binde.     BegriflF,  Urteil  und  Schluss.     Pr.  Giogau. 

Binde  setzt  die  Entwickelung  der  logischen  Verhältnisse  ans 
erkenntnistheoretischem  Gesichtspunkte  fort.  Er  verfolgt  die 
Bildung  der  Begriffe,  Urteile  und  Schlüsse  und  zeigt  deren  inneren 
Zusammenhang.  Kategorien  sind  ihm  die  Causalität,  Substan- 
tialität  und  Qualität,  während  er  (mit  Recht?)  die  Quantität  als 
eine  blosse  Merkmalsbestimmung  der  Qualität  unterordnet. 

Mi. 


Trognitz.      Die    mathematische   Methode   in   Descartes' 
philosophischem  Systeme.     Pr.  Saalfeld. 

Trognitz  prüft  die  Gründe,  die  Uescartes  bewogen  haben, 
in  der  Philosophie  die  mathematische  Methode  anzuwenden,  und 
untersucht,  wie  weit  das  System  diese  Methode  thatsächlich  be- 
folgt. Eine  eigentliche  Kritik  der  ftlr  den  Rationalismus  mass- 
gebenden mathematischen  Methode  innerhalb  der  Philosophie  ist 
nicht  gegeben.  Trognitz  begnügt  sich,  das  sehr  bestreitbare  Ver- 
dienst von  Descartes  um  Durchführung  der  mathematischen  Me- 
thode in  der  Philosophie  zu  constatiren.  Mi. 


Die  Philosophie  der  Mathematik  nach  der  Lehre  Hoene 

Wronski's.      Phys.  matb.  Wies.  II.  271-288.  (Ruesißch.) 
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M.  W.  Drobisch.  Nene  Darstellnng  der  Logik  nach 
ihren  einfachsten  Verhältnissen  mit  Rücksicht  auf 
Mathematik  und  Naturwissenschaft.    5.  Aufl.     Hamburg. 

VoB8.  XXVIII  o   247  S. 


P.  O.  Schmidt.      Ursprung  und   Bedeutung   des  Haura- 
und    Zeitbegriffs    im    Lichte    der    modernen    Physik. 

Dias.  Halle.  57  S.  S^. 


B.  Bettazzi.     Sul  concetto  di  numero.    Besso  Per.  mat.  ii* 

97-113.  129-145. 

Sehr  gedrängte^  nur  fQr  Sachkundige  verständliche  Zusammen^ 
fassuDg  der  verschiedenen  modernen  Ansichten  in  Bezug  auf  den 
Zahlbegriff.  Vergleichung  der  analytischen  und  der  synthetischen 
Methode  für  die  Einftlhrung  dieses  Begriffs;  und  Skizze  einer 
Entwickelung  der  Principien  der  Arithmetik  nach  der  zweiten 
Methode,  welcher  der  Verfasser,  namentlich  in  pädagogischer  Hin- 
sieht, den  Vorzug  giebt.  Vi, 


Ch.  MiiRAY.  Sur  le  sens  quil  convient  d'attacher  k  Texpres- 

sion  nombre  incommensurable  et  sur  le  crit^rium  de 

Texistence  d'une  limite.     add.  de  ric.  Norm.  (3)  IV.  341-360. 

Hr.  M6ray  fahrt  eine  in  seinem  Nouveau  Pricis  d' Analyse  infi- 

nit^imale  1872  aufgestellte  neue  Begriffsbestimmung  der  incom- 

mensurablen  Zahlen  durch.      Es   existirt  keine  Eigenschaft   der 

iDcommensurablen  Zahlen,    die   sich    nicht  auf  eine  Eigenschaft 

der  Variablen  zurückführen  Hesse.  Mi. 


E.  G.   HüSSERL.      lieber  den  Begriff  der  Zahl,  psycho- 
logische  Analysen.      Habilitationsschrift  Halle.  64  8.  8^. 


Macfarlane.     The  logical  form  of  georaetrical  theorems. 

Annalff  of  Math.  III.  154-155. 


Fortachr.  d.  Math.  XIX.  1. 
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Hr.  Macfarlane  stellt  für  geometrische  Sätze  die  logischen 
Grundformeln  £A\x  =•  xy\  und  2A\xy  =  xyi\  anstatt  der  im 
Syllabus  of  Geometry  und  in  Halsted's  Elements  of  Geometry 
gewählten  Aasdrtteke  auf.  Aus  seinen  Formeln  lassen  sich  drei 
Regeln  fQr  Contraposition  und  Gonversion  geometrischer  Sätze 
algebraisch  beweisen.  Mi. 


A.  Wernicke.  Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geo- 
metrie des  Masses.  Pr.  Gymo.  Branoschweig.  58  S.  4o. 
Vorliegender  Versuch,  der  freilich  nach  des  Verfassers  Selbst- 
kritik noch  nicht  die  zu  einem  Lehrbuche  geeignete  Abrundung 
gewonnen  hat,  ist  als  ein  Repetitorium  fQr  obere  Klassen  höherer 
Schulen  bestimmt,  will  „die  euklidische  Geometrie  des  Masses 
als  Ausfluss  eines  Princips  kennen  lehren  und  dabei  deren  Stel- 
lung im  Organismus  unseres  Wissens  bestimmen".  („Die  syste- 
matische Kraft  der  Mathematik  wird  selbst  von  den  Lehrern 
der  Mathematik  durchaus  noch  nicht  allgemein  in  richtiger  Weise 
gewürdigt.**  Wernicke,  Goniometrie  und  Grundzöge  der  Trigon. 
S.  V.)  Die  Capitelttberschriften:  „Die  Geometrie"  (S.  5-25),  „Die 
Euklidische  Geometrie*"  (S.  25  33),  „Die  Euklidische  Geometrie 
des  Masses"  (S.  33-51),  „Die  Gliederung  der  Euklidischen  Geo- 
metrie des  Masses"  (S.  51-57)  kennzeichnen  den  Inhalt  und  dessen 
methodische  Behandlung.  Tn. 

Ganser.     Die  Entstehung  der  Bewegung.     Gras.  Leuechner 

u.  Lobeosky. 

Um  die  Entstehung  der  Bewegung  zu  erklären,  stellt  Ganser 
folgende  Erklärung  auf:  „Die  einheitliche  Substanz  besitzt  vir- 
tuelles Vermögen.  Ein  Vermögen  zu  wirken,  wird  erst  zur  wirk- 
lichen Kraft,  indem  es  von  einem  Punkte  aus  sich  teilt  und  ge- 
teiltes gegensätzliches  Strei)en  äussert,  was  es  aber  wieder  nur 
kann,  indem  es  sich  auf  denselben  Punkt,  von  dem  aus  es  sich 
teilte,  (den  Subjectpunkt)  beziehf".  Er  nimmt  dann  an,  dass  die 
Organisation  von  einem  einzigen  Punkt  aus  beginnt,  wo  aus 
dem  virtuellen  Vermögen  lebendige  Kraft  entsteht.  Danach  ent- 
wickeln  Hich    ähnliche    primitive    Kraftsysteme    und    successive 
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Lioien-,  Flftehen-  und  Körperkräfte.    Ganser  glaubt  hiermit  eine 
Eosmogonie  geliefert  zu  haben.  Mi. 


J.  Epstein.     Die  logischen  Principien  der  Zeitmessung. 

Di88.  Leipzig.  48  S.  8<>. 


C.  Laqrangb.     Sur  la  conception  purement  mt^canique 

de    rCJnivers.       Flammarion  Rey.  d'Astr.  VI.  420-424. 

Der  Artikel  führt  den  Gedanken  aus,  dass  wegen  der  Massen- 
Terlegungen,  die  auf  der  Erde  durch  den  Menschen  und  die 
Tiere  erfolgen,  die  Vorherbestimmung  aller  Bewegungen  des  Erd- 
körpers und  daher  auch  der  Himmelskörper  von  Aufgaben  der 
Psychologie  abhängig  wird,  also  nicht  durch  rein  mechanische 
Gesetze  erfolgen  könne.  Lp. 


F.  Kbrz.     Plaudereien  Ober  die  Kant-Laplace'sche  Ne- 

bularhypothese.      Jena.    Fr.  Manoke's  Verlag  (A.  Scheok;.    VIK 
n.  103  8.  gr.  8«. 

Der  Verfasser  ist  entschiedener  Gegner  der  Eanfschen  Hypo- 
these, nach  welcher  das  Sonnensystem  sich  durch  Verdichtung 
eines  kosmischen  Nebels  gebildet  haben  solle;  die  Laplace'sche 
Hypothese  dagegen,  welche  mit  einem  schon  verdichteten  Cen- 
tralkörper  beginnt,  der  von  einer  in  gleicher  Richtung  mit  ihm 
sieh  drehenden  Atmosphäre  umgeben  ist,  wird  für  die  einzig 
wissenschaftliche  erklärt.  Herr  Eerz  vervollständigt  die  Laplace^- 
sehe  Hypothese  durch  HinzufQgung  einer  Ergänzung:  Die  Atmo- 
sphäre der  Sonne  sei  durch  den  excentrischen  Stoss  eines  anderen 
kleineren  Weltkörpers  gegen  die  Sonne  entstanden.  Wegen  der 
hiermit  verbundenen  Wärmeentwickelung  habe  sich  der  Körper 
in  eine  Gasmasse  verflüchtigt;  die  Rotation  der  Sonne  und  der 
Gasmasse  in  der  Richtung  des  Stosses  sei  Folge  des  letzteren; 
das  Planetensystem  sei  durch  spätere  Zusammenballung  der  zer- 
streuten Masse  zu  kleineren  Körpern  entstanden,  welche  sich 
gegenseitig  anzogen  und  zu  grösseren  Weltkörpern  angewachsen 

4* 
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sßien.  Um  auf  bekannte  physikalische  Gesetze  zurückgreifen  zu 
können,  wird  ein  vierter  Aggregatzustand  der  zerstreuten  Masse 
angenommen,  auf  den  je  nach  Bedürfnis  bald  die  Eigenschaften 
der  flüssigen,  bald  die  der  festen,  bald  die  der  gasförmigen  Kör- 
per Übertragen  werden.  Die  Durchfährung  dieser  Gedanken  ist 
vom  Verfasser  in  einer  Reihe  von  Schriften  versucht  worden, 
zuletzt  1884  in  den  „Erinnerungen  an  Sätze  aus  der  Physik 
und  der  Mechanik  des  Himmels'^  mit  mehr  mathematischer  Be- 
gründung. 

Der  Verfasser  hebt  wiederholt  hervor,  dass  er  ein  Dilettant 
ist,  und  spricht  durchweg  mit  Ironie  von  den  gelehrten  Fach- 
männern, wendet  sich  daher  zur  Entscheidung  über  seine  Ideen 
an  die  gebildeten  Laien.  Vor  allem  müsste  man  dann  aber 
verlangen,  dass  er  die  Gesetze  genau  kennt,  auf  welche  er  seine 
Schlussfolgerungen  gründet.  Weder  ist  er  jedoch  mit  den  Wir- 
kungen des  Gravitationsgesetzes  hinreichend  vertraut,  wie  das 
aus  den  (S.  6)  gegen  Kant  vorgebrachten  Gründen  erhellt,  noch 
weiss  er  die  Gesetze  der  specifischen  Wärme  zu  handhaben. 
Mao  liest  z.  B.  S.  31:  „Wenn  ein  Körper  von  einer  Höhe  gleich 
beiläufig  424  Meter  zur  Erde  herabfällt,  nimmt  er  um  l^G.  an 
Wärme  zu.**  Daher  fallen  denn  auch  alle  Berechnungen,  denen 
diese  Annahme  zu  Grunde  gelegt  ist,  in  nichts  zusammen.  Die 
neueren  Arbeiten  über  die  Beschaffenheit  des  Erdinnern  sind 
ganz  unberücksichtigt  geblieben.  Im  ganzen  haben  wir  es  also 
mit  einer  zwar  phantasievollen  und  mit  vielen  dichterischen  Ci- 
taten  durchsetzten,  im  übrigen  aber  nur  schwacli  begründeten 
Vorstellung  von  der  Entstehung  des  Planetensystems  zu  thun. 

Lp. 

F.  Blass.     Naturalismus  und  Materialismus  in  Griechen- 
land zu   Platon*s  Zeit.     Rede.     Kiel.  i9  s.  8^ 
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B.    Pftdagogik. 

K.  U.  Schellbach.     Ueber  die  Zukunft  der  Mathematik 
an  unBern  Gymnasien.      Berlio.  O.  Reimer.  34  8.  s^. 

Die  kleine  Schrift  hat  den  Zweck,  der  Mathematik  und 
Physik  zu  der  ihnen  gebührenden  Stellung  an  unsern  Gymnasien 
zu  verhelfen.  In  der  Schilderung  der  traurigen  Lage,  in  der 
sieh  die  genannten  Wissenschaften  noch  jetzt  am  Gymnasium 
befinden,  sieht  der  Herr  Verfasser  unsrer  Ansicht  nach  zu 
schwarz.  Doch  sind  die  Winke,  wie  man  der  Mathematik  im 
Gymnasialunterricht  einen  grösseren  Einfluss  verschafi^en  könnte, 
wohl  beherzigenswert  M. 

H.  Schütz.      Die   gegenwärtige   Bedeutung   des    matbe- 
matisch  -  physikalischen    Unterrichts    an    Gymnasien. 

Pr.  Gymu.  Prankfurt  a.  M.  (No  368)  S.  3-20.  4». 

Eine  kurze  Aufzählung  der  hauptsächlichsten  Aenderungen, 
die  im  mathematisch-physikalischen  Unterrichte  entsprechend  der 
CircularverfQgung  vom  31.  März  1882  in  den  preussischen  Gym- 
nasien statt  gefunden  haben,  wird  vorausgeschickt.  Danach 
werden  elf  Hauptmomente  der  formalen  und  realen  Bildung, 
welche  diesem  Unterrichte  eigentOmlich  sind,  an  einander  ge- 
reiht und  weitere  sechs  Momente  als  Vorzüge  des  revidirten 
Lehrprogrammes  hervorgehoben.  Bemerkungen  ttber  die  Lehr- 
methode machen  den  Beschluss  des  Aufsatzes.  Angehängt  sind: 
I*.  Auszüge  aus  Wiese's  Sammlung  der  Verordnungen  und  Ge- 
setze f&r  die  höheren  Schulen  in  Preussen.  P.  Entwurf  eines 
Lehrplanes  für  den  mathematisch  -  physikalischen  Unterricht  an 
Gymnasien,  entsprechend  den  zur  Zeit  (1887)  f&r  Preussen  gel- 
tenden Bestimmungen.  IL  Auszug  aus  dem  in  Frankreich  gelten- 
den „Plan  d'l^tudes  des  Lycies'^.  Programmes  de  TEnseignement 
Seeondaire  Glassiques.  (22  janv.  1885).  IIL  Uebersicht  des 
mathematisch  -  physikalischen  Lebrplanes  an  den  östreicbischen 
Gymnasien  (26.  Mai  1884).    IV.    Uebersicht   ttber  die  Stunden- 
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zahl,  welche  an  Gymnasien  verschiedener  Staaten  auf  Mathematik, 
Naturgeschichte  und  Physik  verwandt  wird  (Preussen,  Bayern, 
Württemberg,  Sachsen,  Oestreich,  Frankreich).  Lp. 


W.  DaBL.      ijchrplan    für    den    mathematischen  Unter- 
richt am  Realgymnasium  zu  Braunschweig.      Pr.  Real- 

gymo.  Braanscbweig  (No.  640).  8.  8-28.  A^ 

Drei  Gesichtspunkte  werden  als  die  wichtigsten  angeführt: 
1)  Der  Schwerpunkt  des  mathematischen  Unterrichts  soll  in  die 
Schule,  nicht  in  die  häusliche  Thätigkeit  des  Schülers  gelegt 
werden.  2)  Der  Unterricht  soll  ein  Klassenunterricht  sein,  nicht 
in  das  Unterrichten  besonders  bevorzugter  Schüler  ausarten. 
3)  Rücksicht  auf  diejenigen  Schüler,  welche  die  Anstalt  bereits 
vor  Vollendung  des  Gursus  verlassen.  Ueber  die  Verteilung 
des  Unterriehtsstoflfes  auf  die  einzelnen  Klassen  (S.  5-16)  und 
die  Unterrichtsmethode  (S.  16-28),  für  welche  die  heuristische 
als  die  einzige  empfohlen  wird,  welche  durchgreifende  Anwen- 
dung finden  kann,  ist  ein  eingehender  Bericht  nicht  am  Platze. 

Lp. 

W.  Lichtenberg.     Aus  der  Praxis  des  mathematischen 

Unterrichts.     Pr.  Bealprogymn.  Oldesloe  (No.  27ö).    S.  3-11.  4^. 

1.  Die  Lücken  im  Wissen  der  Schüler.  2.  Die  ungenaue 
Ausdrucks  weise.  3.  Die  häufig  wiederkehrenden  Flüchtigkeits- 
fehler. Lp. 


Th.  Fries,     üeber  den  Rechenunterricht  in  den  unteren 

Klassen   höherer  Schulen.     Pr.  Realsch.  Bookenheim  (No.  373). 
8.  16-27.  40. 

lieber  den  Rechenunterricht  als  Vorbereitung  für  den  nach- 
folgenden mathematischen  Unterricht.  Lp. 
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G.  Sqüarzina.  Deir  insegnamento  dell'  aritmetica,  del 
sistema   metrico    e  delia  geometria  nelle   scuole   ele- 

mentari.      Faenza. 

J.  C.  V.  HoFPMANN.  Einige  wichtige  pädagogische  Tages- 
fragen  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  mathe- 
matischen    und     naturwissenschaftlichen    Unterrichts. 

HoffmaDO  Z.  XYIlf.  287-264. 

I.  Die  Notwendigkeit  und  Heilsamkeit  einer  Rectorats- 
prüfuDg. 

II.  Ist  die  Einheitsschule  möglich? 

III.  Welche  Prüfungen  (der  Schüler  höherer  Schulen)  sind 
beizubehalten  und  welche  sind  zu  beseitigen? 

IV.  Sind  die  Extemporalien  beizubehalten  oder  abzuschaffen? 

Lg. 

0.  ScBLöMiLCH.      Betrachtungen    über    das    Unendliche. 

HoffmaDD  Z.  XVIII.  16M67. 

Es  werden  einige  noch  in  manchen  neueren  Werken  vor- 
kommende Unrichtigkeiten  besprochen,  so  die  Behauptung,  dass 
eine  endliche  Constante  e  gegen  eine  unendlich  wachsende  Zahl 

0»  yernachlässigt  werden  darf,  dass  —  gleich  0  ist,  wofür  auch 

Beispiele  angeftihrt  werden.  Zuletzt  werden  alle  Versuche  zur 
Elimination  des  richtig  aufgefassten  Unendliehkleinen  als  wissen- 
schaftliche und  pädagogische  Rückschritte  zurückgewiesen. 

Lg. 

S.  Dickstein,     üeber    Knilling's    Reform    des    ßechen- 

Unterrichtes.      Pädag.  Hot.  Warschau.  (Polnisoh.}  Dn. 


6.  Haück.      üeber  die  Systematik   in   der  Stereometrie 
mit  Beziehung  auf  Heinze's  „Genetische  Stereometrie**. 

fioffmaon  Z.  XVni.  81-93. 

L.  LiBBETRUTH.     Entgegnung  hierauf.     Hofiftnaon  z.  xviii. 

424-430. 
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Bezugnehmend  auf  eine  Besprechung  der  Heinze'schen 
Stereometrie  durch  Herrn  Halzmüller,  stellt  Verfasser  seine  Be- 
denken über  jene  Arbeit  zur  Discussion.  Seit  Monge  ist  auch 
die  Behandlung  der  elementaren  Stereometrie  eine  andere  ge- 
worden, Heinzens  Behandlungsweise  aber  stammt  noch  aus  vor- 
Monge'scher  Zeit,  die  Systematik  ist  verfehlt,  weil  sie  die  Inhalts- 
bestimmung als  massgebend  annimmt,  die  Terminologie,  weil 
wir  mit  den  gewählten  Bezeichnungen  heute  ganz  andere  Be- 
griffe verbinden.  Der  Versuch,  die  Gesamtheit  der  stereometri- 
schen Formen  aus  einem  einzigen  Centralkörper  durch  fortgesetzte 
Specialisirung  zu  entwickeln,  ist  im  aligemeinen  undenkbar  und 
daher  ein  zweiter  Missgriff.  Verfasser  kann  einen  Fortschritt 
für  die  Methodik  der  Stereometrie  in  Heinzens  System  nicht  fin- 
den und  erblickt  für  die  Schule  viel  mehr  Gefahren  als  Vorteile 
darin.  Dagegen  erkennt  er  das  Buch  als  tüchtige  akademische 
Arbeit  an,  in  welcher  der  verständige  und  reife  Lehrer  viele 
hübsche  und  anregende  Entwickelungen  findet.  Lg. 


D.  Besso.     Suir  insegimmento  della  trigonometria  nelle 

SCUole   secondarie.     Besso  Per.  mat.  II.  41-49. 

Nachdem  der  Verfasser  einige  Betrachtungen  über  den  Unter- 
richt in  der  Trigonometrie  angestellt  hat,  welche  durch  die  im 
Jahre  1885  veröffentlichten  officiellen  Programme  der  italienischen 
Lyceen  veranlasst  sind,  erklärt  er  sich  mit  der  Ansicht  von  Houel 
einverstanden  (Remarques  sur  Tenseignement  de  la  trigonom^trie, 
F.  d.  M.  VIL  1875.  322),  dass  die  Tafel  der  trigonometrischen 
Functionen  derjenigen  ihrer  Logarithmen  vorzuziehen  sei,  und 
er  ergänzt  die  Arbeit  des  genannten  Geometers  durch  die  Vor- 
führung einer  Methode  Stevin^s  zur  Auffindung  von  sinP  (vgl. 
Oeuvres  mathömatiques  de  Simon  Stevin  etc.  Leyde.  1634). 

La.  (Lp.) 

E.  Röhr.     Methodologisch  -  mathematische   Aphorismen. 

Pr.  Gymn.  Oppeln. 

Lösung  von  41  Aufgaben,  welche  aus  einer  hier  nicht  nam- 
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haft  gemachten  Sammlung  entnommen  sind,  um  an  denselben 
Vereinfachungen  resp.  Verbesserungen  xu  erzielen:  1)  durch 
Aenderungen  in  Conslructionen  und  Beweisen;  2)  durch  Tielfache 
Einführung  der  Analysis  statt  der  Construction ;  3)  durch  zweck- 
mässige Wahl  der  Buchstaben,  ttbersichtlichere  Form  der  Dar- 
Stellung,  passendere  Lage  der  Figurenteile  u.  dergl.  mehr. 

Lg. 

F.  PoSKE.  Zeitschrift  für  den  physikalischen  und  che- 
mischen Unterricht.  Unter  der  besonderen  Mitwirkung 
von   Dr.  E.  Mach  und  Dr.  B.  Schwalbe,  herausgegeben 

von    Dr.   F.    Poske.     Berlin.    J.  Sprioger. 

Von  dem  ersten  Bande  dieser  neuen  Zeitschrift  fallen  die 
beiden  ersten  Hefte  (October  und  December)  in  das  Berichtsjahr. 
Ausser  Originalarbeiten,  Ober  welche,  falls  sie  mathematischen 
Inhalts  sind,  besondere  Referate  im  Jahrbuche  gegeben  werden, 
liefert  die  Zeitschrift  Berichte  über  Versammlungen  und  Vereine, 
Mitteilungen  aus  Werkstätten,  Gorrespondenzen.  Den  Lehrern 
ist  das  von  frischen  Kräften  getragene  Unternehmen  warm  zu 
empfehlen.  ,      Lp. 

F.  Poske.  Zur  Einführung.  Ziel  und  Wege  des  phy- 
sikalischen Unterrichts.     Poske  Z.  I.  1-2. 

Vorwort  zu  der  neu  gegründeten  Zeitschrift  für  den  physi- 
kalischen und  chemischen  Unterricht.  Lp. 


E.  Mach.      Ueber   den    Unterricht   in    der   Wärmelehre. 

PoBke  Z.  L  3-7. 

Methode  zur  Entwickelung  der  Grundbegriffe.  Lp. 


J.  W.  Glaisher.     The  mathematical  Tripos.     Loud.  m.  8. 

Proc.  XV  in.  4-88. 
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Diese  Rede  liefert  einen  interessanten  Beitrag  zur  mathe- 
matisehen  Prüfung  an  englischen  Universitäten.  Der  Name 
Tripos  stammt  von  dem  dreibeinigen  Stuhl,  auf  dem  der  Bacoa- 
laureus  sass.  W.  W.  Rouse  Ball  behandelte  historisch  im  Jahre 
1880  die  Tripos  in  dem  Werke:  „The  Origin  and  History  of 
the  Mathematical  Tripos^,  Cambridge,  abgedruckt  in  der  Cambridge 
Review.  Die  vorliegende  Rede  atmet  durchweg  eine  glühende 
Begeisterung  des  Verfassers  für  seine  Wissenschaft,  besonders 
aber  für  die  Disciplin,  die  er  seit  Jahren  zum  Gegenstande  seiner 
Vorlesungen  gemacht  hat,  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen. M. 


Zweiter  Abschnitt 

Algebra. 

CapitelL 

Gleichungen.    (Allgemeine  Theorie.  Besondere 

algebraische  Gleichungen.) 

N.  Vandermonde.     Abhandlungen   aus  der  reinen  Ma- 
thematik.     In    deutscher    Sprache    herausgegen    von 

Carl   Itzigsohn.      Berlin.  Springer.  104  S 

Der  Name  des  Verfassers  ist  bekannter  als  seine  Werke; 
daher  ist  die  Herausgabe  seiner  Abhandlungen  von  Wert,  um 
zu  erkennen^  dass  sein  Ruhm  ein  verdienter  ist,  dass  seine  alge- 
braischen Arbeiten  den  bedeutendsten  Leistungen  auf  diesem 
Gebiete  zugerechnet  werden  müssen.  Die  Sammlung  umfasst: 
die  Abhandlung  über  die  Auflösung  von  Gleichungen;  die  Ab- 
handlung über  die  irrationalen  Grossen  verschiedener  Ordnung 
nebst  einer  Anwendung  auf  den  Kreis;  den  Bericht  über  diese 
Abhandlung;  die  Abhandlung  über  die  Elimination.  No. 


TiCHOMANDRiTZKY.     Lchrbuch  der  höheren  Algebra. 

Charkow  (Bassisoh.) 

Das  Lehrbuch  von  Hrn.  Tichomandritzky,  bestimmt  für  die 
Stadirenden  in  den  Universitäten  und  den  höheren  technischen 
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Lehranstalten,  behandelt  nur  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
algebraischen  Gleichungen,  sowie  die  Theorie  ihrer  numerischen 
Auflösung,  ohne  in  die  Theorie  der  algebraischen  Auflösung  ein- 
zugehen. Für  die  nähere  Bekanntschaft  mit  dem  Inhalte  des 
für  die  russische  mathematische  Literatur  sehr  nützlichen  Werkes 
führen  wir  das  Inhaltsverzeichnis  an.  Einleitung.  I.  Die  Eigen- 
schaften der  complexen  Grössen.  II.  Die  binomischen  Gleichungen. 
III.  Auflösung  der  Gleichungen  3*«°  uod  4*®"  Grades.  IV.  Eigen- 
schaften der  Polynome.  V.  Bestimmung  der  rationalen  Wurzeln 
einer  gegebenen  Gleichung.  VI.  Bestimmung  der  mehrfachen 
Wurzeln.  VII.  Reelle  Wurzeln  und  ihre  Grenzen.  VIII.  Abson- 
derung der  Wurzeln.  Methode  von  Sturm.  IX.  Absonderung 
der  Wurzeln.  Methode  von  Fourier.  X.  Berechnung  der  Wur- 
zeln. XI.  Symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung. 
XII.  Theorie  der  Determinanten.  XIII.  Systeme  der  simultanen 
Gleichungen.  Wi. 

Ch.  de  Combkroussk.  Cours  de  math^matiques,  ä  Tusage 
des  candidats  ä  TEcole  Polytechnique  etc.  Tome  IIL 
Algfebre  sup^rieure.     I*"®  partie.     2«  6d.     Paria.  Oaathler- 

Villars. 

Dieser  dritte  Band  des  sechsbändigen  Werkes  enthält  Er- 
gänzungen zur  elementaren  Algebra  (Determinanten,  Eettenbrüche, 
u.  dgl.  m.),  die  Comhinatorik,  die  Theorie  der  Reihen,  die  Ein- 
leitung in  die  Functionenlebre,  die  Begriffe  der  Ableitung  und 
der  Differentiale,  die  Taylor'sche  und  die  Maclaurin'sche  Beibe 
nebst  ihren  wichtigsten  analytischen  Anwendungen,  die  Anfänge 
der  Integralrechnung.  Lp. 

H.  Laurent.  Trait^  d'algfebre,  ä  Tusage  des  candidats 
aux  l&coles  du  Gouvernement.  4®  6d.  I.  Algfebre 
^l^meutaire.      IL    Analyse  alg^brique.      III.   Theorie 

des    ^quations.        Paris.  Gaothier- Villars. 

Der  Inhalt  entspricht  etwa  den  AosprQchen  auf  den  deutschen 
Realgymnasien,  giebt  jedoch  auch  einige  weiter  gehende  Betraoh- 
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tongen,   wie  z.B.  die  Elemente  der  Differentialrechnung,   den 
Stürmischen  Satz  in  der  Theorie  der  Gleichungen,  u.  a.  m. 

Lp. 

H.  S.  Hall    and    S.  R.  Knight.      Elementary    Algebra 

for  Bcbools.      Fourth  edition.     London.    MacmillaD  &  Co.    X 
4-  405S. 

H.  S,  Hall  and  S.  R.  Knight.  Higher  Algebra;  a  se- 
qael  to  Elementary  Algebra.  London.  Macmiiian^ Co.  XX il 

-h  516  S. 

Ch.  Smith.     Elementary  Algebra.      London.  Macmiiian  &  Co. 

(1886).  VIU  -h  362  S. 

Cu.  Smith.     A  treatise  on  Algebra.     London.  Maomiiian  &  Co. 

(1888).  XVIII  H-  571  S. 

W.  Steadman  Aldis.     A  textbook  of  Algebra.       Oxford. 

Clarendon  Press.  XIII  +  588  S. 

W.  Thomson.  Algebra  for  the  use  of  schools  and  Col- 
leges. London.  Sampson,  Low»  Marston,  Searle,  and  Rivington. 
VII  H-  291  8. 

Viele  Jahre  hindurch  hat  alB  englisches  Musterlehrbuch  für  die 
Algebra  das  des  verewigten  Todhunter  gegolten;  jüngst  aber  sind 
teils  wegen  der  Verbreitung  richtigerer  Ansichten  über  die  Prin- 
cipien  algebraischer  Schlussweisen,  teils  unter  dem  Drucke  der 
öffentlichen  Prüfungen  nicht  gering  zu  achtende  Nebenbuhler 
aus  der  Presse  hervorgegangen.  Wir  befürchten  jedoch,  dass 
keins  der  oben  genannten  Werke  einem  Meister  der  neueren 
algebraischen  Wissenschaft  genügen  dürfte.  Es  sind  Sachen  auf- 
genommen, welche  in  eine  logische  Entwickelung  der  grund- 
legenden Principien  nicht  hineinzupassen  scheinen,  andere  sind 
ausgeschlossen  worden,  die  passender  Weise  eine  Stelle  finden 
können.  Zweifelsohne  haben  Gründe,  die  aus  praktischen  Be- 
dürfnissen zu  rechtfertigen  sind,  in  manchen  Fällen  das  Ziel 
der  Lehrbücher  bestimmt,  und  während  keins  von  ihnen  als  das 
ideale  Lehrbuch  des  wissenschaftlichen  Algebraikers  betrachtet 
werden  kann,  besitzen  alle  auch  wieder  grosse  Vorzüge.  In 
allen   Capiteln    werden   gut  ausgewählte   Beispiele    vollständig 
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durchgearbeitet f  um  die  Prineipieo  zu  erläutern,  welche  vorher, 
oft  mit  grossem  Geschick  und  mit  Klarheit,  entwickelt  sind,  und 
Uebungsbeispiele  zur  Bearbeitung  für  die  Studirenden  sind  in 
grosser  Vollständigkeit  beigegeben.  Wir  hegen  ernste  Zweifel, 
ob  nicht  dem  Streben  nach  einer  Ebenung  des  Pfades  für  den 
Lernenden  allgemein  in  den  neueren  Lehrbüchern  ein  zu  grosser 
Platz  eingeräumt  ist.  Jedenfalls  ist  in  den  vorliegenden  alles 
geschehen,  um  Schwierigkeiten  zu  beseitigen,  welche  Studirende 
finden  könnten;  und  noch  mehr  Httlfe  leisten,  als  hier  gewährt 
ist,  hiesse  eher  sie  schädigen  als  fördern.  Wir  haben  mit  Freude 
bemerkt,  dass  die  Determinantentheorie  in  die  Lehrbücher  f&r 
Fortgeschrittene  aufgenommen  ist^  und  dass  die  Notwendigkeit, 
Literaturnachweise  zu  geben,  in  den  (allzu  wenigen)  AnfQhrungen 
ausftthrlicherer  Werke  und  Abhandlungen  anerkannt  ist.  Ein 
weiteres  Eingehen  auf  diese  LehrbQcher  wflrde  schwerlich  am 
Platze  sein;  alle  sind  aus  den  Händen  erfahrener  Lehrer  hervor- 
gegangen und  mit  grosser  Sorgfalt  geschrieben  worden. 

Gbs.  (Lp.) 

J.  Cook.     Class-book  of  algebra  for  middle   and  high 

schools.      Part  II,  for   high   SChools.        Madras.     Lawrence 
ABylam  Press,  Monnt  Road. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIL  102.  Lp. 


A.  Cayley.     ün  multiple  algebra.     Quart.  J.  xxii.  270.308. 

Die  Arbeit  enthält  in  ihrem  Hauptteile  einen  Ueberblick 
über  die  grundlegenden  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  geometri- 
schen Analyse,  mit  Hervorhebung  der  besonders  charakteristischen 
Resultate.  Es  werden  der  Reihe  nach  vorgefahrt:  Arbeiten  Aber 
die  Bedeutung  der  imaginären  Einheit,  Gauss'  Darstellung  der 
complexen  Zahlen,  Möbius'  Barycentrischer  Caicul,  Bellavitis' 
Aequipollenzen,  Hamilton's  Quaternionen ,  Grassmann's  Ausdeh- 
nungslehre. Als  Einleitung  ist  eine  1883  vom  Verfasser  an  die 
British  Association  gerichtete  allgemeine  Mitteilung  über  höhere 
Einheiten  wiederholt,    worauf   die   verschiedenen   Möglichkeiten 
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erörtert  werden,    wie   aus   gegebenen  Symbolen  von  der  Form 
(x,  y,  . .  .)  Summen  und  Produete  gebildet  werden  können. 

Schg. 

R.  LipscHiTZ.  Principes  d'un  calcul  alg^brique  qui  con- 
tient  comme  espfeces  particuliferes  le  calcul  des  quan- 
tit^s  imaginaires  et  des  quaternions.      Darb.  Boll.  (2)  IX. 

115.120. 

ÜDveränderter  Abdruck  des  in  den  Comptes  rendus  XCI. 
October  1880  veröffentlichten  Aufsatzes,  ftber  welchen  in  diesem 
Jahrbuch  XII  (1880)  berichtet  wurde.  Schg. 


L.  Kronbckbr.      Ueber    den    Zahlbegriff.      PestBcbrift  eam 

50  < jährigen  Doctorjabüäam  von  E.  Zeller.    263-274. 

L.  Kronecker.     Ueber  deo  Zablbegriff.      J.  für  Math.    C(. 

337-356. 

Der  zweite  Aufsatz  ist  durch  teilweise  Umarbeitung  und  Er- 
weiterung des  ersten  entstanden,  und  unterscheidet  sich  von  dem- 
selben besonders  dnrch  die  letzten,  der  Theorie  der  Gleichungen 
gewidmeten  Betrachtungen. 

Herr  Kronecker  geht  von  einer  Reihe  verschiedener  und  für 
uns  unterscheidbarer  Objecte  aus,  denen  man  gewisse,  nach 
fester  Reihenfolge  geordnete  Bezeichnungen,  die  ;,Ordnungszablen^ 
beilegen  kann.  Die  Gesamtheit  der  bei  einer  gegebenen  Schar 
verwendeten  Bezeichnungen  fasst  man  in  den  Begriff  der  „  Anzahl 
der  Objecto''  zusammen  und  knfipft  denselben  unzweideutig  an 
die  letzte  der  verwendeten  Bezeichnungen.  Dies  führt  auf  den 
Begriff  der  „CardinalzahP  oder  der  „Zahl""  schlechthin.  Einer 
Schar  von  Objecten  kann  man  die  Reihe  der  Ordnungszahlen 
auf  verschiedene  Weise  beilegen,  indem  man  neue  Reihenfolgen 
der  Bezeichnungen  festsetzt;  aber  die  Gesamtheit  der  Bezeich- 
nungen und  also  die  „Anzahl*^  der  Objecte  bleibt  ungeändert; 
sie  tritt  als  einzige  „ Invariante''  hierbei  auf.  Hieraus  folgen 
dann  einfache  Beweise  für  die  Vertauschbarkeit  der  Summanden 
einer  Summe  und  der  Factoren  eines  Products,  da  sich  die  auf 
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verschiedenen  Wegen  erlangten  Resultate  als  verschiedene  Aus- 
drucke fQr  die  Anzahl  derselben  Objecte  nur  in  verschiedenen 
Anordnungen  ausweisen.  Es  wird  dann  gezeigt,  wie  die'prin- 
cipielle  Einführung  der  „Unbestimmten"  zur  Behandlung  der 
Algebra  ausreicht,  ohne  dass  die  Einführung  der  negativen,  der 
gebrochenen,  der  reellen  oder  imaginären  algebraischen  Zahlen 
notwendig  wäre.  Mit  Hälfe  gewisser  Moduln  oder  Modulsysteroe 
ist  man  im  Stande  jene  Grössen  auszuscheiden.  In  der  Abhand- 
lung „ein  Fundamentalsatz  der  allgemeinen  Arithmetik"  ist  ge- 
zeigt worden,  wie  die  Einführung  und  Verwendung  der  alge- 
braischen Zahlen  überall  da  entbehrlich  ist,  wo  nicht  die  Iso- 
lirung  der  unter  einander  eonjugirten  erforderlich  wird;  hier 
wird  diese  Isolirung  selbst  ohne  Einführung  neuer  Begriffe  durch- 
geführt. Es  werden  nämlich  Intervalle  von  beliebiger  Kleinheit 
bestimmt,  innerhalb  deren  die  Function  ihrem  absoluten  Werte 
nach  eine  beliebig  kleine  Grösse  nicht  übersteigt,  und  für  welche 
sie  am  Anfangs-  und  am  Endpunkt  verschiedene  Vorzeichen 
besitzt.  No. 

T.  N.  Thiele.     Om  Definitionerne  for  Tallet,  Talarteme 
og    de    tellignende    Bestemmelser.      Kjob.  Skrift  (6)  II. 

453-öU.  (1886.) 

Der  Verfasser  dieser  in  mehrfacher  Hinsicht  bemerkenswerten 
Arbeit,  von  welcher  ein  gedrängtes  Referat  keine  rechte  Vor- 
stellung geben  kann,  beabsichtigt  die  Definition  der  Zahl  und  die 
mit  derselben  verwandten  Begriffe  einer  Analyse  zu  unterwerfen. 
Die  Basis  des  Zahlenbegriffes  findet  er  in  den  sogenannten 
^Numeralien^,  welche  er  als  „unbedingte  einzelne  relative  und 
vollständig  eindeutige  Bestimmungen'^  definirt.  Als  Beispiele 
werden  concrete  Orts-  oder  Zeitbestimmungen  angeführt  Die 
Numeralien  können  zwei  Operationen  unterworfen  werden, 
welche  als  „Wiedersetzung'^  und  „Zufttgung"  bezeichnet  werden, 
sind  aber  noch  nicht  eigentliche  Zahlen.  Solche  entstehen,  wenn 
man  durch  Vergleichung  von  Numeralsbestimmungen  auf  ^Nume- 
ralsnumeralien''  stösst.  Auf  dieser  Grundlage  folgt  sodann  eine 
genauere  Klassification  der  Zahlenarten,  wobei  auf  in  sich  ge- 
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8chlos6ene  Systeme  besondere  Rttcksicht  genommeD  witd:  Als 
„notwendige  Zahlen*  treten  dann  solche  hervor,  die  zur  Ver- 
Tollständigung  des  Systemes  unentbehrlich  sind,  als  ^^mögliche*' 
Zahlen  solche,  deren  Existenz  nur  hypothetisch  festgestellt  wer- 
den kann. 

Als  solche  treten  z.  B.  die  zweidimensionalen  Zahlen  auf, 
för  welche  der  Verfasser  als  notwendige  Rechnungsart  au^er 
den  gewöhnlichen  vier  Species  noch  die  „Umlegung"  behauptet, 
d.  h.  die  Operation,  durch  die  man  von  q  =  z-}-yk  zu  q  =  «  — yfc 
fibergeht  Schliesslich  kommt  er  zur  Untersuchung  der  verschie- 
denen Arten  von  mehrdimensionalen  Zahlen  und  deren  Rech- 
nungsarten. Beigefügt  sind  zwei  Beilagen,  von  denen  die  erste 
eine  mathematische  Behandlung  der  Fundamentalgleichungen  der 
allgemeinsten  Addition  von  zweidimensionalen  Zahlen  enthält, 
die  andere  Ober  die  Multiplication  der  n-dimensionalen  Zahlen 
bandelt.  6m. 


L.  Kronecker«     £iD   Fundamentalsatz   der  allgemeinen 

Arithmetik.      J.  for  Math.  C.  490-510. 

Die  arithmetische  Behandlung  der  algebraischen  Grössen 
fährt  mit  Notwendigkeit  dazu,  den  Gauss'schen  Congruenzbegriff 
80  zu  erweitern,  dass  „Systeme  von  Moduln"  an  Stelle  des  ein- 
fachen Congruenzmoduls  zugelassen  werden.  Dadurch  ergiebt 
sich  zugleich  der  wichtige  Fortschritt,  dass  die  Untersuchung 
der  algebraischen  Grössen  auf  die  der  rationalen  Functionen 
von  Variabein  reducirt  wird.  Diese  weittragenden  Ideen  sind 
von  Herrn  Kronecker  zuerst  in  seiner  „Festschrift**  und  dann  in 
einer  Reihe  von  Abhandlungen  dargelegt  und  begründet  worden, 
von  denen  nur  die  aus  dem  Bande  IC  des  Journals  „Ueber 
einige  Anwendungen  der  Modulsysteme  auf  elementare  algebrai- 
sche Fragen**  hervorgehoben  werden  möge.  Ein  Ziel  der  Unter- 
suehuDgen  war  darin  zu  finden,  durch  die  Modulsysteme  die 
Auffassung  der  algebraischen  als  „irrationaler**  Grössen  überhaupt 
entbehrlich  zu  machen  und  dieselben  in  principieller  Weise  durch 
rationale  zu  ersetzen.     Dieses  Ziel  wird  durch  die  vorliegende 

Forucbr.  d.  Math.  XIX.  1.  O 
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Abbandlung  erreicht,  in  welcher  fttr  jede  vorgelegte  ganze  Func- 
tion ein  Primmodulsystem  bestimmt  wird,  f&r  welches  die  Func- 
tion sich  als  Product  von  Linearfactoren  darstellen  lässt. 

Bedeuten  c,,  c,,  ...,  Cn  ganze  Grössen  des  natürlichen  Ra- 
tionalitätsbereiches (31',  91",  ...,  3fl^""*0  w°^  sß^*  ^^^ 

definirt  man  andererseits  %{x)  und  f,,  ...,  f«  durch 

%(x)  =  (x-x^)(x'-x^)...  (x—Xn)  =  a?"-fjir"-Hf8»"~* ±  f», 

wo  o;,,  a;,,  . . .,  Xn  unbestimmte  Variable  bedeuten,  so  hat  man 
sofort 

F(aj)=(x-aj,) ...  (x—Xn)=%(x)   (modd.  f,-c„  f,-c„  ...,  f«~c); 

aber  dieses  Modulsystem  ist  kein  Primmodulsystem  n^  Stufe, 
und  auf  die  Bestimmung  eines  solchen  kommt  es  gerade  an. 
Dieselbe  wird  auf  zwei  verschiedene  Arten  geliefert;  als  erstes 
Resultat  folgt,  dass,  wenn  man 

ö(»i  fn  ffi  --M  W  =  il(»-fi,a?<,-fi,a;<, tt«x<J 

setzt,  jeder  irreductible  Factor  der  Galois'schen  Function 
(r(s,  Cj, ...,  Cm)  einen  Primmodul  der  verlangten  Eigenschaft  lie- 
fert; als  zweites  Resultat  ergiebt  sich,  dass  das  Primmodulsystem 

(fi-^'ij  •••)  U-Cn^  9'-c',  9"— c",  . . .) 
dasselbe  leistet,  falls  g',  g",  ...  ein  Fundamentalsystem  der 
Affect-Gattung  bilden  und  diese  Functionen  die  rationalen  Werte 
</,  c",  . . .  annehmen.  Durch  Verwendung  solcher  Modulsysteme 
wird  die  Einführung  der  algebraischen  Grössen  überall  da  ent- 
behrlich gemacht,  wo  nicht  die  Isolirong  der  verschiedenen  Wur- 
zeln einer  irreductibeln  Gleichung  erfordert  wird,  so  dass  in  der 
arithmetischen  Theorie  der  zerlegbaren  Formen  auf  Grund  dieaes 
Fundamentalsatzes  nirgends  der  absolute  Rationalitätsbereich  der 
natürlichen  Zahlen  verlassen  zu  werden  braucht.  No. 


A.  Knbskr.      Arithmetische    Begründung    einiger    alge- 
braischer Fundamentalsätze.     J.  für  Math.  CIL  20-55. 

Die  vorliegende  Arbeit  gehört  zu   denjenigen,    welche  das 
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weittragende  Eronecker'sche  Priocip  zur  Durchführung  zu  brin- 
gen suchen,  die  rein  arithmetisch  formulirten  Sätze  der  Algebra 
auf  rein  arithmetischem  Wege  abzuleiten,  d.  h.  auf  die  Benutzung 
aller  unendlichen  Processe  zu  verzichten  und  insbesondere  die 
Einf&hrung  irrationaler  Grössen  zu  yermeiden.  Zunächst  wird 
eine  elementare  Ableitung  der  Hauptsätze  über  die  Galois'sohe 
Besolvente  gegeben,  womit  eine  arithmetische  Begründung  der 
Galois'schen  Theorie  der  Affecte  und  Gruppen  gewonnen  wird. 
Daran  schliesst  sich  eine  elementare  Theorie  der  Gattungsbereiche, 
der  enthaltenen  und  enthaltenden  Gattungen,  derjenigen  Gattung 
niedrigster  Ordnung,  welche  zwei  gegebene  Gattungen  umfasst, 
u.  8.  f.  No. 

A.  Knbser.     Zur  Theorie  der  algebraischen  Functionen. 

Math.  Aoo.  XXIX.  171-186. 

Es  handelt  sich  um  die  Frage,  ob  eine  gegebene  algebrai- 
sche Function  von  mehreren  Variabein  als  rationale  Function 
mehrerer  algebraischer  Functionen  yon  je  einer  Variabein  dar- 
gestellt werden  kann  oder  nicht.  Es  zeigt  sich :  Eine  algebraische 
Function  der  Variabein  u^  v„  . . .,  vm  ist  dann  und  nur  dann 
rational  ausdrückbar  durch  eine  algebraische  Function  yon  u 
allein  und  eine  algebraische  Function  der  9  allein,  wenn  bei 
der  Betrachtung  von  x  als  algebraischer  Function  von  u  allein 
und  dementsprechende  Adjunction  aller  algebraischen  Functionen 
der  Grössen  9  die  Discriminante  der  gegebenen,  die  Function  x 
definirenden  Gleichung  einen  von  den  Grössen  v  unabhängigen 
wesentlichen  Teiler  besitzt.  No. 


A.  Knbser.  Ueber  die  Gattung  niedrigster  Ordnung, 
unter  welcher  gegebene  Gattungen  algebraischer  Grössen 
enthalten  sind.     Math.  Ann.  XXX.  179-202. 

Zuerst  auf  algebraischem,  dann  auf  rein  arithmetischem 
Wege  werden  einige  Sätze  Aber  die  Irreductibilität  der  Normen 
ganzer  Functionen  f(y^  $)  abgeleitet,  in  denen  $  die  Wurzeln 
einer   beliebigen   irreductiblen    Gleichung  F(x)  =  0   durchläuft; 

5* 
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danach  wird  die  Zerlegung  ganzer  Functionen  in  ihre  irreduetiblen 
Factoren  nach  Adjunction  irrationaler  Grossen  gleichfalls  vom 
arithmetischen  Standpunkte  aus  behandelt,  d.  h.  in  der  Form, 
dass  die  Zerlegung  einer*  ganzen  Function  6r(y,  x)  (mod.  F(x)) 
in  ihre  irreduetiblen  Factoren  betrachtet  wird.  Darauf  geht 
Herr  Kneser  zur  Hauptfrage  seiner  Arbeit  über  und  beweist:  „Ist 
in  einem  beliebigen  Rationalitätsbereiche  SR  die  Grösse  §,  Wur- 
zel einer  irreduetiblen  Gleichung  m*®"  Grades,  und  nach  Adjanc- 
tion  von  $j  die  Grösse  ly,  Wurzel  einer  irreduetiblen  Gleichung 
r**°  Grades,  so  ist  das  mit  der  Unbestimmten  u  gebildete  Binom 
ti$,  +17,  Wurzel  einer  im  Bereich  SR  irreduetiblen  Gleichung  vom 
Grade  m.r'^.  Mit  Hülfe  der  so  erlangten  Resultate  lässt  »ich 
dann  der  allgemeine  Fall  beliebig  vieler  Gattungen  erledigen. 
„Sind  irgend  h  Gattungen  algebraischer  Grössen,  welche  einem 
beliebigen  Rationalitätsbereiche  9t  entstammen,  gegeben,  und 
reducirt  sich  die  Ordnung  der  y**^  unter  ihnen  nach  Adjunction 
der  (v— 1)  vorhergehenden  auf  r^,  so  sind  die  sämtlichen  h  Gat- 
tungen unter  einer  Gattung  von  der  Ordnung  r,  . . .  r^  und  unter 
keiner  von  geringerer  Ordnung  enthalten.**  No. 


K.  Henskl.  Untersuchung  der  ganzen  älgebraiachen 
Zahlen  eines  gegebenen  Gattungsbereiches  für  einen 
beliebigen  algebraischen  Primdivisor.      J.  för  Math.    01. 

99-141. 
Ein  Hauptzweck  der  Arbeit  ist  der,  die  von  Herrn  j^ronecker 
in  seiner  Festschrift  aufgestellten  Begriffe  des  Gattungsbereich  es, 
der  Gattung  und  des  Fundamentalsystems  in  der  Weise  zu  fassen, 
dass  sie  ihre  Bedeutung  und  ihre  wesentlichen  Merkmale  auch 
dann  noch  beibehalten,  wenn  man  die  ganzen  algebraischen 
Zahlen  nur  in  Beziehung  auf  einen  beliebigen  algebraischen 
Primdivisor  betrachtet.  Wenn  P,  ein  solcher  Primdivisor  von  p 
für  den  Gattangsbereich  {%)  ist,  dann  lässt  sich  eine  Zahl  k  80 
bestimmen J    dass   ftlr  jede  ganze  algebraische  Zahl  to  von  (®) 

stets  irP  =«?  (mod.  P,)   wird.     Aus  jedem    Fundamentalsystem 
von  (®)  lassen  sich  dann  k  Zahlen  $,,  |,,  . . .,  £t  auswählen,  die 
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fflr  (®)  (mod.  Py)  ein  Fundamentalsyetem  bilden.  Die  p*  incon- 
^uenten  Zahlen  mod.  P,  kann  man  in  Gattungsbereiche  (Fa) 
and  Gattungen  Fa  einteilen,  indem  man  alle  die  zusammen fasst, 

för  welche  schon  ir'^*^«?  (mod.  PJ  bei  A*  <  A  ist,  resp.  für 
welche  k^  den  kleinsten  Exponenten  angiebt,  der  jene  Congrueuz 
befriedigt  Auch  für  Fk  lässt  sich  ein  Fundamentalsystem  her- 
stellen, die  Anzahl  der  zu  F^  gehörigen  Zahlen  bestimmen,  und 
die  Congruenz  angeben,  welcher  gerade  diese  Zahlen  genOgen. 
Die  Zahlen  von  Fa  zerfallen   in   weitere  Klassen,  je  nach  dem 

(r) 
niedrigsten  Exponenten  a^^\  ftlr  welchen  it^a  +1=«?^  (mod.P,) 

wird,  und  die  Anzahl  dieser  Klassen  wird  bestimmt.  Endlich 
teilen  sich  die  Zahlen  einer  Klasse  in  Gruppen  von  je  Aa  Glie- 
dern, welche  den  von  einander  verschiedenen  p^  Potenzen  einer 
beliebigen  unter  ihnen  congruent  sind;  die  Elemente  einer  solchen 
Gruppe  sind  die  Wurzeln  einer  im  Bereiche  (@)  irreductiblen 
Congruenz  mod.  P^  mit  reellen  CoefGicienten.  Für  (Fa)  und  den 
Modul  P,  bilden  diese  Zahlen  ein  Fundamentalsystem.  Zum 
Schluss  wird  eine  Reihe  von  Sätzen  abgeleitet,  welche  das  Ver- 
hältnis verschiedener  Gattungen  und  ihrer  Ordnungszahlen  zu 
einander  behandeln  und  den  entsprechenden  Resultaten  der 
Algebra  völlig  analog  sind.  No. 


A.  E.  Pellet.     Memoire  sur  la  th^orie  alg^brique  des 
eqnations.    S.  m.  F.  Bnll.  XV.  6l-io3. 

Im  ersten  Teile  der  Abhandlung  wird  eine  allgemeine 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  hinsichtlich  ihrer  Resol- 
Tenten  und  deren  Zerfällung  durch  Adjunction  der  Wurzeln  an- 
derer Gleichungen  gegeben.  Es  sind  dabei  die  Sätze  tiber  Sub- 
stitutionen grundsätzlich  vermieden;  alles  in  dieser  Beziehung 
Notwendige  wird  durch  die  Betrachtung  der  zugehörigen  Func- 
tionen geliefert;  und  so  werden  die  Galois'schen  und  Jprdau'sche.n 
Theoreme  begründet.  Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit 
der  Kreisteilungsgleichung  und  liefert  eine  Darstellung  der  ein- 
fachsten Periodengleichungen;  darauf  folgt  eine  Behandlung  der 
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durch  eine  lineare  Transformation  auf  binomische  zurflckf&hrbaren 
Gleichungen.  No. 

C.  JüEL.      Oni    Argand's   Bevis   for  Algebraens  FuDda- 

meiltalsatning.      Zeothen  T.  (5)  V.  16M69. 

Wiedergabe  und  Vervollständigung  des  Beweises  von  Argand 
(Cauchy),  dass  jede  algebraische  Gleichung  eine  Wurzel  hat. 
Die  Vervollständigung  ist  wesentlich  dieselbe,  welche  sich  in 
Lipscbitz  ^Lehrbuch  der  höheren  Änalysis^  I.  p.  248-282  findet, 
doch  bedeutend  kürzer  als  daselbst  V. 


C.  A.  Laisant.      Demonstration   nouvelle  du   th^or^me 
fondamental  de  la  th^orie  des  ^quations.     S.  m.  F.  Bull. 

XV.  42-44. 

Der  Beweis  ist  im  wesentlichen  einer  der  von  J.  C.  UUherr 
(Grelle  J.  XXI,  231-234)  gegebenen.  No. 


J.  CoLLiN.     Sur  le  tbdor^ine  de  Rolle.     Noav.  Aoo.  (3)  vi. 

266-268. 

Schreibt  man  f(x)  =  0  homogen  in  der  Form  f(x^  y)  =  0, 
so  folgt:  Damit  f(x^  y)  =  0  nur  reelle  Wurzeln  habe,  ist  es  not- 
wendig und  hinreichend:  1)  dass  alle  Wurzeln  von  f'^  =  0, 
f ;  =  0  reell  seien;  2)  dass  für  a?  =  +  oc  die  Werte  f(xy),  f^ 
verschiedene  Vorzeichen  haben;  3)  dass  zwischen  zwei  Wurzeln 
von  f  i  =  0  je  eine  und  nur  eine  von  f  y  =  0  liege.         No. 


Ch.  Bibhlbr.     8ur  une  application  du  tb^or^me  de  Rolle. 

Nouv.  AoD.  (3)  VI.  190-204. 

I.  Ist  0(x)  =  JI(x'+ö'))  80  haben  die  Ableitungen  von 
O  die  Form  x^^IKjt^+bl), 

IL  Ist  OQt)  =  il(x'+flj)(a;  f  c^),  so  haben  die  Ableitungen 
von  O  die  Form  /I(aj'4-6J).(x  + d^),  wobei  die  d^  zwischen 
dem  grOssten  und  dem  kleinsten  Werte  der  Cf^  liegen. 
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III.  Ist  0(x)  =^  n(x^  +  äjr),  80  sind  die  Wurzeln  der 
gleieh  Null  gesetzten  Ableitungen  von  0  alle  rein  imaginär 
oder  Null. 

IV.  Ist  0  (x)  =  /ICx»«  +  dJT)  (x^—  cjT),  so  liegen  die  reellen 
Wurzeln  der  gleieh  Null  gesetzten  Ableitungen  von  0  zwischen 
der  grössten   und   der  kleinsten  reellen  Wurzel  von  0(x)  =  0. 

No. 

Ch.  Bikhler.     Sar  le  tb^or^me  de  Rolle.     Noar.  Aoo.   (a) 

VI.  75-79. 

Eb  wird  ein  Satz  abgeleitet,  durch  welchen  mit  Hülfe  der 
Wurzeln  von  f'{x)  =  0  erkannt  werden  kann,  ob  f(x)  =  0  nur 
reelle  Wurzeln  besitzt,  auch  wenn  f(x)  =  0  mehrfache  Wurzeln 
haben  sollte.  No. 

Ch.  Biehler.     Sur  r^limioation  par  la  m^thode  d'Euler. 

Noav.  Ann.  (3)  VI.  67-75. 

Es  werden  einige  auf  die  Gleichung 

F(ix).ü+G(x).r^O 
bezflgliche,    Qbrigens  bekannte  Resultate  abgeleitet.    (Vgl.  z.  B. 
Faa  di  Bruno,  übersetzt  von  Walter  S.  62.)  No. 


F.  Brioschi.     Sulla  trasformazioue  delle  equazioni  alge- 

bricbe.      Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XX,  364-370. 

E^  sei  in  f{x)  =  0  mit  den  Wurzeln  x^^  «„...,  o?.  zunächst 
Sxx  =  0;    femer  2x1  =  Sr]    dann  setzen  wir 

g>j,(x)  =  x'  +  Q^x-'—s^j  (x  =  2,  3,  ...,n-l) 

and  es  wird 

HVmQbx)  =  0.  (i  =  1,  2, ...,  n;  X  =  2,  ...,  n— 1). 

Ueber  die  q  kann  man  so  verfügen,  dass  auch 

2!%(.xi)g>x(xx)  =  0  (i  =  1,  ...,  n;  X  =  2,  ...,  n—l) 

wird;   dazu  ist  für  q^  eine  quadratische,    sonst  sind  nur  lineare 
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GleichuDgen   zu    lösen      Bildet   man   weiter  lineare  Functionen 

V'n  ^v  *  * ')  V^"*  ^^^  Vi)  '  •  •)  ^'n-i  niit  unbestimmten  Coefficienten, 
wobei  m  =  (w— 3) :  2  gesetzt  ist,  so  kann  man  über  die  letzteren 
derart  verfügen,  dass 

2:tpx{^x)  =  0,     2:g>,(^x)tpM(x{)  =  0,     2:tpi(xi)  =  o, 

l  i  L 

wird.  Dabei  bleiben  in  den  \p  noch  (w— •l)(ii— 3):8  willkürliche 
Grössen  zurück.  Zwischen  der  Discriminante  von  f(x)  und  der 
aus  den  Elementen  2q>M(xx)q>u(xx)  gebildeten  Determinante  be- 
steht eine  für  diese  Transformationsart  charakteristische  Beziehung. 

No. 


F.  Brioschi.     Ueber  die   Transformation   der   algebrai- 
schen Gleichungen  durch  Co  Varianten.     Math.  Ann.  xxix. 

327-330. 

Es  sei  f(a?,  y)  =  (a^a^  ...  an)  (xyY  eine  Form,  (p(Xy  y) 
=  (CqC,  . . .  c„)(^y)"  eine  Covariante  von  f  der  Ordnung  n; 
f(a?,  1)  =  0  habe  die  ungleichen  Wurzeln  x^,  . . .,  Xn.  Setzt 
man  nun 

a,  =  a^Xy+a^,      a,  =  a^x}  +  2  a^Xy  +  a^, 
of,  =  a^xl  +Sa^xl  +  3a^Xy+  a,,  ..., 

so  lässt  sich  der  Wert  von  q>(x,  1)  aus  dem  letzten  OoefGcienten 
Cn  von  g>  dadurch  ableiten,  dass  man  in  ihm  die  Coefficienten 
^01  ^1»  *  *  *>  ^n-i)  On  durch  a^j  a^^  . . .,  an-i,  0  ersetzt  No. 


J.    P.  Gram.       Om    Transformationen    af    den    bineere 

Ligning.       Zeothen  T.  (5)  V.  44-50. 

Es  wird  untersucht,  wann  die  Gleichung 
(1)        f(x)  =  a,x-  +  ^a,af^-^+^^^a,x''-'  +  ... 
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mit  der  Gleichung 

(2)        A(x-{-^,y  +  B(x  +  Q-=^0 
identisch  sein  kaun. 

Wenn  o^,  Ci+i,  0,4.2  drei  willkürliche  auf  einander  folgende 
Coefficienten  der  Gleichung  (1)  sind,  muss  man  haben 

(3)  Pa,  +  (?a,+i  +  ßa,+a  =  0, 

femer  müssen  die  Grössen  ^j,  ^  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Oleiehong 

(4)  P+(??+äS'  =  0 
sein. 

Eliminirt  man  mittels  der  Gleichungen  (3)  P,  Q^  A,   so  be- 
kommt man  die  Gleichungen 


a. 


0. 


0. 


«11-2 


=    0. 


Die  Bedingungen  (3)  sind  notwendig,  aber  nicht  zulänglich, 
damit  (1)  mit  einer  Gleichung  (2)  identisch  sein  kann.  Zuläng- 
lich sind  sie  nur,  wenn  die  Gleichung  (4)  verschiedene  Wurzeln 
hat,   oder  aber  (was  damit  identisch  ist),  wenn  die  Gleichung 

(5)  a,     a,     ^  =0 

a,     a,     ?• 
Yerscbiedene  Wurzeln  hat. 

In  diesem  Fall  sind  ^,  ^,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (ö). 
Damach  findet  man 


D    _      ^0  Cl    -  g| 


Hat  dagegen  die  Gleichung  (5)  gleiche  Wurzeln,    während  die 
Gleichungen  (4)  stattfinden,  so  ist  die  Gleichung  (1)  von  der  Form 

wenn  nicht  alle  Coefficienten  der  Gleichung  (5)  Null  sind.    Ist 
dieses  der  Fall,  so  hat  die  Gleichung  (1)  die  Form  i4(x4-0"* 

Elndlieh  giebt  der  Verfasser  einige  Beispiele  von  Gleichungen, 
die  mittels  quadratischer  Transformationen  auf  die  Form  (2) 
gebracht  werden  können.  Y, 
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J.  Junker.     Die   Verallgemeinerung    der   Hermite'schen 

Transformation  im  Zusammenhang  mit  derjnyarianten 

theoretischen   Reduotion    der   Gleichungen.     Diss.  Frei- 
borg i.  B.  32  S.  4«. 


V.  Dantscber  V.  KoLLESBERG.     Zur   analytischen  Dar- 
stellung    der     Wurzeln     algebraischer     Gleichungen. 

iDDsbnick  Ber.  6-18. 

Es  wird  der  Weierstrass'sche  Gedanke  ftlr  den  Wurzel- 
existenzbeweis benutzt,  der  darin  besteht,  von  einer  beliebigen 
Gleichung  mit  rationalen  Wurzeln  aus  durch  Vermittelung  von 
Zwischengleiobungen  der  vorgelegten  beliebig  nahe  zu  kommen. 
Bei  diesem  Uebergange  darf  dann  nie  die  Discriminante  einer 
Zwischengleichung  verschwinden.  Geht  man  mit  Hülfe  der  Fort- 
setzbarkeit  von  Potenzreihen  einem  so  gewonnenen  Wege  nach, 
so  erhält  man  eine  analytische  Darstellung  fUr  die  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung.  No. 


N.  Mausen.      Om    Rakkendviklinger    af   en   algebraisk 

LigningS  Rödder.     Zeuthen  T.  ®  V.  129-136. 

Es  wird  gezeigt,  dass,  wenn 

eine  algebraische  Gleichung  n^  Grades  in  y  ist,  man  y  in  eine 
convergente  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickeln 
kann,  wenn  x  der  Bedingung  unterworfen  ist,  dass 

"'^'^     (n  +  l)9>W(a) 
indem  y  =  a  für  a:  =  0,  und  <p^^\a)  unter  allen  derivirten  Func- 
tionen von  q>(d)  den  grössten  numerischen  Wert  hat. 

Infolge  dessen    kann   man   immer  eine  Wurzel  einer  alge- 
braischen Gleichung  in  eine  convergente  Reihe  entwickeln. 

Es  werden  hierauf  Beispiele  gegeben,  und  es  wird  gezeigt, 
wie  man  am  bequemsten  die  Reihenentwickelung  machen  kann. 

V. 
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E.  Netto.      Zur    Theorie    der    iterirten    Functionen. 

Math.  ADD.  XXIX.  148-153. 

Versteht  man  unter  d(x)  eine  ganze  rationale  Function,  und 
setzt  man  ö(ö(x))  ^  0^(x),  0(ß^{x))  =  ö,(aj),  ...,  so  werden 
folgende  Sätze  abgeleitet:  1)  So  lange  die  Coefficienten  von 
d{x)    unbestimmt    bleiben,     ordnen     sich     die    Wurzeln     von 

TJx)  ^     */  ^ zu  je  n  einander  zu,  derart,  dass  zwischen 

denjenigen  eines  Systems  die  Beziehungsreihe 

herrscht  Haben  dagegen  für  eine  specielle  Function  OQd)  die 
beiden  Gleichungen  ö(a:)  — x  =  0,  T«(aj)  —  0  eine  Wurzel  ge- 
meinsam, so  ist  dies  eine  n- fache  Wurzel  der  letzteren  Glei- 
chung und  folglich  eine  («+l)-fache  der  Gleichung  ö„(a:)  — jj  =  0, 
falls  sie  eine  einfache  der  Gleichung  (?(a;)— x  =  0  ist.  2)  Be- 
zeiehnet  man  mit  ^fn(ji)  =  0  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
primitiven  fi^°  Einheitswurzeln  sind,  und  ist 

ö  (o?)  =  oa?  -f  te*  +  ex*  4"  ^^*  +  •  •  •  j 
so  gilt  die  C!ongruenz 
0n{iD)  =  a^x+dnit^+^  +  enaf+^  H (mod.  ^»(ö))- 

3)  Ist  5  eine  Wurzel  von  e(x)  -  a?  =  0,  ftlr  welche  Ö'(S) 
eine  primitive  n^  £inheit«wurzel  ist,  dann  wird  |  eine  (fi-Hl)-fache 
Wurzel  von  ö,  («)  —  a?  =  0  werden.  Die  beiden  letzten  Sätze 
bleiben  auch  gültig,  wenn  man  unter  0(x)  eine  beliebige  ftlr 
X  =  0  verschwindende  und  in  eine  convergente  Reihe  ent- 
wickelbare Function  versteht.  T. 


G.  Paxton  Yoüng.     Forms,  neeessary  and  sufficient,  of 
the    roots    of    pure     uni-serial    Abelian     equations. 

AmericaD  J.  IX.  225-277. 

Die  Abhandlung   knflpft  an  die  von  Abel  gegebene  Form 
filr  die  Wurzeln  der  „einfaltigen''  AbeFschen  Gleichungen 

111  1 

an,    in   welcher  Ri  aus  R^    in   bekannter  Weise   abgeleitet  ist. 
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Barbarin.     Sur  les  racines  de  T^quation  du  3»*"«  ordre. 

FraD^.  Ass.  (Toaloase).  126-127. 


H.  Timmermann.     Die  AuQö'sung  der  Gleichungen  dritten 
Grades  mittelst  des  Hülfs winkeis.      Pr.  Oymn.   Osnabrack 

(No.  298).  S.  8-16.  4«. 

Der  Verfasser  ,, widmet  die  kleine  Abhandlung  den  SchQlern 
mit  dem  WuDSche,  dass  sie  ihnen  einige  angenehme  Stunden  in 
belehrender  Leetüre  verschaffen  möge*'.  Auf  der  ersten  Text- 
seite lautet  der  Titel:  „lieber  den  Gebrauch  des  Httlfswinkels 
bei  der  Auflosung  der  GleichuDgen  dritten  Grades^.        Lp. 


A.  X.  ScHBiKOFFSKT.     Ueber  die  kubischen  Gleichungen, 
deren  Wurzeln  die  Seiten  eines  Dreiecks  sind.    Kas.  Ges. 

V.  182-185.  (Rassisch.) 

Die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Seiten  eines  Dreiecks 
sind,  ist  a?»— 2pa;'+(p'  +  r'  +  4ßr)x— 4Ärp  =  0;  p  ist  die 
Hälfte  des  Umfangs,  r  der  Radius  des  eingeschriebenen 
Kreises  und  R  der  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises. 

Wi. 


P.  Gordan.     Ueber  biquadratische  Gleichungen.      Math. 

ADD.  XXIX.  318. 

Es  wird  auf  einfachem  Wege  der  Nachweis  für  die  beiden 
Sätze  geliefert:  1)  Diejenigen  Resolventen  von  biquadratischen 
Gleichungen,  in  denen  nur  ein  Parameter  vorkommt,  haben  den 
Grad  3.  2)  Eine  Gleichung  von  höherem  als  dem  vierten  Grade 
besitzt  keine  Resolvente  mit  nur  einem  Parameter.  Vorausgesetzt 
wird  bei  dem  Beweise  nur  der  Lüroth'sche  Satz,  dass  zu  je  zwei 
rationalen  Functionen  ff^{x\  f^{x)  eine  rationale  Function  %(f^^  f,) 
gefunden  werden  kann,  von  der  f^  und  /*,  rational  abhängen, 

h  =Po(z),    fx  =Pi(x).  No. 


Capitel  1.    Glekhangeo.  79 

J.  Schumacher.     Zur  Theorie  der  biquadratischen  Glei- 
chungen.     Pr.  Sohweinfart.  57  S. 

Zwei  auf  Functionen  von  4  Variabein  bez&gliche  Fragen 
werden  in  der  Arbeit  behandelt.  Einmal  wird  zu  jeder  Func- 
tionenklasse  eine  „Bpecifiscbe  Hauptfunetion*',  d.  h.  eine  solche 
Function  aufgestellt,  durch  welche  jede  Function  der  Klasse  als 
ganze  Function  mit  symmetrischen  Coefficienten  darstellbar  ist. 
Zweitens  werden  die  „associirten  Functionen^  der  Klasse  be- 
stimmt, d.  h.  diejenigen  von  einander  linear  unabhängigen  Func- 
tionen, durch  welche  alle  Functionen  der  Klasse  ganz  und  linear 
mit  Hfllfe  symmetrischer  Coefficienten  auBgedrQckt  werden  können. 
Die  letzte  Frage  wird  fttr  die  achtwertige  und  fQr  die  beiden 
zwölfwertigen  Klassen  vollständig  durchgeführt.  No. 


J.  J.  Sylvester.     On  the  so-called  Tacbirnhausen  Trans- 
formation.     J.  fär  Math.  C.  405-486. 

Die  Arbeit  knQpft  an  einen  im  Jahre  1837  erschienenen 
Aufsatz  von  W.  R.  Hamilton  an,  in  welchem  derselbe  die  Jer- 
rard'sche  Methode  der  Gleichungstransformationen  eingehend 
untersucht.  Die  Grundaufgabe  ist  dabei  die  folgende:  Es  sind 
h^  homogene  Gleichungen  ersten,  A,  homogene  Gleichungen 
zweiten,  . . .,  ht  homogene  Gleichungen  t^"  Grades  zwischen 
m  Grössen  a,,  a„  . . .,  an,  gegeben;  die  Verhältnisse  dieser  m 
Grössen  sollen  bestimmt  werden,  ohne  dass  bei  der  Elimination 
Graderhöhungen  eintreten;  welches  ist  die  untere  Grenze  fQr  m, 
bei  der  die  Aufgabe  lösbar  ist?  Die  Aufgabe  wird  so  behandelt, 
dass  jedes  oa  =  ai  -f  ^i'  gesetzt,  und  das  neue  Gleichungssystem 
in  andere  zerlegt  wird,  deren  eines  die  Verhältnisse  der  a',  das 
andere  die  der  a"  zu  einander  bestimmt,  während  das  dritte  aus 
einer  Gleichung  /^°  Grades  besteht,  welche  das  Verhältnis  a\  :  a'/ 
liefert  Die  beiden  ersten  Systeme  enthalten  je  eine  Gleichung 
höchsten  Grades  weniger  als  das  vorgelegte;  in  dieser  Art  fährt 
man  fort,  bis  man  zu  Systemen  kommt,  die  ausser  Gleichungen 
ersten  Grades  nur  eine  einzige  Gleichung  höheren  Grades  ent- 
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halten,  und  die  Anzahl  der  Variabeln  muss  gross  genug  sein, 
alle  diese  durch  Werte  zu  befriedigen,  die  nicht  sämtlich  yer- 
schwinden.  Diese  Methode  benutzt  Herr  Sylvester,  um  eine 
„ Zerstörungsformel '^  aufzustellen:  bezeichnet  [Af,  A^^i, . .  *,  ^J  ^^^ 
Anzahl  der  notwendigen  Variabein  a,  so  findet  er 

[A/,Af-i,...,AJ=[A<—l,A«+A,_i+A<.2,  ...,A<-f-*f-i+ — h*2+*i]  +  l; 
und  diese  bildet  die  Grundlage  zur  Aufstellung  des  „Zerstorungs- 

dreiecks",  welches  auf  die  gesuchte  Zahl  fQhrt  Durch  diese 
zu  Grunde  gelegte  Methode  wird  aber  das  Resultat  beeinflusst; 
lässt  man  bei  der  Zerlegung  der  Systeme  auch  solche  zu,  in 
denen  nicht  nur  Gleichungen  ersten  Grades  mit  einer  einzigen 
Gleichung  höheren  Grades  combinirt  werden,  sondern  alle,  bei 
denen  die  Elimination  nicht  auf  Gleichungen  von  höherem  als 
dem  /**"  Grade  führt,  dann  wird  die  Zahl  der  notwendigen  Va- 
riabein geringer.  Die  Anwendung  dieser  Untersuchungen  auf 
die  Bring  -  Tschimhausen'sche  Transformation  von  Gleichungen 
ist  bekannt. 

Bring  wird  von  Herrn  Sylvester  als  derjenige  nachgewiesen, 
der  zuerst  jene  Transformation  angab.  Den  Beginn  der  Abhand- 
lung bildet  der  Nachweis  dafQr,  dass  bei  der  Anwendung  der 
Methode  auf  die  Umformung  der  Gleichung  5^"  Grades  in 
2'  -f-  az  +  b  =  0  die  zurückbleibenden  Goefficienten  nur  dann 
reell  werden  können,  wenn  höchstens  eine  Wurzel  der  Gleichung 
reell  ist.  No. 

J.  J.   Sylvbster.      Sur    une    d^couveite    de    M.  James 

Hammond   relative  ä   une  certaine   sörie  de  nombres 

qui    figurent    dans    la    th^orie    de    la    transforraation 

Tschinihausen.     c.  R.  OIV.  1228-1281. 

Herr  J.  Hammond    hat   für   die    in  der  eben  besprochenen 

Arbeit  angeführte  Zahlenreihe  2,  3,  5,  11,  47,  ...    eine   Recur- 

sionsformel  mit  HQlfe  der  erzeugenden  Functionen  gefunden. 

No. 

J.  J.  Sylvester  and  J.  Hammond.     On  Hamilton's  nnm- 

berp.      Lond.  Pbil.  Trans.  CLXXVIII.  285-312. 
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Die  fraglichen  Zahlen  sind  diejenigen,  welche  in  Hamilton's 
Untersuchung  ttber  die  Gültigkeit  von  Jerrard's  Methode  zur 
Transformation  und  Lösung  von  Gleichungen  höheren  Grades 
vorkommen.  (Brit  Ass.  Rep.  for  1836).  Es  wird  Bezug  ge. 
nommen  auf  Hm.  Sylvester's  Arbeit:  On  the  Bring -Tschirnhausen 
transformation  (Journ.  fQr  Math.  C,  s.  die  vorangehenden  Referate). 
Die  Folge  dieser  Zahlen  ist: 

2,  3,  5,  11,  47,  923,  409  619,  83  763  206  255,  ... 
Die  vorliegende  Abhandlung  enthält  sehr  interessante  Forschungen 
aber  diese  Zahlen.  Als  Beispiel  genttge  der  Hinweis  auf  Hrn. 
Hammond's  wunderbar  schöne  Formel  zu  ihrer  Berechnung.  Ge- 
braucht man  nämlich  das  Zeichen  Ei  für  die  (t-f  1)^  Hamilton'- 
sehe  Zahl,  nachdem  sie  um  eins  vergrössQjrt  ist,  so  dass  also 

Ej  ==  3,    E,  =  4,    £,  =  6,  . . . , 
dann  ist  die  Formel: 

man  setze  die  Potenzen  von  t  auf  beiden  Seiten  der  Identität 
einander  gleich,  so  erhält  man  die  vorstehenden  Werte  E^  =  3, 
£,  =  4,  u.  8.  w.  Bemerkenswert  ist  auch  der  Umstand,  dass 
die  linke  Seite  fBr  /  =  ^  eine  convergente  Reihe  ist;  allein  wir 
haben  das  paradoxe  Ergebnis,  dass  die  Summe  einer  Reihe 
von  positiven  Potenzen  von  V,  Null  ist.  Cly.  (Lp.) 


Stlvbstbr.     Sur  les  nombres  dits  de  Hamilton.     Fran^. 

Ass.  (Toaloüse.)  164-168. 


S.  Roberts.     Solution  of  question  8726.   Ed.  Times  XLVii. 

33-34. 

Im  Anschluss  an  die  Abhandlung  von  Hrn.  Hill  in  Lond.  M.  S. 
Proc  XIV  (F.  d.  M.  XV.  1883.  62)  beweist  Hr.  Roberts,  dass, 
wenn  ii^nd  vier  der  Wurzeln  einer  Gleichung  fQnften  Grades 
ein  harmonisches  System  bilden,  die  Beziehung  stattfindet: 

J»~2^  3* .  J*r+2*' .  3» .  L  =  0, 
worin  J,  K^  L  bezw.  die  drei  Fundamentalinvarianten  von  den 
Ordnungen  4,  8,  12  bedeuten.  Lp. 


Forticbr.  d.  lUtb.  XIX.  1. 
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G.  Paxton   Yoüng.      Solvable    quintic    equations    with 
commensurable  coefficients.    American  J.  x.  99-130. 

Als  Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit  (vgl.  F.  d.  M.  XV. 
61-62)  liefert  Herr  Young  eine  Methode  zur  Auffindung  der 
Wurzeln  lösbarer  Gleichungen  fünften  Grades  mit  rationaleo 
Coefficienten;  an  einer  Reihe  von  20  Beispielen  legt  er  die  Ver- 
wendbarkeit der  Methode  dar.  No. 


A.   Cayley.      Note    on    the   Jacobian    sextic   equation. 

Math.  Ann.  XXX.  78-84. 

Bezeichnet  man  die  Quadratwurzeln  aus  den  Wurzeln  der 
Gleichung 

(»-a)^-4.a(i5~a)*+16.6(2-a)»-4.c(»-a)  +  56'-4ac  ==  0 
^^^  ^i)  •••)  &  UQ<^  61^0  imaginäre  fünfte  Einheitswurzel  mit  c, 
so  finden  die  drei  Gleichungen  statt 

0  =  -C.  1/5  +  ?.+     C,+   C,+    Cs+     C., 
0=  j,  +  ^»^,  +  ,5^  +  ^^^^  +  ,»5^, 

durch  welche  der  Quadratwurzel  ^^  eine  Ausnahmestellung  an- 
gewiesen wird.  Es  giebt  also  sechs  solcher  Systeme,  welche 
sich  durch  Vertauschung  der  Wurzeln  js  auseinander  ableiten. 
Dabei  brauchen  aber  die  Quadratwurzeln  ?  nicht  dieselben 
Zeichen  zu  behalten.  Herr  Cayley  bestimmt  die  Aenderungen, 
welche  in  den  Vorzeichen  der  ?  bei  Permutationen  der  z  ein- 
treten. No. 

F.  Klein.      Zur  Theorie    der  allgemeinen  Gleichungen 
sechsten  und  siebenten  Grades.  Math.  Ano.  xxviii.  499-532. 

Entsprechend  den  Theorien  des  Herrn  Verfassers  bei  den 
Gleichungen  4*«°  und  5*«"  Grades,  wird  auch  hier  eine  geometri- 
sche Untersuchung  an  das  Gleichungssystem 

(1)        2:^k  =  0,    2;W  =0  (n  =  6,  7) 

I)  0 

geknüpft,  wobei  die  x  als   überzählige  Punkt- Coordinaten  eines 
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Raames  von  (n— 2)  Dimensionen  anfgefasst  werden,  in  welchem 
(1)  eine  quadratische  Mannigfaltigkeit  von  (n—S)  Dimensionen 
darstellt,  N^a.  Es  folgt,  dass  diese  als  lineare  Räume  Rr  von 
möglichst  grosser  Dimensionenzahl  enthält:  fflr  n  =  6  eine  Schar 
von  oo'Ä,,  für  n  =  7  zwei  Scharen  von  oo'ß,.  Man  kann  Ä,, 
resp.  eine  Schar  der  Ä,  durch  vier  Verhältnisgrössen  »,:«,:  »3:24 
festlegen,  so  dass  die  Beziehung  zwischen  diesen  Wertsystemen 
und  den  linearen  Räumen  eindeutig  ist,  und  dass  die  js  bei 
allen  Vertauschungen  der  «,  für  11  =  7  nur  bei  geraden  Ver- 
tauschungen  lineare  Transformationen  erleiden.  So  erhält  man 
Gruppen  linearer  Transformationen  von  6!  bezw.  7!:  2  Ope- 
rationen, und  es  handelt  sich  nun  darum,  aus  den  x  vier  Func- 
tionen s  von  der  angegebenen  Eigenschaft  zu  bestimmen.  Ge- 
lingt dies,  dann  kann  man  die  Gleichungen  6*^  und  7^"  Grades 
durch  ein  Gleichungssystem  der  a  ersetzen. 

Die  z  lassen  sich  als  homogene  Punktcoordinaten  im  gewöhn- 
lichen Räume  auffassen,  und  man  sucht  von  ihnen  aus  durch 
Vermittelung  der  sechs  homogenen  Coordinaten  der  Raumgeraden 
zu  sechs  Grössen  x  zu  gelangen,  welche  dem  System  (1)  genügen. 
Zwischen  den  sechs  homogenen  Coordinaten  besteht  eine  qua- 
dratische Relation,  und  daher  können  sechs  lineare  Functionen 
der  Coordinaten  bestimmt  werden,  welche  das  System  befrie- 
digen. Dann  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  a  bei  den  in  Be- 
tracht kommenden  Vertauschungen  der  x  sich  linear  transformiren. 
Nach  diesen  Auseinandersetzungen  werden  Formeln  geliefert, 
welche  die  x  durch  zwei  Reihen  von  Punktcoordinaten  is,  a'  dar- 
stellen, und  es  werden  die  Wirkungen  der  elementaren  Ver- 
tauschungen der  X  auf  die  Transformationen  der  a  berechnet. 
Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  Gesamtheit  der  Substitutionen 
der  z  mit  der  Gruppe  der  Vertauschungen  der  x  nur  hemiedrisch 
isomorph  ist,  so  dass  die  Reduction  der  Gleichungen  der  x  auf 
das  Gleichungssystem  der  z  ohne  Zuhülfenahme  accessorischer 
Irrationalitäten  unmöglich  ist.  Endlich  wird  die  geforderte  Zu- 
rflckführung  im  Princip  gelöst,  d.  h.  es  werden  aus  beliebig  vor- 
gelegten Grössen  a?o,  ...,  ar„_i  Functionen  »,,  ...,  z^  zusammen- 
gesetzt, für  welche  die  besprochenen  Transformationsbeziehungen 

6» 
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gelten.     Die  Lösung  stutzt  sich  hierbei  wiederum  auf  geometri- 
sche BetrachtuDgen.  Mo. 


Ch.  BiBHLER.  Sur  Tabaissement  des  ^quations  rdciproques. 

Noav.  Ann.  (3)  VI.  251-256. 

Die  allgemeinste  Form  der  Substitution,  durch  welche  in 
einer  reciproken  Gleichung  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variabein 
erscheinen,  ist 

wobei  ^,  %p^  reciproke  Functionen  des  Grades  2n  sind. 

No. 

Ch.  Bibhlbr.      Sur    l'^quation    de    degr6  m    qui   donne 

tang  —  lorsqu'on  connait  tang  a.     Nouv.  Ann.  (3)  vi.  5-9. 

Mit  der  erwähnten  Gleichung  hängt  das  Polynom  Y^  zu- 
sammen, welches  durch 

%V^  =  (l+ix)'»(l-ta)  — (l-M?)'»(l+m) 
gegeben  ist     Mit  Hülfe   des  Stürmischen    und   des   RoIIe'schen 
Theorems  erkennt  man,  dass  V„,  ==  0  nur  reelle  Wurzeln  besitzt 

No. 

Ch.  Bibhlbr.      Shf   une  classe  d'^uations  alg^briques 
dont  toates  les  racines  sont  reelles.   Noav.  add.  (3)  Vi.  9-18. 

Es  sei 

und  X  liege  zwischen  —1  und  4-1«  Dann  hat  0«(a:,  a)  =  0 
nach  a  aufgelöst  nur  reelle  Wurzeln.  Die  Legendre'sche  Func- 
tion Xn  ist  gleich  Q»(x,  0):fi!;  auch  diese  liefert  gleich  Null 
gesetzt  nur  reelle  Wurzeln  x.  No. 


E.  Pascal.      Sulla  costruzione  del  poligono  regolare  di 

257    lati.     NapoU  Rend. 
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Es  wird  eine  Constroction  des  regulären  %7-Eck8  auf  Grund 
der  Richelof  sehen  Formeln  und  der  Sohröter'sehen  Construotion 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten  Grades  gegeben.        No. 


H.    W.    Lloyd    Tannbb.      On    the    biiiomial    equation 

x^  —  l  =  0  :  QuinquisectioD.    Lond.  M.  S.Proc.  XVIII.  214-234. 

Die  Untersuchungen  schliessen  sich  an  die  Arbeiten  des 
Herrn  Cayley  (Proc.  XI,  XII,  XVI;  F.  d.  M.  XII.  128,  XVII. 
153)  und  des  Fräulein  Charlotte  A.  Scott  (Am.  J.  1886;  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  66)  an.  Bedeuten  X„  X,,  ...,  X,  die  fünf  Pe- 
rioden für  p  =  5A+  1»  ferner 

F((o)  =  X,+wX,+co*X,+ft>%+co*X,  und  q((ü)  =  F(wy:P((o*), 
dann  werden  die  Coef6cienten  der  Gleichung  für  die  fünf  Pe- 
rioden von  X  Gliedern  durch  die  Grössen 

2q(w)  =  5a,  +  1,  2q({ü)q((ü^)  =  5a,  —  1,  Sq(o)yq{(o^)  =  5a,  +  l 
ausgedrückt.     Ist 

die  Periodengleichung,  dann  wird 

Die  ersten  drei  Werte  stimmen  mit  den  von  Fräulein  Scott  an- 
gegebenen flberein.  Es  wird  ferner  das  umgekehrte  Problem 
behandelt,  aus  der  gegebenen  Periodengleichung  q  zu  finden. 

No. 

P.  Nbkrassoff.     Ueber  trinoroische  Gleichungen.      Msth. 

Aoo.  XXIX.  413-440 

Zunächst  giebt  der  Herr  Verfasser  Flächenstücke  an,  die 
aus,  um  den  Nullpunkt  als  Mitte  gezeichneten  Ereisringen  durch 
Radien  ausgeschnitten  werden,  derart,  dass  in  jedem  derselben 
genau  eine  Wurzel  der  trinomischen  Gleichung  sich  befindet. 
Dann  beschäftigt  sich  derselbe  mit  der  Untersuchung  der  Con- 
vergenz  der  Reihen,  in  welche  sich  die  Potenzen  der  Gleichungs- 
wurzeln entwickeln  lassen,  und  liefert  dabei  einige  bisher  noch 
nicht  bemerkte  Sätze.     Weiter   werden   die  Eigenschaften   der 
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trinomischen  Gleichung  zur  Reihenentwickelung  von  Integralen 
benutzt,  deren  Integrand  das  Polynom  der  Gleichung  mit  einer 
Potenz  der  Variabein  multiplicirt  enthält;  und  ebenso  werden 
die  Gleichungen  zur  Integration  einer  Differentialgleichung  ver- 
wendet. No. 


E.  Catalan.      Remarques    sur    une    ^quation    trinöme. 

Belg.  Bull.  XIII.  414-417. 

Ist  Pk  =  a?^*  +  aj*+l,  so  hat  man 

Pn  +  2X^  =  (X'  +  X+1)P,P,P,  ...  P,.i, 

und 

± 11=  P  P  P        P 

dies  gestattet  die  Berechnung  der  Producte  P,  P^,  Pj  P,  P,, . . . 

Mn.  (Lp.) 

A.  S.  GuLDBERG.     Om  Tverödder.     Zeuthen  T.  (5)  iv.  97-120. 

(1886.) 

Für  eine  Wurzel  der  trinomischen  Gleichung  x"  =  c{\+x) 
führt  der  Verfasser  ein  neues  Zeichen  ein,  indem  er  das  Symbol 

n 

benutzt.   Er  discutirt  demnächst  sowohl  die  verschiedenen  Weisen, 

auf  welche  x  aus  c  und  n  berechnet  werden  kann,  insbesondere 

0 

die  beiden  von  Gauss  und  Astrand  gegebenen  Methoden,  sowie 
überhaupt  die  Rechnungsarten,  welche  mit  dem  neuen  Symbol 
angestellt  werden  können.  Gm. 


Ch.  Biehlkr.      Sur    une   application   de  la  m^thode  de 

Sturm.      Nouv.  Ann.  (3)  VI.  421-426. 

Entwickelt  man  tangx  in  einen  Kettenbmch  und  bezeichnet 
den  !!*•"  Näherungswert  mit  Pn'On^  so  sind  P2n-i,  P^n  vom 
(2fi— 1)**°  Grade.  Auf  die  zwischen  den  P  herrschende«  Recur- 
sionsformeln  kann  man  eine  Anwendung  des  Stürmischen  Satzes 
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grQnden  und  erkennt,  dass  alle  Wurzeln  von  F»  =  0  reell  und 
TOD  einander  verschieden  sind.    Aehnliches  gilt  von  den  Qn* 

No. 

T.  J.  Stieltjbs.     Sur  les  racines  de  T^uation  X^  =  0. 

AcU  Math.  IX.  385-400. 

Herr  Bruns  hatte  fftr  die  Wurzeln  x<  der  Gleichung  X„  =  0 
die  folgende  Grenzbestimmung  gegeben 

2%n  (2t- 1)71 

diese    wird   auch    hier   wieder   abgeleitet   und  dann  noch   eine 

zweite  schärfere  aufgestellt: 

in  (2i-l);r 

008 -^-j-p  <  <r,  <  cos  ^^^^— p. 

Herr  Stieltjes  bemerkt  aber  selbst  in  einer  Note,  dass  das  zweite 
Resultat  bereits  von  Herrn  Markoff  (Math.  Ann.  XXVII)  gegeben, 
aber  auf  andere  Art  bewiesen  sei.  No. 


E.  Netto.      lieber    einen    Algorithmus    zur    Auflösung 
numerischer  algebraischer  Gleichungen.   Math.  Ann.  xxix. 

141-147. 

Die  Berechtigung  des  bekannten  Verfahrens  zur  Auflösung 
der  trinomischen  Gleichung  x"  —  a:  — a  =  0  durch  den  Algorithmus 


erfordert  insofern  noch  eine  Ergänzung,  als  es  sich  fragt,  ob 
das  Verfahren  convergent  ist,  d.  h.  ob  sich  Xk  mit  wachsendem 
k  wirklich  einer  reellen  Wurzel  der  Gleichung  nähert.  Seine 
Untersuchungen  über  diese  Frage  führt  der  Herr  Verfasser  der 
besseren  Einsicht  halber  gleich  an  der  allgemeinen  Gleichung 
„ten  Qrades  durch.  Für  die  trinomische  Gleichung  ergiebt  sich 
aus  diesen  sofort  Folgendes.  Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  und  hat 
die  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel,  so  führt  der  Algorithmus 
von  jedem  beliebigen  Anfangswert  x^  asymptotisch  zu  derselben; 
hat  sie  dagegen  drei  reelle  Wurzeln  §,  ^  $3  ^  §„  so  führt  jedes 
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m^  zwischen  f,  und  +00  auf  li,  jedes  x^  zwischen  g,  und  —00 
auf  $,.  Ist  n  gerade  und  hat  die  Gleichung  zwei  reelle  Wurzeln 
li  =  ^v  die  positiv  sein  müssen,  so  führt  der  Algorithmus,  falls 
unter  der  n*®°  Wurzel  hierbei  stets  ihr  einziger  in  p  negativer 
Wert  verstanden  wird,  von  jedem  x^  zwischen  §,  und  +  00  auf 
§, ,  von  jedem  x^  zwischen  ?,  und  — a  dagegen  auf  Werte  x*, 
welche  <  —  a  sind,  daher  den  Radicanden  negativ  machen,  so 
dass  die  Rechnung  abgebrochen  werden  muss;  hat  sie  dagegen 
nur  eine  positive  Wurzel,  so  führt  jedes  x^  zwischen  — a  und 
+  00  auf  diese;  hat  sie  gar  keine  reelle  Wurzel,  dann  führt 
jedes  X,  auf  Werte  xu^  die  den  Radicanden  negativ  machen. 
Benutzt  man  den  negativen  Wert  der  n^°  Wurzel,  so  gelangt 
man  entweder  von  allen  Werten  zwischen  —a  und  a^'^—a  auf 
die  etwa  vorhandene  negative  Wurzel,  oder  alle  diese  führen 
mit  Ausnahme  des  Wurzel  wertes  selber  auf  Werte  o^,  die  den 
Radicanden  negativ  machen.  T. 


A.  SiBBBL.  Exaete  Trennung  der  reellen  Wurzeln  nu- 
merischer algebraischer  und  transcendenter  Glei- 
chungen.     Hoppe  Arch.  (2)  V.  279-344. 

Hat  f(x)  =  0  die  der  Grösse  nach  aufeinanderfolgenden 
Wurzeln  x^,  Xr+i,  so  wird  eine  Function  t  hergestellt,  welche 
mit  X  gleichzeitig  von  Xr  bis  av+i  wächst,  aber  so,  dass  i>x 
für  Xr<.x  <i  Vr-f-i  wird.  Das  Maximum  tr  von  t  in  diesem  Inter- 
vall giebt  dann  eine  Strecke  tr—Xrj  in  welcher  nur  eine  weitere 
Wurzel  «r+i  liegen  kann,  falls  tr  keine  weitere  Wurzel  «r+a 
überschreitet.  Die  Verwendung  der  Functionen  t  ist  danach  er- 
sichtlich. No. 

W.  Laska.  Einige  Anwendungen  der  Methode  der 
wiederholten  Substitutionen.     Hoppe  Arch.  (2)  v.  199-210. 

Die  an  sich  richtige  Idee,  eine  Wurzel  von 

«*  -f  a^  a:"-^  -}-...  -f  a„  =  0, 
welche  kleiner  ist  als  1,  dadurch  zu  berechnen,  dass  man  die  Werte 
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05»+*  =  ii»,ia:^*  +  il*^«»-' H bestimmt,   für  hinlänglich  hohe 

k  die  linken  Seiten  gleich  Kuli  setzt  und  aus  (n— 1)  derartigen 
Gleichungen  w  bestimmt,  wird  mit  einer  grossen  Menge  von  Un- 
richtigkeiten vermischt  vorgetragen.  No. 


P.  O'CoNNBLL.     Note  on  the  use  of  common  logaritbms 
in    the  uamerical  Solution  of  equations  of  the  higher 

Orders.      Ed.  Times  XLVL  166-168. 

Ist  c  ein  angenäherter  Wert  fQr  eine  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)  =  0,  so  ist  die  erste  Correction  nach  dem  sogenannten 
Newton'schen  Näherungsverfahren 

ist  ein  folgender  angenäherter  Wert.  Stellt  man  daher  x  in  der 
Form  dar  «  =  ö,  (1  +  a,)(l  +  a,)(l  +  a,)  • . .,  so  ist  in  jenem 
Werte  der  Anfang  dieser  Entwickelung  gegeben,  die  dann  in 
ähnlicher  Weise  fortgesetzt  wird.  Lp. 


F.  J.  VAN  DBN  Berg.     Over  de  graphische  oplossiug  van 
een  stelsel  lineaire  vergelijkingen.     Amat.  Versi.  en  Meded. 

III.  (3)  196-252. 

Handelt  ttber  die  graphische  Auflösung  von  n  linearen  Glei- 
chungen mit  n  Unbekannten.  Die  Gleichungen  werden  auf  ein 
Axensystem  bezogen,  und  die  Uebereinstimmung  zwischen  den 
Wurzeln  und  den  Ourchschnittspunkten  paralleler  Geraden  mit 
diesen  Axen  wird  nachgewiesen.  Eingehender  verweilt  Verfasser 
bei  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  und  drei  Gleichungen 
mit  drei  Unbekannten,  deren  Wurzeln  in  Beziehung  stehen  zu 
den  Flächen  von  Dreiecken  und  den  InhaUen  von  Vierecken. 
Dieselbe  Methode  wird  sodann  auf  den  allgemeinen  Fall  aus- 
gedehnt Die  Lage  der  Wurzelpunkte  wird  untersucht  und  in 
Verbindung  gesetzt  mit  den*  Eigenschaften  der  Determinanteni 
welche  durch  Elimination  der  Unbekannten  entstehen.  Darauf 
wird  gezeigt,   wie   aus  der  Lage  der  Wurzelpunkte  die  Werte 
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der  Wurzeln  abgeleitet  werden  können.  Die  Rechnungen  werden 
durchgeführt  fttr  ein  System  von  vier  Gleichungen  mit  vier  Un- 
bekannten. Zum  Schlüsse  wird  die  Literatur  Aber  diesen  Gegen- 
stand vollständig  mitgeteilt.  G. 


C.  Reuschlb.     Appareil  grapho-m^canique  pour  la  r6- 
solution  d'öquations  numdriques,  avec  des  explications 

ä  la  portee   de   tOUS.     Paris.  Oauthier-Viliara. 

Uebersetzung  der  Schrift,    welche  F.  d.  M.   XVI.    1884.    68 
besprochen  ist.  Lp. 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen. 
J.  J.  Sylvester.     Lectures  on  the  theory  of  reciprocants. 

CoDtioaatioD.  American  J.  IX.  113-161. 

Die  grundlegenden  Principien  der  Sylvester'schen  Recipro- 
cantentheorie  sind  F.  d.  M.  XVIII.  73  ff.  ausführlich  besprochen 
worden.  In  dieser  Fortsetzung  untersucht  der  Verf.  den  eigen- 
tümlichen Zusammenhang  genauer,  der  zwischen  den  Recipro- 
canten  und  den  binären  Semiinvarianten  (Quellen)  besteht. 

Die  beiderseitige  Anordnung  nach  der  „Ausdehnung"  d.  i. 
der  Anzahl  der  Buchstaben  a,  6,  c,  (f, . . .  lässt  wohl  manche  Ana- 
logien hervortreten,  es  zeigen  sich  aber  auch  auffallende  Ver- 
schiedenheiten. So  z.  B.  weist  eine  binäre  Grundform  vierter 
Ordnung  fünf  Quellen  auf,  denen  fünf,  zum  Grundsystem  a,  b,  c, 
d,  e  gehörige,  irreducible  Reciprocanten  von  ähnlichem  Aufbau 
correspondiren;  zu  diesen  letzteren  gesellt  sich  indessen  eine 
sechste,  die  demnach  kein  Analogen  im  binären  Invarianten- 
gebiet besitzt  In  der  That  sind  sich  allgemein  die  beiderlei 
„Erzeugenden  Functionen^  wohl  ähnlich,  stimmen  aber  durchaus 
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Dicht  ganz  überein;  vielmehr  bieten  die  fttr  Reeiprocanten  Son- 
derheiten dar,  die  noch  zum  Teil  der  Erklärung  bedürftig  sind. 

Die  Verschiedenheit  zwischen  Beciproeanten  und  Invarianten 
zeigt  sich  am  deutlichsten  bei  einer  Anordnung  nach  dem  „Grade^; 
es  wird  der  Satz  bewiesen:  „Die  Anzahl  der  reinen  Reeipro- 
canten von  einem  gegebenen  Grade  ist  eine  endliche,  dagegen 
die  der  Semiinvarianten  vom  nämlichen  Grade  eine  endlose^. 
Es  geschieht  dies  mit  Hülfe  der  zahlentheoretischen  Function 
N(w :  t),  d.  i.  der  Anzahl  von  Möglichkeiten,  die  für  die  Teilung 
einer  ganzen  positiven  Zahl  to  in  t  positive  ganzzahlige  Teile 
bestehen.  Bedeutet  nun  t  den  Grad,  w  das  Gewicht,  und  bildet 
man  für  w  =  1, 2, 3, 4, . . .  die  Summe  der  Differenzen 

JV(ir:0— iV(ir— l:t+l), 
so  würde  nach  einem  allgemeinen  Satze  eben  diese  Summe  die 
Anzahl  aller  reinen  Reeiprocanten  vom  Grade  t  liefern,  wobei 
negative  Differenzen  nicht  mitzuzählen  sind.  Von  einem  ge- 
wissen, von  t  abhängigen  to  an  werden  aber  stets  sämtliche 
Differenzen  Null  oder  negativ,  woraus  der  mitgeteilte  Satz  folgt. 

Der  Verf.  wendet  sich  dann  zu  einigen  ihm  von  Hrn.  MacMahon 
mitgeteilten  Sätzen,  die  wiederum  ein  neues  Licht  auf  die  Ver- 
wandtschaft zwischen  Reeiprocanten  und  Invarianten  werfen. 
Wir  greifen  etwa  den  ersten  der  Sätze  heraus.  „Sei  V  der 
„Annihilator  für  Reeiprocanten*'  (d.  h.  F  =  0  die  Differential- 
gleichung der  Reeiprocanten),  und  entsprechend  ii  der  Annihi- 
lator  der  Invariantenquellen,  so  ist  der  Operator  Vii  —  iiV  ein 
beiden  Gebieten  gemeinsamer,  d.  h.  er  führt  eine  Reciprocante 
in  eine  andere,  und  ebenso  eine  Invariantenquelle  in  eine  andere 
über.'' 

Derartige  Sätze  reichen  indessen  doch  nicht  aus,  um  die 
vollständigen  Grundlagen  für  eine  Theorie  zu  gewinnen,  welche 
die  der  Reeiprocanten  und  der  Invarianten  umfassen  soll.  Um 
dies  zu  ermöglichen,  wird  eine  Reihe  fundamentaler  Betrach- 
tungen herangezogen,  welche  Hr.  Halphen  über  die  Existenz  von 
Invarianten  im  allgemeinen  angestellt  hat.  Es  liege  eine  Reihe 
willkürlicher  Grössen  i4,  J3,  C, . . .,  L  vor.  Ersetzt  man  diese  durch 
andere  a,  6,  {?,...,  /,  welche  algebraische  Functionen  der  ersteren 
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von  vorgeschriebener  Form,  aber  mit  beweglichen  Parametern 
darstellen,  so  ist  das  der  Act  einer  ^Substitution^.  Derartige 
Sabstitutionen  bilden  eine  „Gruppe^,  wenn  die  Anwendung  von 
irgend  zwei  Substitutionen  derselben  mit  einer  dritten  äquivalent 
ist.  Dann  führt  die  Elimination  der  beweglichen  Parameter  zu 
Gleichungen  zwischen  „absoluten  Invarianten'^.  Danach  lassen 
sich  die  allgemeinsten  Invarianten  geradezu  durch  ein  System 
von  Substitutionen,  die  eine  Gruppe  bilden,  charakterisiren. 

Die  Anwendung  dieser  Theorie  auf  die  Reciprocanten  soll 
in  einer  weiteren  Fortsetzung  erfolgen.  Zur  Vorbereitung  wird 
eine  Reihe  von  eigentümlichen  Identitäten  zwischen  verschieden- 
artigen Operatoren  entwickelt.  My. 


J.  J.  Sylvester.     Lectures  on  the  theory  of  reciprocants. 

Americao  J.  IX.  297-352,  X.  1-16. 

Zunächst  teilt  der  Verfasser  zwei  von  Halphen  herrührende 
Beweise  f&r  die  folgende  Formel  mit 


worin 


x  =  l.    r=i^, 


X  X 

und 

^  ""  ii!  dx^  '       "  ■"  nl   dX^ 

gesetzt  ist.  Im  Anschluss  hieran  wird  unter  anderem  bewiesen, 
dass  eine  Principiante  vom  Grade  und  Gewichte  Null  durch 
Differentiation  nach  der  unabhängigen  Variabein  x  wiederum 
eine  Principiante  ergiebt.  Ein  weiterer  Abschnitt  beschäftigt  sich 
mit  dem  Cayley'schen  Theorem,  dem  zufolge  die  Zahl  der  unter 
einander  unabhängigen  Seroiinvarianten  von  dem  Gewichte  tp, 
dem  Grade  t  und  der  Ausdehnung  j  durch  den  Ausdruck 

gegeben  wird.  Für  dieses  Theorem  giebt  der  Verfasser  einen 
neuen  Beweis,  welcher  freilich  das  Reciprocitätsgesetz  von  Her- 
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mite  (ygl.  Cambridge  and  Dublin  Math.  Joarnal  1854)  zur  Vor- 
anssetzung  hat  Zar  Darlegung  des  Beweises  hftlt  der  Verfasser 
die  Einf&hrung  folgender  Bezeichnungen  fttr  nfttzlich.  Eine  ganze 
rationale  homogene  und  Isobare  Function  wird  eine  ^Gradiente* 
genannt;  die  drei  Zahlen  lo,  t,  j  bilden  den  „Typus^  der  Gm- 
diente;  die  Zahl  ij—2w  heisst  der  „Ezcess"',  und  die  Zahl  der 
Glieder  der  allgemeinsten  Gradiente  vom  Typus  to,  t,  j  heisst  die 
„Denumerante*'.  Die  beiden  Typen  ir,  t,  j  und  ij—w^  •,  j  heissen 
complementär,  und  es  wird  bewiesen,  dass  die  Denumeranten 
zweier  Gradienten  gleich  sind,  sobald  die  Typen  der  Gradienten 
complement&r  sind.  Hierauf  wird  das  Cayley'sche  Theorem  für 
t  "^  0  und  dann  endlich  allgemein  bewiesen.  (Man  vergleiche 
dem  gegenüber  die  Beweise  Ton  E.  Stroh  und  dem  Referenten 
in  den  Mathematischen  Annalen  Bd.  XXXI.  441 ,  beziehungs- 
weise Bd.  XXX.  20).  Es  folgt  der  Beweis  des  Satzes,  dass 
jede  Prinoipiante   nach  Multiplication   mit  einer  geeigneten  Po- 

tenz  von  -^-^  eine  Invariante  der  binären  Form 

(A,  B,C,.. .)(«, »y 

wird,  wo  il,  B,  C, . . .  eine  bekannte  Reihe  von  reinen  Recipro- 
canten  darstellt.  Diese  Thatsache  wird  an  einer  Reihe  von  Bei- 
spielen erläutert  So  erhält  man  aus  der  Jacobi'schen  Differen- 
tialgleichung 

(y-^-^)(te+iiiy)+.^(r(r+iii'ff+n')+/''^+m''y+n''  =  0 

nach  siebenmaliger  Differentiation  nach  x  und  nachheriger  Eli- 
mination der  Constanten  /,  m,  /',  m', «',  /",  m",  n"  eine  Differential- 
gleichung, deren  linke  Seite  eine  Prinoipiante  ist.  Der  Verfasser 
findet  f&r  dieselbe  den  Wert 

Ä'D-3ABC+2B' 


(  ä'y  V 


dx' 

Ein  weiteres  Beispiel  liefert  die  Differentialgleichung  der  ebenen 
Gurve  n^  Ordnung,  d.  h.  diejenige  Differentialgleichung,  welcher 
y  als  Function  von  x  genügt,  wenn  y  und  x  durch  eine  Glei- 
chung n^  Grades   mit   einander  verknüpft  sind.    Die  fragliche 
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Differentialgleichung  wird  erhalten,  wenn  man  aus  jener  Glei- 
chung und  den  durch  Differentiation  derselben  nach  x  ent- 
springenden Gleichungen  die  CoeflQcienten  der  Gleichung  elimi- 
nirt.  Die  Rechnung  wird  ftlr  die  ebene  kubische  Curve  voll- 
ständig durchgeführt.  Auch  beschäftigt  sich  der  Verfasser 
eingehend  mit  der  Differentialgleichung  fQr  ebene  kubische  Car- 

ven,  deren  absolute  Invariante  -=-  einen  bestimmten  vorgeschrie- 
benen Wert  besitzt.  Ht. 


P.  A.  MacMahon.  The  theory  of  a  multilinear  partial 
differential  Operator,  with  applications  to  the  theories 
of  invariants  and  reeiprocants.     Lond.  M.  s.  Proc.    XVIIL 

61-88. 

Um  eine  gemeinsame  Behandlung  der  Theorie  der  algebrai- 
schen Invarianten  und  der  Reciprocanten  zu  ermöglichen,  be- 
trachtet der  Verfasser  das  allgemeine  Differentiationssjmbol 

WO 

*"*  ""        k,lk,\k,\...  "o«i«2-        \k,+2k,+3k,+  "'  =  sy 

gesetzt  ist.  Dieses  Differentiationssymbol  umfasst  die  in  der 
Theorie  der  Invarianten  und  Reciprocanten  üblichen  Processe. 
Es  ist  nämlich 

(l,0;l,l)  =  a,^+  a,^+  «.;^+-' 

o  n  rj 

(l,0;l,0)  =  a.^+  a.^+a,^  +  ..., 
(0,l;l,0)  =  «.^+2«,^  +  3«.|-  +  .... 

(4, 1;  2,  1)  =  2aJ  ^  +  5a.a.  ^  +  3(2a,a,+  oJ)  A  +  .... 
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Nimmt  man  zwei  yerschiedene  Differentiationssymbole  der  obigen 
Art,  etwa  die  Symbole 

80  gilt  der  Satz,  dass 

wieder  ein  Symbol  derselben  Art  ist,  nämlich  gleich  dem  Symbol 


wo 


m  m 

V    =:  rn'—njyvA r—ßv ßv 

IV  ^        *      m  m 

gesetzt  ist  Das  erhaltene  Symbol  heisst  die  AUernante  der  bei- 
den ursprünglichen  Symbole,  und  indem  der  Verfasser  nach  den 
Bedingungen  für  das  Verschwinden  der  Alternante  forscht,  ge- 
langt er  zu  folgendem  Resultat.  Wendet  man  auf  eine  homo- 
gene isobare  und  der  partiellen  Differentialgleichung 

(iu,ir;  m,n)  =  0 

genügende  Function  eins  der  beiden  Symbole 

jnin',  ifi-1;  m\  -^  (m'-l)| ,    j^m',  mv;  m\  n  +  ^(m'-m)| 

an,  so  wird  jene  Function  ungeändert  reproducirt.  Diese  beiden 
Symbole  heissen  daher  die  Commutoren  des  Symbols  (ju,y;m,  n). 
Nach  weiteren  auf  die  Theorie  der  Commutoren  bezüglichen 
Bemerkungen  wird  noch  der  Satz  bewiesen,  dass  jede  Semiinva- 
riante  der  binären  Form 

WO 

bedeutet,  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

Oi,  p]  m,  n)  =  0 
ist.  Ht. 
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E.  B.  Elliott.     On  the  linear  partial  differential  eqna- 
tioDs  satisfied  by  pure  teraary  reciprocants.     Lond.  M. 

S.  Proc.  XVIII.  142-164. 

Der  Verfasser  stellt  das  vollständige  System  der  Differen- 
tiationssymbole auf,  deren  Anwendung  eine  reine  ternäre  Reei- 
procante  zum  Verschwinden  bringt.  Die  Methode  beruht  auf  der 
Berechnung  der  entsprechenden  unendlich  kleinen  Zuwachse  der 
Veränderlichen.  Nachdem  diese  Methode  an  dem  Falle  der  bi- 
nären Beciprocanten  erläutert  ist,  wird  eine  Function  «  von  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen  x^  y  betrachtet.  Der  Verfasser  ge- 
langt zu  drei  Paaren  von  Differentiationssymbolen,  welche  unter 
Benutzung  der  Abkflrzung 

*"*""   rlsl    düfdtf 
die  folgende  Gestalt  annehmen 

^  ***»o  '**ii  "'•oi 

***J0  1 1  •**08 

i*Ai|Q  *'*3l  IJ  ^^01 


d%      '    "  ds 


+(3*"-£-+2»,.  ■^+»..-^)+-' 
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Die  beiden  Differentialgleichungen  £,  =^  0  and  £,  =  0  verlangen, 
dass  die  Function  der  GrosBen  Hn  homogen  und  isobar  sei  in 
Bezug  auf  jeden  der  beiden  Indices  r  und  s.  Bezeichnet  man 
den  Grad  mit  t  und  die  beiden  Gewichte  mit  u)^  und  tr,,  so  ist 

tl  =  t-f  IT,  =  t  +  W5,. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  ß,  =  0  und  ß,  =  0  sagen 
aus,  dass  die  reine  ternäre  Reciprocante  eine  Inyariante  ist  für 
das  Formensystem 

Die  beiden  letzten  Differentiationsprocesse  F,  und  V^  sind  in 
symbolischer  Gestalt  geschrieben;  man  erhält  die  wirklichen  Aus- 
drucke, wenn  man  die  geschwungenen  Klammern  quadrirt  und 
nach    Ausführung    der    Differentiationen    allgemein    ^^if    durch 

--: —  ersetzt.     F,  und  F,  sind,  wie  man  sieht,  in  den  Grössen 

Srs  quadratisch ;  sie  entsprechen  dem  in  der  Theorie  der  binären 
Reciprocanten  auftretenden  Differentiationssymbol  F.  Die  sechs 
Differentialgleichungen 

E.  =0,     ß.  =  0,     F,  =  0, 

E,  =0,  ß,  =  0,  F,  =  0 
bilden  das  System  der  notwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen dafftr,  dass  eine  homogene  Function  der  Grössen  »j^» 
*in  *oa)  *jo)  •  •  •  ^'^®  reine  ternäre  Reciprocante  ist  Es  werden 
zum  Schluss  noch  einige  einfache  Beispiele  für  reine  ternäre 
Reciprocanten  behandelt.  Ht. 


L.  J.  Rogers.     Third  memoir  on  reciprocants.     Lond.  M. 

S.  Proc.  XVIII.  130-141. 

Wenn  J  und  C  zwei  feste  Punkte  in  einer  Ebene  sind,  so 
lässt  sich  zu  jedem  Punkte  P  der  Ebene  ein  Punkt  Q  derart 
finden,  dass  CQ  umgekehrt  proportional  und  parallel  zu  JP  wird. 
Die  durch  diese  geometrische  Construction  vermittelte  Transfor- 
mation der  Punkte  einer  Ebene  ist  dieselbe,  welche  der  Ver- 
fasser in  einer  früheren  Arbeit  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886. 
90)    die    circulare    reciprocante    Transformation    genannt    hat. 

Fortaehr.  d.  U«Ui.  XIX.  1.  7 
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Die  solchen  Transformationen  gegenQber  invariant  bleibenden 
Bildungen  heissen  cireulare  Reeiprocanten,  und  die  aus  letzteren 
durch  Nullsetzen  entspringenden  Differentialgleichungen  werden 
cireulare  reciprocante  Differentialgleichungen  genannt.  Für  die 
einfachsten  Differentialgleichungen  dieser  Art  giebt  der  Verfasser 
das  vollständige  Integral  an  und  findet  dabei  einige  von  den- 
jenigen Resultaten  wieder,  welche  Halphen  in  seiner  Thöse  „^nr 
les  invariants  difförentiels"  ausgesprochen  hat.  Ht. 


C.  Lkudesdorf.  Second  paper  on  change  of  the  inde- 
pendent  variable;  with  applications  to  some  functions 
of  the  reciprocants  kind.     Lood.  m.  8.  Proc.  XVlli.  235-262. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  an  frühere  Untersuchungen  des 
Verfassers  an  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  88  und  89).  Sind 
die  drei  Veränderlichen  x^  y^  z  durch  zwei  Relationen  mit  ein- 
ander verknüpft  und  führt  man  für  die  totalen  Differential- 
quotienten bezw.  die  Bezeichnungen  ein 

_    l    d'^x        y   _   1     d^y 
__    1     d*y        -   1     d^% 

so  lassen  sich  offenbar  Yn  und  Z«  darstellen  als  ganze  Func- 
tionen von  d?,,  X,,  ...,  y^^  y„  . . .,  dividirt  durch  geeignete  Po- 
tenzen von  T,.     Der  Verfasser  erhält  die  Formeln 

Yn  =  X7"  e-T,  (yn  -  ~-  ^1.)  > 

N  X .  ' 

Zn  =  —  aJ^^^  +  ^^C-x,  Tn, 

und  allgemein 

fV'jl    'l1    •••1    ^1?    ^sJ    •••) 

WO  f  eine  homogene  und  isobare  Function  vom  Gewichte  u>  be- 
deutet.    W  ist  das  Operatioussymbol 
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wo  man  allgemein  ^,  rf  durch  -j — ,  -t —  zu  ersetzen  hat.  Ausser 

der  Operation  W  werden  noch  die  folgenden  DifTerentiations- 
processe  behandelt 

J    =  X,t]  +  X,T]*-\-X^t]*-^-   -, 

WO  die  Potenzen  von  ^  und  ri  in  der  nämlichen  symbolischen 
Bedeutung  wie  oben  zu  verstehen  sind.  Unter  den  Eigenschaften 
dieser  Operationen  heben  wir  diejenigen  hervor,  welche  ihren 
Ausdruck  finden  in  den  Formeln 

j'W'^w'j'  =  0,  rw^wj'  ==  w.        Ht. 


P.  Gordan's  Vorlesungen  über  Invariantentheorie.  Her- 
ausgegeben von  G.  Kerschensteiner.  Zweiter  Band: 
Binäre  Formen.     360  S.    Leipzig.  Teubner. 

Der  erste  Teil  des  vorliegenden  zweiten  Bandes  behandelt 
die  fundamentalen  Processe  für  invariante  Bildungen  im  binären 
Foroiengebiete.  Nachdem  für  eine  binäre  Grundform  die  sym- 
bolische Bezeichnung  und  die  lineare  Transformation  erklärt,  so- 
wie im  Anschluss  daran  die  Begriffe  Invariante  und  Covariante 
definirt  sind,  folgt  die  Beschreibung  des  sogenannten  Faltungs- 
processes.    Ein  symbolisches  Product 

(a6)^(ac/(6c/...  albWx... 
wird  einmal  ^gefaltet^,  wenn  man  etwa  die  beiden  symbolischen 
Factoren  a^  und  bx  herausgi'eift  und  an  ihre  Stelle  den  Elammer- 
faetor  (ab)  einführt  Wird  umgekehrt  ein  Klammerfactor  (ab) 
durch  a«  b^g  ersetzt,  so  ist  dadurch  der  Ausdruck  „entfaltet". 
Beide  Processe  sind  offenbar  rein  symbolische  Processe.  Es  folgt 
eine  Darlegung  der  Elemente  der  symbolischen  Rechnung  (§  1). 

7* 
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Der  Polarenbegriff  und  die  Aufstellung  derjenigen  Differential- 
gleichung, welcher  eine  jede  Polare  genügt,  führt  zu  dem  Omega- 
proccss 

^^'  ""    mn   \dx,dy,        dx.dy, 

wo  f  eine  Form  von  der  iii^°  und  «**"  Ordnung  bezw.  in  den 
cogredienten  Variabeinreihen  x^^x^  und  y^^  y^  bedeutet.  Der 
Omegaprocess  lässt  die  Invarianteneigenschaft  eines  Ausdruckes 
uugeändert  (§  2).  Wiederholte  Faltung  oder  wiederholte  An- 
wendung des  Omegaprocesses  liefert  den  Process  der  Ueber- 
Schiebung,  welchem  andererseits  auch  eine  unsymbolische  Dar- 
stellung und  Bedeutung  zukommt.  Die  nähere  Untersuchung 
zeigt,  dass  jedes  symbolische  Product  sich  als  Summe  von  Ueber- 
schiebungen  ausdrücken  lässt  (§  3).  Beispiele  für  Ueberschie- 
bungen  sind  die  Functionaldeterminante  und  die  Hesse'sche  Co- 
variante  (§  4).  Sind  zwei  binäre  Formen  von  gleicher  Ordnung 
vorgelegt 

so  wird  eine  Invariante  derselben  „deltairt",  indem  man  auf  die- 
selbe den  Aronhold*schen  Differentiationsprocess 


anwendet.  Was  die  mehrfache  Anwendung  dieses  Processes  an- 
betrifft, so  wird  auch  der  Fall  behandelt,  in  welchem  die  Coeffi- 
cienten  der  Form  qp  Functionen  der  Coefficienten  von  f  sind  (§  5). 
Eine  Simultaninvariante,  welche  bei  Anwendung  des  Aronhold'- 
schen  Processes  identisch  verschwindet,  ist  eine  Combinante. 
Auch  hier  wird  der  Fall  der  Abhängigkeit  der  beiden  Formen 
f  und  q>  von  einander  berücksichtigt  (§  6).  Eine  jede  Form  von 
zwei  cogredienten  Variabeinreihen  x^^x^  und  yi^y^  lässt  sich 
auf  eine  einzige  Weise  nach  Potenzen  von  (xy)  entwickeln,  deren 
Coefficienten  Polaren  der  sogenannten  „Elementarcovarianten'' 
sind  (§  7).  Der  eben  erwähnte  Process  der  Reihenentwickelung 
ist  das  wichtigste  üülfsmittel  fUr  die  symbolische  Bechnang^  uad 
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68  folgen  daher  mannigfache  Anwendungen  desselben,  darunter 
ein  Beweis  des  Hermite'scben  Reciprocitätsgesetzes  sowie  die 
Darlegung  eines  Verfahrens,  wie  man  eine  in  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeldifferenzen  gegebene  Covariante  direct  in 
ein  symbolisches  Product  umformen  kann  (§  8).  Mit  Httlfe  der 
Reihenentwickelung  wird  femer  gezeigt,  dass  eine  jede  Invariante 
und  Covariante  als  Summe  von  symbolischen  Producten  darstell- 
bar ist  Für  denselben  Satz  wird  noch  ein  zweiter  auf  der  An- 
wendung des  Omegaprocesses  beruhender  Beweis  gegeben,  wel- 
cher sich  überdies  auf  Formen  von  beliebig  vielen  Variabein 
ausdehnen  lässt  (§  9).  Es  folgt  die  Ableitung  der  partiellen 
Differentialgleichungen  fQr  Invarianten  und  Covarianten  und  die 
Behandlung  des  Evectantenprocesses 

Mit  Hülfe  dieses  Processes  lässt  sich  der  Nachweis  für  die  wich- 
tige Thatsache  führen,  dass  ein  jedes  symbolische  Product, 
welches  den  wirklichen  Wert  Null  besitzt,  in  Teile  zerlegt 
werden  kann,  deren  jeder  einen  Factor  von  der  Gestalt 

(oft)  Cx + (bc)  a:c  +  (cö)  bx 
enthält  (§  10). 

Der  zweite  Teil  des  Bandes  beschäftigt  sich  mit  den  Formen 
von  der  zweiten,  dritten  und  vierten  Ordnung.  Ein  symbolisches 
Product  heisst  „reducibel"  entweder,  wenn  es  identisch  ver- 
schwindet, oder  wenn  es  bereits  in  das  System  aufgenommene 
Formen  zu  Factoren  hat,  bezw.  sich  in  symbolische  Producte 
von  dieser  Eigenschaft  überführen  lässt.  Ein  symbolischer 
Klammerfactor  heisst  ^fieducent^,  sobald  jedes  denselben  ent- 
haltende symbolische  Product  reducibel  ist.  Nachdem  durch 
Operiren  mit  diesen  Begriffen  das  volle  System  von  Invarianten 
und  Covarianten  für  eine  quadratische  Form,  sowie  für  zwei  si- 
multane quadratische  Formen  aufgestellt  ist  (§11),  folgt  in 
gleichem  Sinne  die  Behandlung  des  Systems  dreier  und  mehr 
simultaner  quadratischer  Grundformen  (§  12).  Man  gelangt  ferner 
zu  bemerkenswerten  Systemen  specieller  quadratischer  Formen^ 
sobald   man   den   zweiten  Ueberschiebungen  je  zweier  verschie- 
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denen  Formen  des  Systems  besondere  Bedingungen  auferlegt. 
So  giebt  es  ein  System  dreier  quadratischen  Formen,  deren  drei 
wechselseitige  Ueberschiebungen  verschwinden,  ferner  ein  System 
von  vier  quadratischen  Formen,  deren  sechs  Ueberschiebungen 
den  nämlichen  Wert  besitzen,  und  endlich  ein  System  von  sechs 
quadratischen  Forn\en,  deren  fünfzehn  Ueberschiebungen  bis  auf 
das  Vorzeichen  einander  gleich  sind.  Die  Producte  jener  drei, 
vier  und  sechs  quadratischen  Formen  liefern  bezw.  die  Oktaeder-, 
Hexaeder-  und  Ikosaederform  (§  13).  Es  folgt  die  Aufstellung 
des  vollen  Systems  der  Invarianten  und  Govarianten  der  kubi- 
schen Form  sowie  der  zwischen  denselben  herrschenden  Rela- 
tionen nebst  Anwendungen  (§  14).  Nach  den  nämlichen  Prin- 
cipien  wird  das  volle  System  der  biquadratischen  Form  aufge- 
stellt und  untersucht  (§  15).  Hieran  schliesst  sich  die  Behandlung 
desjenigen  Gebildes,  welches  durch  lineare  Combination  der  bi- 
quadratischen Grundform  und  der  Hesse'schen  Covariante  ent- 
steht (§  16),  sowie  die  ausftlhrliche  Discussion  der  biquadratischen 
Gleichung  auf  Grund  invariantentheoretischer  Principien  (§  17 
und  §  18).  Die  Covariante  sechster  Ordnung  der  biquadratischen 
Grundform  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  ihre  vierte  Ueberschie- 
bung  über  sich  selbst  identisch  verschwindet.  Die  Untersuchung 
der  allgemeineren  Frage  nach  allen  Formen  von  der  letzteren 
Eigenschaft  führt  wiederum  zu  den  speciellen  Formen  des  Te- 
traeders, Oktaeders  und  Ikosaeders  (§  19). 

Der  dritte  Teil  endlich  enthält  als  Kern  den  Gordan'schen 
Fundamentalsatz  von  der  Endlichkeit  des  vollen  Formensystems 
und  entwickelt  in  steter  Beziehung  zu  diesem  die  tiefer  liegenden 
Partien  der  Invariantentheorie.  Es  werden  zunächst  gewisse 
vorbereitende  Lehrsätze  vorausgeschickt  (§  20),  und  hierauf  wird 
der  Beweis  jenes  Fundamentalsatzes  mit  Hülfe  der  symbolischen 
Rechnung  durchgeführt,  wobei  man  zugleich  die  Mittel  zur  wirk- 
lichen Aufstellung  des  vollen  Formensystems  an  die  Hand  erhält 
(§  21).  Die  entwickelten  Principien  werden  durch  die  Berech- 
nung des  vollen  Formensystems  der  Form  fünfter  Ordnung  er- 
läutert (§  22).  Es  folgt  die  Ableitung  von  Relationen  zwischen 
den  gefundenen  Formen  (§  23).    Unter  einer  typischen  Darstel- 
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lang  wird  eine  solche  Darstellung  verstanden,  bei  welcher  die 
Coeflcienten  Invarianten  und  die  Yariabeln  Covariantcn  sind. 
Diese  Darstellung  und  insbesondere  die  Darstellung  der  Form 
fllnfter  Ordnung  als  Summe  von  drei  fünften  Potenzen  wird  ein 
gehend  behandelt  (§  24).  Die  Auflösung  der  Gleichung  fünften 
Grades  wird  in  einigen  Fällen  durchgeführt,  wo  dieselbe  in  Folge 
gewisser  Invariantenrelationen  ohne  transcendente  Mittel  möglich 
ist  (§  25).  Nach  den  nämlichen  Principien  wird  auch  die  Grund- 
form sechster  Ordnung  behandelt  (§  26  und  §  27).  Sind  (p  und 
tfß  zwei  binäre  Formen  der  gleichen  Ordnung,  so  entsteht  die 
Frage  nach  den  Relationen,  welche  zwischen  den  Combinanten 

statthaben.  Diese  Frage  steht  in  naher  Beziehung  zu  der  Auf- 
gabe, alle  diejenigen  Formenpaare  zu  finden,  deren  Functional- 
determinante  ((p^yOi  ^'^^  gegebene  Form  ist.  Diese  Aufgabe 
wird  fbr  den  Fall  gelöst,  wo  die  Formenpaare  von  der  vierten, 
die  gegebene  Functionaldeterminante  also  von  der  sechsten  Ord- 
nung ist  (§  28).  Die  typische  Darstellung  der  Form  sechster 
Ordnung  vermittelst  dreier  quadratischen  Covariantcn  (§  29)  und 
die  Auflösung  specieller  Gleichungen  sechsten  Grades  (§  (fO) 
sind  diejenigen  Probleme,  mit  deren  Behandlung  die  Theorie 
der  binären  Formen  sechster  Ordnung  abschliesst.  Es  wird  nun 
das  simultane  System  einer  quadratischen  und  kubischen  Form 
(§31)  und  dasjenige  zweier  kubischen  Formen  behandelt  (§32). 
Insbesondere  erscheint  die  typische  Darstellung  zweier  kubischen 
Grandformen  interessant  und  ihrer  Anwendungen  wegen  wichtig 
(§  33).  Was  endlich  die  Theorie  der  Schwesterformen  anbetiiflft, 
so  steht  im  Mittelpunkte  derselben  der  Satz,  dass  jede  Invariante 
und  Govariante  einer  Grundform  f  gleich  ist  einer  ganzen  Func- 
tion der  Formen  (^(J^tyiu  und  ((fjfhk^Oi^  dividirt  durch  eine 
Potenz  von  f  (§  34).  Ht. 

E.  Study,      üeber  den   Begriff  der  Invariante  algebrai- 
scher Formen.      Leipz.  Ber.  1886.  137-152. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  von  Hrn.  L.  Eronecker 
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in  den  „GrundzUgen  einer  aritbmetiseben  Theorie  der  algebrai- 
schen Grössen«  (J.  für  Math.  XCIl,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  38)  aus- 
gesprochenen Principien  für  die  Theorie  der  algebraischen  Inva- 
rianten verwendet.  Der  Verfasser  definirt  zunächst  die  „Inva- 
rianteneigenschaft" als  diejenige,  vermöge  welcher  eine  Function 
der  Goefficienten  algebraischer  Formen  nach  Ausführung  einer 
linearen  Transformation  von  der  Substitutionsdeterminante  Eins 
ungeändert  bleibt.  Es  folgt  die  Definition  des  »Stammbereiches^. 
Zum  Stammbereiche  gehört  jede  ganze  ganzzahlige  Function  der 
Goefficienten  der  Grundform  und  der  adjungirten  Parameter- 
systeme, welche  in  den  Goefficienten  jeder  einzelnen  Form  und 
in  den  Parametern  jedes  einzelnen  Systems  homogen  ist.  Später 
wird  jedoch  der  Begriff  des  Stammbereiches  durch  Zulassung- 
rationaler Zahlencoefficienten  erweitert.  Nach  diesen  Fest- 
setzungen werden  die  Grundbegriffe  der  algebraischen  Invari- 
antentheorie wie  folgt  definirt.  Eine  »ganze  Invariante"  heisst 
jede  Function  des  Stammbereiches,  welche  die  Invarianteneigen- 
schaft besitzt.  Eine  „ganze  Covariaute"  heisst  jede  ganze  In- 
variante der  Grundformen  und  gewisser  hinzuzufügender  Linear- 
formen. „Rationale  Invariante^  heisst  jeder  Quotient  zweier 
Functionen  des  Stammbereiches,  welcher  die  Invarianteueigen- 
schaft  besitzt.  „Rationale  Govariante^  heisst  jede  rationale  In- 
variante der  Grundformen  und  der  hinzuzufügenden  Linearformen, 
welche  in  Bezug  auf  die  Goefficienten  der  letzteren  eine  ganze 
Function  ist.  In  ähnlicher  Weise  werden  die  Begriffe  „ganze 
algebraische  Invariante^,  „ganze  algebraische  Govariante'',  „aK 
gebraische  Invariante^,  „algebraische  Govariante^  festgelegt. 

Was  endlich  das  Operiren  mit  jenen  Begriffen  anbetrifft,  so 
sieht  der  Verfasser  in  der  sogenannten  symbolischen  Rechnung 
dasjenige  Werkzeug,  welches  der  Natur  und  den  Grenzen  in- 
variantentheoretischer Forschung  am  vollkommensten  gerecht 
wird.  Ht. 

H.  BuRKHARDT.     Beziehungen  zwischen  der  Invarianten- 
theorie und  der  Theorie   algebraischer   Integrale   und 

ihrer   Ümkehrungen.       Dies.  München   26  s.  s^. 
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Sind  u^  und  fi,  zwei  nicht  nur  um  eine  ganze  Periode  ver- 
sehiedene  Werte  des  elliptischen  Integrals 


-=/ 


*   dx 


für  X  =  cc,  so  lassen  sich  die  lovarianten  und  Covarianten  der 
biquadratischen  Form  R  mit  Hülfe  der  Function  p  ausdrQcken. 
Es  ist  beispielsweise 

H  T 

-^  =  -  2p(2u  -  M,  -  II,),      -ff  =P'  (2'*  -  «.  -  ".) 

Hit  Hülfe  dieser  Formeln  geht  die  Differentialgleichung  fUr 
p(2ti-~ti,  —  w,)  in  die  Invariantenrelation 

r  =  —  ^fl'-i-tÄÄ'-.  -L  Ä» 

ober,  und  auf  letzterem  Umstände  beruht  jene  elegante  Methode, 
mittels  welcher  Hermite  die  Transformation  des  allgemeinen 
elliptischen  Integrals  erster  Gattung  auf  die  Normalform  bewerk- 
stelligt hat.  Des  weiteren  zeigt  der  Verfasser,  wie  die  Theorie 
der  drei  quadratischen  Factoren  der  Covariante  T  sich  in  voll- 
kommener Uebereinstimmung  mit  der  Theorie  der  Sigmafunc- 
tioncD   mit   Index   befindet.     Nachdem  noch  kurz  mitgeteilt  ist, 

wie  sich  der  Bruch nach  Potenzen  von  u  mit  invarianten 

x—x^ 

Coefficienten  entwickeln  lässt,  wendet  sich  der  Verfasser  zur 
Untersuchung  des  allgemeineren  Integrals 


/x  2 

Ä~  T    dXy 


u 

y 

wo  R  eine  ganze  rationale  Function  n*^"  Grades  in  Bezug  auf 
die  Integrationsvariable  x  bedeutet.  Bei  Anwendung  der  homo- 
genen Schreibweise  \x  =  — *-,    y  =  ^j  lässt  sich  unmittelbar 

erkennen,  dass  jenes  Integral  u  die  Eigenschaft  einer  Covariante 
besitzt,  in  welcher  in  beiden  Integrationsgrenzen  (x^^x^\  yni/s) 
als  zwei  verschiedene  cogrediente  Variabeinpaare  aufzufassen 
sind.     Was   die  Umkehrung  des  Integrals  u  betrifft,   so  ergiebt 
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sich  schliesslich  das  folgende  Resultat:  Wird  für  das  Integral  u 
eine  lineare  Function  der  oberen  Grenze,  welche  beim  Zusammen- 
fallen beider  Grenzen  unendlich  gross  wird,  nach  steigenden 
Potenzen  des  Integralwertes  entwickelt,  so  sind  die  Coefficienten 
Covarianten  der  binären  Form  R.  Die  erste  dieser  Govarianten 
ist  die  Hesse*sche  Ä,  die  zweite  ist  deren  erste  Ueberschiebung 
flber  Ry  nämlich  die  Covariante  T,  u.  s.  f.  Nachdem  noch  die 
Recursionsformeln  aufgestellt  sind,  welche  das  allgemeine  Bil- 
dungsgesetz dieser  Covarianten  bestimmen,  folgt  zum  Schluss 
eine  ausf&hrliche  Behandlung  des  Falles  n  =  3.  Es  werden  hier 
die  Covarianten  der  kubischen  Form  in  analoger  Weise,  wie  dies 
oben  für  die  biquadratische  Form  geschehen  ist,  als  elliptische 
Functionen  des  zugehörigen  Integral wei'tes  ausgedrückt. 

Ht 


P.  A.  MacMahon.     Übservations  oii  the  generating  fiinc- 
tions  of  the  theory  of  iuvariants.    American  J.  IX.  189-192. 

Bedeutet  j  die  Ordnung  einer  binären  Grundform  und  A„ 
die  Anzahl  ihrer  Covarianten  vom  Grade  t  und  Gewichte  tr, 
so  ist 

Eine  einfache  Umformung  dieser  Gleichung  führt  zu  der  folgen- 
den Formel 

=  lAu,  sin ~. tffj 


sin  ip  sin  -—-  ...  sin  ~^- 

aus  welcher  man  erkennt,  dass  jene  Anzahl  Au,  auch  durch  das 
bestimmte  Integral 


2^    rn 

n  J 


8in^V...8in^V     .    >Hl-2«>       , 

Sin ^ -^.a^p 


«^  sm^...sin-^ 

ausgedrückt  wird.  Ht. 
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A.  Capelli.     Osservazioni  sopra  le  relazioni  che  possono 
aver  luogo  identicamente  fra  le  operazioni  invariantive. 

NapoH  Rend.  (2)  I.  110-115. 

Wegen  der  Begriffe  und  Bezeichnungen  vergleicbe  man  das 
Referat  über  eine  frühere  Arbeit  des  Verfassers  (F.  d.  M,  XVIII. 
1886.  92).  Die  gegenwärtige  Note  beschäftigt  sich  mit  dem  all- 
gemeinen Differentiationssymbol 

wo  k    die  Zahl   der  Variabeinreihen    und  F  ein    rationales  und 

ganzes      Aggregat     der     elementaren      Differentiationsprocesse 

/>,,  Z>,,  ...,  Dk^   bedeutet.      Das   Symbol  J   ist   offenbar   nicht 

bloss  durch  den  algebraischen  Charakter  der  ganzen  Function  F, 

sondern    überdies   noch    durch      die    Reihenfolge   der   Factoren 

Oj,  I>„  • . .,  Dk*  in  den  einzelnen  Gliedern  von  F  bedingt.     Wie 

es  sieb  zunächst  zeigt,  ist  es  stets  und  zwar  auf  ät!  verschiedene 

Arten  möglich,   aus  den  k^  elementaren  Operationen  ein  System 

von  k-\-l  Operationen   von   der  Eigenschaft   auszuwählen,    dass 

sich  durch  dieselben  eine  jede  der  obigen  elementaren  Operationen 

ausdrücken  lässt.     Der  niedrigste  Grad  in  P^,  Z>„  ...,  Dk^^  auf 

welchen  sich  das  Aggregat  F  vermöge  identischer  Umformungen 

zurückführen  lässt,    heisst  der  Grad  des  Operationssymboles  J. 

Der  Verfasser  beweist  nun  folgende  Theoreme: 

Ist 

J'  =  F(D,,  D,,  ...,  Dk^) 

ein  Operationssymbol,  welches  sich  von  J  nur  durch  die  Reihen- 
folge der  Factoren  !>,,  i>„  ...,  D*>  in  den  Gliedern  des  Aggre- 
gate F'  unterscheidet,  so  besitzt  J—J*  stets  einen  niederen 
Grad  als  J  oder  ^/^ 

Damit  der  Grad  l  des  Aggregates  F  in  Bezug  auf  D„  I?,, .. .,  Dk^ 
sich  nicht  mehr  durch  identische  Umformungen  erniedrigen  lasse, 
ist  es  notwendig  und  hinreichend|  dass  F  auch  dann  vom  Grade 
l  bleibe,  wenn  man  für  />i,  D,,  . . .,  />*«  ebensoviele  unabhängige 
Variable  einsetzt  und  F  als  algebraische  Function  derselben 
betrachtet. 

Verschwindet  für  zwei  beliebige  Operationssymbole  //,  und 
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J^  das  Product  ^/, //,,  so  ist  notwendigerweise  wenigstens  eines 
der  beiden  Operationssymbole  d^  oder  A^  identisch  gleich  Null. 
Zwischen  den  Potenzen  ein  und  derselben  Operation  d  kann 
niemals  eine  lineare  Identität  mit  constanten  Coefiicienten  be- 
stehen. Ht. 


A.  Capklli.  Determinazione  delle  operazioni  inva- 
riantive,  fra  due  serie  di  variabili,  permutabili  coii 
ogni  altra  operazione  della  stessa  specie.    Napoli  Beod.  (3) 

I.  236-242. 

Die  Arbeit  behandelt  den  einfachsten  Fall  von  nur  zwei 
Variabeinreihen  x^^  a:,,  ...,  o?«,  y,,  y,,  ...,  y^.  Derselbe  giebt 
zur  Bildung  der  vier  elementaren  Differentiationssymbole 
^xxy  ^ppj  t^xy^  J^tfx  Anlass,  wo  man  allgemein 

^p9  =  7i  3z-  +  9t  3r"  +  •  •  •  +  9« 


dp,  ^  ^'  dp,   •  •••^^'•öp« 

zu  setzen  hat.  Es  ist  nun  eine  schon  früher  berührte  Aufgabe, 
alle  diejenigen  zusammengesetzten  Operationssymbolc 

J     =     F(Dg^^      Dyy,       Dx,jy       Dy:c) 

ZU  bestimmen,  welche  mit  jedem  anderen  Symbol  derselben  Art 
vertauschbar  sind.  Indem  der  Verfasser  das  Aggregat  F  in  der 
allgemeinsten  Gestalt  ansetzt,  gelingt  es  ihm  schliesslich,  unter 
Benutzung  der  in  früheren  Arbeiten  entwickelten  Sätze  zu  zeigen, 
dass  das  allgemeinste  Symbol  von  der  in  Rede  stehenden  Eigen- 
schaft sich  darstellen  lässt  als  ganzes  und  rationales  Aggregat 
der  beiden  Symbole 

ff  =  D,jyD^  +  Dxx  -  Dy^D^, 

denen  selber  eben  jene  Eigenschaft  der  Vertausohbarkeit  zukommt. 

Ht. 

E.  d'Ovidio.      Sopra  due  punti    della  ^Theorie  der  bi- 
nären algebraischen  Formen**  del  Clebsch.     Torino  Atu. 

Xir.  427-437. 

Der  Verfasser   beschäftigt   sich   zunächst  mit   einem  Satze 
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von  GordaD,  demzufolge  nur  die  geraden  Potenzen  der  Deter- 
minante (xjf)  auftreten,  sobald  man  eine  in  den  beiden  Variabein- 
reihen x^j  x^;  y,,  y,  symmetrische  Form  in  der  bekannten  Weise 
naeh  Potenzen  jener  Determinante  entwickelt.  Die  weiteren  Be- 
merkungen beziehen  sich  auf  die  Theorie  der  biquadratischen 
Form  und  verbessern  zugleich  einige  Ungenauigkeiten  in  dem 
Lehrbuche  von  Clebsch.  Der  Verfasser  giebt  die  genauen  Kri- 
terien dafllr  an,  damit  eine  biquadratische  Form  einen  zwei- 
fachen, einen  dreifachen  Lineariactor  oder  zwei  zweifache  Linear- 
factoren besitze,  und  beschreibt  flberdies  die  gleichzeitigen  Aus- 
artungen der  beiden  Covarianten  der  Grundform.  Man  vergleiche 
jedoch  die  Habilitationsschrift  des  Referenten  (Math.  Ann. 
XXVIIL  432-437,  s.  S.  111),  wo  bei  Anwendung  eines  allgemeinen 
Principes  der  innere  Zusammenbang  jener  Thatsaehen  mehr  her- 
vortritt. Ht. 


S.  GuNDELPiNGBR.      Zur  Theorie    der    binären    Formen. 

J.  för  Math.  C.  413-424. 

um  f&r  ein  vorgelegtes  System  von  binären  Formen  eine 
in  allen  Fällen  gQltige  canonische  Darstellung  zu  finden,  stQtzt 
sich  der  Verfasser  auf  ein  Lemma,  welches  die  Lehre  von  den 
Ueberschiebungen  zweier  binären  Formen  auf  die  Behandlung 
gewisser  linearen  Differentialgleichungen  zurückführt.  Dieses 
Lemma  lautet: 

Sind  U  und  V  zwei  binäre  Formen  bezw.  von  der  n**"  und 
m^  Ordnung  in  den  homogenen  Veränderlichen  x  und  y^  so  gilt 
die  Identität: 


■••+(-»-(:) 


wi\  d'U 


V. 


dx* 

Hieraus  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  mit  Hülfe  bekannter 
Sätze  aus  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  die 
folgenden  Theoreme: 

I.     Giebt  es  x  linear  unabhängige  Formen  F^,  F^,...,  F«.| 
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von  der  m*«"  Ordnung,  deren  «*•  Uebersebiebungen  Ober  eine  bi- 
näre Form  U  von  der  «'*"  Ordnung  identisch  verschwinden,  so 
ist  jede  andere  Form  V  von  der  n**"  Ordnung,  deren  x^  Ueber- 
schiebung  über  U  verschwindet,  eine  lineare  Combination  der 
Formen  F^,  F,,...,  r,_i.    Zugleich  ist  die  Determinante 


d'-'  F. 


J  = 


dx*"^  dx"  ^dy 


d'-'  F, 

dy"-' 


ö«-iF,_i      Ö'-»F,.,         Ö--'F,_i 


dx*-^         dx^-'^dy  dy"-^ 

bis   auf  ein'^n   constanten    und    von  Null  verschiedeoen   Factor 

gleich  der  '^ Potenz  der  Form  U, 


n 


IL  Wenn  für  x  binäre  Formen  V^,  F,,  ...,  F^-i  von  der 
yt«ii  Ordnung  die  obige  Determinante  dem  Ausdrucke 

J  =  C(x—ayy(x—hyy(x^cyy. . . 
(A  +  i^  +  y  +  •  •  •  =  «) 
gleich  wird,  so  lassen  sich  dieselben  in  die  Gestalt  bringen: 

F,  =  qp,(a;-ay)»-^+^+i/',(a;-6y)''-/"+^  +  ..., 
(•  =  0,1,  ...,x-l), 

wo  qpf,  tpiy  , . .  passend   gewählte  Formen   bezw.  von  der  Ord- 
nung A— 1,  /u— 1,...  sind. 

Durch  die  nämlichen  Mittel  erledigt  der  Verfasser  im  be- 
sonderen die  Frage  nach  der  canonischen  Darstellung  einer  ein- 
zigen Grundform.  Betreffs  des  obigen  Lemmas  vergleiche  man 
die  Dissertation  des  Referenten  (Math.  Ann.  XXX.  15), 

Ht 


P.  A.  MacMahon.     The  expression  of  syzygies  among 
perpetuants  by  means  of  partitions.     American  J.  X.  149-168. 

Nach  einigen  auf  die  Theorie  der  Uebersebiebungen  zweier 
binären  Formen  bezüglichen  Bemerkungen  wendet  sich  der  Yer- 
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fasser  dem  Stadium  der  sogenannten  nicht-unitären  symmetriseben 
Functionen  zu,  d.  b.  solcher  ganzen  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln  einer  Gleichung,  in  dcfnen  keine  Wurzel  in  der  ersten 
Potenz  auftritt.  Wie  bekannt  ist,  entspricht  einer  jeden  solchen 
nicht-unitären  Function  eine  bestimmte  Semiinvariaute  einer  bi- 
nären Form  und  umgekehrt  (vgl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  104),  so 
dass  die  Theorie  der  nicht-unitären  Functionen  auf  die  Theorie 
der  Semiinvarianten  zurQckkommt.  Diesen  Zusammenhang  fhr 
die  Theorie  der  binären  Invarianten,  insbesondere  für  die  Theorie 
der  UeberschiebuDgen  nutzbar  zu  machen,  ist  die  Absicht  der 
vorliegenden  Arbeit.  Bedient  man  sich  zur  Darstellung  der  sym- 
metrischen Functionen  der  Cayley'schen  Partitionssymbole,  und 
bezeichnet  man  mit  &  und  0  irgend  zwei  nieh^unitäre  sym- 
metrische Functionen,  so  ist  der  Ausdruck  Ny 

|(©)(<i>)|«  =  (0Xö>l')— (®  1)(<^1'""0  +  •••  +  (-i)'(0i')(*) 

wiederum  eine  nicht  -  unitäre  Function  und  wird  vom  Verfasser 
die  «*•  Incorporation  von  (0)  und  (0)  genannt.  Es  wird  be- 
wiesen, dass  jede  Ueberschiebung  zweier  Covarianten  sich  als 
Summe  solcher  Incorporationen  darstellen  lässt.  Um  den  näm- 
lichen Gesichtspunkt  fßr  die  Theorie  der  Syzygien  zu  verwerten, 
drückt  der  Verfasser  die  identisch  verschwindende  Determinante 

(0)      (0)      (V) 

(0)  (O)      (V) 

(01)  (01)  (VI) 
durch  Partitionssymbole  aus.  Zum  Schluss  werden  einige  be- 
sondere Fälle  von  Incorporationen  berechnet.  So  ist  beispiels- 
weise 

m 

1(20(0)1'»  ^i^-^T^^Sw^'""''""""^-         Ht. 


D.  HiLBBRT.      üeber    einen    allgemeinen    Gesichtspunkt 
fär  invariantentheoretische  Untersuchungen  im  binären 

Formengebiete.      Math.  Ann.  XXVIII.  381446. 

Der  Verfasser   stellt   eine   systematische  Theorie   einer  ge- 


112  n.  AbBchnitt.    Algebra. 

wissen  Gattung  irrationaler  In-  und  Covarianten  auf,  welehe  be- 
sonders dazu  geeignet  scheinen,  Ausartungen  der  Grundformen 
zu  verfolgen,  wie  sie  unter  Annahme  der  Existenz  gewisser  in- 
varianter Relationen  eintreten. 

Beschränken  wir  uns  hier  auf  den  einfachsten,  vom  Verfasser 
wirklich  durchgeführten  Fall,  so  möge  eine  binäre  Grundform 
von  gerader  Ordnung  n  =  2t  vorliegen.  Irgend  eine  zweite 
Form  g>  von  der  Ordnung  v  geht  dann  vermöge  des  Uebersebie- 
bungsprocesses  (f,  9))»  in  eine  ebensolche  Form  tp  Ober.  Es 
wird  nun  nach  solchen  Formen  (p  gefragt,  die  sich  hierbei  bis 
auf  einen  constanten  Factor  l  reprodnciren,  für  die  also  identisch 

(f,  (p)i  =  X(f 

gilt.     Es  giebt  ein  bestimmtes  Formensystem  g)  f  sobald  y^-^J 

dieser  Art,  denn  die  Vergleichung  der  Coeffieienten  lehrt,  dass 
l  von  einer  Gleichung  (y+1)**"  Grades  J(l)  =  0  abhängt,  die 
unter  keinen  Umständen  identisch  verschwinden  kann.  Die 
Coeffieienten  der  Potenzen  von  l  sind  Invarianten  der  Grund- 
form f,  sodass  A  als  Wurzel  der  Gleichung  J(l)  =  0  eine  irra- 
tionale Invariante  der  Grundform  f  vom  Gewichte  t  darstellt. 
Für  die  weitere  Discussion  macht  sich  die  Unterscheidung  von 
vier  Hauptfällen  notwendig,  je  nachdem  die  beiden  Zahlen  t  und 
V  gerade  resp.  ungerade  sind.  In  dreien  dieser  Fälle  besitzt 
die  Gleichung  z/(A)  =  0  im  allgemeinen  v-\-\  verschiedene  Wur- 

zeln:    im   letzten    dagegen   (wenn  •  gerade,   v   ungerade)  — ^ — 

Paare  gleicher  Wurzeln.  Zur  Bestimmung  der  zugehörigen  For- 
men g>  werde  in  den  ersten  drei  Fällen  die  Determinante  J(^l) 
mit  den  Potenzen  zweier  Variabein  Xj  y  gerändert,  wodurch  sie 
in  die  Form  J(x^  y,  l)  übergehe.  Man  hat  dann  z.  B.  im  ersten 
Falle  für  irgend  eine  der  Wurzeln  X  von  J(X)  =  0  und  das 
entsprechende  q> 

-^(^1  y»  ^)  =  9(^)  9(y);   ^(^»  ^>  A)  =  l»(«)l'; 

(p  erscheint  dann  als  eine  der  irrationalen  Invariante  zugehörige 
irrationale  Co  Variante  der  Grundform  f. 

Im  vierten  Falle  macht  sich  eine  Doppelränderung  von  ^(^l) 
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mit  zwei  Reihen  Veränderlicher  ar,  y;  a?,,  y^  notwendig.  Wäh- 
rend in  den  drei  ersten  Fällen  jedem  l  nur  ein  tp  correspondirt, 
so  gehört  im  letzten  Falle  zu  jeder  der  ungleichen  Wurzeln  l 
ein  Büschel  von  Formen  g>.  In  allen  vier  Fällen  aber  lassen 
sieb  p+1  linear  von  einander  unabhängige  Formen  q>  bilden,  so 

lange  die  y+l  fresp.  im  vierten  Falle  die  — ^}  Werte  l   von 

einander  verschieden  sind. 

Eine  erste  Anwendung  findet  das  System  der  irrationalen 
Covarianten  g>,  insofern  mittels  ihrer  Ueberschiebungen  (über 
sieb  selbst)  eine  Reihe  von  rationalen  Covarianten  der  Grundform 
f  auf  elegante  Art  dargestellt  werden. 

Für  ein  System  von  v-{-l  linear  unabhängigen  Formen  v*" 
Ordnung  lassen  sich  die  Kriterien  dafür  aufstellen,  dass  sie  ein 
Formensystem  q>  bilden:  sie  bestehen  in  der  Existenz  gewisser 
linearer  Relationen  zwischen  den  quadratischen  Invarianten  und 
Covarianten  des  gegebenen  Formensystems. 

Die  Hauptanwendung  des  Systems  q)  beruht  darin,  ein  ratio- 
nelles Studium  der  Ausartungen  einer  Grundform  f  zu  ermög- 
lichen. Zu  dem  Zwecke  ist  indessen  eine  vorgängige  eingehende 
Erörterung  der  Ausartungen  des  Systems  q>  nötig,  wie  sie  ein- 
treten, wenn  die  bisher  als  verschieden  vorausgesetzten  Werte  X 
teilweise  zusammenfallen.  Es  geschieht  dies  vermöge  einer  suc- 
cessive  fortschreitenden  Ränderung  der  Determinante  J(Ji)  mit 
Potenzen  von  Variabein  a;,  y;  x^,  y^\  ^r,,  y,;  etc.  Fasst  man 
die  80  geränderte  Determinante  als  Form  der  genannten  Variabein- 
paare auf,  so  besteht  für  ihre  lineare  Invariante  ein  sehr  ein- 
faches Bildungsgesetz,  ein  Hülfssatz,  der  weiterhin  von  Wichtig- 
keit wird. 

Behufs  Beherrschung  aller  möglichen  Ausartungen  des  For- 
mensystems g>  werden  drei  Hauptgattungen  von  Fällen  unter- 
schieden, für  die  je  die  charakteristischen  Kriterien  angegeben 
werden:  erstens  die  Existenz  einer  vielfachen  Wurzel  l  von 
j(i)  =  0;  zweitens  der  Fall,  wenn  einer  Wurzel  l  eine  mehr- 
fach lineare  Mannigfaltigkeit  von  Formen  tp  zugehört;  die  dritte 

Fortachr.  d.  Math.   XIX.   1.  8 
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Gattung  endlicb,  als  allgemeinste,  entsteht  durch  wechselseitige 
Combination  der  beiden  erstgenannten. 

Wie  diese  Verhältnisse  es  ermöglichen,  die  mannigfaltigsten 
Ausartungen  von  Grundformen  invariantentheoretisch  zu  verfolgen, 
wird  an  den  Beispielen  it  =  2,  4,  6,  8  gezeigt;  einzelne  Aus- 
artungen, wie  die  Darstellungen  der  Grundformen  als  Potenz- 
summen  finden  eine  allgemein  gültige  Erledigung.  My. 


D.  HiLBERT.      Ueber    eine   Darstellungs weise    der    inva- 
rianten Gebilde  im  binären  Formengebiete.    Math.  Ano. 

XXX.  15-29. 

Diese  Darstellungsweise,  die  fruchtbare  Anwendungen  be- 
sonders auf  Grundformen  von  speciellem  Charakter  gestattet, 
stützt  sich  wesentlich  auf  die  nicht  homogene  Schreibart  der 
Grundformen.    Ist 

f  =  a,af^  +  (^1)a,x—'  +  '-  +  an 

und    fi=  - — ^ ZT"'    ®^    lautet    das    zu    Grunde    gelegte 

Theorem:  „Jede  homogene  und  isobare  Function  F  der  d  von 
dem  Grade  g  und  Gewichte  p  ist  eine  Invariante  oder  Covariante 
der  Form  f  von  der  Ordnung  m  =  n^— 2p,  sobald  sie  der  Diffe- 
rentialgleichung 

dF  9F  dF  _ 

genügt". 

Eine  invariante  Bildung  in  gewöhnlicher  Darstellung  kann 
sofort  in  der  neuen  geschrieben  werden:  man  hat  nur  die  a, 
durch  die  /i  zu  ersetzen. 

Das  Entsprechende  gilt  für  ein  System  von  Grundformen. 
Die  Einführung  der  bekannten  Differentiationsprocesse  l>,  J  (wo 
sich  die  Differentiationen  auf  die  d  zu  erstrecken  haben)  liefert 
daher  Sätze  von  ähnlichem  Typus,  wie  sie  Clebsch  mit  Bezug 
auf  die  at  aufgestellt  hat. 

Eine  schöne  Anwendung  seiner  Methode  macht  der  Verfasser 
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auf  einen  Beweis  für  den  Fundamentalsatz  des  Cayley-Sylvester^- 
sehen  AbzählangscalcQls. 

Die  Methode  des  Verfassers  empfiehlt  sieh  vornehmlich  bei 
soleben  Grundformen,  die  algebraischen  Differentialgleichungen 
genügen  und  dadurch  charakterisirt  sind.  Als  Beispiel  dient 
die  Aufstellung  der  Invariantenkriterien,  die  erftlllt  sein  müssen, 
damit  eine  binäre  Form  in  eine  (endliche)  hypergeometrische 
Reihe,  resp.  eine  Eugelfunction  linear  transformirbar  sei.      My. 


D.  HiLBKRT.     Ueber   die  Büschel   von   biuären    Formen 
mit  der  nämlichen  Funclionaldeterminante.     Leip«.  Ber. 

112-122. 

D.  HiLBERT.      Ueber  binäre  Formenbüschel  mit  Combi- 
nanteneigenscbaften.     Math.  Ann.  xxx.  563-570. 

Die  Functionaldeterminante  f  eines  allgemeinen  Büschels 
xq>'{'fitp  von  binären  Formen  n'®*^  Ordnung  ist  eine  allgemeine 
binäre  Form  der  Ordnung  2v — 2;  nimmt  man  daher  letztere  als 
eine  beliebig  gegebene  Form  gerader  Ordnung  /'an,  so  wird 
eine  endliche  Anzahl  verschiedener  (d.  h.  linear  in  einander 
nicht  fiberführbarer)  Formenbüschel  existiren,  deren  Functional- 
determinante mit  f  zusammenfällt.  Diese  (zuerst  vom  Referenten 
angegebene,  weiterhin  von  Schubert  und  Stephanos  auf  anderem 

Wege  bestätigte)  Anzahl  hat  den  Wert  /  ^ ,.,    ..  Der  Verfasser 

(y — Ijl  vi 

unternimmt  die  wirkliche  Aufstellung  der  Gleichung  (des  näm- 
lichen Grades),  von  der  die  gemeinten  Büschel  abhängen;  seine 
Methode  erscheint  dabei  als  Ausfluss  allgemeinerer  Betrachtungen, 
die  er  in  seiner  Habilitationsschrift  (vgl.  das  Referat  S.  111  ff.) 
entwickelt  hat 

Damit  zwei  Formen  q>  und  tp  von  der  Ordnung  n  beziehungs- 
weise zu  zwei  Büscheln  mit  der  nämlichen  Functionaldeterminante 
^gehören,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  eine  gewisse 
Combinantinvariante  Jn  von  q>  und  xp  verschwindet.  Man  kann 
i«  mittels  einer  Recursionsformel  successive  berechnen. 

Ist   nun   V   eine   weitere   Form  n^""'  Ordnung,    so  stellt  das 

8* 
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Product  J(q(),  %p)  J(g>,  v)  eine  neue  Simultaninvariante  S  von  f,  qp,  v 
dar,  mit  der  Eigenschaft,  dass  die  Form  q>  des  Büschels  xq>'\'fAip 
nach  Anwendung  des  invarianten  Processes  S  ein  Resultat  er- 
giebt,    welches,    abgesehen  von  der  Proportionalitätsconstanten 

von  den  anderen  Formen  tp  des  Büschels  unabhängig  ist.     Diese 

Identität 

S(f,  9>,  t>)  =  U((p,  t)) 

liefert    durch    Vergleichung    der    Coefficienten    eine    Oleiebung 
J(X)  =  0,  wo  J(l)  selbst  wieder  die  (n — l)**  Potenz  eines  Aus- 
druckes J,(X)  vom  Grade  N  =  y — r^,^  ist. 
*^  (n— 1)!  n! 

Die  Gleichung  ^i(A)  =  0  löst  das  gestellte  Problem,  da  einer 
jeden  ihrer  Wurzeln  einer  der  gesuchten  FormenbUschel  entspricht. 

Die  zweite  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  einer  nahe  ver- 
wandten Frage.  Der  Büschel  xq>'{'^\p  n'"  Ordnung  enthält 
2n— 2  Formen  mit  doppeltem  Linearfactor;  das  Product  dieser 
Linearfactoren  ist  eben  die  Functionaldeterminante  f  des  Büschels, 
während  man  die  jenen  Formen  entsprechenden  2n — 2  Parameter- 

Verhältnisse  —  durch  Nullsetzen  der  Discriminante  d(x.u)  des 

Büschels  findet. 

Diese  Form  J(x,  ju)  ist  nun  gleichfalls  eine  allgemeine  Form 
der  Ordnung  2i}~2,  und  man  kann  wiederum  d  als  eine  beliebig 
gegebene  Form  gerader  Ordnung  ansehen  und  nach  den  zuge- 
hörigen (linear  verschiedenen)  Büscheln  xf-^fiip  fragen.  Die 
aufgeworfene  Frage  findet  für  die  einfachsten  Fälle  n  =  2,  3,  4 
ihre  Erledigung.  Für  n  =  4  kommt  man  dabei  auf  die  bekannte 
Aufgabe  zurück,  eine  binäre  Form  sechster  Ordnung  als  Summe 
eines  Kubus  und  eines  Quadrats  darzustellen.  Jeder  dieser  (vier- 
zig) Darstellungen  entsprechen  dann  immer  noch  drei  verschiedene 
Büschel  xq>-\'^ip. 

Allgemein  wird  dagegen  der  Satz  bewiesen,  dass  die  Dis- 
criminante der  Discriminante  3  in  drei  wesentlich  verschiedene 
Factoreu  zerfällt.  My. 
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J.  Dkrüyts.    Sur  quelques  propriöt^a  des  senii-invanants. 

Belg.  BqU.  XIII.  226-235. 
C.   Le    PaIGE.      Rapport.       Belg.  Ball.  XIII.  164-165. 

1)    E&  sei  T  eine  Semiinyariante,  ferner 

wobei  sich  die  Summe  auf  eine  Gruppe  a  von  Grössenreihen  (a) 
erstreckt.     Dann  ist 

d§  doßa      dw„  d§  ""  '^•'' 

wenn  T^  der  Gesamtgrad  von  T  bezüglich  der  Grössenreihen  der 
Gruppe  ö  ist.  2)  Ableitung  neuer  Semiinvarianten  aus  einer  ge- 
gebenen Semiinvariante.  Wenn  insbesondere  S  und  S'  Semiinva- 
rianten   desselben   Gesamtgrades   bezüglich  der  Gruppe  a  sind, 

so  sind    die  Zähler    der    symbolischen    Ableitungen   ^ — 

düj^ 

Semiinvarianten.    3)  Durch  die  binäre  Substitution 

a?j  =  X,      Aj  -^ ,     a?3  =  A,, 

wo  S   eine  Semiinvariante  ist  und  l   der  Bedingung  -z^  =  S 

genügt,  verwandelt  sich  jede  binäre  Covariante  derart,  dass  ihre 
neuen  Goefficienten  als  Zähler  neue  Invarianten  haben. 

Mn.  (Lp.) 

J.  ÜERUYTs.     D6veloppement8  sur  la  th^orie  des  formes 

binaires.     Belg.  Bull.  XIV.  53-79. 

Le  Paige.     Rapport  sur  ce  memoire.    Belg.  Ball.  xiv.  4-5. 

Wenn  eine  ganze,  homogene  und  isobare  Function  k  von 
X,, «,  und  von  den  Goefficienten  binärer  Formen  ihrer  transfor- 
mirten  K  gleich  ist,  die  erhalten  wird,  wenn  man 

ä?i  ^^  Aj  -J-  aA^  ,  «Tj  ^  Äj 

setzt,  so  nennt  der  Verf.  sie  eine  „Semico Variante^.  Eine  Semi- 
covariaute  genügt  einer  der  partiellen  Differentialgleichungen 
für  die  Covarianten;  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  a;, 
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in  k  ist  eine  Semiinvariante.  Jede  Semicovariante  ist  eine  Summe 
von  Potenzen  von  a?„  ausgedrückt  in  der  Ferra 

wo  \  eine  Semiinvariante  und  k^^  &,,...  Ausdrücke  bedeuten,  die 
sich  daraus  herleiten.  Der  Verf.  stellt  darauf  eine  Verbindung 
zwischen  den  Semicovarianten  und  der  Theorie  der  Kettenbrüche 
her  und  findet  die  Canonizante  Sylvester's  durch  eine  originelle 
Methode  wieder  auf.  Mn.  (Lp.) 


M.  d'Ocagne.     Sur  les  p^ninvariants  des  formes  binaires. 

C.  R.  CIV.  961-964. 

Sind  Wp  und  Wq  zwei  Semiinvarianten  bezw.  vom  Grade  p 
und  q  in  den  Goefficienten  der  binären  Form 

und  setzt  man 

.  d.d..  d 

so  ist  der  Ausdruck 

qwtjjwp--pwp/lwq 
ebenfalls  eine  Semi invariante.  Ht 


R.   Pbrrin.     Sur  las   p^ninvariants  des  formes  binaires. 

C.  R.    CIV.    1097-1099,  1258-1260. 

Die  erste  Note  enthält  eine  Verallgemeinerung  des  im  vorigen 
Referate  mitgeteilten  Satzes  von  d'Ocagne.  Bei  Benutzung  der- 
selben Bezeichnungsweise  wird  der  Beweis  dafür  erbracht,  dass 
der  Ausdruck 

für  jeden  Wert  von  r  eine  Semiinvariante  der  Grundform  dar- 
stellt. 

In   der   zweiten  Note  werden  noch  drei  weitere  Theoreme 
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mitgeteilt,  mit  deren  HOlfe  man  au»  vorgelegten  Scmiiuyarianten 
einer  oder  mehrerer  Grundformen  neue  Semiinvarianten  ableiten 
kann.  Ht. 

M.  d'Ocagnk.     Sur  les  pöninvariants  des  formes  binaires. 

C.  R  CIV.  1364-13G5. 

Zu  dem  im  vorigen  Referate  erwähnten  Satze  von  Perrin 
fftgt  der  Verfasser  folgende  Bemerkung  hinzu.  Werden  in  dem 
Ausdrucke  [tTp,  Wq]r  allgemein  für  J*Wp  und  J*Wq  beziehungs- 
weise die  Grössen 

WpJ*^^Wp — JwpJ'tDp    und     Wg/i'^^Wq — JWgJ*Wq 
eingesetzt,  so  ist  das  Resultat  wiederum  eine  Semiinvariante. 

Ht. 

M.  D^OcAGNE.     Sur  les  p^ninvariauts  des  formes  binaires. 

Bmx.  S    sc.  XI.  314-319 

Neues  System  der  vornehmlichsten  Semiinvarianten. 

Mn.  (Lp.) 

E.  Pascal.  Sopra  im  metodo  per  esprimere  una  forma 
invariantiva  qualunque  di  una  binaria  cubica  mediante 
quelle  del  sistema  completo.    Napoii  Read.  (2)  l.  245-251. 

Bekanntlich  besteht  das  volle  Formensystem  einer  binären 
kubischen  Grundform  aus  dieser  Grundform  selbst,  ihrer  Hesse'- 
seben,  der  Functionaldeterminante  der  letzteren  mit  jener  Grund- 
form und  der  Discriminante.  Jede  andere  Covariante  der  Grund- 
form ist  eine  ganze  rationale  Function  dieser  vier  invarianten 
Formen.  Der  Verfasser  stellt  nun  Recursionsformeln  auf,  ver- 
möge welcher  diese  Darstellung  sich  direct  ausführen  lässt,  wenn 
die  Covariante  als  symmetrische  Function  der  Wurzelpunkte  der 
Grundform  gegeben  ist.  Ht 


BoLZA.     On  binary  sextics   with   linear  transformations 

intO   themselves.      American  J.  X.  47-70. 

Die  Arbeit   zerfällt   in  drei  Abschnitte.     Im  ersten  werden 
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alle  binären  Formen  sechster  Ordnung  aufgestellt,  welche  durch 
die  lineare  Transformation 


bis  auf  einen  Factor  ungeändert  bleiben;  es  gelingt  dies  da- 
durch,  dass  sich  die  Gruppe  G  dieser  Substitutionen  als  endliche 
Gruppe  erweisen  lässt,  weshalb  sie  zu  den  bekannten  sechs  end- 
lichen Gruppen  linearer  Substitutionen  gehören  muss.  An- 
schliessend an  F.  Kleines  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  er- 
geben sich  dann  unmittelbar  die  zu  diesen  sechs  Gruppen  ge- 
hörigen sechs  Binärformen  sechster  Ordnung. 

Indem  sich  der  Verfasser  sodann  im  zweiten  Teile  die 
Aufgabe  stellt,  die  notwendigen  und  hinreichenden  Kriterien 
dafür  zu  finden,  dass  eine  gegebene  Binärform  sechster  Ordnung 
durch  lineare  Transformation  auf  eine  der  gefundenen  sechs 
Formeln  reducirt  werden  könne,  findet  er,  dass  dieselben  in 
allen  Fällen  durch  das  Verschwinden  gewisser  Invarianten 
ausgedrückt  sind.  Die  erwähnten  Bedingungen  werden  von 
Clebsch  (Theorie  der  binären  Formen)  für  die  zu  den  cyklischen 
Gruppen  n  =  2  und  «  =  5  gehörigen  Formen  vollständig  ge- 
geben, während  Maisano  (Sulla  sestica  binaria.  Atti  d.  R.  Acca- 
demia  d.  Lincei  1883  -  84,  cf.  F.  d.  M.  XV.  82  und  XVI.  94) 
sie  für  die  übrigen  vier  Fälle  durch  das  Verschwinden  von  ge- 
wissen Covarianten  darstellte. 

Diese  Frage  ist  eng  verknüpft  mit  der  Feststellung  der 
Bedingungen,  unter  welchen  eine  gegebene  Binärform  sechster 
Ordnung  f  durch  lineare  Transformation  in  eine  andere  f 
übergeführt  werden  kann.  Im  allgemeinen  ist  notwendig  und 
genügt  hiezu,  wie  Clebsch  nachgewiesen  hat,  die  Gleichheit  der 
rationalen  absoluten  Invarianten.  Da  aber  die  von  ihm  benutzte 
typische  Darstellung  nicht  in  allen  Fällen  möglich  ist,  so  stellt 
sich  der  Verfasser  die  Frage,  ob  dieselbe  Bedingung  auch  not- 
wendig und  hinreichend  ist,  wenn  die  typische  Darstellung  ver- 
sagt, und  gelangt  durch  eine  eingehende  Untersuchung  schliess- 
lich zu  dem  Theorem: 

„Zwei   binäre    Formen   sechster    Ordnung,    welche    keinen 
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drei-  oder  mefarrachen  Linearfaetor  besitzen,  kl^nnen  durch 
lineare  Substitution  in  einander  ttbergefQhrt  werden,  wenn  ihre 
entsprechenden  rationalen,  absoluten  Invarianten  gleich  sind; 
diese  Gleichheit  genfigt  aber  nicht,  wenn  eine  der  Formen  einen 
solchen  vielfachen  Factor  besitzt.*' 

Im  dritten  Abschnitte  werden  die  Relationen  zwischen  den 
transcendenten  Invarianten,  d.  h.  den  Moduln  r,,,  Tj„  r,,  der 
Binärformen  sechster  Ordnung  aufgestellt,  welche  den  zwischen 
den  algebraischen  Invarianten  bestehenden  Beziehungen  ent- 
sprechen. Zunächst  wird  bewiesen,  dass,  wenn  eine  Biuärform 
sechster  Ordnung  f  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln  lineare  Sub- 
stitutionen in  sich  besitzt,  jeder  linearen  Substitution  S  der  Va- 
riabein, welche  f  invariant  lässt,  eine  lineare  Transformation  $ 
der  Perioden  entspricht,  die  das  Wertsystem  t,,,  t,„  t,,  inva- 
riant lässt,  und  umgekehrt.  Die  Gleichungen,  welche  ausdrücken, 
dass  das  System  der  v^- Moduln  bei  der  Periodentransformation  $ 
invariant  bleibt,  stellen  dann  die  gesuchten  Relationen  zwischen 
den  Taß  dar.  Aus  dieser  Ableitung  ergiebt  sich,  dass  diese  Be- 
ziehungen Kanten  und  Ecken  des  bisher  noch  unbekannten  Fun- 
damentalraumes für  die  hyperelliptischen  Modulfunctionen  vor- 
stellen. 

Die  Bestimmung  der  linearen  Periodeutransformation  wird 
dadurch  bewerkstelligt,  dass  man  die  conforme  Abbildung  des 
bei  der  Berechnung  der  Taß  zu  Grunde  gelegten  Systems  von 
Periodenwegen  betrachtet,  welche  durch  die  linearen  Substitu- 
tionen S  der  Variabein  der  Binärform  vermittelt  werden,  und 
zwar  genügt  in  allen  Fällen  die  Betrachtung  einer  einzigen  Sub- 
stitution, um  alle  zwischen  den  Taß  bestehenden  Relationen  zu 
erhalten.  Diese  Relationen  erweisen  sich  dann  auch  nicht  nur 
als  die  notwendigen,  sondern  auch  als  die  hinreichenden  Bedin- 
gongen  für  die  Transformirbarkeit  der  Binärformen.         Bm. 


BoLZA.     üeber    ßinärformen    sechster  Ordnung    mit    li- 
nearen Substitutionen  in  sich.    Math.  add.  xxx.  546-552. 

Diese  Arbeit  ist  ein  Referat  über  die  im  vorangehenden  Be- 
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richte  von  uns  besprochene  Abhandlang  des  Verfassers:  On  binary 
sextics  with  linear  transformations  into  themselves.  American  J. 
X.  47-70.  Bm. 


BoLZA.  Darstellung  der  rationalen  ganzen  Invarianten 
der  Binärform  sechster  Ordnung  durch  die  Nullwerte 
der  zugehörigen  ^-Functionen.    Gott. N.  418-421. 

In  dieser  Note  sind  die  Resultate  der  ausführlicheren  unter 
demselben  Titel  Math.  Ann.  XXX.  478-495  erschienenen  Arbeit 
des  Verfassers  angeführt;  vergl.  das  folgende  Referat.       Bm. 


BoLZA.  Darstellung  der  rationalen  ganzen  Invarianten 
der  Biuärform  sechster  Ordnung  durch  die  Nullwerte 
der  zugehörigen  d-Functionen.     Math.  Ann.  xxx.  478-495. 

Eine  Darstellung  der  Invarianten  der  Bin&rform  sechster 
Ordnung  durch  die  Nullwerte  der  zugehörigen  ^-Functionen 
wurde  bisher  nur  für  Doppelverhältnisse  (von  Rosenhain),  fQr 
gewisse  irrationale  Invarianten,  welche  mit  den  vierten  Po- 
tenzen der  geraden  v^-NuUwerte  proportional  sind,  und  für  die 
Discriminante  (von  Thomae)  geleistet.  Da  nun  aber  die  Kennt- 
nis der  Ausdrücke  aller  Invarianten  in  den  Nullwerten  der  zu- 
gehörigen ^-Functionen  für  die  Theorie  der  hyperelliptischen 
Modulfunctionen  von  Wert  ist,  so  hat  es  der  Verfasser  unter- 
nommen, dieselben  zu  berechnen.  (Die  Resultate  wurden  bereits 
in  den  Göttinger  N.  418  421  mitgeteilt;  vergl.  das  vorangehende 
Referat.) 

Zu  diesem  Zwecke  wird  zuerst  für  die  Binärform  sechster 
Ordnung  mittels  einer  linearen  Transformation  die  transcendente 
Normalform 

hergestellt,  in  welcher 

^(a)  -.  (q      ^*(Vl^  ^9J   ^in  ^Ht  O     N 


»,=ü,r8«o 
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hiy,  und  das  Product  Bich  auf  die  sechs  ungeraden  ^Functionen 
erstreckt 

An  dieser  Form  werden  nun  die  einzelnen  Invarianten  be- 
rechnet, wobei  sich  das  nach  Analogie  der  elliptischen  Func- 
tionen unerwartete  Resultat  ergiebt:  Nicht  alle  ganzen  ratio- 
nalen Invarianten  lassen  sich  als  ganze  Functionen  der  ^-Null- 
werte  ausdrflcken,  sondern  die  Invariante  zweiten  Grades 
A  (nach  Salmon's  Bezeichnung  in  seinen  Vorlesungen  über  die 
Algebra  der  linearen  Transformation)  ist  eine  gebrochene  Func- 
tion der  ^- Nullwerte,  und  erst  das  Product  von  A  in  die  Discri- 
minante  wird  eine  ganze  Function. 

Femer  lässt  sich  von  den  Invarianten  vierten  und  sechsten 
Grades  nur  je  eine  als  ganze  Function  darstellen,  nämlich 

«•  =  i*'-100»,     C*  =  A'-3O0AB  +  250C. 
Es  sind  dies  gerade  diejenigen  beiden  Invarianten,  deren  Ver- 
schvrinden  zusammen  mit  dem  der  Discriminante  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür  ausdrückt,  dass  f  eine  drei- 
fache Wurzel  besitzt     Wie  A  so  verhält  sich  auch  die  schiefe 

Invariante  £,  und  erst  das  Product  e(yjy  i^t  durch  eine  ganze 
Function  der  v^- Nullwerte  ausdrückbar.  Daraus  folgt,  dass  es 
angemessener  ist,  statt  der  Fundamentalinvarianten  von  Salmon 
und  Clebsch  die  Invarianten 

A,  B\  C*,  J,  E 
zu  Grunde  zu  legen. 

Der  Verfasser  bemerkt  noch,  dass  der  erwähnte  Umstand, 
dass  A  sich  nicht  als  ganze  Function  ausdrücken  lässt,  einen 
principiellen  Unterschied  zwischen  den  elliptischen  und  hyper- 
elliptischen Functionen  ausdrückt,  der  seinen  Grund  darin  hat, 
dass  bei  den  hyperelliptischen  Modulfunctionen  auch  im  Innern 
des  Bereiches  der  Moduln  r«^,  für  welchen  die  ^-Reihen  con- 
vergiren,  solche  Stellen  vorhanden  sind,  an  denen  die  Discrimi- 
nante verschwindet,  nämlich  die  Stelle  Tj,  =  0  und  die  mit  ihr 
äquivalenten.  Bm. 

J.  Bärthlbin.      Zur    Theorie    der    associirten    Formen. 

Pr   Nürnberg,  auch  als  Dias,  firlangeo.  82  S   8^ 
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Bedeutet  f  eine  binäre  Form  der  w'*"  Ordnung,  so  führt  die 
Anwendung  der  linearen  Substitution 

zu  der  Identität 

/■(y.,  y,)  =  A?;  +(2)Air^i,'+(3)Air'i!  +  -  +  f»i:. 

V 

Die  Coefficienten  fj,  f,,  . . .,  A  bilden  ein  assoeiirtes  Formensystem, 
d.  li.  ein  System  von  Covarianten,  durch  welche  jede  andere  In- 
variante und  Covariante  der  Grundform  f  sich  rational  in  der 
Weise  darstellen  lässt,  dass  im  Nenner  des  Ausdruckes  nur  eine 
Potenz  von  f  auftritt.  Die  Covarianten  f^^  f,,  ...,  f«  ihrerseits 
können  als  ganze  und  rationale  Functionen  der  einfacheren 
Covarianten 

ausgedrückt  werden,  und  die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich 
mit  der  Berechnung  dieser  rationalen  Ausdrücke.  Die  Cova- 
rianten f,,  f,,  ...,  fn  lassen  sich,  wie  der  Verfasser  zunächst 
zeigt,  abgesehen  von  gewissen  Factoren  /",  in  der  Weise  aus  Pro- 
ducten  der  Formen  q>  und  \p  zusammensetzen,  dass  das  Gewicht 
jedes  solchen  Productes,  d.  h.  die  Summe  der  Gewichte  seiner 
einzelnen  Factoren,  stets  denselben  Wert  hat.  Hierauf  wird  ein 
System  von  Formeln  entwickelt,  welches  successive  die  beztlg- 
lichen  numerischen  Coefficienten  in  jenem  Ausdrucke  zu  be- 
rechnen gestattet.  Mit  Hülfe  dieser  Formeln  wird  beispielsweise 
der  Coefficient  desjenigen  Gliedes  ausgerechnet,  welches  die 
Formen  q>  oder  die  Formen  \p  allein  in  vorgeschriebener  Weise 
enthält.  (V^gl  P.  Gordan,  Vorlesungen  über  Invariantentheorie 
Bd.  II.  §.  34.)  Ht. 

E.  Pascal.     Sopra  un  nuovo  simbolo  nella  teoria  delle 
forme  binarie  a  due  serie  di  variabiH.     NapoU  Rond    (2) 

I.  200-207. 

Die  Arbeit  unternimmt  die  Einführung  eines  neuen  Opera- 
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tioDssymboles,    welches   der   Verfasser   mit  T^  j  bezeichnet,  und 

dessen  Anwendung  auf  einen  symbolischen  Ausdruck  alh^  dar- 
auf hinausläuft,  in  irgend  zwei  Factoren  a^  und  by  die  beiden 
Symbole  a  und  fr  mit  einander  zu  vertauschen.     Versteht  man 

unter  fj  das  entsprechend  definirte  Operationssymbol,  so  nimmt 

die  fundamentale  Relation 

a^by  —  Oyb^  =  (py)(flb) 
die  einfache  Gestalt  an: 

©+©='• 

£s  werden  nun  die  Beziehungen  dieser  neuen  Operation  zu  den 
bekannten  symbolischen  Processen  der  binären  Invariantentheorie 
untersucht.  Insbesondere  wird  das  neue  Operationssymbol  in 
jene  Formel  eingeführt,  vermöge  welcher  Gordan  eine  Form  von 
zwei  Variabeinreihen  nach  Potenzen  der  identischen  Covariante  (xy) 
entwickelt  hat  Zum  Schlüsse  gelangt  der  Verfasser  zu  einer 
anderen  Formel,  welche  ebenfalls  nach  Potenzen  der  identischen 
Covariante  fortschreitet,  ohne  jedoch  die  Eigenschaft  zu  besitzen, 
dass  die  Coefßcienten  der  Entwickelung  die  Polaren  von  Formen 
mit  einer  Variabeinreihe  sind.  Ht 


M.  Pasch.      Bemerkung  über  Formen   mit  zwei  Reihen 
Veränderlicher.     Schlomilch  z.  xxxii.  255. 

Bedeutet  f  eine  Form  r^"  Grades  von  x,,  «3,  ...,  Xn  und 
zugleich  ^**°  Grades  von  y,,  y^,  ...,  y„  von  der  Beschaffenheit, 
dass  mit  f  auch 

f(*i+iy,j  a?,-t-Ay„  ...,  Xn  +  Xyn,  y„  y„  ...,  yO 
identisch  för  alle  Werte  von  X  verschwindet,  so  ist  r  ^q  und  f 
darstellbar  als  Form  (^— r)*«"  Grades  der  y  und  r***"  Grades  der 
Verbindungen  11*  =  Xiyk—Xkyi.  Ht. 


A.  Voss,     üeber  bilineare  Formen.    Gott  N.  424-433. 

Die  vorliegende  Note  beschäftigt  sich  mit  der  Frage  nach 
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der  allgemeinsten  linearen  Substitution,  mittels  deren  eine  bilineare 
Form  in  sich  selbst  eigentlich  transformirt  wird.  Es  ist  von 
principieller  Wichtigkeit,  dass  das  zur  Aufstellung  dieser  Sub- 
stitution vom  Verfasser  eingeschlagene  Verfahren  lediglich  die 
Auflösung  von  linearen  Gleichungen  verlangt  und  sich  überdies 
mit  den  bekannten  Untersuchungen  über  quadratische  Formen 
in  vollkommener  Analogie  befindet.  Hieran  schliesst  sich  ein 
allgemeingQltiger  Beweis  eines  zuerst  von  Stieltjes  ausgesproche- 
nen Satzes,  demzufolge  die  Determinante  |  atk  +  hk  \ ,  wo  an  and 
bik  die  Goefficienten  zweier  orthogonalen  Substitutionen  von  der 
Determinante  +1  sind,  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn 
zugleich  alle  ihre  ersten  Unterdeterminanten  Null  sind.       Ht. 


G.  Battaglini.     Sülle  forme  binarie  bilineari.      Batt.   g. 

XXV.  281-297. 

Zunächst  werden  die  Invarianten  einer  einzigen  binären 
bilinearen  Form  aufgestellt  und  wird  ihr  Verschwinden  gedeutet. 
Geometrisch  hat  man  es  dabei  mit  den  Eigenschaften  einer  pro- 
jectivischen  Beziehung  auf  einem  Träger  erster  Stufe  zu  thun. 
Daran  schliesst  sich  die  Betrachtung  von  Büscheln,  Netzen  and 
Gebfischen  bilinearer  Formen.  Indem  diese  Formen  als  homo- 
gene Variable  in  einem  linearen  Gebiete  erster,  zweiter,  dritter 
Stufe  aufgefasst  werden,  erhält  man  bekannte  Sätze  aus  der 
projectivischen  Geometrie  auf  einem  Kegelschnitt  und  einer  Fläehe 
zweiten  Grades.     Die  Methode  ist  die  symbolische.  My. 


PoiNCARE.     Les  fonctions  Fucbsiennes  et  TArithm^tique. 

Joani.  de  Math.  (4)  III.  405-464. 

Siehe  Abschnitt  VII. 


Gross.     Ueber  die  Combinanten  binärer  Formensysteme, 
welche    ebenen    rationalen    Ciirven    zugeordnet    sind. 

DisB.  Tabiogen. 

Siehe  Abschnitt  IX. 


Gapitel  2.    Theorie  der  Formen.  127 

Krauss.      Die    geometrische    Deutung    einer    gewissen 
Invariante  bei  ebenen  Collineationen.     Math.  Ann.  xxix. 

Siebe  Abschnitt  IX. 


E.  Padova.     SuUe  espressioni  invariabili.      Rom.   acc.   l. 

Mem.  (4)  IV.  US. 

Ist    fp  =  JSOrgdxrdxt    ciDC    quadratischc    Differentialfonn, 

welche,  wenn  man  die  n  Variabein  Xr  durch  n  neue  Variabein 
xi,  ersetzt,  in  ^  =  £artdd!rdx[   übergeht,    und  verwandeln  sich 

die  Functionen  ü^  F,  ...  durch  dieselbe  Substitution  in  Vy  F,..., 
so  wird  als  ein  „unveränderlicher  Ausdruck''  jede  Function  der 
Ort^ü^V^...  und  der  Abgeleiteten  von  ihnen  bezeichnet,  welche  durch 

die  betrachtete  Substitution  in  dieselbe  Function  der  ctrs^  (7,  K,  ... 
and  von  deren  Abgeleiteten  übergeht. 

Die  Aufstellung  von  unveränderlichen  Ausdrücken  bildet  den 
Hauptzweck  der  vorliegenden  Untersuchung.  Im  Gegensatz  zu 
der  rein  algebraischen,  von  Herrn  Ricci  (Brioschi  Ann.  (2)  XII. 
135-68;  F.  d.  M.  XVI.  1884.  230-31)  angewandten  Methode  ver- 
fährt Herr  Padova  wie  folgt.    Ist  (p  =  ^Oradxrdxg  das  Quadrat 

rt 

des  Bogenelementes  in  einem  n-dimensionalen  Räume,  F  ein  in 
diesem  Räume  ezistirender  unveränderlicher  Ausdruck,  und  kann 

das  Integral  /  FdSn-u  welches  auf  die  ((ii—l)-dimensionale)  Be- 
grenzung eines  n-dimensionalen  Bereiches  ausgedehnt  ist,  in  ein 
über  diesen  Bereich  selbst  erstrecktes  Integral  j  F^dSn  ver- 
wandelt werden,  so  ist  F,  ebenfalls  ein  unveränderlicher  Aus- 
druck. Dieser  Satz  bietet  das  Mittel  dar,  aus  bekannten  unver- 
änderlichen Ausdrücken  neue  Ausdrücke  von  derselben  Beschaffen- 
heit herzuleiten.  Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  ferner  mit 
der  Berechnung  der  symmetrischen  Functionen  der  Hauptkrüm- 
mungsradien  einer  in  einem  (n4-l)'dimensionalen  ebenen  Räume 
liegenden  n  -  dimensionalen  Fläche,   sowie  mit  der  Ermittelung 
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einiger   Formeln,   die   bekannten  Formeln   der   mathematischen 
Physik  gewisserniassen  analog  sind.  Vi. 


G.  Ricci.     Sulla  derivazione   covariante  ad    una  forma 
quadratica  differenziale.    Rom.  Acc  L.  Bend.  (4)  lll.  15-18. 

Ist  die  quadratische  Diiferentialform: 

n 
rs 

vorhanden,  deren  Discriminante  durch  a  bezeichnet  werden  möge, 
und  ist  U  eine  beliebige  Function  von  o;,,  o?,,  . . .,  ^n,   so  sind 

Vr  =  -7: —  offenbar   die  Coefficienten    einer   zu   op'  covarianten 

OXr 

Differentialform.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  denjenigen  Func- 
tionen mit  je  p+l  Indices  f^r,r,...rp^i  zu,  welche  durch  die  re- 
currirende  Gleichung: 

definirt  werden,  wo: 

Diese  Functionen  t/r,r,...  können  füglich  als  „in  Bezug  auf  die 
Form  (p*  covariante  Ableitungen^  bezeichnet  werden.  Die  In- 
dices der  covarianten  Ableitungen  sind  im  allgemeinen  nur  bis 
zur  zweiten  Ordnung  commutativ;  sie  sind  aber  unbedingt  ver- 
tauschbar bei  jeder  Ordnung  der  Ableitung,  wenn  q>  das  Linien- 
element einer  ebenen  Mannigfaltigkeit  darstellt,  wenn  nämlich 
die  Relationen  stattfinden: 

Vi. 

P.  Gordan.     üeber  die  Bildung  der  Discriminante  einer 
ternären  Form.     MüDcheo.  Ber.  xvii. 
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Mao  bilde  die  C!ovariaote 

Gleich  Null  gesetzt,  stellt  dieselbe  fttr  beliebige  Werte  von 
y^  y^y  Vi  ®^^^  Curven  der  (2n— 4)^"  Ordnung  dar,  welche  durch 
einen  etwaigen  Doppelpunkt  der  Curve  F  =  a*  =  5,  ^  c*  =  0 
hindurchgehen.     Die    gleiche   Eigenschaft    besitzen    ferner    die 

Curven 

dP       ^  dP       r,  dP       ^ 

9^-9^=^'      ^'0^:=^'      »^'ö^^^' 

wo  g>^f  9),,  9),  beliebige  tcrnäre  Formen  von  der  (n— 3)*^  Ordnung 
sind.  Auf  diese  Weise  erhält  der  Verfasser  («  — l)(2n— 3)  Glei- 
chuDgen,  aus  denen  sich  die  in  gleicher  Zahl  vorhandenen  Po- 
tenzen und  Producte  von  o;,,  x,,  x^  eliminiren  lassen.  Die  ent- 
stehende Determinante  stellt  die  Discriminante  der  ternären  Form 
F  dar.  Ht 

E.  Study.     Ueber  ternäre  lineare  Formen.    Math.  ädd.  xxx. 

120-126. 

Zwischen  den  simultanen  Invarianten  der  ternären  linearen 
Formen 

(r/cx)j[)  =  i/(x)x,  +  t7(/)x,  +  i/(»)x„ 

(X(')  10  =  i^i'^  u,  +  X(/)  u,  +  X(/)  (/, 

(x  =  l,  2,  3,  ...) 
bestehen  die  folgenden  Identitäten: 

+  (X0')xc»')x(«))(r/x(^))  — (x<'')x(»)x<^>)(pxc"))  =  o, 

+  (r/C")  t^c)  (/(*))  ((7U)x)  -  (i/c»')  pc«)  r/(^))  (r/(^)x)  =  o, 
(X(«)X(^>xc"))(xc')rz)  -  (X(^)X('')xc''))  (x<»)yz) 
+  (xc'')x(»')X(«))(xc^)rz)  -  (X(»')xc>^)x<^))(xc")rz)  =  o, 

(t/(0  r/(i)  PC"))  (PC»')  F»r)  -  (P(^)  PC")  PC"))  (P(0 FHO 

4.  (P(^)p(»')p(»))(pu)F»F)  -  (my)u(^wo-^){uo'^rw)  =  o, 

(pcop(i)p(/u))(j{(x)x(i)XW)  -  |(P(>^)XW)(P(^)X(^>)(P(A')X(^))|  =  0; 

(x,  A,  ^,  y=  1,  2,  3,  4,  ...); 
dabei  sind  die  Variabein  Xj,  X„  X3;  Y,,  Y,,  Y, ;  Z„  Z,,  Z,  ein- 
ander cogredient;  die  Variabein  P„  P„  P,;  F„  F„  F,;  >F„  >F„  W^, 

FortKhr,  d.  Math.  XIX.  1.  9 


130 


ir.  Absohnitt    Algebra. 


ZU  jenen  contragredient  Die  vorliegende  Arbeit  führt  den  Nach- 
weis, dass  flberhaupt  jede  Identität  zwischen  den  simultanen 
Invarianten  aus  den  angegebenen  Identitäten  dadurch  erhalten 
wird,  dass  man  dieselben  mit  ganzen  Functionen  der  Invarianten 
multiplicirt  und  dann  addirt.  Damit  ist  ein  von  P.  Gordan  fbr 
binäre  Formen  bewiesener  Satz  auf  das  Gebiet  der  temären 
Formen  ausgedehnt,  und  es  folgt  unmittelbar,  dass  auch  im  ter- 
nären  Formengebiete  die  Rechnung  mit  Symbolen  zur  Aufstellung 
aller  Relationen  zwischen  den  Invarianten  eines  beliebigen  Grund- 
formensystems ausreicht.  Ht 


F.  Brioschi.     Studi  suUe  forme  ternarie.  Annali  di  Mat.  (2) 

XV.  235-252. 

För  eine  temäre  Grundform  f  der  n**"  Ordnung  wird  eine 
Reihe  von  Covarianten  aufgestellt.  Zunächst  giebt  die  Hesse'- 
sche  Form  h  Anlass  zur  Bildung  der  Covarianten 


*  = 


fu 

f., 

f.^ 

*> 

An 

A., 

A.. 

A 

fu 

f« 

fu 

Ä. 

^^    ^^^^ 

A.. 

A„ 

A« 

f. 

A. 

A, 

f.. 

Ä. 

1 

X  = 

A,. 

A„ 

A„ 

n 

K 

Ä, 

*. 

0 

/; 

/", 

n 

f. 

r. 

n 

0 

t  = 

*. 
*. 

*, 

*, 

,  eic, 

wobei  die  unteren  Indices  1,  2,  3  eine  Differentiation  beziehungs- 
weise nach  den  Variabein  x,,  a;„  x,  bedeuten.    Setzt  man  dann 

dk  _  dk  _  dk 

ÖA, '     "'"ÖA,'     "»~ÖÄ7' 
dx  dx  dx 


«I  = 


«'•  =  0^' 


O),  = 


3f,' 


».  =  3^, 


SO  ergiebt  sich  unter  anderem  die  Govariante 


P  = 


a?.     «- 


ti. 


ti< 


ti. 


IT,      IT,      IT, 


Die   weiteren    umfangreichen   Rechnungen   bezwecken    die    Ab- 
leitung von  Relationen  zwischen  den  betrachteten  Covarianten. 
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Beispielsweise  findet  der  Verfasser  eine  bemerkenswerte  Formel 
für  das  Quadrat  der  Govariante  P.  Die  Anwendung  auf  den 
Fall  der  ternären  kubischen  Grundform  bestätigt  bekannte  Resultate. 

Ht 

F.  Hertens,     üeber  invanante  Gebilde  temärer  Formen. 

Wien.  Ber.  XCV.  942-991. 

Zunächst  giebt  der  Verfasser  eine  systematische  Behandlung 
gewisser  Operationen  (Polarbildungen  und  anderer  Differen- 
tiationsprocesse),  welche  fdr  die  Invariantentheorie  der  ternären 
Formen  von  Wichtigkeit  sind.  Die  zwischen  jenen  Operationen 
herrschenden  Beziehungen  werden  folgestreng  entwickelt  und 
zum  Beweise  des  Oordan'schen  Satzes  benutzt,  nach  welchem 
eine  jede  ganze  bihomogene  Function  der  Veränderlichen  x^^  x„  x^ 
und  M,,  ti„  ti,  einem  Ausdrucke  von  der  Gestalt 

gleich   wird,   wo  tr^,  tCj,  tr,,  ...  bihomogene,  der  Differential 

gleichung 

ö'ir  d*u>  ö'tr       _  ^ 


dx^du^  9a?jöii,  9jr,9fi, 

geuQgende  Functionen  derselben  Variabein  sind.  Man  erhält 
nun  die  Invarianten  eines  Systems  von  ternären  Grundformen, 
wenn  man  die  letzteren  linear  transformirt,  etwa  mittels  der 
Sabstitutionsformeln 

^1  =  «.<+/^,<  +  y>^i» 

dann  aus  den  Coefficienten  der  transformirten  Grundformen  eine 
beliebige  ganze  Function  bildet  und  auf  diese  das  Differen- 
tiationssymbol 

a» d' 

+  da,dß,dr,      da,dß,dr, 

so  oft  anwendet,  bis  der  entstehende  Ausdruck  von  den  Sub- 
stitutionseoefBcienten  frei  wird.     Um   auch   die  Contravarianten 

9* 
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und  Zwisohenformen  des  Grundformensystems  za  erhalten,  be- 
darf das  erwähnte  Verrahren  noeh  einer  nahe  liegenden  Er- 
weiterung, welche  der  Verfasser  gleichzeitig  ableitet. 

FQr  den  Fall  eines  Systems  von  linearen  Grundformen  er- 
giebt  sich  durch  das  obige  Verfahren  ohne  Schwierigkeit  der 
volle  Bestand  der  invarianten  Gebilde,  wie  derselbe  bereits  durch 
Clebsch  gefunden  worden  ist.  Es  wird  femer  der  folgende  Satz 
bewiesen:  Wenn  für  jede  von  zwei  ternären  Grundformen  ein 
endliches  System  von  invarianten  Gebilden  existirt,  durch  welche 
jedes  andere  invariante  Gebilde  ganz  und  rational  ausdrückbar 
ist,  dann  existirt  auch  stets  für  beide  Grundformen  zugleich  ein 
System  von  simultanen  Invarianten  von  derselben  Beschaffenheit 
Dieser  Satz  wird  schliesslich  an  dem  Beispiele  zweier  quadrati- 
schen Formen  durch  wirkliche  Aufstellung  des  vollen  Bestandes 
ihrer  invarianten  Gebilde  bestätigt.  Ht. 


R.  Pbrrin.     Sur   la  th^orie  des  formes  algebriqnes  k  p 
variables.     C.  R.  civ.  los-iii,  220-223.  280-283. 

Ordnet  man  eine  Form  von  der  m^^  Ordnung  in  den  p  Va- 
riabein X,,  0?,,  ...,  Xp  nach  den  Potenzen  einer  Variabein,  wie 
folgt,  an: 

und  bildet  dann  nach  den  bekannten  Gesetzen  der  binären  For- 
mentheorie die  Quellen  der  associirten  Covarianten  von  u,  nämlich 

r,  =  a\  —  Saujti,  -f  2«J, 
r^  =  a  11^  —  4ti,u,  +  3wJ, 

so  erhält  man  ein  System  von  m— 1  Formen  der  p— 1  Variabeln 
x^y  2r„  ...,  Xp,  Jede  Simultaninvariante  dieses  Formensystems 
ist  eine  Invariante  der  Form  u  oder  der  Coefficient  der  höchsten 
Potenz  von  x,  in  einer  Covariante  der  Form  «.  Umgekehrt 
wird  jede  Invariante  oder  Semiinvariante  der  Form  u  nach 
Multiplication   mit  einer   geeigneten  Potenz   von  a   eine   ganze 
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Function    von    a    und    den    Invarianten    des    Formensystems 

In  der  ersten  Note  wird  dieser  Satz  bewiesen  und  auf  ein 
System  mehrerer  Grundformen  von  p  Veränderlichen  ausgedehnt. 

In  der  zweiten  Note  weist  der  Verfasser  darauf  hin,  wie 
man  mit  Hfilfe  seines  Satzes  eine  untere  Grenze  fQr  die  Zahl 
der  unabhängigen  Invarianten  und  Govarianten  einer  Form  von 
p  Veränderlichen  angeben  kann,  wenn  man  die  Zahl  der  unab- 
hängigen Invarianten  und  Govarianten  fbr  Formensysteme  von 
p— 1  Variabein  bereits  kennt.  Das  Verfahren  wird  an  einem 
einfachen  Beispiele  erläutert. 

Die  dritte  Note  unterwirft  die  Gontravarianten  und  Zwischen- 
formen einer  analogen  Behandlung.  Man  gelangt  zu  diesen 
Bildungen,  wenn  man  dem  Formensystem  v,,  o,,  ...,  e^  noch 
die  lineare  Form 

hinzufBgt,  wo  §j,  J,,  . . .,  |p  die  zu  x,,  a?,,  . . .,  Xp  contragredien- 
ten  Variabein  und  6„  63, ...,  6p_i  die  Goefficienten  von  a?,,  x,, ...,  ajp 
in  der  Form  u^  bedeuten.  Ht. 


R.   Perrin.     Sur  le  systfeme   de   quatre  forme»  binaires 
simultandes    (deux    lindaires    et    deux    quadratiques). 

8.  M.  F.  Bull.  XV.  45-61. 

Durch  Anwendung  eines  bekannten,  von  Glebsch  herrühren- 
den und  hier  vom  Verfasser  neu  begrQndeten  Verfahrens  wird 
das  volle  System  der  simultanen  Invarianten  und  Govarianten 
zweier  binären  quadratischen  und  zweier  binären  linearen  Formen 
aufgestellt.  Ueberdies  leitet  der  Verfasser  mit  Hülfe  früher  von 
ihm  entwickelter  Principien  eine  grosse  Zahl  von  Relationen 
(Syzygien)  zwischen  den  invarianten  Formen  des  Systems  ab. 
Insbesondere  werden  zwischen  den  13  Invarianten  jener  Grund- 
formen 20  unabhängige  Relationen  aufgeführt.  Ht. 

B.  Igel.     Zur  Theorie  der  Combinanten  und  zur  Theorie 
der  Jerrard 'sehen  Transformation.    Wien.  Abb.  Lin.  155-184. 
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Bildet  man  aus  den  p  binären  Formen  n^^  Ordnung 

fi  =  0,0«»  +  anx^'^x^  H +  0.11^,1  (»  =  1,  2,  . . . ,  p) 

die  Determinante  ihrer  (p— 1)^"  Ableitungen,  so  beisse  diese 
p-reihige  Determinante  die  Hauptcombinante  von  ^,,  ^„  ...,  fp. 
Dieselbe  wird  bis  auf  eine  numerische  Proportionalitätsconstante 
der  Determinante 

ooi    ...    flpo    xP  0 


an 


flip 


0\n 


-1 


Opl      XP'^Xi     XP 


Oyp  XP 


^.^ 


— 1 


'pn 


gleich.  Ferner  gilt  für  die  beiden  aus  fj,  ...,  fp^i  und  aus 
fj,  ...,  fp^2y  fp  gebildeten  Hauptcombinanten  der  Satz,  dass  die 
Jacobi'sche  Determinante  dieser  beiden  Hauptcombinanten  gleich 
dem  Producte  aus  den  Hauptcombinanten  von  f,,  ...,  fp  und 
/*,,  ...,  fp-2  wird.  Hieran  schliesst  sich  der  Beweis  eines  zuerst 
von  A.  Brill  bewiesenen  Satzes,  demzufolge  die  Discriminante 
der  Hauptcombinante  von  /*,,  ...,  fp  in  zwei  Factoren  zerfällt. 
Auch  werden  die  Grade  dieser  beiden  Factoren  in  den  Coeffi- 
cienten  der  beiden  Grundformen  bestimmt,  und  der  Verfasser 
findet  dabei  die  von  A.  Brill  ohne  Beweis  gegebenen  Grad- 
zahlen bestätigt. 

Eine  besondere  Behandlung  erfährt  der  Fall  von  vier  For- 
men 4**'  Ordnung  fj,  /"„  /",,  f^.  Der  Verfasser  stellt  die  notwen- 
digen und  hinreichenden  Bedingungen  dafQr  auf,  dass  zwei 
vorgelegte  Formen  6*"  Ordnung  betrachtet  werden  können  als 
die  Hauptcombinanten  von  ^,,  f„  f,  und  /",,  /"„  f,.  Nachdem 
sich  der  Verfasser  insbesondere  mit  der  Hauptcombinante  von 
n  Formen  w'*'  Ordnung  bei  ungeradem  n  beschäftigt  hat,  werden 
als  Beispiel  diejenigen  drei  Formen  3'^*^  Ordnung  behandelt, 
welche  die  zweiten  Ableitungen  einer  Form  5*"  Ordnung  sind. 
Damit  kommt  der  Verfasser  zu  dem  zweiten  Teile  seiner  Unter- 
suchungen, welcher  von  der  Transformation  der  Gleichung  5**" 
Grades  auf  die  Jerrard'sche  Form  handelt.  Es  wird  hervor- 
gehoben,  dass   eine   solche   nicht  -  lineare  Transformation   auch 
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dann  existirt,  wenn  die  Invariante  C  der  Form  5^  Ordnung  ver- 
schwindet, obgleich  in  diesem  Falle  die  von  Hermite  herrührende 
invariantentheoretische  Methode  versagt  Im  Anschluss  an  die 
im  ersten  Teil  der  Arbeit  entwickelten  Principien  deutet  der 
Verfasser  einen  neuen  Weg  an,  auf  welchem  ihm  eine  allgemein- 
gültige  Durchführung  der  Jerrard'schen  Transformation  möglich 
erscheint  Ht 

P.  Mansion.     Definition  d'un  invariant    Mess.  XVI.  127-129. 
Note  mit  Bezug  auf  die  Bemerkungen  von  Hrn.  Elliott  (F. 
d.  H.  XVIII.  1886.  91);   Hr.  Mansion   skizzirt   kurz   einen  Ge- 
dankengang, der  zum  gewünschten  Resultate  führt  Lp. 


Klutvkr.     Sur  un  Systeme  d'invariants  communs  k  deux 

COniques.     Fran^.  Abb.  (Toalooie.)  132-141. 


Capitel  3. 
Elimination  und  Substitution,  Determinanten, 

symmetrische  Functionen. 

L.  ScHENDEL.     Zur  TheoHe  der  Elimination.    Schiömiich  z. 

XXXH.  46-55. 

L.  ScHKNDEL.     Zerlegung  einer  Form  im*«''  Ordnung  und 
ii^°  Grades   in  ihre   linearen    Factoren.       Schlomüch  z. 

XXXII.  83-90. 

Der  Verfasser  bedient  sich  einer  besonderen  combinatorischen 
Symbolik  und  gelangt  mittels  derselben  zu  einer  formalen  Her- 
stellung der  Resultanten  für  gegebene  Formensysteme.  Es  folgen 
einige  Anwendungen  und  specielle  Fälle.  Ht. 


E.  Pascal.      Sulla    risultante    di    un'  ennica  e  di   una 

Cubica.      Batt  G.  XXV.  257-280. 

Der  Verfasser  berechnet  die  Resultante  einer  binären  Form 
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,iter  Ordnung  uq^  einer  binären  kubischen  Form  mittels  eines 
Verfahrens,  wie  es  Clebsch  für  die  Resultante  einer  Form  n^' 
Ordnung  und  einer  quadratischen  Form  benutzt  hat.  Die  Resul- 
tante der  beiden  binären  Formen 

f  =  aJJ  =  6*  =  Cx,       qp  =  Px^x^x  =  oJ  =  /^i  =  ••• 
wird  nämlich 

R  =  (apyCbqXcry  =  ^(^»  +  ^;  +  ^«  +  ^-  +  |u«  +  K)j 
wo 

i"i  =  (OP)  (69)  (cr)i      ^i  =  (PP)  (bg)  («0, 
i^a  =  (flp)  (^5^)  (^0,       ^5  =  (^P)  («9)  (*0t 

i"s    =    (^P)  (^9)  («0»  ^6     =   C'V)  (»9)  (<^0 

gesetzt  ist.  Nach  bekannten  Formeln  ist  die  Summe  der  n^ 
Potenzen  der  sechs  Grössen  ju  eine  ganze  und  rationale  Function 
der  sechs  elementarsymmetrischen  Functionen  jener  fi.  Die 
Durchführung  der  Rechnung  erfordert  die  Unterscheidung  zwi- 
schen einer  geraden  und  einer  ungeraden  Ordnung  n.  Werden 
endlich  in  den  sechs  elementarsymmetrischen  Functionen  der  fi 
statt  der  Symbole  p,  9,  r  die  Symbole  a,  ß^  ...  der  kubischen 
Form  eingeführt,  so  ergiebt  sich  der  allgemeine  symbolische  Aus- 
druck für  die  gesuchte  Resultante.  Es  folgt  die  Anwendung 
der  Methode  auf  die  speciellen  Fälle  it  =  2;  »  =  3  und  n  =  4. 

Ht. 

G.  Frobeniüs.      Ueber  die  Congruenz  nach   einem  aus 
zwei     endlichen    Gruppen     gebildeten    Doppelmodal. 

J.  für  Math.  CI.  273-299. 

Zwei  Elemente  A,  B  heissen  äquivalent  mod.@,  wenn  das 
Element  AB~^  in  der  Gruppe  ®  enthalten  ist,  und  dann  äqui- 
valent mod.  (®,  ^),  wenn  A  =  G,B,E  ist,  wo  (7,  H  Elemente 
bedeuten,  die  zu  ®  resp.  ^  gehören.  Ist  @  eine  gegebene 
Gruppe,  so  heisst  die  Gesamtheit  derjenigen  Elemente  von  @, 
welche  einem  bestimmten  unter  ihnen  mod.  (®,  ^)  congruent  sind, 
eine  „Klasse  congruenter  Elemente^.  Es  ergiebt  sich  hierfür: 
Sind  ®  und  ^  zwei  Untergruppen  von  @,  durchläuft  das  Ele- 
ment S  alle  Elemente  von  @,  G  die  von  ®,  ff  die  von  ^,  so 
ist  die  Anzahl  der  Losungen  der  Gleichung  GSB  =  S  gleich  ghm^ 
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WO  gj  h  die  Ordnangen  von  G  resp.  H  und  m  die  Anzahl  der 
(modd.  ®,  ^)  incongruenten  Elemente  von  @  ist  Aus  diesem 
Resultate  folgt  eine  Reihe  sehr  wiehtiger  Sätze,  so  vor  allem 
die  Sylow'sehen  Theoreme.  Eine  andere  Betrachtung  führt  zu 
den  folgenden  schönen  S&tzen:  Ist  eine  Substitutionengruppe  der 
Ordnung  A  in  m  transitive  Gruppen  zerlegbar,  so  ist  die  Summe 
der  Anzahl  der  Symbole,  die  in  den  einzelnen  Substitutionen  der 
Gruppe  ungeändert  bleiben,  gleich  hm.  Damit  eine  Gruppe  tran- 
sitiv sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Summe  der 
Anzahl  der  Symbole,  die  in  den  einzelnen  Substitutionen  der 
Gruppe  ungeändert  bleiben,  der  Ordnung  der  Gruppe  gleich  ist 
Auch  ftlr  die  Anzahl  hi  derjenigen  Substitutionen  von  ^,  die 
genau  l  Symbole  ungeändert  lassen,  wird  die  Bestimmung  ge- 
liefert; dabei  tritt  der  Begriff  „conjugirter  Elementensysteme*' 
auf;  so  gehören  z.  B.  die  Elemententripel  (xa^  Xß^  Xy) ;  (xj,  x^,  x^) 
einem  conjugirten  Systeme  an,  wenn  die  ersten  drei  Elemente 
durch  eine  Substitution  von  ^  gleichzeitig  in  die  letzten  drei 
umgewandelt  werden  können. 

Von  den  weiteren  Resultaten  mögen  noch  die  folgenden  an- 
geführt werden:  Die  Anzahl  der  Substitutionen  it^®"  Grades,  die 
kein    Symbol   ungeändert   lassen,   ist   gleich   derjenigen  ganzen 

fi! 
Zahl,  die  am  wenigsten  von  —    abweicht      Wenn    diejenigen 

Sabstitutionen  einer  zweifach  transitiven  Gruppe  ^,  welche  ein 
bestimmtes  Symbol  ungeändert  lassen,  eine  primitive  Gruppe 
bilden,  und  wenn  diese  Untergruppe  nicht  von  den  Potenzen 
einer  cyklischen  Substitution  gebildet  wird,  deren  Ordnung  gleich 
2  oder  eine  Primzahl  von  der  Form  2"  —  !  ist,  so  kann  keine 
von  $  verschiedene  Gruppe  mit  ^  in  allen  Substitutionen  ttber- 
einstimmen,  die  jedes  Symbol  versetzen.  No. 

E.  Netto.      Ein  Theorem    über  die  conjugirten  Werte 
einer     rationalen     Function     von    n    Veränderlichen. 

J.  für  Math.  C.  436-441. 

In  Verallgemeinerung  eines  von  Hrn.  Kronecker  aufgestellten 
Satzes  wirft  der  Verfasser  die  Frage  auf:  „Wie  wirken  die  Per- 
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niutationen  von  n  Grössen  x„  x,,  ...,  Xn  auf  die  Umstellungen 
der  conjugirten  Werte  einer  rationalen  Function  der  Variabein 
x?"  Bezeichnet  <]p,  die  rationale  Function,  9),,  9>„  ...,  9)^  ihre 
conjugirten  Werte,  so  giebt  es,  wie  zunächst  bewiesen  wird, 
„stets  Substitutionen  unter  den  x,  durch  welche  alle  conjugirten 
Werte  der  Function  q)^  sich  unter  einander  vertauschen,  und 
zwar  giebt  es  deren  mindestens  ^  —  1.*'  Dabei  werden  die  x  als 
Wurzeln  einer  Gleichung  n'«"  Grades  f(x)  =  0  gedacht,  und  so- 
mit die  Q  Werte  g>  als  Wurzeln  einer  rationalen  Gleichung  ^^ 
Grades  g((p)  ==  0;  diese  q  Werte  q>  mögen  eine  Gruppe  G  bilden. 
Ueber  die  Natur  der  zur  Gleichung  g(g>)  =  0  gehörigen  Gattung 
entscheidet  sodann  der  Satz:  „Diese  Gattung  ist  dann  und  nur 
dann  eine  eigentliche,  wenn  G  eine  Maximal  -  Untergruppe  der 
symmetrischen  Gruppe  der  x  ist^.  Hierauf  gestützt  leitet  der 
Verfasser  als  Antwort  auf  die  aufgeworfene  Frage  das  Ergebnis 
ab:  „Die  Gruppe  der  Gleichung  g((p)  =  0  enthält  für  ^>fi>7 
keine  Circularsubstitution,  deren  Ordnung  die  Potenz  einer  Prim- 
zahl wäre**.  My. 

E.  Netto,     üeber  orthogonale  Substitutionen.  Acta  Math. 

IX.  295-300 

Es  handelt  sich  um  die  von  Hrn.  Stieltjes  für  n  =  2,  3  zuvor 
gelöste  Aufgabe:  „Bedeuten  a«i,  A^x  (x,  il  =  1,  2,  ...,  n)  die 
Coefficienten  zweier  orthogonalen  Substitutionen  von  der  Deter- 
minante +  1?  <^°d  hat  |a,A  +  i4xx|  den  Wert  Null,  wann  ver- 
schwinden dann  gleichzeitig  alle  Subdeterminanten  der  (n— 1)^ 
Ordnung  der  letzteren  Determinante?'' 

Mit  Hölfe  einer  von  Cayley  gegebenen  Darstellung  der  Coef- 
ficienten einer  orthogonalen  Substitution  gelangt  der  Verfasser 
zu  dem  Resultat:  „In  der  Determinante 

kann  <J,  =  +1  oder  =  —  1  so  gewählt  werden,  dass  sie  bei 
geradem  n  nur  verschwinden  kann,  wenn  alle  Elemente,  bei  un- 
geradem it,  wenn  alle  Subdeterminanten  zweiter  Ordnung  gleich 
Null  sind".  My. 
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R.  LiPSCHiTZ.     Beweis  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der 
Substitutionen.     Acta  Math.  X.  137-144. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  daftir,  dass 
eine  lineare  Substitution  von  n  Veränderlichen  nach  /u-facher 
Wiederholung  die  identische  Substitution  liefert,  lässt  sich  so 
aussprechen,  dass  ihre  charakteristische  Determinante  als  Wur- 
zeln nur  fi^*  Einheitswurzeln  besitzt,  und  dass  ihre  sämtlichen 
Riementarteiler  von  der  ersten  Ordnung  seien.  Diesen  Satz  be- 
weist Herr  Lipschitz  durch  sehr  einfache  Betrachtungen,  bei 
denen  von  der  Zerlegung  der  rationalen  ganzen  Functionen  einer 
Veränderlichen  in  Factoren  ersten  Grades  kein  Gebrauch  ge- 
macht wird.  No. 

F.  RüDio.     üeber  primitive  Gruppen.    J.  für  Math.  Cll.  1-8. 

Herr  Rudio  beweist  den  Jordan'schen  Satz:  „Enthält  eine 
primitive  Gruppe  G  des  Grades  n  eine  solche  g  des  Grades  v, 
so  ist  erstere  mindestens  (« — v-|-l)-fach  transitiv",  indem  er  von 
wichtigen  Kriterien  Aber  die  Primitivität  von  Gruppen  ausgeht, 
und  insbesondere  zeigt,  dass  unter  den  obigen  Voraussetzungen 
in  G  eine  zu  g  ähnliche  Gruppe  mit  v  vorgeschriebenen  Ele- 
menten vorkommt.  No. 


A.  ßocHERT.  üeber  die  Transitivitätsgrenze  der  Sab- 
stitutionengruppen,  welche  die  alternirende  ihres  Gra- 
des nicht  enthalten.     Math.  Aon.  xxix.  27-49. 

Es  werden  durch  verhältnismässig  einfache  Betrachtungen 
neue  Sätze  abgeleitet  zwischen  der  geringsten  Zahl  von  Ele- 
menten, welche  eine  nicht  identische  Substitution  der  Gruppe 
umsetzt,  und  der  Grenze  für  die  Primitivität  derselben;  und  da- 
durch finden  die  von  Herrn  C.  Jordan  begonnenen  schönen 
Untersuchungen  ihre  Fortsetzung.  No. 


F.  GiUDiCE.     Un  teorema  salle  sostituzioni.    Palenno  Bend. 

I.  222-223. 
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Sind  die  Gruppen  G,  H  der  Ordnungen  /u,  v  unter  einander 
vertauschbar,  bat  L,  die  Gruppe  der  gemeinsamen  Substitutionen 
von  G,  J7,  die  Ordnung  X,  dann  ist  die  Ordnung  der  kleinsten 
Gruppe,  welche  G,  ff  umschliesst,  fiv/X.  No. 


H.  Maschke.      üeber  die  quateniäre,   endliche,   lineare 
Substitutionsgruppe      der      Borchardt'schen      Moduln. 

Gott   N   421-424,  Math.  Ann.  XXX.  496-515. 

Die  Gruppe  wurde  von  Herrn  F.  Klein  zuerst  aus  der  Linien- 
geometrie abgeleitet;  später  fand  derselbe,  dass  die  Borchardt'- 
schen Moduln  der  hyperelliptisehen  Functionen  vom  Geschlechte 
2  sich  nach  derselben  Gruppe  linear  substituiren.  Die  in  den 
Punktcoordinaten  ^j,  ...,  &^  geschriebene  Gruppe  ist  von  der 
Ordnung  ff  =  7  *  640;  sie  hat  eine  ausgezeichnete  Untergruppe 
der  Ordnung  ^N  und  eine  in  dieser  ausgezeichnete  der  Ordnung 
64.  Die  letztere  lässt  das  Tetraeder  z^z^z^&^  =  0  fest  und  ent- 
hält nur  vierte  Einheitswurzeln.     Für  sie  bilden  die  Formen 

das  volle  System  invarianter  Formen.  Aus  diesen  Grössen  wer- 
den sechs  andere  Formen  0i  zusammengesetzt,  welche  sich  bei 
Anwendung  der  Gruppe  von  der  Ordnung  ^^JV  nur  unter  ein- 
ander vertauschen  (ohne  zutretenden  Factor),  und  aus  den  sym- 
metrischen Functionen  derselben  lässt  sich  dann  das  volle  For- 
mensystem  der  Gruppe  ableiten.  Am  Schlüsse  der  Arbeit  in  den 
Math.  Ann.  wird  der  Zusammenhang  der  Gruppe  mit  den  Bor- 
chardt'schen Moduln  behandelt.  No. 


E.  PiCARD.     Remarque  sur  les  groupes  lin^aires  d'ordre 
fini  k  trois  variables.     S.  M.  f.  Ball.  XV.  152-156. 

Für  eine  jede  lineare  Gruppe  endlicher  Ordnung  von  zwei 
Variabein  besteht  eine  binäre  quadratische  Form  mit  conjugirten 
Unbestimmten,  welche  durch  die  Substitutionen  jener  Gruppe  in 
sieh   selbst  transformirt   wird.     In   gleicher  Weise  besteht  eine 
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quadratische  ternäre  Form  mit  conjugirten  Unbestimmten,  welche 
sich  unter  dem  Einflasse  der  Substitutionen  einer  linearen  Gruppe 
endlicher  Ordnung  Ton  drei  Variabein  reproducirt;  in  einem 
Falle  tritt  als  Ausnahme  ein  Fall  von  einfacherer  Natur  auf. 
Der  Beweis  wird  an  den  von  Herrn  C.  Jordan  anfgefQhrten 
lypen  gefahrt.  No. 

Ed.  Wetr.     Sur  la  rdalisation  des  syst^mes  associatifs 
de  qoantit^s  complexes  k  l'aide  des  matrices.    Prag.  Ber. 

616-618. 

Ist  ein  System  complexer  Grössen  mit  n  Haupteinheiten  ge- 
geben, für  welches  associative  Multiplication  herrscht,  so  kann 
man  dasselbe  realisiren,  indem  man  fQr  die  n  Einheiten  passend 
gewählte  Matrizen  (lineare  Substitutionen)  einfuhrt.  No. 


A.  AüBRY.     Solution  d'une  qnestion  d'algfebre.    Noav.  Ann. 

(3)  VI.  175-190. 

Es  giebt  sechs  Substitutionen  von  der  Form  y  =  i^'4  fnx-f  p, 
welche  x'+ö^'+ft^+c  =  0  in  sich  selbst  umwandeln;  für  diese 
werden  die  Coefficienten  /,  m,  p  bestimmt  Daran  schliessen 
sieh  Bemerkungen  Ober  die  gleiche  Aufgabe  für  Gleichungen 
«^  Grades.  *      No. 

L.  AuTONNB.      Sur  les  substitutions   crdmoniennes  qua- 
dratiques.    c.  R.  Oiv.  767-770. 

L.  AüTONNE.     Sur  les  groupes  quadratiques  crdmoniens. 

C.  R.  CIV.  1422-1425. 

L.  AüTONNE.     Sur  les  groupes  cubiques  Cremona  d'ordre 

fini.      C.  B.  CV.  267-270. 

In  der  ersten  dieser  Noten  setzt  der  Herr  Verfasser  seine 
früheren  Untersuchungen  fort  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  108,  655), 
indem  er  von  den  früheren  speciellen  Untersuchungen  zu  den  all- 
gemeinen Fragen  übergeht  und  zunächst  die  explicite  Form  jeder 
Cremona'schen  Substitution  aufstellt.    In  der  zweiten  Note  wird 


142  II*  AbBchnitt.    Algebra. 

untersucht,  in  welcher  Art  solche  Substitutionen  sich  zusammen- 
setzen, um  Gruppen  zu  bilden. 

Die  dritte  Note  endlich  beschäftigt  sich  mit  den  kubischen 
Gruppen,  und  zwar  mit  der  allgemeinen  Theorie  derjenigen, 
deren  Substitutionen  sämtlich  denselben  einen  Doppelpunkt  oder 
Pol  besitzen.  Für  die  Substitutionen  dieser  Gruppen  werden 
die  verschiedenen  Typen  aufgestellt.  No. 


L.  AüTONNE.     Recbercbes  sur  les  groupes    d'ordre   fini 
contenus    dans    le  groupe   des   snbstitutions  Unfaires 

de  COntaCt.     Joarn.  de  Math.  (4)  IIT.  63-85. 

Von  den  Untersuchungen  über  quadratische  und  kubische 
Crcmona-Gruppen  geht  der  Verfasser  zu  gleichen  Untersuchungen 
im  Gebiete  derjenigen  birationalea  Substitutionen  über,  in  welche 
zwei  Reihen  von  3  Variabein,  Punkt-  und  Linien  •  Coordinaten 
eingehen.  Unter  diesen  sind  die  Contact-Substitutionen  die  wich* 
tigsten,  d.  h.  diejenigen,  für  welche  der  Gontact  der  Figuren 
eine  invariante  Eigenschaft  ist    Damit 

I  ^<i  w<  9,(x,  ti),  xpidx,  ti)  I  (i  =  1,  2,  3) 

eine  Contact-Substitution  sei,  müssen  die  sechs  Grössen 

-^^^"i^ -*''*'    -^V'^-l^^^^*  (•,*  =  !,  2,  3) 

zu  gleicher  Zeit  mit  tijX,  4-fi,:r,4-u,a;,  verschwinden,  wenn  Ji,  ^ 

passend   gewählt  sind.     Ist  q>  oder  \p  in  einer  der  Variabein 

linear,  so  giebt  es  nur  zwei  Formen  f&r   die  Substitution,    die 

monistische 

|a?.-,  w<    9.(«),  £ukOik{x)\ 

k 

und  die  dualistische 

k 

Jede  lineare  Gontact  -  Gruppe  lässt  sich  aus  der  einfachen  dua- 
listischen Substitution  \xi^  Ui  ti,-,  x,|  und  einer  lediglich  aus 
monistischen  Substitutionen  gebildeten  Gruppe  zusammensetzen. 

No. 
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0.  ßiBRMANN.  üeber  die  regelmässigen  Punktgruppen 
in  Räumen  höherer  Dimension  und  die  zugehörigen 
linearen  Substitutionen  mehrerer  Variabelu.     Wien.Ber. 

XCV.  523-548. 

Die  von  Hrn.  F.  Klein  erledigte  Aufgabe,  die  Ecken  der  regel- 
missigen  Körper  (im  gewöhnlichen  Räume)  durch  lineare  Sub- 
stitutionen einer  complexen  Variabein  auf  alle  möglichen  Weisen 
in  sich  selbst  fiberznftthren,  wird  hier  auf  Räume  von  n  Dimen- 
sionen ausgedehnt  und  für  den  Fall  n  =  5  ausgeführt  Zunächst 
wird  gezeigt,  wie  man  zu  sämtlichen  regelmässigen  Körpern 
eines  solchen  Raumes  gelangt.  Dass  diese  Aufgabe  bereits  von 
Bni.  Schlegel  vollständig  gelöst  war,  scheint  dem  Verfasser  ent- 
gangen zu  sein.  Sodann  wird  untersucht,  welcher  Art  die  linearen 
Sobstitutionen  sein  müssen,  die  eine  Drehung  cbarakterisiren, 
and  daraufhin  eine  Coordinatentabelle  für  die  Ecken  der  regel- 
mässigen Punktgruppen  im  Räume  von  fünf  Dimensionen  ent- 
worfen. Die  in  Betracht  kommenden  linearen  Substitutionen 
f&hren  zwei  complexe  Variabein  2,,  «,  in  zwei  andere  2,,  %\  über; 
auf  diese  Substitutionen  waren  die  Herren  Jordan  und  Klein 
bereits  von  anderer  Seite  her  gelangt  My. 


A.  Schönflies,     üeber  Gruppen  von  Bewegungen  I,  II. 

Math.  ADD.  XXVIII.  319-342  uDd  XXIX.  50-80. 

Der  Herr  Verfasser  bestimmt  in  diesen  beiden  Abhandlungen 
alle  Gruppen  von  Bewegungen  des  euklidischen  Raumes.  Er 
will  dabei  die  gruppentheoretische  Seite  der  Aufgabe  mehr  zu 
ihrem  Rechte  kommen  lassen,  als  dies  Herr  Sohncke  bei  seiner 
Bestimmung  aller  derartigen  Gruppen  gethan  hat.  Für  Herrn 
Sohncke  waren  nämlich  nicht  die  Gruppen  an  und  für  sich  der 
Endzweck,  sondern  die  ihnen  entsprechenden  regulären  Gebiets- 
einteilungen des  Raumes,  welche  in  der  Theorie  der  Krystall- 
structur  eine  grosse  Rolle  spielen. 

Herr  Schönflies  beschränkt  sich  auf  solche  Gruppen  von 
Bewegungen,  aus  deren  erzeugenden  Bewegungen  keine  beliebig 
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kleinen  Ortsveränderangen  abgeleitet  werden  können,  also  schliesst 
er  die  continuirlichen  Gruppen  von  Bewegungen  aus. 

Unter  den  Gruppen  von  Bewegungen  sind  zu  unterscheiden : 
erstens  solche  Gruppen,  welche  bloss  aus  Translationen  bestehen, 
zweitens  solche,  welche  nur  Rotationen  um  einen  Punkt  ent- 
halten, und  drittens  alle  übrigen,  „die  allgemeinen  Bewegungs- 
gruppen^,  wie  sie  Herr  Schönflies  nennt. 

Die  beiden  ersten  Arten  von  Bewegungsgruppen  setzt  Herr 
Schönflies  als  bekannt  voraus  und  beschäftigt  sich  daher  bloss 
mit  der  Bestimmung  der  allgemeinen  Bewegungsgruppen.  Dabei 
benutzt  er  den  Satz,  dass  es  zu  jeder  allgemeinen  Bewegungs- 
gruppe eine  isomorphe  Gruppe  von  Rotationen  um  einen  Punkt 
giebt,  und  dass  diese  isomorphe  Rotationsgruppe  nach  Kleines 
Benennung  entweder  die  cyklische  Gruppe  oder  die  Vierergruppe 
oder  die  Diedergruppe  oder  die  Tetraeder-  oder  die  Oktaeder- 
gruppe ist.  Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  jede  allgemeine  Be- 
wegungsgruppe eine  invariante  Untergruppe  enthält,  in  welcher 
dieselben  Translationen  vorkommen  wie  in  der  betreffenden  all- 
gemeinen Bewegungsgruppe,  und  aus  welcher  diese  letztere  durch 
Multiplication  mit  einer  geeigneten  Bewegung  hergestellt  wer- 
den kann. 

Auf  die  einzelnen  Bewegungsgruppen  kann  dieser  Bericht 
nicht  eingehen-,  nur  soviel  sei  bemerkt,  dass  Herr  Schönflies 
seiner  Untersuchung  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Figuren  bei- 
gefügt hat,  welche  die  Beschaffenheit  der  verschiedenen  Be- 
wegungsgruppen veranschaulichen.  El. 


W.  Bermbach.  Ueber  n-mal  nacheinander  angewandte 
Substitutionen,  durch  welche  drei  Quadrate  in  sich 
selbst  transformirt  werden.  Diss.  Bodo.  50  S.  8«. 


L.  Maurer.      Zur  Theorie    der  linearen   Substitutionen. 

Dies.  Strassburg.  26  S.  4^ 
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Te.  MüiR.  The  theory  of  deteiminants  in  the  historical 
Order  of  its  development  Part  I  (continued).  Deter- 
minants  in  general  (1709-1812).    Edinb.  Proc.  XIV.  452-518. 

Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit  unter  demselben  Titel  (s.  F. 
d.  M.  XVIII.  1886.  110-111).  Die  Werke,  auf  welche  sich  die 
Besprechung  erstreckt,  sind  von  B6zout(1779),  Hindenburg  (1784), 
Rothe  (1800),  Gauss  (1801),  Monge  (1809),  Einet  (drei  Schriften 
1811,  11,  12),  De  Prasse  (1811),  Cauchy  (1812). 

Cly.  (Lp.) 

A.  SiCKENBERGER.  Die  Determinanten  in  genetischer 
Behandlung   zur   Einführung    für   Anföuger.     Zweiter 

Abdruck.      München.  Ackermann.  VIII  n.  80  S. 

Eingehende  Behandlung  der  Determinanten  zweiten  und 
dritten  Grades  auf  Grund  der  zugehörigen  linearen  Gleichungs- 
Systeme.  Uebertragung  der  gewonnenen  Grundeigenschaften  auf 
Determinanten  n»«"  Grades.    Vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  112—113. 

No. 

A.  H.  Anglin.     Th^orfemes  sur  lea  d^terminants.    s.m.f. 

Ball.  XV.  120-129. 

Herr  Anglin  zeigt,  dass  die  Determinante 

i«;Mi  a,  X  =  1, 2, ...,  fi) 

durch  \a^\  f&r  beliebige  ix  teilbar  ist;  er  bestimmt  den  Quotien- 
ten als  eine  Determinante,  deren  Glieder  von  der  Form  hn  sind. 
Hier  bezeichnet  K  die  Summe  der  homogenen  Producte  (und 
Potenzen)  des  Grades  n  der  Grössen  a«.  No. 


W.  ScHRADER.     Beiträge  zur  Theorie  der  Determinanten. 
Neue  Sätze  und  eine  neue  Bezeichnung.     Halle.  H.  w. 

Schmidt  VI  a.  155  S. 

Die  von  Herrn  Schrader  eingefQhrte  neue  Bezeichnung  hat 
den  Vorzug,  die  Constitution  der  zu  betrachtenden  Subdetermi- 
nanten   deutlich  vor  Augen  zu  ftihren,   ohne  dabei  den  Begriff 

roruchr.  d.  Math.   XIX.  l.  10 
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der  partiellen  Differentürung  zu  benutzen.  Das  Buch  liefert  eine 
grosse  Menge  teils  ganz  neuer,  teils  wenig  bekannter  Sätze,  be- 
sonders über  die  aus  Subdeterminänten  gebildeten  Determinan- 
ten, über  Nulldeterminanten,  über  schiefe  (hemisymmetrische)  und 
über  solche  Determinanten,  welche  die  Form  \a^\  besitzen;  (vgl. 

auch  das  Referat  über  die  vorstehende  Arbeit).  Ohne  direct  als 
EinfÜhrungsbuch  gelten  zu  können,  wird  das  Werk  als  Uebungs- 
buch  zu  empfehlen  sein  und  jedenfalls  anregend  wirken. 

No. 

L.  ScHENDEL.     Die  r-8tufige  Determinante  n^^^  Grades. 

ScblomUch  Z.  XXXII.  185-187. 

Es  wird  mit  Hülfe  combinatorischer  Producte  eine  kurze 
Veranschaulichung  dieser  Determinante  als  Product  von  n  Deter- 
minanten und  als  Gebilde  im  Räume  von  (n-|-l)  Dimensionen 
gegeben.  No. 

6.  Bbrgnera.     Sopra  i  determinanti  che  si  possono  for- 
mare  cogli  stessi  n^  elementi.     Batt  G.  xxv.  220-231. 

Unter  den  n'!  möglichen  Determinanten  derselben  n' Elemente 
können  nur  (it'!):(it!)'  ihrem  absoluten  Werte  nach  verschieden  sein, 
und  zwischen  den  übrigen  müssen  noch  Relationen  stattfinden. 
Zwei  derartige  werden  abgeleitet.  Die  erste  lautet:  Bildet  man  die 
n\  Determinanten,  welche  durch  Vertauschungen  der  Elemente 
einer  Zeile  untereinander  entstehen,  so  ist  das  Product  der 
Differenzen  aus  einer  beliebig  gewählten  und  denjenigen  andern, 
deren  Elementenurostellung  aus  ihr  durch  nur  eine  Transposition 
geliefert  wird,  constant.  No. 


L.  ScHBNDBL.     Der  Kronecker'sche  Subdeterminantensatz. 

Scblömilch  Z.  XXXII.  119-120. 

Herr  Schendel  leitet  mit  Hülfe  seiner  combinatorischen  Be- 
zeichnungen den  Kronecker'schen  Subdeterminantensatz  her  und 
wendet  denselben  auf  die  Darstellung  von  bilinearen  und  qua- 
dratischen Formen  au.  No. 
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ß.  Sporkr.     Ein  Satz  über  Determinanten.  Bökien  Mitt.  II. 

103*  106. 

B.  Sporer.     Einiges  über  gewisse  Determinanten.     Bokien 

Milt  IL  106-107. 

Der  Satz  der  ersten  Note  bezieht  sieb  auf  die  DetermiDanten 
von  der  Form  |qpA(cr^)|;  die  zweite  Kote  zeigt,  dass 

sei.  No. 

R.  Marcolongo.     Generalizzazione    di    an   teorema  sui 
determinanti.     Batt.  g.  xxv.  298-302. 

Der  Wert  der  Borcbardf  sehen  Determinante  |9>aOOIi  "^^i  der 

ist,  wird  auf  einfachem  Wege  abgeleitet;   dann  wird  die  Deter- 
minante berechnet,  deren  h^  Zeile  lautet 

No. 

F.  Mbrtbns.     Ueber  windschiefe  Determinanten.       Wien. 

Ber.  XCVI.  1245-1250. 

£ine  windschiefe  Determinante  (au  =  0,  a»  =  — ^i,)  gerader 
Ordnung  ist  bekanntlich  ein  Quadrat  der  Elemente  a,jb;  es  wird 
die  directe  Darstellung  der  Determinante  als  Quadrat  geliefert 

_  No. 

P.  Drude.       Ein    Satz    aus    der    Determinantentheorie. 

Gott  Nachr.  118-122. 

Herr  Voigt  hat  in  Wied.  Ann.  XVI.  314  den  Satz  aufge- 
stellt, dass  Determinanten  der  Form 

a     b     c      d 
b  —a      d  — c 


... 


«I     *i     C|     ^i 


6,  — fl,       d^ — C^       •   .   . 

sieh  in  die  Summe  zweier  Quadrate  zerlegen  lassen.    Dieser  Satz 
wird  hier  durch  Zurückgehen  auf  lineare  Gleichungen  bewiesen, 

10* 
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und  zugleich  wird  die  Darstellung  der  Argumeote  jener  Quadrate 
gegeben.    (Vgl.  d.  folgende  Referat.)  No. 


R.  Baltzer.     üeber  einen  Satz  aus  der  Determinanten- 
theorie.     Gott.  N.  389-391. 

In   einfachster  Weise   werden    die  Determinanten    von    der 
Form 


a 

6 

e 

d 

—b 

a 

—d 

c 

«. 

6. 

e. 

rf. 

-6. 

ö. 

-d. 

c, 

berechnet  und  als  Summe  zweier  Quadrate  dargestellt.    (Vgl.  d. 
vorige  Referat.)  No. 

G.  FoüRET.      Remarque   sur   certaiiis    döterminants    nu- 

m^riques.      S.  M.  F.  Ball.  XV.  146-147. 

Herr  Fouret  teilt  mit,  dass  eine  von  ihm  angegebene  und 
berechnete  numerische  Determinante  ein  Specialfall  einer  von 
Herrn  Gatalan  früher  gegebenen  sei.  No. 

A.  ßucHHEiM.     On    a  theorem  of  Prof.  Klein's  relating 
to  Symmetrie  raatrices.     Meas.  (2)  xvil.  79. 

Der  Satz,  dass,  wenn  a  eine  reelle  symmetrische  Matrize 
ist,  die  Wurzeln  von  ja—ill  =  0  alle  reell  sind,  ist  alt  und  be- 
kannt. Hr.  Klein  hat  eine  Verallgemeinerung  von  ihm  in  seiner 
Abhandlung  über  die  allgemeinste  Transformation  von  Linien- 
Coordinaten  in  folgender  Form  gegeben:  Es  seien  a,  6  zwei 
reelle  symmetrische  Matrizen-,  wenn  dann  bei  der  Reduction  von 
bx^  (d.  i.  der  Form  2b^XiXj)  auf  eine  Summe  reeller  Quadrate 
der  Ueberschuss  der  Anzahl  von  Gliedern  mit  einem  Vorzeichen 
über  die  mit  dem  anderen  r  ist,  so  hat  die  Gleichung  |  a—xb  \  =  0 
wenigstens  r  reelle  Wurzeln.  In  der  vorliegenden  Note  giebt 
Hr.  Buchheim  einen  Beweis  dieses  Satzes  mittels  einer  Methode, 
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welche   er   in   einem   frflheren  Aufsätze  beim  Beweise  des  be- 
sonderen Falles  6  =  1  gebraucht  hatte.  61r.  (Lp.) 


W.  Kretkowski.     Ueber  algebraische  Division.     Masenm 

Lemberg.  (Polnisch.) 

Es  werden  die  Coefficienten  des  bei  einer  Division  zweier 
Polynome  sich  ergebenden  Quotienten  und  des  Restes  sehr  ein- 
fach in  Determinantenform  dargestellt.  Dn. 


A.  H.  Anglin.     On  the  summation  of  certain  series  of 

aiternants.      Edinb.  Proc.  XIV.  ld4-203. 

Formeln  fOr  die  Summen  von  Determinanten,  die  aus  einer 
gegebenen  rechtwinkligen  Matrize  nach  einem  vorgeschriebenen 
Verfahren  gebildet  werden.  Cly.  (Lp.) 

Th.  Muir.      On  the   qüotient   of  a  simple  alternaut  by 
the  difference-productof  the  variables.  EdiDb.Proc.xlV.433. 

Der  Verfasser  knüpft  an  seine  der  Edinburgher  Königlichen 
Gesellschaft  im  Jahre  1879  mitgeteilten  Untersuchungen  an, 
femer  an  ein  von  Garbieri  1878  im  Giornale  di  Matematica  ver- 
öffentliches Theorem  und  an  neuere  Aufsätze  von  Hrn.  Woolsey 
Johnson  im  American  Journ.  of  Math,  sowie  im  Quart.  Joum. 
and  ffihrt  einige  Ergebnisse  in  Tabellenform  vor.  Die  Theorie 
ergiebt  sich  ans  einem  Jacobi'schen  Ausdrucke  für  eine  aus  den 

Termen bestehende  Determinante,  in  der  die  a  fflr  die  ver- 

sehiedenen  Zeilen,  die  x  für  die  verschiedenen  Colonnen  geson- 
derte Werte  erhalten.  Cly.  (Lp.) 

Th.  Muib.     On  a  class  of  alternating  functions.      Ediob. 

Traoe.  XXXIII.  309-312. 

Der  Verfasser  geht  von  einem  gewissen  Ausdrucke  aus,  von 
welchem  man  leicht  sieht,  dass  er  in  Bezug  auf  a,  6,  c,  d  und 
auch  in  Bezug  auf  a,  /?,  y^  d  symmetrisch  ist,    und  er  bemerk t^ 
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dass  derselbe  gleichermassen,  obgleich  es  nicht  ebenso  augenschein- 
lich ist,  eine  alternirende  Fanction  bezüglich  der  Vertauschung 

/a,  6,  c,   d\ 

ist;  wenn  nämlich  a  mit  a,  b  mit  ß,  c  mit  y  und  d  mit  d  ver- 
tauscht werden,  dann  wird  die  Function  nicht  an  Grösse  geän- 
dert, sondern  wechselt  dadurch  nur  das  Zeichen.  Dieser  Aus- 
druck ist,  wie  Hr.  Muir  aussagt,  nur  einer  aus  einer  grossen 
Klasse,    auf  welche  er  die  Aufmerksamkeit  zu  lenken  wünscht 

. ^  Cly.  (Lp.) 

A.   Voss.      Zur  Theorie    der   Hesse'schen  Determinante. 

Math.  ADD.  XXX.  418-424. 

Es  wird  diejenige  Covariante  untersucht,  durch  deren  Ver- 
schwinden für  eine  beliebige  Form  f  ein  parabolischer  Punkt 
von  f  zugleich  ein  solcher  von  H  wird.  Ist  i7  =  0,  dann  gelingt 
es,  diese  Form  in  sehr  übersichtlicher  Weise  darzustellen,  wäh- 
rend die  allgemeine  Bildung  der  Hesse'schen  Determinante  von 
von  H  weitläufig  zu  sein  scheint.  Aus  der  gegebenen  Entwicke- 
lung  folgt:  Ein  gemeinsamer  Punkt  x  der  Curven  iJ  =  0,  f=0 
ist  für  beide  ein  Inflexionspunkt,  wenn  für  denselben  auch  (/  =  0 
ist,  d.  h.  wenn  die  Polare  (n— 2)^°  Grades  des  zugeordneten 
Punktes  y  der  Steiner'schen  Gurve  in  x  selbst  einen  Wende- 
punkt hat.  No. 

J.  J.  Sylvester,  W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  question 

8242.      Ed.  Times  XLVII.  53-55. 

Folgender  Satz  ist  von  Hrn.  Sylvester  zum  Beweise  vorge- 
schlagen und  wird  von  Hrn.  Sharp  bewiesen.  Unter  einem  Sim- 
plicissimum  der  Ordnung  n  verstehe  man  eine  Figur  im  itdeh- 
nigen  Räume,  welche  durch  die  unbegrenzte  Fortsetzung  der 
Reihe  entsteht,  von  der  ein  lineares  Segment,  ein  Dreieck,  eine 
Pyramide   die    drei    ersten  Glieder  sind.    Ist   dann  jede  Kante 

gleich  der  Einheit,    so  ist  der  quadrirte  Inhalt        /<«  .>  q   — ;^; 

hieraus  folgt,  dass  die  Cayley'sche  persymmetrische  Invertebra- 
ten- Determinante  der  quadrirten  Kanten,  durch  welche  solch  ein 
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qnadrirter  Inhalt  dargestellt  wird,  im  Verhältnisse  der  negativen 
Einheit  zu  (— 2)r*(1.2.3...fi)'  vermindert  werden  moss,  damit  sie 
seinen  absoluten  Wert  darstelle.    Z.  B.  die  Determinante 

.  (aby  (acy  1 
(6a)'  .  (bcy  1 
(cay  (cby  .  1 
111. 
stellt  den  quadrirten  Inhalt  eines  Dreiecks  dar,  dessen  Kanten 
{ab),  (ac)^  (6c)  sind;  doch  ist  der  Wert  mit  — -^^  ^^  multipliciren. 

Lp. 

A.  Capelli.     Ueber  die  Zurttckftibrang  der  Cayley'schen 
Operation     £2     auf     gewöhnliche     Polaroperationen. 

Math.  ADD.  XXIX.  331-338. 

Bezeichnet  J  die  Determinante  der  n  Variabeinreihen 


Mj,        llj,       .    .    .,       Wfi, 


und  bildet  man  aus  den  letzteren  die  Cayley'sche  Operation 

d        d  a 


fl  = 


^X^ 

dx. 

dXn 

d 

d 

d 

5y. 

dy. 

dyn 

d 

a 

d 

9m,  du^  dun 

80  ist  bekannt,  dass  die  Operation  JQ  sieh  durch  ein  Aggregat 
der  n'  elementaren  Polaroperationen 

(p,9  =  «,y,.Mw) 


ß  ps 

'^M  =  9.  äT-  +  9.  äir  +  -  +  9. 


dp,    '  ^'  dp,   ■         '  '»  dp, 
ereetzen   Iftsst.     Die   gegenwärtige  Arbeit   fObrt   den  Nachweis, 
dass  JQ  = 


D 


D 


*» 


D„    l  +  i>. 


n 


D 
D 


XU 


S» 


0„ 

wird. 


D 


Uf 


H—l  +  Duu 


n-l+D, 


KK       •  • 


Duu     D 


'tfU 


XU 


D 


«y 


IM 


Du^      D 


P9    *^^ 
jfx        "xx 


Ht. 
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R.  Lachlan.     On   certain   Operators  in  counection  with 
Symmetrie  functions.     Lond.  m.  s.  Proc.  XVIII.  3948. 

Es  sei 
(l-a,«)...(l— anx)  =   1— p,a;-f  p,«' TPi.«" 

=  l:(l+Äja;  +  Ä,a?'+...), 
und    mit   a,  n^  d'   mögen   die   Operatoren   bezeichnet   werden, 
welche  durch 

a  =  —2 r—  =  8^—n  =  ^'—8^ 

d  — 

a 
definirt  sind.     Dann  folgt  aus  der  Anwendung  derselben 

<jPr    =    «,Pr-(r  +  l)Pr+l, 

ahr  =  (r  +  l)Är+i  —  «,  An 
a«p,  =  mlS«^^, 

wobei  S*^^j^  die  Summe  der  symmetrischen  Functionen  des  Ge- 
wichts m+x  bezeichnet,  in  deren  jede  genau  x  Wurzeln  a  ein- 
gehen. Es  folgt  leicht  weiter  die  MacMahon*sche  Ausdehnung 
der  Newton*8chen  Formeln: 

(r  +  m)\  mm 

r\m\       ?»•+»»  =  PrSTO  —  pr—iSro+l  +  •••  iSm+r- 

Weiter  sei  angefahrt 

<2p,)  =  (r  +  2)!p.+2, 
und  daraus  ergiebt  sich 
(r  +  l)(r  +  2)p.+2  +  -5(-l)'(*+l)Pr-x«.+2 

=  -^(~iy(a  +  lX/?  +  l)Pa+lP;9-l*r 

und  ähnliche  Formeln  mehr.  No. 


P.  A.  MacMahon.      Properties  of  a  complete  table    of 

Symmetrie  functions.     American  J.  x.  42-46. 

Ordnet  man  die  Tafeln  der  symmetrischen  Functionen  so  an, 
wie  es  von  Herrn  Durfee  geschehen  ist  (vgl.  F.  d.  M.  XIV.  114), 
so  besitzen  gewisse  aus  ihnen  herausgeschnittene  und  als  Deter- 
minanten betrachtete  kleinere  Quadrate  Eigenschaften,  von  denen 
eine  angegeben  wird.  No, 


Capitel  3.    ElimioaüoD  n.  SabttitntioD,  DetermioaDten  etc.        153 

W.  P,  DuRPBE.      Symmetrie    functions    of    the     14'^ 

American  J.  IX.  278-296. 

Fortsetzung  der  Tafeln  der  symmetrischen  Functionen,  über 
welche  F.  d.M.  XIV.  1882.  114  und  XVI.  1884.  130  referirt 
worden  ist  Ht. 


H.  Laurent.      Sur  le  calcul  d'une  fonction  sym^trique. 

Noav.  Ann.  (3)  VI.  416-419. 

Ist  (p(x)  =  0  eine  Gleichung  m*«°  Grades,  %p(x)  eine  Function 
/«**■  Grades  und  \f)^  der  Rest  der  Division  von  \p  durch  q>\  xp^ 
der  Rest  der  Division  von  x.tp^  durch  q>  u.  s.  f.,  endlich 


m 


und  a„  a,,  . . .,  a^  das  Wurzelsystem  von  (p{x)  =  0,  dann  folgt 

^(«^1)^(^3)  •  •  •  ^C<'m)  =  R- 
Hieraus   ergiebt  sich   das    B^zout'sche   Theorem.    Die  Methode 
kann  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen  erweitert  wer- 
den. No. 


G.  Pesci.    üna  formula  relativa  alle  funzioni  simmetriche. 

Bologna  Reod.  1886-87.  49-54. 

Sind  ar,,  a?,,  ...,  a?„  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(a)        x--}-p,a;«-H  •-  f  P«-i«  +  Pn  =  0, 

wo  pn  nicht  gleich  Null  ist,   und  setzt  man    J^  af  =z  Sr^   so  fin- 

»'=1 
det  man: 

(b)  I        JS  a?y(X,— aJy)   ...    {Xy^l'-'Xy)(Xy^l—Xy),».(Xn  —  Xy)   j 

X  r  i 1 ^1 

*-    y=l     XyyX^'~~'XyJ»t»yXy.^\'~'XyJ^Xy^\'~^XyJ,»,\Xfi  Xyy    J 

Zwei  besondere  Fälle  werden  behandelt. 
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Ist  erstens  Pr=^p  oder  pr  =  (— l)''p,  so  ist  die  recbte  Seite 
von  (b): 

Verschwinden  zweitens  in  (a)  die  CoeflQcienten 
Piy  Pj»  •••»  Pn    oder    p,,  p„  ...,  p„-i 

2  2 

(nicht  p«-i     ,  wie  unrichtig  angegeben  wird),  jenachdem  n  ge- 

rade  oder  ungerade  ist,   so  ist  n'  der  Wert  der  rechten  Seite 
von  (b).  Vi. 

G.  Bauer.      Ueber    die    Berechnung    der   Discriminante 
einer  binären  Form.     Muocheo.  Ber.  1886.  183-191. 

Bezeichnet  V  die  Discriminante  der  Form  (n— •!)*"  Ordnung 

so  ergiebt  sich  die  Discriminante  der  Form  n^'  Ordnung 
aus  der  Formel 

wo 

-^  =  2— --3-- +d-— 3— H h« 


zu  setzen  ist  und  allgemein  J^  die  t- malige  Ausführung  dieses 
Differentiationsprocesses  andeuten  soll.  Aus  der  erhaltenen  For- 
mel wird  die  Discriminante  D  schliesslich  so  weit  wirklich  be- 
rechnet, als  zur  Herstellung  der  Discriminante  der  Form  achter 
Ordnung  ausreicht.  Ht. 

G.  Maisano.     Die  Discriminante  der  binären  Form  6^«^ 

Ordnung.      Math.  Ann.  XXX.  442-452. 

Der  Ausdruck,  welchen  P.  Gordan  für  die  Resultante  zweier 
binären  Formen  fünfter  Ordnung  angegeben  hat,  wird  dazu  be- 
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nutzt,  um  die  DiscrimiDante  einer  binären  Form  sechster  Ord- 
nung als  Function  der  bekannten  Invarianten  derselben  darzu- 
stellen. Ht. 


J.  J.  Sylvestkr,  W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  question 

2810.     Ed.  Time8  XLVII.  21. 

Es  bedeute  Si  die  Summe  der  Producte  zu  je   t  Factoren, 
dann  ist 

Z.  B.  för  II  =  3,  i  =  2 


+  ab  -^ —    ^^  N/    \n         =  abc—aßy. 
(c— a)(c— 6) 


Lp. 


M,   d'OcaGNE.      Probleme   d'algfebre.     TeixeiraJVIII.  171-174. 

Im  American  J.  IX  untersucht  der  Verfasser  Zahlen,  die  er 
mit  üf^  bezeichnet  und  die  durch  die  Formeln 

definirt  sind.     In  diesem  Aufsatz  giebt  er  eine  Anwendung  der 

Zahlen  K£  bei  folgendem  algebraischen  Theorem : 
Wenn  ein  ganzes  rationales  Polynom  in  x 

F(x)  =  öjj  +  o,«+  •••  +anX* 
gegeben  ist  und  man  dieses  Polynom  auf  die  Form 
f^{^)  =  K  +  h^x  +  h,{x  +  \)  +  -^+h,x(x  +  \){x  +  2)...(x+n^l) 
bringt,    so  lassen  sich  die  Coefficienten  h  als  Functionen   der  a 

und   der  Zahlen  K}!^  ausdrücken.  Tx.  (Hch.) 


Dritter  Abschnitt 

Niedere  und  höhere  Arithmetik. 

Capitel  1. 

Niedere  Arithmetik. 

J.  VAN  Hbngel.    Lehrbuch  der  Algebra.    Zum  Gebrauche 
an  höheren  Lehranstalten,  insbesondere  an  Gymnasien. 

Freiburg.  Herder.  489  S. 

„Id  den  yorhandenen,  zu  Hülfsinitteln  beim  algebraischen 
Unterricht  bestimmten  Btichern  zeigt  sich  allerdings  zuweilen  ein 
gewisser  Anlauf,  ausserdem  dass  ein  mehr  oder  weniger  grosser 
Uebungsstoff  zur  praktischen  bezw.  mechanischen  Verarbeitung 
vorgelegt  wird,  auch  der  theoretischen  Seite  der  Algebra  Rech- 
nung zu  tragen;  allein  die  Scheu,  zu  viel  zu  verraten,  scheint 
doch  in  ihnen  gross  zu  sein,  und  das  Dargebotene  ist  nicht  sel- 
ten unbestimmt,  verworren  oder  gradezu  falsch.^  Mit  diesen 
Worten  schiebt  der  Verfasser  Bücher  wie  die  von  Schubert, 
Spieker  u.  a.  bei  Seite ,  um  für  das  seine  Platz  zu  schaffen.  Er 
zerlegt  das  Pensum  in  zwei  Teile,  allgemeine  Arithmetik  oder 
die  Herleitung  der  Gesetze  des  Rechnens  und  Algebra  oder  das 
Bestimmen  unbekannter  Zahlen  aus  Gleichungen.  Dass  diese 
Einteilung  didaktisch  nicht  gerechtfertigt  ist,  zeigt  das  Buch 
selbst,  da  Gleichungen  schon  in  den  ersten  Paragraphen  der 
Arithmetik,  die  Kettenbrüche,  Reihen,  Logarithmen  und  die  Com- 
binationslehre  im  zweiten  Teil  hinter  den  Gleichungen  behandelt 
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werden.  In  der  Arithmetik  fehlen  Reihen  höherer  Ordnung  und 
die  Entwiokelung  der  Functionen  in  Reihen,  in  der  Algebra 
kubische  und  höhere  Gleichungen,  daher  reicht  das  Buch  seinem 
Inhalte  nach  nur  für  Gymnasien  aus,  nicht  fttr  Realgymnasien 
und  Ober-Realschulen;  für  andere  höhere  Lehranstalten  geht  es 
zu  weit  Was  die  Form  betrifft,  in  welcher  der  Inhalt  darge- 
boten wird,  so  fällt  der  Satzbau  und  die  Schreibweise  auf,  z.  B. 
S.I2  Satz  14.  „Eine  Zahl  Verbindung  von  der  Form  a  •  b  j  c  •  ,.., 
in  welcher  die  Doppelzeichen  •  (mal  =  dividirt  durch)  bedeuten 
sollen,  dass  es  gleichgültig  ist,  ob  an  ihrer  Stelle  .  oder  :  steht, 
um  die  Multiplication  oder  Division  zwischen  der  nächstfolgenden 
Zahl  und  der  ganzen  vor  ihr  stehenden  Zahl  oder  Zahlverbin- 
dung, von  Anfang  der  Reihenfolge  an  gerechnet,  anzuzeigen, 
wird  eine  mehrgliedrige  Grösse  genannt."  Oder  S.  319  „Die  ge- 
bundene Grundform  gleich  Null  einer  Gleichung".  Durch  Um- 
änderung althergebrachter  Bezeichnungen  wird  Verwirrung  ange- 
stiftet; Grössen,  die  man  sonst  mehrgliedrig  nennt,  heissen  hier 
mehrteilig,  mehrgliedrig  dagegen  ein  Product  oder  Quotient; 
unter  Abkürzen  eines  Bruches  versteht  man  anderwärts  nicht  wie 
hier  das  Heben  oder  Kürzen.  —  Die  Definitionen  von  der  Multi- 
plication, von  den  Producten  aus  zwei  und  mehr  Raumgrössen 
sind  sonderbar,  man  lernt  hier  z.  B.,  dass  am.6m  =  a.6qm  auf 
Grund  einer  Uebereinkunft  den  Inhalt  eines  Rechtecks  (und 
nicht  den  eines  Dreiecks)  mit  der  Grundlinie  am  und  der  Höhe 
hm  bedeutet.  Das  dekadische  Zahlsystem  ist  durch  Heranziehung 
anderer  Systeme  nicht  erläutert,  weswegen  die  Darstellung  der 
Decimalbrttche,  der  Kubik-  und  Quadratwurzelausziehung  man- 
gelhaft und  unklar  ausfällt.  Dass  die  Wurzeln  der  Gleichung, 
welche  man  durch  Quadriren  aus  einer  anderen  erhält,  nicht 
alle  auch  Wurzeln  der  letzteren  sind,  wird  verschwiegen,  und 
auf  Seite  263  stehen  daher  Resultate,  die  nur  teilweise  passen. 
Falsch  ist  u.  a.  auch  die  Gregorianische  Kalenderverbesserung 
auf  S.  345   angegeben,     lieber   das   Gymnasialpensum    hinaus 

geht  die  Reihenentwickelung  für  *log(l-|-j?)  und  (iH )    für 

n  =  oc^   für  letzteres  wird   1*  =  c  geschrieben.    Dass  es  nötig 
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ist,  bei  unendlichen  Reiben  die  Gonvergenz  zu  untersucben,  hat 
sieb  der  Verfasser  gescheut  zu  verraten.  —  Zu  den  einzelnen 
Abschnitten  sind  Aufgaben,  zu  diesen  die  Resultate  gegeben. 
Bei  den  meisten,  selbst  bei  leichten,  findet  sich  eine  ausführliche 
Anweisung  oder  Auflösung.  Lg.  • 


C.  E.  Enholtz.  Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik 
zum  Schul-  und  Selbstunterricht  fttr  Lehrer  und  Lehr- 
amtscandidaten  sowie  als  Vorschule  auf  das  eigent- 
liche mathematische  Studium.     I.  Teil.     Reine  Arith- 

metik    1»    2.      Aaran.  Sanerläoder. 

Die  beiden  ersten  Lieferungen  enthalten  nach  einer  kurzen 
Einleitung  folgende  Abschnitte:  L  Definitionen  der  sieben  arith- 
metischen Grundoperationen.  IL  Addition  und  Subtraction  von 
Monomen  und  Polynomen.  IIL  Algebraische  Grössen  und  Zah- 
len; ihre  Addition  und  Subtraction.  IV.  Operationen  der  zweiten 
Stufe  mit  einfachen  Grössen,  Producten  und  Quotienten.  V.  Mul- 
tiplication  und  Division  der  Polynome.  VI.  Systematische  Zahlen. 
Vir.  Das  Rechnen  mit  systematischen  ganzen  Zahlen.  VIII.  Sy- 
stematische Brüche.    IX.  Elementare  Zahlenlehre. 

Die  Darstellung  ist  klar  und  ausführlich.  Den  meisten  Ab- 
schnitten ist  einerseits  eine  grosse  Zahl  von  Uebungsbeispielen 
hinzugefügt,  andererseits  ist  die  geschichtliche  Entstehung  und 
Entwickelung  der  Arithmetik,  des  Zahlensystems,  der  Mittel  zur 
Erleichterung  und  Veranschaulichung  des  systematischen  Rech- 
nens in  besonders  eingehender  Weise  behandelt.  Wz. 


Th.  Adam.     Kegeln   und  Lehrsätze  aus  der  Arithmetik 
und  Algebra  für  den  Unterricht  der  höheren  Schulen 

bis   Obersecunda.      Pr.  Realgjmo.  Schwerin  (No.  610).  39  S.  &*, 

„Das  Heft  enthält  nur  das  Kotwendigste  fQr  den  SchQler 
und  ist  nicht  zum  Selbststudium  bestimmt  . .  .  Der  Lehrer  findet 
weitere  Anleitung  und  Belehrung  in  dem  ersten  Bande  der  Ele- 
mente der  Mathematik  von  Baltzer*'.  Lp. 
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Friedrich  Hbrrmann.     Katechismus   der  Algebra    oder 
die  Grundlehren  der  allgemeinen  Arithmetik.     Dritte 

Auflage.      Leipzig.  J.  J.  Weber.  150  8.  kl.  8«. 

Die  von  K.  Fr.  Hejm  besorgte  Auflage  hat  dem  bisherigen 
Text,  der  an  einigen  Stellen  berichtigt  ist,  die  Lösung  der  Glei- 
chungen dritten  Grades  hinzugefQgt.  M. 


Gerb  ALDI.     Primi  elementi   di   aritmetica.     Torino.   Bocca. 


G.  Giuliani.     Elementi  d'Algebra.     Torino.    Löscher. 


D.  Amanzio.    Trattato  di  aritmetica  teorica.     Napoii.  Anieiio. 

L.  Sandri.    Metodologia  critica  per  l'iusegnamento  delF  a- 
ritmetica   nelle  scuole  elementari.      Parma.  Battei. 


G.  Frattinl      Aritmetica    pratica    ad   uso   delle   scuole 
elementari  del  Regno.     Parte  IV.     Roma.  Tipografia  Bredi 

Botta. 

Referat  in  Besso  Per.  inat.  II.  191. 

W.  Zajaczkowski.      Die  Elemente   der  Arithmetik  für 
den  Gebrauch  an  Mittelschulen.     Lemberg.  (Poioiscb) 


J.  Dkrousseau.  Algfebre  pure  et  appliqu^e  aux  sciences 
commerciales,  k  Tusage  des  ^l&ves  s'adonnant  ä  T^tude 
des  sciences  commerciales  et  des  personnes  s'occupant 

d'op^ratious   financi^res.      Paris.  Gauthier- Villars. 

Das   Werklein    entwickelt    die   Theorie    der   quadratischen 
Gleichungen,  der  geometrischen  und  arithmetischen  Progressionen, 
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die  Lehre  von  den  Logarithmen,  soweit  diese  zur  Lösung  der  prak- 
tischen Fragen  aus  der  Zinseszins-  und  der  Rentenrechnung  nötig 
sind.  Daran  schliesst  sich  die  Behandlung  der  wichtigsten  Auf- 
gaben aus  dem  Leben.  Lp. 


G.  Lautkschlägkr.    Beispiele  und  Aufgaben  zur  Algebra. 
Für  Gymnasien,  Realgymnasien,  Realschulen  und  zum 

Selbstunterricht.      12^®  Aufl.      Darmstadt.  Arnold  Bergitraaser. 

132  S.  80. 

Die  vorliegende,  von  Fr.  Gräfe  bearbeitete  Auflage  unter- 
scheidet sich  von  den  frQheren  im  wesentlichen  durch  folgende 
Erweiterungen:     1)  Diophantische  Gleichungen   (cfr.  191—225), 

2)  Vermehrung   der   Aufgaben    über    quadratische  Gleichungen, 

3)  Gleichungen  dritten  Grades  (398 — 460),  4)  Gleichungen  vier- 
ten Grades  (461—506),  5)  Reciproke  Gleichungen  (507-527), 
6)  Gleichungen  höherer  Grade  mit  mehreren  Unbekannten  (528 
bis  550)  und  7)  Determinanten.  M. 

E.  Bardbt.     Anleitung  zur  Auflösung  eingekleideter  al- 
gebraischer Aufgaben.     I.  Teil.     Aufgaben  mit  einer 

Unbekannten.       Leipzig.  B.  G.  Teubner.  VI  u.  95  S.  8^ 

Da  Hr.  R.  Pauli  1886  „Anweisungen  zur  Lösung  der  Text- 
aufgaben in  Dr.  Bardey's  Aufgabensammlung*'  veröffentlicht  bat, 
so  lässt  Hr.  Bardey,  um  diesem  von  ihm  nicht  gutgeheissenen 
SchlQssel  zur  Lösung  den  Weg  zu  verlegen,  für  die  Gleichungen 
ersten  Grades  selber  eine  Anleitung  erscheinen,  fägt  eine  ebenso 
grosse  Anzahl  neuer  Aufgaben  bei  und  kündigt  eine  Abänderung 
sämtlicher  von  Hrn.  Pauli  bearbeiteten  Aufgaben  in  der  nächsten 
Auflage  an.  Lp. 

E.  Barde V.   Quadratische  Gleichungen  mit  den  Lösungen 
für  die  oberen  Klassen  der  Gymnasien  und  Realschulen. 

2.  Aufl.      Leipiig   B.  Q.  Teubner.  IV  u.  94  S.  ^. 
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Die  zweite  Auflage  dieses  zuerst  1870  erschieDeoen  Werk- 
chens  ist  nicht  geändert,  hat  jedoch  über  80  neue  Aufgaben  aufge- 
nommen,  die  sich  in  der  dritten  Auflage  der  ,,  Algebraischen 
Gleichungen'^  des  Verfassers  (1883)  finden.  Lp. 


A.  OiBDROTC.      Anleitung  für  Anfänger  zum   Ansetzen 
der  Gleichungen.     Pr.  TarDopoi.  (Poloisch.) 

Dd. 

A.  Macparlane.     On  the  use  of  /  as  a  symboI  of  Ope- 
ration.     Bd.  Times  XLVI.  29-30. 

Herr  Macfarlane  will  den  schrägen  Bruchstrich  in  systema- 
tiseherer  Weise  verwandt  wissen.  Indem  er  ihn  als  „reciprok 
Yon**  liest,  findet  er  die  1  in  Brüchen  mit  diesem  Zähler  ent- 
behrlich; also  ist  zu  schreiben  ja  statt  —  Durch  Gegen flber- 
stellusg  der  Regeln  für  -f  und  — : 

+  +  =  +,     +-  =  -,     -+  =  -,     --  =  + 
erhält  er  fftr  X  uod  /: 

XX  =  x,   x/  =  /,   /x  =  A   //  =  x. 

Femer 

a-\-h  •=zh-\-a^  a  —  5  =  — 6  +  fl, 

aXfc  =  fcXfl,  ajh  =  /6Xö, 

a  +  o  =  2a,  a  —  a  =  0, 
aXa  =  «*,  fl/a  =  1. 

Regeln  Ober  die  Anwendungen  der  Klammem  werden  ebenfalls 
erörtert  Lp. 

M.  d'Ocagne.      Sur  une  notion  utile  en   alg^bre  et  en 
analyse.     s.  M.  F.  Ball.  XV.  156-158. 

Herr  d'Ocagne  will  in  a"*'  über,  resp.  unter  a  einen  Strich 
setzen,  um  anzudeuten,  dass  es  die  symbolische  Bezeichnung  für 
a^"«)  resp.  a^  sein  solle.  No. 


Portwnr.  d.  Mftth.   XIX.  1. 
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K.  Panek.     üeber  die  Teilbarkeit  der  Zahlen  durch  elf. 

Gas.  XVI.  122.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  einfache  Ableitung  der  bekannten  Regel. 

Std. 

Bkrdelle.      Arithmötique    des    directions    et    rotations. 

Fran^.  Ass.  (Toulouse).  197-206. 


Bkrdblle.      La    num^ration    binaire    et    la   numöration 

OCtavale.     Fran^.  Ass.  (Toulouse.)  206-209. 


BeRDBLLE.      Botte  ä  multiplication.        Fran9.  Ass.   (Toulouse.) 
210-211.  "^ 

M.  d'Ocagne.      Note    sur   un    problfeme   d'arithm^tique. 

Teixeira  J.  VIII.  101-103. 

In  einem  früheren  Aufsatz  (Teixeira  J.  VIL  117—128,  F. 
d.  M.  XVII.  1885.  130)  hat  der  Verfasser  gezeigt,  dass  in  der 
Folge  der  Zahlen  von  1  bis  JV  (inclusive),  wenn  N  aus  n  Ziffern 
besteht ,  die  Anzahl  sämtlicher  geschriebener  Ziffern  gleich 
w(JV-|-l)--(«|l)  ist,  wo  (w(l)  eine  Zahl  bedeutet,  die  aus  n 
nebeneinander  geschriebenen  Einheiten  gebildet  ist. 

Im  gegenwärtigen  Aufsatz  wendet  er  diese  Formel  auf  fol- 
gendes Problem  au:  Es  ist  in  der  natürlichen  Folge  der  Zahlen 
die  h^  Ziffer  zu  bestimmen.  Wenn  man  Q  den  Quotienten  und 
R  den  Rest  der  Division  von  t  +  («|l)  durch  n  nennt,  so  gelangt 
der  Verfasser  zu  folgendem  Resultat: 

1)  Wenn  R  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  die  gesuchte 
Ziffer  die  A^  der  Zahl  0,  von  links  an  gerechnet. 

2)  Wenn  R  gleich  Null  ist,  so  ist  die  gesuchte  Ziffer  die 
erste  der  Zahl  0  —  1,  von  rechts  an  gerechnet.  Tx.  (fleh.) 


V.  Dantschkr  V.  Kollesberg.     Bemerkung  zur  Theorie 
der  irrationalen  Zahlen.     Innsbruck.  Her.  1-5. 
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Es  wird  ein  Verfahren  erörtert,  durch  welches  ermittelt  wer- 
den  kann ,    wie  oft  ein  genauer  Teil  1 :  q'  der  Einheit  \vl  £(h 

enthalten  ist,  wobei  q  und  x  Anzahlen  bezeichnen  9  >  1 ;  x  ^  0. 

^ No. 

A.  HoLTZE.     Ueber  periodische  Decimalbrüche  und  ihr 
Analogen  in  anderen  Zahlsystemen.    Pr.  Domgymo.  Naum- 

borg  a.  S.  (No.  227).  50  S.  4». 

Die  Arbeit  giebt  eine  sorgfältige  Zusammenstellung  der 
wesentlichsten  bis  jetzt  bekannten  Resultate  über  periodische 
Decimalbrtiche  oder,  wie  der  Verfasser  sich  fQr  Zahlsysteme  mit 
beliebiger  Grundzahl  ausdrückt,  über  „periodische  Bruch  reihen **• 
Der  Verfasser  hat  nicht  bloss  eingehende  literarische  Studien 
Ober  sein  Thema  gemacht  (das  von  ihm  am  Anfange  mitgeteilte 
Verzeichnis  der  ihm  zugänglich  gewesenen  Literatur  enthält 
22  Nummern ,  unter  einigen  mehrere  Einzelartikel  vereinigt), 
sondern  anch  selber  neue  Untersuchungen  ttber  den  Gegenstand 
angestellt  Als  neu  bezeichnet  er  1)  die  Hervorhebung  der  Aus- 
nahmestellung der  Primzahl  2  auch  auf  diesem  Gebiete,  natür- 
lich wenn  man  die  Grundzahl  des  Zahlsystems  von  vornherein 
allgemein  wählt  2)  Die  Methode  zur  Behandlung  der  Summen 
äquidistanter  Reste,  eigentlich  nur  eine  passend  gewählte  Be- 
zeichnung, die  aber  wesentlich  wird  fttr  die  Gewinnung  aller 
beztlglichen  Resultate.  3)  Die  im  Anhange  skizzirten  Ergebnisse 
Ober  solche  Brüche,  welche  Decimalbrüche  aus  Halbperioden  er- 
geben, die  bei  dem  einen  Bruch  in  umgekehrter  Folge  wie  bei 
dem  anderen  stehen,  u.  a.  m.  Die  fleissige  Arbeit  verdient  eine 
grössere  Verbreitung,  als  sonst  Programmabhandlungen  zu  er- 
halten pflegen.  Lp. 

Ch.  Rüchonnet.    Elements  de  calcul  approximatif.  4®  öd. 

Paria.  Oanthier-Villars. 

Regeln,  welche  zwei  Grenzen  kennen  lehren,  zwischen  denen 
das  aus  einer  Zahlenrechnung  folgende  Ergebnis  liegen  muss. 

Lp. 
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A.  PowEL.     Beiträge  für  den  mathematischen  Unterricht. 
Abgekürzte  Rechnung  mit  Decimalzahlen.    Pr.Realprog. 

Gombinnen  (No.  23;.  18  S.  4». 

Der  Verfasser  hat  über  denselben  Gegenstand  in  Hoffmann  Z. 
1874  einen  Aufsatz  yeröffentlicht.  Gegenwärtig  will  er  nicht  Ge- 
wicht legen  auf  die  scharfe  Bestimmung  der  Fehlergrenze,  sondern 
er  bemüht  sich  zu  zeigen,  wie  man  auch  bei  zusammengesetzten 
Aufgaben  durch  vorhergehende  Einrichtung  der  Rechnung  nach 
festen  Regeln  ein  genügendes  Resultat  gewinnt,  ohne  jedesmal 
an  die  Fehlerbestimmung  denken  zu  müssen.  Lp. 


A.  LuGLi.     Sülle  frazioni  decimali  periodiche.     Besso  per. 

mat.  IL  16M74. 

üie  in  dieser  Note  bewiesenen,  nur  zum  Teil  neuen  Lehr- 
sätze sind  dazu  bestimmt,  die  Berechnung  der  Perioden  der 
rationalen  Decimalbrüche  zu  erleichtern,  und  die  Angabe  der 
Zifferanzahl  der  Perioden  a  priori  zu  ermöglichen.  Auf  Einzel- 
heiten können  wir  nicht  eingehen;  es  mögen  nur  einige  störende 
Druckfehler  hervorgehoben  werden.  S.  163  Z.4  statt  p  das  erste 
Mal  lese  man  9;  S.  171  Z.  22  statt  s^  und  $^  lese  man  p,  und 
p,;  S.  174  Z.  19  u.  24  statt  3336667  lese  man  333667.        Vi. 


E.  Sadun.      Su    alcuni    teoremi    relativi    alla    divisione 

algebrica.      Beseo  Per.  mat.  II.  179-181. 

Beweis  des  Satzes:  Wird  das  Polynom  f(x)  durch  x—a  ge- 
teilt, so  ist  der  Rest  f(d).  Vi. 


A.   Bassani.      Due    teoremi    sulT    estrazione   di   radice. 

Besso  Per.  mat.  II.  13-18. 

Der  erste  Satz  lautet  so:  Die  Anzahl  der  genauen  Ziffern 
der  n^"  Wurzel  aus  einer  angenäherten  Zahl  N  ist  gleich  der  An- 
zahl der  Ziffern  von  iV,  wenn  entweder  die  Anzahl  der  Ziffern 
des  ganzen  Teiles  von  N  durch  n  nicht  teilbar  ist,  oder,  im  ent- 
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gegengesetzten  Falle,  die  ersten  N  Ziffern  linker  Hand  eine  Zahl 


n-l 


bilden,  die  >  lO^/n  "    ist. 

Man  könnte  diesen  Satz  folgendermassen  veryollstftndigen: 
Die  letzte  Bedingung  findet  immer  statt,  wenn  n  =  8  ist;  wenn 
sie  nicht  erfüllt  ist,  so  vermindert  sich  die  Anzahl  der  genauen 
Ziffern  höchstens  um  eine  Einheit. 

Der  zweite  Satz  ist  unrichtig,  wie  man  ohne  Schwierigkeit 
einsehen  kann.  Der  Fehler  rflhrt  davon  her,  dass  x  im  Laufe 
des  Beweises  zwei  verschiedene  Bedeutungen  erhält,  da  es  an- 
fangs als  eine  im  allgemeinen  irrationale,  später  aber  als  eine 
ganze  Grösse  angesehen  wird.  Vi. 


6.  Darboüx.       Sor    Textraction    de    la    racine    carr^e. 

Darb.  Ball.  (2)  IX.  176-184. 

Ist 

a'<J<(a  +  l)», 

ist  a  +   ^       .     ein  Näherungswert  für   ^i,  und  zwar  wird 

il-a'    _  1        1 

X K — rrr-  <-T- 


80 


2a  +  l         4    2a  +  l   ' 

wenn  (a  +  ^Y  =  A  ist.     Diese  Formeln  geben  eine  schnellwir- 
keDde  Annäherung  für  die  Berechnung  der  Quadratwurzel  aus  A. 

No. 

Hill.     On   the  incorrectness  of  the  rules  for  extracting 
the  Square  and  cabe  roots  of  a  number.    Lond.  M.  s.  Proc. 

XTIII.  171-178. 

^Wenn  man  n-f  1  Ziffern  einer  Quadratwurzel  nach  der 
gewöhnlichen  Methode  berechnet  hat,  so  kann  man  weitere 
»Ziffern  durch  blosse  Division  finden.^  Diese  Regel  lässt  sich 
nicht  immer  auf  die  Fälle  anwenden,  in  welchen  auf  die  2^4-1 
Wurzelziffern  noch  andere  folgen.  Entsprechendes  gilt  fttr  die 
Kubikwurzel.  Lg. 


Igg  KI.  AbschDitt.    Niedere  and  höhere  Arithmetik. 

R.  Marcolongo.    Su  di  un  teorema  di  algebra  elemeutare. 

Bait.  G.  XXV.  174-178. 

Die  für  ganzzablige  n  bekannte  Formel 

,.       l"+2*»  +  -.-  +  Ä«  1 

IL^. fm =  mT 

gilt  für  jedes  «,  ausgenommen  den  Wert  n  =  —1.  No. 


E.  SzANCER.     Eiue  neue   Auflösungsmethode  der   unbe- 
stimmten Gleichungen  ersten   Grades.    Krakau.  (Poloiacb.) 
Bietet  wesentlich  nichts  Neues.  Dn. 


Rautenbkrg.       lieber    diopbantische    Gleichungen     des 

zweiten    Grades.      Pr.  Gymn.  Marienburg.  (No  35.)  24  S.  4^ 

Für  die  Prima  eines  Gymnasiums  geschrieben,  behandelt 
der  Aufsatz  die  elementaren  Methoden,  durch  welche  die  bezüg- 
lichen Aufgaben  aus  der  bekannten  Aufgabensammlung  von  Ed. 
Heis  gelöst  werden  können,  und  stellt  in  einem  Anhange  einige 
der  einfachsten  Gesetze  der  Zahlentheorie  zusammen.  Lp. 

Laisant.    Quelques  applications  arithmdtiques  de  la  g^o- 

m^trie   des   quinconces.      Fran9.  Ass.  (Touloose.)  218-235. 


Capitel  2. 

Zahlentheorie. 

A.     Allgemeines. 
G.  Wertheim.      Elemente    der    Zahlentheorie.      Leipzig. 

Teobner.  381  S. 

Ein  für  Anfänger  bestimmtes  Lehrbuch,  welches  etwa  den 
Stoff  der   vier   ersten  Abschnitte   von   Lejeune  -  Dirichlet's  Vor- 
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lesaogeD  umfasst.  Dem  Zwecke  entsprechend  ist  auf  Beispiele 
und  Uebungsaufgaben  besonderer  Wert  gelegt,  und  in  jedem  Ca* 
pitel  sind  die  einschlagenden  neueren  Anwendungen  berfick- 
sichtigt,  so  gleich  im  Anfang  die  befreundeten  und  yollkommenen 
Zahlen,  die  Methode  des  Herrn  Meissel,  die  Zählung  der  Prim- 
zahlen in  einem  vorgeschriebenen  Intervall  auf  die  in  einem 
kleineren  zu  reduciren.  Den  EettenbrOchen  ist  ein  besonderes 
Capitel  gewidmet,  ebenso  sind  die  Potenzreste  für  zusammen- 
gesetzte  Moduln  sehr  eingehend  behandelt  Den  Schluss  des 
Buches  bildet  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten 
Grades  mit  zwei  Unbekannten.  Sn. 


Fr.  Mbyer.      Ein     Beitrag    zur    Maimigfaltigkeitslehre. 

Böklen  Mitt.  I,.  80-82.  1886. 

Beweis,  dass  der  Ausdruck 

1  1 .  ^  • .  •  r 

alle  positiven  ganzen  Zahlenwerte,  und  zwar  jeden  nur  einmal, 
durchläuft,  sobald  die  Grössen  x^^  ar,,  ...,  x^  dasselbe  unab- 
bäDgig  von  einander  thun.  Schg. 


C.  DE  PoLiGNAC.     Sur  une  partition  de  nombres.       C  R. 

CIV.  1688-1690,  1779-1780. 

Es  sei  pn  die  n^  Primzahl,  und 

(Pn  Pul  •  •  M  Pn-i,  Pn)  =  pT  Pa'  . . .  p^j'  p^\ 
Alsdann  ist  ein  Ausdruck  von  der  Form 

(PvPii  ••MP«-i)P0  +  (P3jP4)--'>PnjPi)  -\ +(PnPa)  ...,P»-i) 

nicht  durch  das  Product  p,p,  ...p„  =  77«  teilbar.  Der  Satz  lässt 
sich  aber  nicht  umkehren;  es  giebt  oberhalb  einer  Grenze,  welche 
für  jedes  n  bestimmt  wird,  Zahlen,  die  kein  Vielfaches  von  77« 
sind,  und  fllr  die  dennoch  keine  Darstellung  obiger  Art  existirt. 
Z.  B.  53  ist  in  keiner  der  Formen  2*+3y,  2'-3y,  3^-2*  dar- 
stellbar. Sn. 


Igg  III.  Abschnitt.    Niedere  ond  höhere  Arithmetik. 

M.  Lergb.  Deux  th^orfemes  d'arithmtJtique.  Prag.  Ber.  683-688. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Teiler  von  a,  welche  grosser 
als  ß  sind,  mit  \f}(jx^  /}),  so  ist 

[t] 

und 

£  xpin-^-Q,  q)  =  2w.  Sn. 

0=0 


A.  S.  Bang.    Taltheoretiske  Undersögelser.    Zeathen  Tidskr. 

(5)  IV.  70-80,  130-137.  (1886.) 

Der  Gegenstand  dieser  Arbeit  ist  zunächst  die  Untersuchung 
der  ganzzahligen  Factoren  einer  Zahl  a* — 1.  Ist  /,  in  Prim- 
factoren  aufgelöst,  durch 

/  =  pj» .  Pf . . . .  p^n 

dargestellt,  und  M  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der 
Zahlen 

a'*'  — 1,    a*»*— 1,   ...,   a''»— 1, 
so  ist  insbesondere  der  Factor 

von  Interesse.  Derselbe  wird  eine  ganzzahlige  rationale  Func- 
tion von  a  sein  vom  Grade  q>(i)  und  wird,  mit  einzelnen  Aus- 
nahmen, wenigstens  einen  Primfactor  von  der  Form  of+1  ent- 
halten. Als  Gonsequenz  der  entwickelten  Sätze  folgt  ein  einfacher 
Beweis  des  Satzes,  dass  in  jeder  arithmetischen  Reihe,  deren 
erstes  Glied  1  ist,  unendlich  viele  Primzahlen  enthalten  sind, 
also  ein  specieller  Fall  des  allgemeineren  Satzes  von  Dirichlet 
Ferner  giebt  der  Verfasser  den  folgenden  Satz:  Geht  t  in  a**— 1 
auf,  so  giebt  es  unendlich  viele  Primzahlen,  welche  nicht  mit 
1,  a,  a',  ...,  a**~^  modulo  i  congruent  sind.  Gm. 


M.  Lbrch.     Sur   une  propriöt^  des  nombres.     Teixeira  j. 

VIII.  161-163. 
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Herr  Lerch  giebt  folgenden  Satz: 

Die  Summe  aller  möglichen  Produete  von  der  Form 
9i9>9s  •"  9«)  ^^  ^^^  9  ganze  positive  Zahlen  sind,  die  den  Be- 
dingungen g,  <  2,  ga+i  ^1  +  9«  genügen,  ist  gleich  dem  Pro- 
duct  1.3.5...  (2n  -^  1).  Dieser  Satz  ergiebt  sich  auf  zwei 
verschiedene  Weisen  aus  der  Berechnung  des  Wertes  der  Ab- 
leitung (-^^)     ,  far  X  =  1-  Vr=^.  Tx.  (Hch.) 


Vf.  Imschbnetzkt  et  V.  Büniakofpsky.  Sur  un  nouveau 
nombre  prämier  annonc^  par  le  pfere  Pervouchine. 
Extrait  d'un  rapport  fait  k  rAcad^mie.    Bull,  de  St.  p^tersb. 

Es  wird  beurkundet,  dass  Hr.  Pervouchine  der  Akademie 
im  November  1883  das  folgende  Resultat  mitgeteilt  hat:  „Die 
Zahl  2«'--l  =2306  843009  213693  951  ist  eine  Primzahl«. 

Wi. 

E.  Lucas.     Sur  le  neuvifeme  nombre  parfait.  Matheeis  vii. 

45-46. 

Hr.  Hudelot  hat  vermittelst  einer  Methode  des  Hrn.  Lucas 
bewahrheitet,  dass  2**— 1  eine  Primzahl  und  daher  2*®(2**— 1) 
wirklich  eine  vollkommene  Zahl  ist,  wie  dies  Hr.  Seelhoff  ge- 
funden hat.  Mn.  (Lp.) 

Cl.  Sbrvais.    Sur  les  nombres  parfaits.  •  Mathesis  vic.  228-230. 
E.  Cesaro.     Sur  les  nombres  parfaits  impairs.      Mathesis 

VII.  245-246.  Mn. 

P.  Seelhoff.     Untersuchung  der  Zahl  2^^--l.     Hoppe  Arch. 

(2)  V.  221-223. 

Die  Zahl  ist  durch  223  teilbar.  Sn. 


£.  Barbier.     On  suppose   ^crite  la  suite  naturelle  des 
nombres,  quel  est  le  (lO^"**^)^^«»«  chiffre  öcrit?  CR.  cv. 

795-798. 


170  ^^^'  Abschoitt.     Niedere  und  höhere  Arithmetik. 

E.   Barbier.      Ou    suppose  ^crite  la   suite  uaturelle  des 
nombres,  quel  est  le  (lO**^^««»®  chiflFre  ^crit?    CR.  CV. 

1238-1239. 

Die  Beantwortung  hängt  mit  einer  Entwickelung  von  echten 
Brüchen  in  Decimalbrttcbe  zusammen.  Sn. 


E.  Busch K.      Ueber    eine    Formel    des    Herrn   Hermite, 

J.  für  Math.  C.  459-464. 

Neuer  Beweis  der  Formel 

W'n] 


wo  S  die  Anzahl  aller  Teiler  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  u  bezeichnet. 
Im  Anschluss  hieran  Herleitung  einer  neuen  Bestimmung  des 
Jacobi'schen  Zeichens,  einer  neuen  Einkleidung  des  Reciprocitäts- 
gesetzes,  eines  neuen  Ausdruckes  für  die  Klassenanzahl  der 
quadratischen  Formen  mit  negativer  Determinante.  Sn. 

E.  Catalan.     Sur  les  nombres  de  Segner.    Palermo  Read.  i. 

190-201. 

Die  fraglichen  Zahlen  geben  an,  auf  wieviel  Arten  eia 
fi-seitiges  convexes  Polygon  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zer- 
legt werden  kann.     Die  Grundeigenschaft  derselben  ist: 

_   4n-6 

^»-1-1  —  — z       ^»* 
n 

Es  werden  Reihenentwickelungen  behandelt,  deren  CoefGcientea 
solche  Zahlen  enthalten,  und  besonders  die  Zerlegung  in  Prim- 
factoren  genauer  untersucht.  Der  Herr  Verfasser  hoflft  auf 
diesem  Wege  einen  Beweis  für  das  Postulat  des  Herrn  Bertrand 
zu  erlangen:  Zwischen  einer  beliebigen  Zahl,  welche  5  über- 
steigt, und  dem  um  5  verminderten  Doppelten  dieser  Zahl  liegt 
mindestens  eine  Primzahl.  Sn. 


W.  E.  Heal.      Some    properties  of   repetends.    AonaU  of 

Math.  Ur.  97-103. 
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Entwickelt  man  eine  reeiproke  Primzahl  in  einen  Deciroal- 
brach,  unter  Zugrundelegung  eines  Zahlsystems,  dessen  Basis 
eine  primitive  Wurzel  von  p  ist,  so  ist  die  Stellenzabi  der  Periode 
gleich  p— 1.    Eigenschaften  solcher  Perioden.  Sn. 


J.  Hacks.     Ueber  Summen  von  grö'ssten  Ganzen.        Acta 

Math.  X.  1-52,  aacb  sep.  Dias.  Boon.  52  S.  4^ 

Im  ersten  Teil  dieser  Arbeit  werden  Summen  betrachtet, 
in  denen  die  unter  dem  Zeichen  befindliche  Function  bei  wach- 
sendem Argument  fortwährend  abnimmt  (Anzahl  und  Summe 
der  Divisoren  von  vorgeschriebener  Form  u.  dgl);  im  zweiten 
Teil  Summen  von  beständig  zunehmenden  Functionen,  welche 
zur  Theorie  der  quadratischen  Reste  in  Beziehung  stehen.  Die 
allgemeinen  Sätze  werden  arithmetisch  und  geometrisch  bewiesen 
(durch  Abzahlung  von  Gitterpunkten).  Die  speciellen  Unter- 
suchungen des  zweiten  Teils  kntlpfen  besonders  an  die  Arbeiten 
von  Herrn  Buniakoffsky  an.  Sn. 

M.  A.  Stern.     Zur  Theorie  der  Function  E{x).      J.  ffir 

Math.  CIL  9- 19. 
Untersuchungen  tlber  Reihen  von  der  Form 

r=:i        ^    n  y 

wo  m  und  n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten.  Sn. 


M.  A.  Stkrn.      Sur    la  valeur   de  quelques    s^ries    qui 
dependent  de  la  fonction  E{x).     Acta  Math.  x.  53-56. 

Es  seien  k,  m  zwei  ganze  Zahlen,   von  denen  ft<m  ist,  r 
eine  der  Zahlen  ],  2,  ...,  m  — 1;  es  sei 

es  sei  endlich  x  so  gewählt,  dass 

x>E(x)+—,     a;<£(aj)  + A±l. 
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Dann  werden  die  beiden  Summen    ^(wi— OfiJ  a;+ — )    durch 

r=l  ^  ftl  ^ 

E^(x)  und  E(x)  ausgedrückt;  durch  Addition  beider  Summen 
ergiebt  sich  E^(mx)-'mE^(x)^  ein  Resultat,  das  von  Herrn 
Hermite  schon  auf  anderem  Wege  hergeleitet  war.  —  In  ähn- 
licher Weise  werden  die  Ausdrücke 

2:eXx±-^)    ud<1    2:r.E(x±-L.) 
berechnet  und  addirt;  die  Summe  der  beiden  ersten  ist  gleich 

'iX* +  -£-); 
r«i     ^         tn  / 

diejenige  der  beiden  letzten  gleich 

m(m^\)[E(x)Y+mkE(x)+  (2>^-^)^^*'  . 

Wz. 

K.  Petr.     Zur  Ableitung  der  Formel  von  Buniakoffsky 

r 

für   2E  Vu,      Cas.  XVI.  169.  (Böhmisch.) 

Setzt  man  mit  Urn.  Buniakoffsky 

u=l 

und  geht  von  der  Zahlenreihe 

aus,  so  erhält  man  zunächst 

£E^  =  (2^-l).l, 
«=1 


n^-\ 


js  E^=  K-(«-irj(«-i), 

wodurch  sich  nach  Summirung  auf  beiden  Seiten  ergiebt 

w**  —1      **  «—1  n 

£  EYu  =  (n— l)»»-— ^M'^  =  n'^^^i— 2;««^ 

«—1  l*=l  l«r=l 
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Ist  E^N  =  n,  SO  muss  man  zum  letzten  Ausdrucke  hinzuaddiren 


um  (7  zu  erhalten.     Dann  folgt 

^EYti  =  ii(iV+l)--^W. 
«=1  «=1 

Std. 

W.  J.  Buniakoffsky.      Bemerkungen    über    eine   Formel 

der  Zahlentheorie.      Petersb.  Abb.  LV.  501-516.  (Russisch.) 

Es   wird  e( — )  durch  die  Summe  der  Ziffern  der  Zahl  A 

in  dem    Zahlsystem    mit    der   Basis    p    ausgedrückt  uid  die 
erhaltene  Formel  zur  Ermittelung  der  Summe  der  quadratischen 

Reste  der  Zahl  p  und  des  Symbols  (— )    angewandt.     Wenn 

p  eine  ungerade  Zahl,  so  kann  man  die  Formel  für  die  Summe 
der  quadratischen  Reste  zur  Entscheidung  der  Frage  benutzen,  ob 
p  eine  einfache  oder  zusammengesetzte  Zahl  ist.  Wi. 


A.  P.  MiNiNB.      üeber  ein  Verfahren  für  die  Ableitung 

der  Zahlenreihen.    Mosk.  math.  Samml.  XIII.  536-543.  (RaBsisch.) 

Es  seien  die  Function  f{n)  und  die  Function  t^(ii,  &)   nach 
den  Functionen:  f)(n,  1),  q>{n^2),  9)(ii,  3)  u.  s.  w.  entwickelt: 

f(n)  =  A^q>(n,  l)  + A^(p(n,2)+  ...  +An(p(n,n), 
\p(n^  k)  =  ai^9>(w,  1)  +  (h^q>(n,2)  +  •.  +  anjk(p(n,n). 

Die  Aufgabe  besteht  in  der  Bestimmung  der  Coefficienten  der 
Entwickelung : 

f(n)  =  B,  ^(n,  \)  +  B,xp{n,  2)  +  -  ^B,^{n,  n). 

n 

Die  Vergleichung  der  Reihen  giebt  die  Formel:    Ak  =  2akxBx^ 

1 

welche  sehr  leicht  zur  Ermittelung  der  Coefficienten  B  in  einigen 
Fällen  fahrt.  Es  werden  eingehend  die  beiden  folgenden  Bei- 
spiele betrachtet: 
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(2)        V..  =  B(i)  +£(")+£(")  +  ... 


Wi. 


E.  Pascal.     Sopra  una  formola  numerica.     Batt.  G.  XX  v. 

45-49. 

Die  Functionen  /lt(a?)  sollen  für  ganze  positive  Werte  von 
X  auch  nur  ganze  positive  Werte  annehmen  dürfen  und  überdies 
der  Bedingung 

genügen.     Dann    ist  jede  Zahl  N  nur  auf  eine  Weise   in    der 
Form 

darstellbar,  wenn  die  Bedingung 

Xk^l  <Z  Xjc 

hinzugenommen  wird.     Anwendung  auf  Binomialcoefficienten. 

Sn. 

E.  Cesaro.   Intorno  ad  una  classe  di  funzioni  aritmetiche. 

Batt.  G.  XXV.  14-19. 

Es  seien  zwei  Functionen  durch  die  Relation 

"  A(«)  +  *(«)  =  1 
verbunden,  ferner 

H(n)=.nh(p),     K(n)^nk(p), 
wo    sich  die  Producte  über  alle  Primfactoren  des  n  erstrecken 
sollen.    Alsdann  ist,    wenn  die  Summation  über  alle  Divisoren 
von  n  genommen  wird, 

H{n)  =  2fi(d)K(d),     K(n)  =  2^id)H(^dy, 
fi  heisst  die  umkehrende  Function.    Beispiele.  Sn. 


A.  Bbrgkr.     Recberches  sur  les  valeurs  moyennes  dans 
la  th^orie  des  nombres.     Ups.  N.  Acta  lll.  130  8. 

Mit  Hülfe  von  bekannten  Eigenschaften  der  Bernoulli*scheq 
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Fanction  gelangt  der  Herr  Verfasser  zu  einer  Umkehrung  der 
Euler'schen  Summenformel.    Hierbei  tritt  die  Function  auf: 

*"'^  k 

deren  allgemeine  Eigenschaften  und  einfachere  Formen  für  be- 
sondere Werte  der  Argumente  entwickelt  werden,  als  analytische 
Grundlage  der  folgenden  Untersuchungen  (§  1  u  2).  Es  folgen 
Beziehungen  zwischen  Mittelwerten  und  Reihen  (§  3),  unter  wel- 
chen sich  folgende  Eigenschaft  der  F- Function  findet: 


r(d)  =  limO-rc)«.  2^  n«-'a;*. 

Im  §  4  geht  der  Herr  Verfasser  zu  seinem  eigentlichen  Gegen- 
stand Ober,  indem  er  Eigenschaften  von  Functionen  entwickelt, 
welche  nur  für  ganzzahlige  Werte  der  Veränderlichen  definirt 
sind.    Im  §  5,  6  und  7  werden  die  Functionen 

2;  d*(\ogdyd\^(iogdy^, 

dd,=k 

untersucht;  es  ergeben  sich  zahlreiche  Reihensummirungen,  welche 
im  allgemeinen  Falle  auf  die  Function  fi'(a,  h)  führen,  für  beson- 
dere Grenzwerthe  aber  durch  Potenzen  von  n  und  die  Bernoulli*- 
schen  Zahlen  rational  ausdrückbar  sind.  Auch  diese  Formeln 
werden  auf  die  geläufigen  zahlentheoretischen  Functionen  ange- 
wandt (§  8);  es  ergeben  sich  Grenzwerte  von  Reihen,  in  deren 
einzelnen  Gliedern  sich  Functionen  der  im  Stellenzeiger  enthal- 
tenen Primzahlen  finden.  Schon  im  §  4  wurde  der  Herr  Ver- 
fasser auf  eine  Zusammengehörigkeit  besonderer  Art  zwischen 
gewissen  zahlentheoretischen  Functionen  geführt.  Es  sei  f^(fn) 
eine  für  alle  ganzen  positiven  Werte  von  m  definirte  Function, 
/",(!)  verschwinde  nicht;  dann  wird  /jCw)  durch  folgende  Rela- 
tionen definirt: 

ddi=k 

=  0  für  ft>  1. 
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In  den  folgenden  Paragraphen  werden  Coefficientenreiheo  be- 
trachtet und  angewandt,  welche  aus  dieser  Definition  entsprin- 
gen. Ist  z.  B.  ^i(m)  beständig  gleich  1  (§  9,  10),  so  erhält  man 
für  /a(m)  die  Bedingungsgleichungen 

d 

die  Summation  erstreckt  Aber  alle  Divisoren  irgend  einer  Zahl  m. 
Ferner  wird  /,  (m)  gleich  + 1  genommen,  je  nachdem  m  aus  einer 
geraden  oder  ungeraden  Anzahl  von  Primfactoren  besteht  (§11, 12). 
Ein  besonderer  §  ist  den  Potenzsummen  der  Divisoren  einer  Zahl 
gewidmet.  Durch  alle  diese  Hfllfsmittel  werden  einesteils  Grenz- 
bestimmungen und  Summirungen  in  grosser  Zahl  erhalten  (die 
Arbeit  enthält  482  solcher  Formeln),  andererseits  für  die  beson- 
deren Werte  der  Function  K(a^  6)  zahlreiche  Reihenentwickelun- 
gen gewonnen  (§  13,  14,  15).  Sn. 


E.  Cesaro.    Suir  uso  dell'  integrazione  in  aicune  questione 

d'aritmetica.      Palermo  Rend.  I.  293-293. 

Wenn  F{x)  die  Summe  aller  Werte  ist,  welche  /*(•)  für  alle 
ganzzahligen  Werte  der  Variabein  annimmt,  welche  nicht  grösser 
als  X  sind,  so  ist: 

rF(x)ax         1   J  f(i) 

0 

Aus  dieser  und  einer  ähnlichen,  nur  etwas  allgemeineren  Formel 
werden  zahlentheoretische  Besultate  abgeleitet,  z.  B.:  Der  mittlere 

Wert  des  Bruches   ^^  ^    ist  — j-,  u.  dgl  m.  Sn. 

H  7% 


E.  Cbsaro.     Medie  ed   assintotiche  espressioni,  in  arit- 
metica.    Batt  o.  xxv.  1-13. 

Im  Anschluss  an  Arbeiten  von  TschebyscheflP  und  Sylvester 
untersucht  der  Herr  Verfasser,  unter  welchen  Bedingungen  arith- 
metische Functionen  gegen  eine  gemeinsame  Grenze  convergiren 
können.  Sn. 
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A.  PüCHTA.     üeber  einen  Satz  von  Euler- Brioschi-Ge- 

nOCChi.        Wien.  Ber.  XCVI.  110-133. 

Multiplicirt  man  die  Summe  von  2"  Quadraten  mit  einer  an- 
deren Summe  von  2"  Quadraten,  so  fragt  es  sich,  ob  das  Pro- 
dnet  wieder  als  Summe  von  2*  Quadraten  darstellbar  ist.  Eine 
solche  Darstellbarkeit  haben  Euler  für  n  =  2,  Herr  Brioschi  für 
n  =  3  dargethan;  Genocehi  hat  eine  Verallgemeinerung  geben 
wollen,  welche  indes,  wie  Herr  Puchta  nachweist,  nur  unter 
sehr  speciellen  Voraussetzungen  richtig  ist.  In  der  vorliegenden 
Abhandlmig  wird  die  Lösung  mit  Hülfe  einer  geometrischen  In- 
terpretation erzielt.  Im  Raum  von  2**  Dimensionen  werden  2** 
Ebenen  bestimmt,  deren  Jede  auf  allen  übrigen  senkrecht  steht, 
und  diese  Ebenen  als  neue  Coordinatenebenen  betrachtet.  Die 
Identität,  welche  alsdann  den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes 
vom  Ursprung  in  doppelter  Form  ausdrückt,  liefert  ohne  weiteres 
die  gesuchte  Gleichung.  Eine  genauere  Analyse  dieser  geome- 
trischen Lösung  zeigt,  dass  eine  weit  grössere  Anzahl  von  For- 
meln der  gesuchten  Art  existirt,  als  Euler  und  Herr  Brioschi 
gefunden  haben.  Für  n  =  2  giebt  es  312*  =  96  verschiedene 
Formen  des  Productes,  für  n  =  3  giebt  es  7! 2^'  =  10  321  920  For- 
men. Ist  n  >  3,  so  ist  das  System  zu  einander  senkrechter 
Ebenen  nicht  mehr  in  rationaler  Form  darstellbar.  Sn. 


X.  Antomari.     Sur  le  produit  de  deux  sommes  de  huit 

Carr^S.      C.  R.  CIV.  566-567. 

Herleitung  der  bekannten  Formel  von  Brioschi  aus  Determi- 
nanten relationen,  unter  Zuhülfenahme  complexer  Grössen. 

Sn. 

K.  ScHWERiNG.      Ueber    gewisse    trinomische    complexe 

Zahlen.      Acta  Math.  X.  57-86. 

Ist  l  eine  Primzahl  und  a  eine  complexe  Wurzel  der  Glei- 
chung a^  =  1,  so  ist  die  Hauptaufgabe,  die  Herr  Schwering  löst, 
die,  sehnen  und  sicher  die  Norm  der  complexenZahl»+a— a*'+* 

FortAchr.  d.  »Uth.  XIX.  1.  12 
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zu  finden,  wo  v  =  1,  2,  . . .,  X—2  sein  kann.  Dabei  ergiebt  sich 
eine  Reihe  interessanter  Sätze;  so  ist  z.  B.  die  Hälfte  der  Coeffi- 
cienten  der  Potenzen  von  a  gleich  Null.  Es  folgen  dann  Unter- 
suchungen über  die  Anzahl  der  verschiedenen,  nicht  auf  einan- 
der zurückführbaren  eomplexen  Zahlen  der  Form  a-f-a— a*"*-^ 
Für  ein  l  der  Form  6ft+5  giebt  es  (X-\-l)/6  Gruppen,  eine  zu 
drei,  jede  andere  zu  6  Normen.  Für  il  =  6fc  +  l  giebt  es  da- 
gegen (X-|-5)/6  Normengruppen,  eine  zu  3,  eine  zu  2,  die  an- 
deren zu  6  Normen.  Mit  dieser  Gruppirung  befindet  sich  die- 
jenige der  Jacobi^schen  V»(a)  in  vollkommenster  Uebereinstim- 
mung.  Schliesslich  werden  die  Beziehungen  der  angestellten 
Untersuchungen  zu  den  Forschungen  des  Herrn  L.  Kronecker 
(J.  für  Math.  XCIII.)  dargelegt.  Dabei  ergiebt  sich:  Ist  auch 
p  =  21+1  eine  Primzahl,  so  ist  die  Hälfte  aller  nicht  auf  einan- 
der zurückführbaren  Normen  von  l  +  a+a*+^  durch  p  teilbar; 
und  nur  die  Primzahlen  von  der  Form  p  =  2ml-\'l  kommen  in 
unzähliger  Menge  als  Teiler  der  Norm   von  »  +  a  — a''+^  vor. 

No. 

K.  ScHWERiNG.     Beitrag  zur  Theorie  gewisser  complexer 

Zahlen.      J.  für  Math.  CII.  56-75. 

Die  Kummer'sche  Zerlegung  von  (a,  a?)^  und  tp(a)  in  reale 
oder  ideale  Primfactoren  ist  als  Ausgangspunkt  für  die  Darstel- 
lung von  (a,  xy  durch  ein  Product  conjugirter  tp(a)  genommen. 
Es  wird  eine  einfache  Regel  aufgestellt  und  bewiesen,  durch 
welche  die  Primteiler  n(a*)  von  yjy,ft(oL)  gefunden  werden 
können;  dann  wird  (er,  a?)^  mit  Hülfe  von  {X — 1)/2  Quotienten 
n(a')/n(a^-*)  ausgedrückt  und  dadurch  die  gewünschte  Lösung 
geliefert.  —  Erwähnt  sei  noch,  zunächst  der  Satz:    „Greift  man 

in  tpCa)  =  nn(a"*k)  diejenigen  .7»*,  welche  quadratische  Reste, 
und  diejenigen,  welche  quadratische  Nichtreste  (mod.  l)  sind, 
heraus,  so  ist  die  Summe  der  ersteren  vermindert  um  die  Summe 
der  letzteren  stets  durch  l  teilbar,  falls  (A— 1)/2  ungerade  ist" 
—  und  dann,  dass  der  Verfasser  eine  Methode  zur  Bestimmung 
der  Norm  von  (» — a  +  a"^)  angiebt.  No. 
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A.  Hathaway.     A  Memoir  in   the   theory   of  uumbers. 

American  J.  IX.  162179. 

Eine  Theorie  der  Ideale,  wesentlich  im  Anschluss  an  die 
bekannten  Entwickelangen  des  Herrn  Dedekind.  Der  Herr  Ver- 
fasser hebt  als  unterscheidend  die  Definition  der  relativ  primen 
Ideale,  des  Productes  zweier  Ideale  und  die  Ausschliessung  ge- 
wisser Arten  von  Idealen  hervor.  Sn. 


K.  Wkihraüch.    Theorie  der  Restreihen  zweiter  Ordnung. 

Sehlömilch  Z.  XXXII.  1-21. 

Ist  die  Congruenz 

a-f(Ä— l)d  ^  mx        (mod.  6) 
anter  den  Bedingungen 

6>a^0,     6>d>0,     b>mx^O 
erfQlIt,  so  sind  die  Eigenschaften  der  Summen 

x=l  x=l 

(Restreihen  erster  und  zweiter  Ordnung)  zu  ermitteln.  Der  Herr 
Verfasser  ist  auf  diese  Aufgabe  im  Zusammenhang  mit  früheren 
Arbeiten  geführt  worden  (vgl.  F,  d.  M.  VII.  93-95,  IX.  134 
bis  135).  Sn. 

J.  Kraus.     Zur  Theorie  der  Potenzreste.       Sehlömilch  z. 

XXXII.  360-363. 

Ffir  den  Modul  p^  lassen  sich  die  Indices  der  Basid  a-filp 
aas  denen  der  Basis  a  mit  Ufilfe  einer  „arithmetischen  Restreibe 
ffi*«' Ordnung  bezfiglich  des  Moduls  p^^  ableiten.  Für  eine  solche 
Restreihe  sind  die  Glieder  der  m^  DiflFerenzreihe  unter  einander 
congruent.  Sn. 

L.  Gkgbnbauer.      Die    Bedinguugen    für    die    Existenz 
einer  bestimmten  Anzahl  von  Wurzeln  einer  Congruenz. 

Wien.  Ber.  XCV.  165-169. 

Einfacher  Beweis  des  Satzes  von  Herrn  Kronecker:  Die 
Congruenz 

«0  ^"^  +  ö»i  ^^~^  +  •  •  •  +  öp-3  ^  +  öp-2  =  0        (mod.  p) 

12* 
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hat  p— 1— n  unter  einander  und  von  Null  verschiedene  Wurzeln, 

wenn  die  Determinante 

,  /•  =  0,  1,  2,  ...,  fi-1,  n\ 

''•+*l  V*  =  0,  1,  2,  ...,  «-1,  rJ 

fttr  r  =  Uj  n+1,  . . .,  p— 3,  p—2  die  Primzahl  p  als  Factor  ent- 
hält, während  die  Determinante 

|aH*|  (i,  ft  =  0,  1,  2,  ...,  n-1) 

zu  p  teilerfremd  ist.  Sn. 


J.  Hermes.      Beweis    des    quadratischen    Reciprocitäts- 
gesetzes  durch  ümkehrung.    Hoppe  Arch.  (-2)  v.  190-198. 

Von  dem  Umstände  ausgehend,  dass  die  Zahlen  /,  für  welche 
in  Bezug  auf  ein  gegebenes  ß  das  Legendre'sche  Zeichen  gleich 
+  1,  0,-1  ist,  in  bestimmten  Linearformen  enthalten  sind,  er- 
langt der  Herr  Verfasser  einen  Beweis,  den  er  für  umständlich, 
aber  naturgemäss  erklärt,  insofern  kein  fremdes  Element  in  die 
Betrachtung  gezogen  wird.  Sn. 


M.  Lerch.      Modification  de   la  troisifeme  d^monstratiou 
donn^e  par  Gauss  de  la  loi  de  r^ciprocitd  de  Legendre. 

Teixeira  J.  VIII.  137-146. 

Der  Beweis,  den  Herr  Lerch  giebt,  beruht  auf  demselben 
Princip  wie  der  dritte  von  Gauss  für  das  Legendre'sche  Reci- 
procitätsgesetz  gegebene.  Er  stützt  sich  im  wesentlichen  auf  die 
Congruenz : 

^j(P-i)  =  8gn  *^^^  Ä  (-^)  (mod.  p), 

wo  p  eine  Primzahl  >2  und  q  eine  ganze  Zahl,  die  relativ 
prim  zu  p  ist,  bedeutet.  r(-^J  ist  der  Wert,  den  man  er- 
hält, wenn  man  von  der  Grösse  --^  die  ihr  am  nächsten  liegende 
ganze  Zahl  abzieht,  liegt  also  zwischen  +|.  Tx.  (Hch.) 


Capitel  2.    Zableutheorie.  181 

L.  GiANNi.     U  teorema  di  Fermat  e  aloune  semplici  sue 

CODSeguenze.     BesBO  Per.  mat.  II.  114-120. 

Von  den  in  dieser  Note  aufgestellten  sehr  einfachen  Sätzen 
führen  wir  nur  einen  als  Beispiel  an:  Ist  m  eine  ungerade  Prim- 
zahl, und  ist  a— 1  durch  m,  a"»— 1  durch  m"  teilbar,  so  ist  a— 1 
durch  m*'-^  teilbar. 

Der  Satz,  mit  welchem  die  Note  schliesst,  ist  zwar  richtig, 
nicht  aber  aus  dem  vom  Verfasser  angegebenen  Orunde,  son- 
dern weil  (o — l)(a-t-l)  immer  (bei  ungeradem  a)  durch  8  teil- 
bar ist.  Vi. 


E.  Sadun.      Sulla   risoluzione    in  numeri  positiv!,  interi 
0  null],  delle  equazioni: 

Uj+2A,  +  3A,  +  ...  +nXn  =  n. 
Annali  di  Mat.  (2)  XV.  209-221. 

Relationen  zwischen  den  Functionen  «(n,  r),  welche  die  An- 
zahl der  Lösungen  angeben.  Als  Hülfsmittel  dienen  lineare 
Differentialgleichungen,  deren  GoeflGcienten  ganze  Functionen  mit 
der  Gliederzahl  s  (n,  r)  sind.  Sn. 


C.  MoRicoNi.     Soluzioni   in  numeri  interi   di  equazioni 
indeterminate  di  1"  grado.    Beeso  Per.  mat.  IL  33-40 

Aufstellung  der  Formeln,  welche  die  allgemeine  ganzzahlige 
Auflösung  einer  linearen  Gleichung  mit  mehreren  Unbekannten 
geben.  Vi. 

A.  Bbbgbr.      Om    rötternas    antal    tili    kongruenser    af 
andra  graden.     stockh.  öfv.  XLIV.  No.3.  127-153. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Congruenz 

flj?'-}-  6j?  -f  c  ^  0  (mod.  m), 

wo  a,  6,  c  und  m  ganze  Zahlen  sind  und  a  >  0,  m  >  0,  a  nicht 
congruent  0  (mod.  m). 
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Die  Discriminante 

D  =  b'-iac 
ist  weder  Null  noch  eine  positive  Quadratzahl.     Die  gegebene 
Congruenz  wird  in 

x^  ^  D  (mod.  4w,  n  =  am) 

transformirt.  Für  die  Anzahl  der  Wurzeln  dieser  Congruenz, 
mit  ^(-D,  4fi)  bezeichnet,  wird  eine  allgemeine  Formel  hergeleitet, 
ebenso  für  die^  Function  xp(J^4n)^  wo  J  eine  Fundamentaldis- 
criminante  nach  Hrn.  Eronecker  ist.  Diese  Formeln  werden 
später  gebraucht,  um  die  Ausdrücke 

n-l  ^  n   ^  n=l 

herzustellen.  Hier  genügt  g(n)  für  alle  ganzen  Zahlenwerte  von 
m  und  n  den  Gleichungen 

^(m)  .  g(n)  ==  ^(iwn),     ^(1)  =  1. 
Endlich  werden  hierdurch  die  Mittelwerte  der  Functionen 

mittels  Anwendung  der  Kronecker'schen  Formel  berechnet: 

,i^    c,+c,  +  C3  +  >>.  +  c.    ^  j.^  i      i -^j. 


R.  Marcolongo.     Suir  analisi  indeterminata  di  2"  grado. 

Nota  I*.      Batt.  G.  XXV.  161-173. 

Alle  speciellen  Fälle  der  Gleichung 

Ax^+Dx+Ey+F  =  0 
werden  eingehend  in  Bezug  auf  ihre  Lösbarkeit  untersucht  und 
Methoden  zur  praktischen  Lösung  gegeben.  Sn. 


A.  Meyer,     üeber  eine  Eigenschaft  der  PelPschen  Glei- 
chung.     Wolf  Z.  XXXII.  363-382. 

„Ist  D  eine  positive  ganze  Zahl,  2^  die  grösste  in  D  auf- 
gehende Potenz  von  2,  (t^4,  S'  das  grösste  in  D  aufgehende 
ungerade  Quadrat,    und  I>  =  2''.S\D,,   so  giebt  es  stets  mit 
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2D  teilerfremde  Zahlen  f,  ij  von  der  BeschaffeDheit,  dass  für  alle 
Primzahlen  p,  9,  die  den  Congruenzen 

p  =  5,    g  =  V  (mod.  8SD,) 

genQgen,  die  PelFsche  Gleichung 

<•-  pqDu*  =  1 
eine   Fundamentalauflösung   t  =  T^   u=  U  besitzt,    für   welche 
weder  T+l  noch  T— 1  durch  pq  teilbar  ist."  Sn. 


Richard  Müller.      Ueber   rationale  Dreiecke  und  ihren 
Zusammenhang  mit  der  PelFschen  Gleichung.     Hoppe 

Arch.  (2)  V.  111-112. 

„Alle  rationalen  Dreiecke  herzustellen,    deren  Seitenlängen 
durch  drei  auf  einander  folgende  Zahlen  gegeben  sind.^ 
Diese  Aufgabe  führt  zu  der  Gleichung  u'— 3r'  =  1.     Sn. 


J.  Perott.     Sur  Nquation  *'  — Z)ti^  =  — 1.     Premier  me- 
moire.    J.  für  Math.  CIL  185-228. 

Während   die   PelVsche    Gleichung  <*— Dw*  =  1    für  jeden 

positiven   und    ganzzahligen   (nicht  quadratischen)  Wert  von  D 

lösbar  ist,  gilt  nicht  das  Gleiche  von  der  Gleichung 

«•-JPm«  =  -1. 

Schon  den  Indern  war  es  bekannt,  dass  zur  Lösung  der  letzteren 
die  2ierlegbarkeit  von  D  in  eine  Summe  von  zwei  zu  einander 
primen  Quadratzahlen  erforderlich  ist.  Ist  dann  aber  D  nicht 
zagleicb  eine  Potenz  einer  ungeraden  Primzahl,  so  kann  die 
Lösung  noch  ebenso  gut  möglich,  wie  unmöglich  sein.  Die 
GrQnde  fOr  dieses  eigentümliche  Verhalten  liegen  in  dem  Aufbau 
der  Periode  der  zur  Determinante  D  gehörigen  reducirten 
Hauptform. 

In  Anlehnung  und  Weiterverfolgung  Dirichlefscher  Con- 
gruenzkriterien  untersucht  der  Verfasser  in  dieser  ersten  Ab- 
handlung des  genaueren  die  Gleichung 

/•— 29'w'  =  —1, 
wo  q  eine  Primzahl  von  der  Form  4ii-f-l  bedeutet. 
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Ohne  auf  den  Gang  der  Entwiekelung  näher  einzugehen, 
die  einer  grossen  Reihe  von  Umformungen  und  einer  Einteilung 
in  zahlreiche  Unterfälle  bedarf,  sei  hier  nur  das  Endergebnis 
angeführt: 

„Zur  Lösbarkeit  der  Gleichung  t*—2q*u^  =  — -1,  wo  g  eine 
Primzahl  von  der  Form  Sn-fl  bezeichnet,  ist  erforderlich,  dass 
die  Zahl  d  in  der  Zerlegung  q=:c^+2d*  durch  8  teilbar  sei. 
Diese  Bedingung  ist  sogar  hinreichend,  falls  q  von  der  Form 
16«  +  9  ist,    was  nicht  der  Fall  bei  der  Form  q=  16n  +  l  ist." 

Um  das  Letztere  zu  erläutern,   dienen  die  Beispiele 
g  =  593  =  16.37+1,    7  =  353  =  16.22  +  1. 
Ist  ersten  Beispiel  ist  die  Gleichung  lösbar,  im  zweiten  nicht. 

My. 

C.    DE    POLIGNAC.      Solution    of  question    8630.       Ed.  Times 
XLVI.  109-110. 

Die  Gleichung  a"— 2*  =  +1  ist  in  ganzen  Zahlen  nur  mög- 
lich, wenn  n  =  1  oder  2  (im  letzteren  Falle  ist  a  =  3).     Lp. 


A.  Berger.     D^duction  de  quelques  formules  analytiques 
d'un  th^orfeme  616mentaire  de  la  thöorie  des  nombres. 

Acta  Math.  IX.  301-320. 

Es  wird  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  n  durch 
die  Form  x^  +  y^  als  Ausgangspunkt  genommen,  um  einige  Re- 
lationen zwischen  Thetareihen  und  endlich  die  Reihe  von  Leibniz 
f(lr  ^n  auf  rein  zahlentheoretischem  Wege  zu  erhalten.       Sn. 


A.  Berger.      Om    en   talteoretisk    formeis    användning 
tili     transformation     af     en     definit     dubbelintegral. 

Stockh.  Öfv.  XLIV.  No.3.  153-159. 

Der  Verfasser  beweist  das  folgende  Theorem.  Wenn  wir 
mit  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnen  und  mit  %p(n)  die 
Anzahl  der  Wertpaare  x^  y,  die  der  unbestimmten  Gleichung 

«'+y'  =  n 
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genflgen,  so  wird 

wo  d  alle  Divisoren  der  ganzen  Zahl  durchläuft."    Diese  Formel 
wird  zur  Transformation  des  Doppelintegrals 


^•^O  —30 


gebraucht.    Wenn  J  einen    bestimmten    endlichen  Wert   besitzt, 
hat  man 


u 

K. 


A.    TiEBE.      Vollständige  Tafeln    pythagoreischer   Drei- 
ecke für  die  Katheten    und  Hypotenusen  von  1-100. 

HoffmaoD  Z.  XVIII.  178-181. 

Zur  Berechnung  der  Tafeln  wird  die  Gleichung 

a'+x'  =  {x  +  yy 
benutzt,  aus  welcher 


a' 


y      ^ 

folgt.    Man  hat  y  als  Factor  von  a*,  und  da y  eine  gerade 

%f 

Zahl  sein  soll,  es  bei  geradem  a  gerade,  bei  ungeradem  ungerade 
za  nehmen.     In  einer  Anmerkung  wird  empfohlen,  so  zu  rechnen: 

o»  =  c'-6'  =  (c  +  6)(c-6)  =  xj,,    c  =  ^,     6  =  ^, 

wo  X  und  y  zwei  gerade  oder  zwei  ungerade  Factoren  von  a  sind. 

Lg.    . 

6.  Wertheim.  Ermittelung  aller  einem  bestimmten 
Zahlengebiet  angehörenden  Lösungen  der  Pythagorei- 
schen   Gleichung.      Hoffmano  Z.  XVIII.  418-420. 

Man  setze  »  =  ir  +  Äy  in  der  Gleichung  x^-\-y^  =  a',  so  wird 
dieselbe  durch  j?(1— ä'),  2Äaj,  a?(l+&')  identisch  befriedigt.     Die 
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ganzen  Lösungen  ergeben  sich  für  ä  =  —  : 

m 

und  hieraus  f&r  die  verschiedenen  Werte  von  ^  leicht  diejenigen 
Lösungen,  für  welche  z.  B.  «  <  100.  Lg. 


J.  WoRPiTZKY.    Ueber  die  realen  Lösungen  der  Gleichung 

a**  =  6'4-c'.  Hofifmaon  Z.  XVIIL  168-177. 
Um  kubische  Gleichungen  mit  rationalen  Lösungen  aufzu- 
stellen, bei  deren  Berechnung  nur  rationale  Wurzeln  vorkommen, 
hat  man  die  Gleichung  a*  =  6'— c'  in  rationalen  Zahlen  zu 
lösen,  wobei  es  keinen  Unterschied  macht,  wenn  der  Exponent 
3  durch  eine  andere  Zahl  ersetzt  wird.  Hieran  anknüpfend  be- 
handelt Verfasser  die  Gleichung  a«  =  6'-}-c';  er  zeigt  zunächst, 
dass  bei  jedem  ganzen  a  Lösungen  vorhanden  sind,  und  wie 
man  ihre  Anzahl  für  ein  gegebenes  a,  sowie  auch  die  Anzahl 
derjenigen  bestimmen  kann,  in  welchen  b  und  c  relative  Prim- 
zahlen sind.  Dabei  ergeben  sich  eine  Reihe  interessanter  zahlen- 
theoretischer Sätze.  Numerische  Beispiele  werden  zur  Erläute- 
rung beigefügt.  Lg. 

M.  Martone.      Sopra    nn   problema   di   analisi   indeter- 

min  ata.      Cataozaro.  Dastoli.  14  S. 

Das  Gleichungssystem: 

wurde,  wie  der  Verfasser  nach  Angabe  von  Marie  (Histoire  des 
sc.  math.  et  ph.  IV.  132)  sagt,  im  Jahre  1880  von  Pepin  gelöst. 
Da  er  aber  nicht  weiss,  wo  diese  Lösung  zu  finden  ist,  so  schlägt 
er  eine  andere  vor.  Er  glaubt  nämlich,  das  Problem  gelöst  zu 
haben,  indem  er  erhält: 

X  =  2a6,    y  =  a'-  6',    »  =  a'  +  6», 

_    2ab-a'+b'±ySa'b'-{2ab-a'+by 
«—  2  ' 


-2a6+  «•-  b'+  |/8a'fc'-  (2a6-a'-f  6')' 
t,  =  ^ 
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WO  för  a,  b  nur  diejenigen  Wertepaare  zu  setzen  sind,  welche 

zu  einem  vollkommenen  Quadrate  machen.  Dass  aber  die  Auf- 
suchung dieser  Wertepaare  ein  neues,  und  wohl  gar  schwie- 
riges Problem  bildet,  das  sieht  der  Verfasser  nicht  ein;  er  be- 
schränkt sich  darauf,  die  Lösung  a  =  5]/ä,  6  =  ^fc  anzugeben. 

Die  Lösung  von  Pepin  ist  in  Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  XXXIII. 
284—290  erschienen  (Bericht  darüber  in  F.  d.  M.  XIL  1880.  139). 

Vi. 


Desboves.     Sur  les  ^quations  de  la  forme  ax^+by*  =  cz^. 

C.  R.  CIV.  846-847,  1602-1604. 

Desboves.     Sur  les  ^quations 

ax*+by*  =  cfs\  ax'^+by^+dx^y^  =  cal 

C.  R.  CIV.  1832-1834. 

Aus  jeder  Particularlösung  der  Gleichung  ax*  +  by*  =  cjs' 
läsat  sich  in  einer  angegebenen  Weise  ein  System  von  Lösungen 
ableiten,  wobei  a?,  y,  z  als  quadratische  Formen  dreier  Hülfs- 
zahlen  X,  F,  Z  dargestellt  werden.  Es  wird  nach  der  Anzahl 
solcher  Systeme  gefragt  und  eine  Definition  von  primitiven  Lö- 
sungen so  begründet.  Beispiele  von  Gleichungen,  welche  eine, 
zwei,  drei  primitive  Lösungen  haben.  Besondere  Behandlung 
des  Falles  c  =  a+fc.  Daran  anschliessend  ein  Hinweis  auf  Glei- 
chungen von  der  Form 

ax*+by*+(a  +  b  +  c)x*y^  =  cz\ 
welche  eine  analoge  Discussion  zulassen  sollen.  Sn. 


M.  Martone.     Dimostrazione  di  un  celebre  teorema  di 

Fermat.      Oatanzaro.  Dastoli.  21  S. 

Es  ist  von  dem  Satze  über  die  Unlösbarkeit  der  Gleichung 
x'-fy*«  =  js*»  in  ganzen  Zahlen  die  Rede.  Der  vermeintliche  Be- 
weis wimmelt  von  groben  Fehlern.  Eine  nachträgliche  Note 
(Nota  ad  una  dimostrazione  di  un  celebre  teorema  di  Fermat. 
Napoli.    Jovene  1888),  welche  vom  Verfasser  der  Rechtfertigung 
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oder  VervoIlständiguDg  seines  Beweisrerfahrens  gewidmet  wurde, 
häuft  neue  Fehler  auf  die  früheren.  Vi. 


P.  Mansion.       Sur     le     dernier    th^or^me    de    Fermat. 

Belg.  Bull.  XIII.  16-17. 

P.  Mansion.     Rectification.     Belg.  Bull.  xiii.  225. 

Wenn  a;**-f  ^"  =  »*•,  so  sind  a;,  y,  z  zusammengesetzte  Zah- 
len. Berichtigung;  Der  Beweis  reicht  nicht  für  die  kleinste  der 
drei  Zahlen  aus.  Mn.  (Lp.) 

BoRLETTi.     Sopra  il  teorema  di  Fermat  relative  allequa- 

zione     aj^+y"  =  ä".       Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XX.  222-224. 

Einige  Sätze,  welche  den  Unmögliehkeitsbeweis  unter  be- 
sonderen Voraussetzungen  anbahnen  sollen.  Sn. 


M.  d'Ocagne.     Rectification.    s.  M.  F.  Bull.  xv.  33. 

Von  den  beiden  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers  aus  dem 
Jahre  1886,  über  welche  in  den  F.  d.  M.  (XVIII.  160)  referirt 
worden,  ist  die  in  den  Brux.  S.  sc.  erschienene  einwurfsfrei  und 
kann  zur  Correctur  einiger  Versehen  der  anderen  dienen. 

Sn. 


B.    Theorie  der  Formen. 

H.  Minkowski,  üeber  den  arithmetischen  Begriff  der 
Aequivalenz  und  über  die  endlichen  Gruppen  linearer 
ganzzahliger  Substitutionen.     J.  für  Math.  0.  449-458. 

Der  obige  Begriff  soll  hier  für  alle  diejenigen  homogenen 
ganzen  Functionen  beliebig  vieler  Variabein,  welche  nur  eine 
endliche  Zahl  von  linearen  ganzzahligen  Transformationen  in  sich 
zulassen,    so  gefasst  werden,    dass  die  verschiedenen  Formen- 
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klassen   gleich   dicht   und    ihre  Anzahl    möglichst  klein   werde, 
einer  Forderung  des  Herrn  Kronecker  entsprechend.  Sn. 


H.  Minkowski.     Zur  Theorie  der  positiven  quadratischen 

Formen.      J.  für  Math.  CI.  196-202. 

Eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  von  n  Variabein, 
mit  reellen  Coefficienten  und  nicht  verschwindender  Determinante 
kann  nur  bei  einer  endlichen  Anzahl  t  ganzzahliger  linearer 
Transformationen  ungeändert  bleiben,  eine  Anzahl,  von  der  be- 
reits Herr  Jordan  bewiesen  hatte,  dass  sie  eine  gewisse  (nur 
Ton  der  Zahl  n  abhängende)  Grenze  nicht  überschreiten  kann. 
Um  über  diese  Anzahl  /  genaueren  Aufschluss  zu  erhalten,  be- 
weist der  Verfasser  zunächst  den  wichtigen  Satz:  „Eine  jede  der 
erwähnten  Transformationen  kann  niemals  der  identischen  Trans- 
fonnation  modulo  p  congruent  sein,  wenn  sie  nicht  mit  der- 
selben übereinstimmt*".  Dabei  bedeutet  p  irgend  eine  ungerade 
Primzahl. 

Der  Verfaser  untersucht  nun  die  Gruppe  der  /  Transforma- 
tionen. Dieselbe  erweist  sich  als  einstufig  isomorph  zur  Gruppe 
der  Reste  jener  Transformationen  bez.  p.  Daraus  folgt,  dass 
die  fragliche  Zahl  /  ein  Divisor  einer  gewissen,  nur  von  n  abhän- 

genden  Zahl  n  ist.  Die  Zahl  n  lässt  sich  deuten  als  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  aller  möglichen  (d.  h.  zu  allen  möglichen 
Formen  f  n**^  Ordnung  gehörigen)  Anzahlen  t{f).  My. 

DE  Preslk.       Demonstration     de     la    loi    d'inertie     des 
formes  quadratiques.     S.  M.  F.  Bull.  xv.  179-181. 

Der  Verfasser   geht   von   zwei    verschieden    angenommenen 
Zerlegungen  einer  quadratischen  Form  f  in  Quadrate  aus: 
f=^P]  +Pl  +  ...  +/^ä  -(??   -Ol 0} 

dann  wOrde  aus  diesen  die  Identität  folgen: 

PI  +pi  +  -  +pi  +o['+o','+  -  +oy 

=  P','+K'+  -'+P'a'+0]  +01  +  -  +0h 
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und  hieraus  wiederum,  dass  die  beiden  Gleichungssysteme 
P,  =0,  /*,  =0,  ...,  Pa  =0,     Q\  =0,  (?;=0,  ...,  (?>^=0; 

p;=o,  p;  =  o, ...,  Pi.  =  o,  (?,  =0,  o,  =o, ..,,  0^  =  0 

die  nämlichen  Lösungssysteme  besitzen  müssten.  Die  Verglei- 
chung  der  beiderseitigen  Mannigfaltigkeitszahlen  zieht  aber,  mit 
Hülfe  der  Relation  a+ß  =  a'-\-ß\  die  Gleichheiten  a  =  a\ß  =  ß' 
nach  sich,  womit  der  Beweis  des  Sylvester'schen  Trägheitsgesetzes 
erbracht  ist.  My. 

D.  Andre.       Th^or^me    sur    las    formes    quadratiques. 

S.  M.  P.  Bull.  XV.  188-192. 

lieber  die  Möglichkeit  der  Darstellung  einer  quadratischen 
Form  f  von  n  Variabein  Xi  als  Summe  von  p  linear  unabhän- 
gigen Quadraten  entscheidet  der  folgende  Satz :  „Dasjenige 
System  von  n  linearen  Gleichungen,  welches  man  durch  Null- 
setzen der  n  ersten  partiellen  Ableitungen  von  f  erhält,  liefert 
dieselbe  Mannigfaltigkeit  von  Lösungen  der  j;,-,  wie  das  andere 
System  von  p  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  dieselben  p 
linearen  Formen  sind,  aus  deren  Quadraten  sich  die  Form  f  zu- 
sammensetzt^. Dabei  kann,  wie  üblich,  die  Mannigfaltigkeits- 
zahl positiv,^  Null,  j3der  negativ  sein. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  den  einfachsten  Sätzen  über 
die  Lösungssysteme  linearer  Gleichungen,  sobald  man  von  der 
Darstellung  der  Form  f  als  Summe  von  p  Quadraten  ausgeht 
und  an  ihr  die  vorgeschriebenen  partiellen  Differentiationen  aus- 
führt. 

Von  dem  Satze  des  Verfassers  aus  gelangt  man  leicht  zu 
den  bekannten  Sätzen  über  die  Darstellbarkeit  quadratischer 
Formen  als  Summen  von  Quadraten.  My. 


Ch.  Bibulek.      Sur   la  forme   adjointe.      Nouv.  adu.  (3)  XL 

79-82. 

Einige  bekannte  Eigenschaften  der  zu  einer   quadratischen 
Form  Adjungirten  werden  auf  etwas  einfachere  Weise  abgeleitet. 

My. 
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J.  VivANTi.      Zur    Theorie    der    binären    quadratischen 
Formen  von  positiver  Determinante.    Schiomiich  z.  xxxii. 

287-300. 

Ueber  den  ersten  Teil  dieser  Arbeit  ef.  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  150.  Der  Verfasser  war  auf  die  Untersuchung  der  unbe- 
stimmten Gleichung  Dx^—3  =  y'  geführt  worden.  Er  zeigt,  dass 
diese  Gleichung  stets  und  nur  fär  diejenigen  Werte  von  D  ratio- 
Däl  auflösbar  ist,  welche  Nullformen  zulassen.  Aus  den  ratio- 
nalen Lösungen  werden  nach  Dirichlefschen  Methoden  die  ganz- 
zahligen abgeleitet.  My. 

H.  Weill.      Sur  quelques   formes    quadratiques.       Nouv. 

Ann,  (3)  VI.  85-87. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  gewisse  quadratische  Formen  mit 
Httlfe  von  Identitäten  auf  unendlich  viele  Weisen  dargestellt 
werden  können.    So  z.  B.  folgt  aus 

(6-c)-f  (c— a)  +  (a~6)  =  0,      (6— c)a  +  (c-a)6  +  (a-6)c  =  0, 
da8s  die  Form 

in  die  Gestalt 

(6-.c)a+a)»+(c-a)(A  +  6)'+(a-6)(A  +  c)', 
wo  X  beliebig,    gebracht   werden   kann.     Die  Gesamtheit  aller 
möglichen  Darstellungen  wird  damit  nicht  angestrebt.         My. 


Tfl.  Pepin.  Theorie  des  fonctions  homogenes  du  3'«™® 
degr^  k  deux  variables.  Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  xxx vil.  227-294, 
Deuxifeme  memoire,     ib.  xxxviii.  23-87. 

In  dieser  umfangreichen  Arbeit  verfolgt  der  Verfasser  den 
Zweck,  die  Frage  nach  der  arithmetischen  Klasseneinteilung  der 
binären  kubischen  Formen  zu  einem  gewissen  Abschluss  zu 
bringen;  insbesondere  weist  er  nach,  dass  verschiedene  von 
Eisenstein  herrührende  Sätze,  die  sich  auf  diese  Frage  beziehen, 
einer  Berichtigung  resp.  Einschränkung  bedürfen. 

Sei 
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die  gegebene  kubische  Form,  F  ihre  quadratische,  0  ihre  kubische 
Covariante,  endlich  D  ihre  Invariante  oder  Determinante.  Dabei 
bedeuten  a,  6,  c,  d  ganze  Zahlen.  Das  Gleiche  gilt  von  den 
Goefficienten  der  anzuwendenden  linearen  Transformationen  der 
Variabein  von  der  Determinante  +1.  Aus  den  bekannten  Be- 
Ziehungen  zwischen  den  Formen  f,  F  und  D  folgt  sofort  der 
erste  Hauptsatz:  „-Sind  zwei  kubische  Formen  f^  f*  äquivalent, 
so  sind  es  auch  ihre  quadratischen  Govarianten  F,  F\  und  zwar 
führt  die  nämliche  Substitution  f  in  f\  F  in  F'  über.  Mithin 
sind  F,  F'  immer  zugleich  mit  f,  f  eigentlich  oder  uneigentlicb 
äquivalent". 

Alle  kubischen  Formen  f,  die  aus  einer  derselben  durch 
lineare  Transformationen  von  der  Determinante  + 1  hervorgehen, 
bilden  eine  Klasse:  die  zugehörigen  quadratischen  Formen  F 
gehören  dann  gleichfalls  einer  bestimmten  Klasse  an.  Es  kommt 
nun  alles  auf  die  Lösung  der  umgekehrten  Frage  an:  „Wodurch 
sind  diejenigen  Formen  (und  Formenklassen)  F  charakterisirt, 
denen  Formen  (und  Formenklassen)  f  entsprechen,  und  wie  gross 
ist  im  bejahenden  Falle  die  Anzahl  der  Klassen  /*,  die  einer 
Klasse  F  correspondiren?" 

Wird  die  Form  F  mit  F=  Aic^+Bxy-\-Cy^  bezeichnet,  so 
kommt  die  aufgeworfene  Frage  zunächst  auf  die  folgende  zurück : 
„Die  ganzzahligen  Lösungssysteme  a,  6,  c,  d  der  Gleichungen 

i4  =  6'— ac,     B  —  bc—ad,     C^^c^-^bd 
aufzusuchen".     Indem  der  Verfasser   dieses   System  durch   ein 
anderes: 

A"  =  Ab'-Bab  +  Ca\  Ac—Bb  +  Ca  =  0,  Ad-^Bc  +  C&  =  0 
ersetzt,  gelingt  es  ihm,  eine  Reihe  wichtiger  Schlüsse  zu  ziehen, 
z.  B.:  „Bedeuten  m  und  B^  ungerade  Zahlen,  A^  dagegen  eine 
Primzahl,  die  nicht  in  2mB^  aufgeht,  so  ist  die  einzige  notwen- 
dige Bedingung  dafür,  dass  die  Form  (2mA ^^  mß,,  2mC,)  die 
quadratische  Covariante  einer  kubischen  Form  ist,  die  Lösbarkeit 
der  Gleichung 

mA\  =  A,b'--B^ab  +  Cy 
in  ganzen  Zahlen  mit  der  Forderung,  dass  a  und  A^  relativ  prim 
sein  sollen". 


Capitel  2.    Zahleoibeorie.  193 

Nachdem  auf  diese  Art  geDfigende  Kriterien  gewonnen  sind, 
die  eatscheiden  lassen,  wann  eine  quadratische  Form  eine  Form 
F  sein  kann,  wendet  sich  der  Verfasser  zur  Bestimmung  der 
Klassen  von  kubischen  Formen  f^  die  einer  nunmehr  als  gegeben 
gedachten  Klasse  von  quadratischen  Formen  F  zugehören.  Zu 
dem  Zwecke  wird  die  Composition  der  Formen  F  mit  sich  selbst 
eingeführt,  welche  die  eben  erwähnten  Kriterien  so  umformt, 
dass  sie  fttr  die  vorliegende  Frage  überhaupt  erst  fruchtbar  wer- 
den. So  ergiebt  sich  der  Satz:  „Die  einzigen  quadratischen, 
eigentlich  primitiven  Klassen,  welche  kubischen  Formen  f  ent- 
sprechen, sind  diejenigen,  durch  deren  Triplication  die  Haupt- 
klasse hervorgeht**. 

Die  weitere  Verfolgung  dieses  Satzes  führt  von  selbst  zur 
Lösung  der  gestellten  Frage.  Als  zwei  Hauptresultate  seien  er- 
wähnt: y,Die  zu  einer  positiven  Determinante  gehörende  Haupt- 
klasse correspondirt  stets  drei  kubischen  Klassen**.  Und:  „Jede 
quadratische  Form  von  negativer  Determinante  (<— 1),  deren 
Triplication  zur  Hauptklasse  führt,  correspondirt  stets  einer,  aber 
ancb  nur  einer  kubischen  Klasse*'. 

Während  das  bisher  Mitgeteilte  sich  auf  primitive  quadra- 
tische Klassen  F  beschränkt,  erweitert  der  Verfasser  im  Folgen- 
den seine  Ergebnisse  auch  auf  abgeleitete  Klassen  F. 

An  einer  Reihe  von  Beispielen  wird  zum  Scbluss  gezeigt, 
wie  auf  Grund  der  dargelegten  Hülfssätze  eine  vollständige  Auf- 
zlhlung  aller  kubischen  Klassen  von  einer  gegebenen  Determi- 
nante ermöglicht  wird.  Bei  positiver  Determinante  bedarf  man 
dabei  der  Lösungen  der  Peirschen  Gleichung.  Mj. 


E.  Schering.     Zahlentheoretische  Bemerkung.    J.  für  Math. 

a  447-448. 

Auszug  aus  einem  Briefe  an  Hrn.  Kronecker  vom  14.  Mai  1863. 
Bemerkungen  über  die  Tafeln  von  Gauss  für  die  Klassenanzahl 
der  Determinanten.  Mitteilung  eines  Satzes,  wonach  „für  die  in 
Dirichlet's  Sinne  (Monatsberichte  1840,  März  5)  gebrauchten  L. 
die  Summe  21ogLx,  erstreckt  über  alle  die  L«,  welche  den  von 

Forttohr.  d.  Matb.  ZU.  1.  13 
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der  Hauptklasse  verschiedenen  2^~~'  Ancepsklassen   entsprechen, 
bis  auf  eine  selbst  fttr  ^  =  0  endlich  bleibende  Grösse,  daroh 

1-1  •  «     1 


2 


Tü"^^ 


dargestellt  werden  kann,  worin  für  f  alle  durch  Formen  der 
bestimmten  Determinante  darstellbaren  Primzahlen,  för  f^  aber 
nur  die  durch  Formen  des  Hauptgenus  darstellbaren  zu  setseo 
sind^.  Sn. 

W.  Köhler.      Zur    Transformation    der    unbestimmten 
ternären  quadratischen  Formen.     Dies.  Münster.  31  s.  s®. 


Capitel  3. 
Kettenbrüche. 

W.  Veltmann.     Ueber  Kettenbriiche.    Sohiömilch  z.  xxxii. 

193-217. 

Der  Verfasser  giebt  eine  in  mehrfacher  Hinsicht  vom  Ge- 
wöhnlichen abweichende  Darstellung  der  Hauptsätze  der  Eetten- 
brüche,  wendet  sich  dann  zu  den  periodischen  Eettenbrüchen  und 
legt  das  Hauptgewicht  auf  die  Formeln,  welche  die  dem  jedes- 
maligen Ende  der  Periode  entsprechenden  Näherungswerte  inde- 
pendent  darstellen.  R.  M. 

M.  Koppe,     üeber  die  in  den  Vielfachen  eines  Ketten- 
bruchs enthaltenen  grössten  Ganzen.     Math.  Add.  xxix. 

187-233. 

Sind  flg,  flj  gegebene  feste  Zahlen  mit  rationalem  oder  irra- 
tionalem Verhältnis,  p,  q  aber  veränderliche  ganze  Zahlen ^  so 
kann  die  Gesamtheit  aller  Werte  s,  deren  der  Ausdruck  gcii—pOo 
fähig  ist,  durch  geometrische  Längen  veranschaulicht  werden, 
wenn  man  einen  Kreis  mit  dem  Umfang  o,  auf  einem  anderen 
mit  dem  Umfange  a^  rollen  lässt  und   nach  jeder  vollen  Um- 
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drehuDg  des  rollenden  Kreises  die  Spur  seines  Nullpunktes  auf 
dem  festen  Kreise  aufzeichnet.  Indem  der  Verfasser  die  räum- 
liehe Anordnung  der  so  entstehenden  Punkte  studirt,  erhält  er 
»schanlifihe  Beweise  für  die  Kettenbruchseigenschaften. 

Wenn  dann  zunächst  in  der  Gleichung  ja,— pa^  =  €(fi<aj 
q  als  gegeben  betrachtet  wird,  so  enthält  sie  die  Aufgabe,  den 
Wert  a^ia^,  dessen  Kettenbruchsentwickelung  vorausgesetzt  wird, 
angenähert  durch  einen  Bruch  mit  dem  Nenner  q  darzustellen. 
Dieses  Problem  findet  mehrere  Lösungen,  deren  eine  so  lautet; 
,MaD  dividire  q  durch  den  grossten  Näherungsnenner,  der  <  q 
ist,  den  Rest  wieder  durch  den  grossten  in  ihm  enthaltenen  Nähe- 
ningsDenner  u.  s.  f.,  wodurch  sich  schliesslich  q  als  Aggregat  der 
mit  gewissen  Coefficienten  multiplicirten  Näherungsnenner  ergiebt. 
Multiplicirt  man  nun  jeden  Näherungsbruch  im  Zähler  und  Nenner 
mit  dem  entsprechenden  Coefficienten,  und  bildet  dann  aus  der 
Summe  sämtlicher  Zähler   und   der  Summe   sämtlicher  Nenner 

n  «1-1—  1 

einen  neuen  Bruch,  so  ist  dies  einer  der  Brüche  —  oder-^ , 

q  q     ' 

welche  — ^  einschliessen,   und  es  lässt  sich  leicht  entscheiden, 

welcher  von  beiden  es  ist." 

Wenn  aber  e  in  der  Gleichung  qa^ — paQ  =  e  als  gegeben 
betrachtet  wird,  so  stellt  sie  eine  diophantische  Gleichung  fttr  p 
und  q  dar.  Die  Lösung  derselben  in  den  kleinsten  Zahlen  er- 
giebt sich  nach  einer  Methode,  welche  die  Zurückführung  auf 
den  Fall  «  =  1  unnötig  macht.  „Man  sucht  8  als  Aggregat  der 
möglichst  oft  genommenen  Reste  darzustellen,  die  bei  der  Ver- 
wandlung von  a^iGf,  in  einen  Kettenbruch  allmählich  auftreten. 
Sobald  dies  abgeschlossen  ist,  bildet  man  entsprechende  Aggre- 
gate aus  den  Zählern  resp.  Nennern  der  zugehörigen  Näherungs- 
brttcbe.    Dies  sind  die  Werte  der  Unbekannten."  B.  M. 


0.  Stolz,     üeber  Convergenz  und  Divergenz  rein  perio 
discher  KettenbrQcbe.     loDsbrack.  Her. 
Vergl.  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  160.  R.  M. 
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R.  Cesaro.     6ur  quelques  fractions  contitiues.   Noav.  aoo. 

(3)  VI.  29-36. 

Aus  Anlass  einer  von  Sylvester  in  der  Educ.  Times  g^estell- 
ten  Aufgabe  (2906)  bestimmt  der  Verfasser  den  Wert  einiger 
Kettenbrttche.  Die  Methode  besteht  darin,  dass  er  die  Zähler 
und  Nenner  der  Näherungswerte  als  Coefficienten  von  Potenz- 
reihen verwendet  und  die  dadurch  definirten  Functionen  dureh 
Integration  ihrer  Differentialgleichungen  ermittelt. 

Bezeichnet  (1,  a^^  a„  a,, ...)  den  Kettenbruch: 


a^         a,        a. 


so  findet  man: 


71 


(^»  t»  Tj  Ti   •  •  V   —     2  ' 

allgemeiner 

0'  "f'  T»  T'  •  •)  =  ^^CtT-jm^  +  ^Th"' ")' 

z.  B. 

0,  h  f,  i  ..0  =  log 4. 
Der  allgemeinere  Bruch 

fy    Ji Af_    J^      \ 

V'   1  +  v»  2+v'  3+v'"y 

ergiebt  sich  als  Quotient  zweier  bestimmten  Integrale;  als  Bei* 
spiel  sei  angeführt: 

(m   t)  T)  T>   •  •  0   ^=^ 


fi+2 
Aehnlich  bestimmt  sich  der  Eettenbruch,  dessen  Teilzähler  durch 

,  .      ,    -T-T — ,  •••  gegeben  sind,  während  sämtliche  Nenner  1 

1  + V        2+  V 

sind.     Als  Beispiele  erhält  man  Kettenbrüche  f&r 

Im  Anschluss   an   den   ersten   Kettenbruch   kann  man  die  fol- 
gende (wenig  convergente)  Reihe  ableiten: 

R.  M. 
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W.  P.  Ermakoff.     Die  Entwickelung  der  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung  in  einen  Kettenbruch.      Kiew. 

Zeitschr.  für  Physik  n.  Math.  II.  61-63.  (Rassitch.) 

#  Wi. 

P.  L.  TscHEBYSCHEFF.     ücber  die  ReBiduen,  welche  die 
angenäherten  Werte  der  Integrale  geben.     Petersb.  Abh. 

LV.  2.  1-50.  (Bnssisch) 

Siehe  unter  ^Bestimmte  Integrale^  (Abschn.  VI,  Cap.  4). 

Wi. 

N.  MicHBLANOELi.     Sopra  alcune  proprietk  delle  frazioni 
continue   a  quozienti  complessi.     Napoli.  A.  Bellis&rio  e  c. 

34  8.  Q.  1  Taf. 

Ein  endlicher  Eettenbruch  mit  ganzen  complexen  Quotienten 
stellt  offenbar  einen  complexen  Bruch  dar;  und  umgekehrt  kann 
jeder  solcher  Bruch  durch  den  Algorithmus  des  grössten  ge- 
meinschaftlichen Teilers',  der  für  ganze  complexe  Zahlen  be- 
kanntlich endlich  ist  (vergl.  Dirichlet,  Zahlentheorie,  III.  Aufl. 
§  159),  in  einen  Kettenbruch  yerwandelt  werden.  Wenn  die 
Norm  jedes  Quotienten  > 2  ist,  so  beweist  man  ohne  Schwierig- 
keit, dass  der  Kettenbruch  alle  Eigenschaften  der  Kettenbrflche 
mit  ganzen  reellen  Quotienten  besitzt  —  namentlich,  dass  die 
Z&hler  und  Nenner  der  Näher ungsbrflche  fortwährend  absolut 
zanehmen,  und  dass  die  Abweichung  der  Werte  dieser  Brüche 
TOD  dem  Werte  des  erzeugenden  Bruches  in  immer  engere 
Grenzen  eingeschlossen  wird.  Zum  Beweise  dieser  Behaup- 
tüBgen  för  den  Fall,  wo  einige  Quotienten  den  Wert  +l±i, 
al8o  die  Norm  2  haben,  bedient  sich  der  Verfasser  eines  elegan- 
ten geometrischen  Verfahrens,  welches  in  Ktlrze  zu  besprechen, 
besonders  ohne  HQlfe  der  Figuren,  ganz  unmöglich  ist.  Ein 
ganz  ähnliches  Verfahren  wird  in  einer  späteren  Arbeit  von  Hrn. 
A.  Hurwitz  (Ueber  die  Entwickelung  complexer  Grössen  in 
Kettenbrüche.  Acta  Math.  XI.  187-200  (1888))  zu  demselben 
Zwecke  angewandt.  Vi. 


Vierter  Abschnitt 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Com- 

binationslehre. 

8.  Hertzsprüng.     Bemärkninger  om  en  Klasse  kombi- 

natoriske   Opgaver.    Zeuthen  T.  (5)  IV.  154-163.  (1886.) 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  mehrere  zum  Teil  sehr  schwierige 
combinatorische  Aufgaben,  welche  zu  verschiedenen  Zeiten  in 
der  „Tidsskrift"  gestellt  sind,  sich  unter  einen  gemeinschaftlichen 
Gesichtspunkt  einordnen  lassen,  und  wie  die  Lösungen  dann 
mittels  der  Bildung  von  gewissen  Differenzen  höherer  Ordnung 
erhalten  werden  können.  Gm. 


S.  Hertzsprüng.      En    Kombinationsopgave.     Zenthen  t. 

(5)  V.  13-17. 

Der  Verfasser  löst  die  folgende  Aufgabe:  Die  Anzahl  der 
von  den  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  n  gebildeten  Complexionen  zu  be- 
stimmen, die  so  beschaffen  sind,  dass  niemals  die  Differenz 
zweier  neben  einander  stehenden  Zahlen  1  ist.  (Ffir  n  =  4  hat 
man  z.  B.  nur  die  Complexionen  2413  und  3142). 

Es  wird  nachgewiesen,  dass,  wenn  Un^  die  Anzahl  solcher 
Complexionen  von  1,  2,  ...,  n  ist,  dass  niemals  von  den  Zahlen 
1,  2,  ...,  /r  zwei  auf  einander  folgende  Zahlen  neben  einander 
stehen,  die  folgende  Gleichung  stattfindet: 
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Infolge  dessen  hat  man 

-(2(t-8)H-2-(*-y).  2+2-  itSfc^tS)  ,.., 

WO  P„  =  1.  2.  ...  n    und    der    Coefficient    von    P,»«    gleich 
dem  CoefBcienten    von    «*~*^    in    der   Beihenentwickelung    von 

{-iy2x(x+iy'^(i  +  2xy'^  ist.  v. 


G.  NoNNi.     Un  problema  di  probabilitä.   Beseo  Per.  mat  li. 

182-186. 

Es  handelt  sich  um  die  bekannte  Frage:  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  das8  die  Summe  von  drei  Zahlen  eine  ge- 
wisse Grenze  nicht  übertrifft?  Das  Problem  wird  leicht  auf  das 
folgende  allgemeinere  zurflckgefQhrt:  Auf  wie  viele  Weisen  kann 
man  r  Zahlen  wählen,  deren  Summe  s  nicht  Obertrifft?  Der 
Verfasser  findet  die  recurrirende  Formel: 

(r,  0  =  -S     (r-1,  s-fir), 

wo  (r,  $)  die  gesuchte  Anzahl,  £(a)  den  ganzzahligen  Teil  von 
a  bedeutet  Die  Formel  gilt  auch  noch,  wenn  (r,  $)  die  Anzahl 
der  Gruppen  von  je  r  Zahlen,  deren  Summe  genau  s  ist,  bezeichnet. 

Vi. 

C.  W.  Baur.     Einige  Eigenschaften  der  Binomial-Coef- 
ficienten     mit     Anwendung     auf     Combinalionslehre. 

Scblömilcb  Z.  XXXIL  218-233. 

Verschiedene  Eigenschaften  der  Binomial-Coefficienten  werden 
abgeleitet,  und  die  gefundenen  Sätze  benutzt  zur  Lösung  folgen- 
der Aufgabe :  Von  n  Personen,  welche  nach  der  Aufeinanderfolge 
ihrer  Geburtstage  innerhalb  eines  Kalenderjahres  mit 

(1),  (2),  (3),  ....  (n) 
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bezeichnet  werden  mögen,  weiss  man  nichts,  als  dass  sie  inner- 
halb X  auf  einanderfolgender  Kalenderjahre  geboren  sind.  Wie 
gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  irgend  eine  bestimnate 
Permutation  der  n  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  n  die  Ordnung  angiebt, 
in  welcher  die  n  Personen  dem  abnehmenden  Lebensalter  nach 
aufeinander  folgen?  Ls. 


F.  R.  J.  Hervey.     Solution  of  question  8808.    Bd.  Times 

XL VII.  75-78. 

Die  Anzahl  zu  bestimmen,  in  der  n  Verszeilen  so  gereimt 
werden  können,  dass  sie  r  verschiedene  Reime  besitzen.  Im 
Falle  des  Sonnetts  sind  die  Zahlen  für  die  Arten  von  2,  3,  4, 
5,  6,  7  Reimen  beziehungsweise:  8  177,  731731,  6  914  908, 
12  122  110,  4099  095,  135  136.  Lp. 


F.  8.  PoRETZKY.      Die  Auflösung  der  allgemeinen  Auf- 
gabe   der     Wahrscheinlichkeitsrechnung    mittels    der 

mathematischen    Logik.       Ras.  Ges.  V.  83-116.  (Rassisch.) 

Es  werden  die  Untersuchungen  des  Verfassers  über  die 
mathematische  Logik  (F.  d.  M.  XVL  1884.  43)  jetzt  zur  Auf- 
lösung der  allgemeinsten  Aufgabe  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung angewandt.  Wi. 

J.  Behtrand.       Calcul   des  probabilit^s.     Solution    d'un 
probl ferne.     C.  R.  CV.  369. 

E.  Barbier.     Note:    Calcul  des  probabilit^s.     O^n^rali- 
sation     du     problfeme     r^solu    par    M.    J.    Bertrand. 

c.  B.  CV.  407. 

ü.  Andrä.      Note:     Calcul    des    probabilit^s.     Solution 

directe  du  problfeme  rösolu  par  M.  Bertrand.    C.R.CV.436. 

J.  Bkrtrand.     Observations   k    propos   de  ces  diverses 

Notes.     CR.  CV.  437-439. 

Die  von  Hm.  Bertrand  gelöste  Aufgabe  ist  die  folgende: 
Es  soll  einer  der  Candidaten  A  und  B  gewählt   werden.     Die 
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Anzahl  der  Votanten  ist  ^,  A  erhftit  m  Stimmen  und  ist  gewfthlt, 
0  hat  /i— m  Stimmen.  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
während  der  Yorlesang  der  Stimmzettel  die  Anzahl  der  auf  A 
fallenden  Stimmen  stets  grösser  ist,  als  die  der  auf  0  fallenden? 

Hr.  Bertrand  giebt  die  Wahrscheinlichkeit  gleich   — 

an,  ohne  die  Ableitung  der  Formel  hinzuzufügen. 

Hr.  Barbier  setzt  die  Anzahl  der  Stimmen,  welche  auf  B 
fallen,  die  Hr.  Bertrand  mit  /u— n  bezeichnet  hatte,  gleich  m,  so 
dass   /i  -=  Hl  -|-  n    und    die    gesuchte    Wahrscheinlichkeit    gleich 


i— ji 


;  er  erweitert  den  Satz  dahin,  dass  --^  die  Wahr- 

«+fi  '  '  m  +  n 

seheinlichkeit  ausdrückt,  dass  der  Gandidat,  welcher  m  Stimmen 

erhalten  hat,  in  jedem  Stadium  der  Wahl  mehr  als  p-mal  so  viel 

Stimmen  hat  wie  sein  Gegner. 

Hr.  Andr6  giebt  die  directe  Lösung: 

Die  Permutationszahl  von  zwei  Elementen,  das  eine  m-mal, 
das  andere  n-mal  genommen,  giebt  an,  wie  viel  yerscbiedene 
Reihenfolgen  bei  der  Oeffnung  der  Stimmzettel  auftreten  können. 

Die  Anzahl   ist  Jl^Lt^OL . 

m!  ft! 

Die  ungünstigen  Fälle  lassen  sich  in  zwei  Gruppen  teilen, 
solche  die  mit  einem  Votum  für  B  beginnen,  ihre  Anzahl  ist 
gleich  der  Permutationszahl  der  beiden  Elemente,  von  denen 
das  einefli-mal,  das  andere  (ii—l)-mal  genommen  wird,  also  gleich 

(m  +  n— 1)1 
m!  (n-l)!    ' 

nun  lässt  sich  zeigen,  dass  eben  so  gross  die  Anzahl  der  un- 
günstigen Fälle  ist,  welche  nicht  mit  einer  Stimme  für  B  be- 
ginnen,  mithin  die  Gesamtsumme  der  ungünstigen  Fälle  gleich 

,  , — T^'i  woraus  sich  leicht  die  gesuchte  Wahrscheinlich- 
«!  (n— 1)! 

keit  ergiebt 

— .^_^-^_— ^— ^— —  • 
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Anknapfeod  an  diese  Bemerkungen  kleidet  Hr.  Bertraod 
das  Problem  in  die  folgende  Form. 

Ein  Spieler  wagt  bei  einem  Zufallsspiel,  welehes  unendlich 
oft  wiederholt  wird,  den  n^''  Teil  seines  Vermögens.  Welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  er  sich  ruiniren  wird,  und  dags 
die  (2^  +  n)^  Partie  ihm  seinen  letzten  Franken  kostet? 

Soll  dieser  Fall  eintreten,  so  muss  er  offenbar  (f^+n)  Par- 
tien verloren  und  darf  nur  fi  Partien  gewonnen  haben,  ausserdem 
darf  aber  unter  den  (2/u-fn)  Partien  der  Fall,  dass  die  Anzahl 
der  verlorenen  Spiele  die  gewonnenen  um  n  übersteigt,  erst  am 
Schlüsse  der  Versuchsreihe  vorkommen.  Die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit ergiebt  sich  gleich 

n r(2fi  +  n  +  l)        ('J^Y'"^" 

2fi  +  n     r(^+ii+l)r(^  +  l)  V2/       ' 

und  wenn  fi  hinreichend  gross  genommen  wird,  um  1  statt  e    ^ 
setzen  zu  können,  so  wird  dies  näherungsweise  gleich 

n 


(2^  +  n)]/-|.(2|U+n) 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Ruin  vor  der  (2jti -f  w)**"  Partie 
eingetreten  ist,  wird  also  näherungsweise  gleich 

l^„l/Z.       1^  =  1^0,797]/-^, 

ein  Wert,  der  mit  zunehmendem  ju  gegen  1  convergirt. 

Ls. 


J.  Bertrand.     Sur  un  paradoxe  analogue  au  problfeme 
de  Saint- P^tersbourg.      CR.  cv.  831-833. 

Der  Verfasser  macht  einige  treffende  Bemerkungen  zu  dem 
Petersburger  Problem  und  den  dazu  gegebenen  Erklärungen,  und 
fährt  dann  fort: 

Peter  habe  ein  Vermögen,  einerlei  ob  gross  oder  klein, 
und  spiele  unter  völlig  gerechten  Bedingungen;  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  gewinnen  sei  ^.     Die  Rechnung  lehrt,  vorausgesetzt, 
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dass  das  Spiel  hinreichend  lange  fortgesetzt  wird,  dass  Peter 
sich  schliesslich  ruiniren  muss. 

Peter  macht  aber  dem  Geometer,  der  ihm  seinen  Ruin  vor- 
ausgesagt, den  Vorschlag,  er  wolle  ihm  so  viel  Centimes  geben, 
sls  er  Partien  spielen  kann,  und  fragt,  welche  Summe  man  ihm 
gerechterweise  dagegen  zusichern  werde.  Diese  Summe  ist  un- 
endlich gross. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  Peter  nach  /u  Partien   ruinirt 

sein  wird,  ist  von  der  Ordnung  l/|u  ^;  die  mathematische  Hoff- 
nung der  Summe  fij  welche  in  diesem  Fall  gezahlt  werden  muss, 

ist  von  der  Ordnung  l/Yii. 

Eine  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede  l/fi  i^i  ist  convergent, 

eine  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede  l/V'/u  ist  divergent. 
Darin  liegt  die  Erklärung  dieses  scheinbaren  Widerspruchs. 

Ls. 

E.  Cesaro.      Intoruo    ad    una  questione   di  probabilitk. 

Palermo  Bend.  I.  299-303. 

Der  Verfasser  wendet  sich  gegen  die  Behandlung  des  Pro- 
blems des  gebrochenen  Diamanten  in  den  H^langes  math^m. 
(F.  d.  M.  XVIII.  1886.  23)  des  Hrn.  Catalan  nach  Laurent  und 
zeigt,  dass  das  dort  gefundene  Resultat  nicht  richtig  ist,  wenn 
der  Diamant  in  mehr  als  zwei  Stflcke  gebrochen  ist.  Das  Pro- 
blem wird  eingehend  behandelt.  Ls. 


Barbibr.     Th^or^me  relatif  au  jea  de  loto.     c.  R.  cv.  435. 


B.  Dietrich.     Das  Spiel  und  die  Klassenlotterie.    ,  Dies. 

Leipzig.  41  S.  8». 
J.  J.  MlLNE.      Solution  Of  question  8369.    Ed.Timee.  XLVI.  43. 

Wenn  ein  gewisses  Ereignis  durchschnittlich  einmal  in  jedem 
Jahre,  also  n-mal  in  «Jahren  eintritt,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit dafür,  dass  eins  der  Ereignisse  in  einem  besonderen  Jahre 
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nicht  eintritt,  1 ,  dass  allen  nicht  in  dieses  Jahr  fallen,  also 

n  ' 

keins  in  dem  Jahre  eintritt,  (i j  ,  mithin  f&r  ein  sehr  grosses 

n  gleich  e~^  Lp. 

Ed.  Lucas,  W.  J.  C.  Sharpe.     Solution  of  a  qaestion. 

Ed.  Times  XLVI.  22-23. 

Man  legt  n  Marken  auf  die  n'  Felder  eines  Schachbretts, 
sodass  in  jeder  Zeile  oder  Colonne  nur  je  eine  Marke  sich  be- 
findet. Ist  Sn  die  Anzahl  der  bezüglich  des  Gentrums  des  Brettes 
symmetrischen  Lösungen,  so  ist: 

'S'2»i+i  =  S^H  =  2.4.6  ...  (2fi). 
Ist  Un  die  Anzahl  der  bezüglich  einer  Diagonale  symmetrischen 
Lösungen,  so  folgt 

-  .   ,  n(n^l)      n(n>l)(n-2)(n-3)       f<n-l)...(>i-6) 

""     "^       2      "^  2.4  ■*"         2.4.6         "^**"' 

Auch  die  Anzahl  der  bezüglich  beider  Diagonalen  symmetrischen 
Lösungen  wird  ermittelt.  Lp. 


M,  d'Ocagne.     Integration   d'une   suite    r^currente    qui 
86  präsente  dans  une  question  de  probabilit^.    8.  M.  P 

Ball.  XV.  143-144. 

Der  Verfasser  knüpft   an   das   von  Weill  (F.  d.  M.  XVIIL 
1886.  173)  behandelte  Problem  an:  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit 2(p),  dass  ein  bestimmtes  Ereignis  in  p  Versuchen  wenig 
stens  zweimal  hinter  einander  auftritt,  wenn  es  sich  um  k  yer- 
schiedene  gleich  wahrscheinliche  Ereignisse  handelt? 

Er  bezieht  sich  auf  seine  Theorie  61imentaire  des  säries 
ricurrentes  in  den  Nouv.  Ann.  (3)  III.  65  (F.  d.  M.  XVI.  1884. 
191)  und  findet  schliesslich 

Ls.    • 
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T.  G.  SiMMONS.      Solution  of  question   8232.     Bd.  Times 

XLVI.  83-84. 

Drei  Punkte  P,  Q^  R  werden  willkflrlich  innerhalb  eines 
Dreiecks  angenommen,  ausserdem  ein  Punkt  K  mit  den  Dreiecks- 
eoordinaten  a,  bj  c.  Die  Wahrscheinliehkeit  dafttr,  dass  Q  und 
R  auf  entgegengesetzte  Seiten  von  PK  fallen,  ist 

ab 
1-a 

Einige  besondere  Fälle  werden  berechnet  Lp. 


W.  J.  C.  Miller,  D.  Biddlb.     Solution  of  question  8602. 

Bd.  Times  XLVL  118-121. 

Drei  Punkte  werden  willkfirlich  auf  je  einer  Seite  eines  ge- 
gebenen Dreiecks  angenommen.  Den  durchschnittlichen  Inhalt 
des  durch  die  drei  Punkte  gelegten  Kreises  zu  finden.  Die 
Lösung  dieser  von  Hrn.  Miller  gestellten  Aufgabe  wird  nach 
mQhsamen  Rechnungen  durch  Hrn.  Biddle  auf  Doppelintegrale 
gebracht,  die  aber  selbst  beim  gleichseitigen  Dreiecke  einer  Aus- 
wertung so  grosse  Schwierigkeiten  entgegenstellen,  dass  auf  ihre 
Berechnung  verzichtet  wird.  Lp. 


W.  J.  C.  Miller,  D.  Biddle.     Solution  of  question  8444. 

Bd.  Times  XLVL  87-91. 

Vier  Punkte  P,  Q,  R,  S  werden  willkürlich  auf  je  einer 
Seite  eines  Vierecks  ABCD  angenommen;  die  Wahrscheinlichkeit 
za  finden,  dass  das  Viereck  PQRS  kleiner  als  ein  gegebener 
Bruchteil  n  vom  Inhalte  ABCD  ist.  Hr.  Biddle  giebt  die  Lösung 
der  von  Hrn.  Miller  gestellten  Aufgabe  in  der  Form  eines  drei- 
fachen Integrals  und  leitet  daraus  das  Ergebnis  för  ein  Rechteck 
ABCD  ab,  wenn  n<i: 

w  =  2«(2-3fi)-|-(l-2nX2— 2n)log(l-2«) 

-i(l~2n)Mog'(l-2n). 
Ist  ft  =  f ,   wie  Hr.  Miller  vorschrieb,  so  macht  die  Lösung  be- 
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sondere  Schwierigkeiten,   die  Hr.  Biddle  durch  ein  Abzählungs- 
verfahren  zu  überwinden  sucht.  Lp. 


W.  J.  C.  Miller,  D.  Biddle.     Solution  of  question  8837. 

Ed.  Times  XLVIL  41-44. 

Auf  den  Seiten  eines  regelmässigen  it-Ecks  werden  n  Punkte 
willkürlich  angenommen  und  zu  einem  eingeschriebenen  n-Ecke 
verbunden.  Innerhalb  der  n  Dreiecke,  die  ausserhalb  dieses 
letzteren  Polygons  liegen,  werden  abermals  n  Punkte,  einer  in 
jedem  Dreiecke,  willkürlich  angenommen  und  zu  einem  neuen 
fi-Eck  verbunden.  Der  von  Hrn.  Miller  verlangte  Mittelwert  für 
die  Fläche  des  letzten  Vielecks  wird  von  Hrn.  Biddle  berechnet, 
und  aus  ihm  werden  für  die  Fälle  n  =  6  und  n  =  4  die  von 
Hrn.  Milier  angegebenen  Mittelwerte  ff  und  f|  des  Inhaltes  des 
gegebenen  Vielecks  gefolgert.  Lp. 


W.  J.  C.  Miller,  T.  C.  Simmons.     Solution  of  question 

8282.     Ed.  Times  XLVI.  55-57. 

Die  Aufgabe,  welche  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  178  abgedruckt 
ist,  ist  in  den  Bänden  I,  XXXIII,  XLV  der  Ed.  Times  gelöst 
worden.  Indem  jetzt  Hr.  Simmons  um  die  Münze,  welche  durch 
ein  Drahtgitter  geworfen  wird,  eine  concentrische  Kugel  von 
gleichem  Radius  beschreibt,  gelingt  es  ihm,  die  allgemeine  Lö- 
sung ohne  Anwendung  von  Integralrechnung  in  der  Form  zu 
finden : 

to  =  -—j-arcsin f-   ^  ^ 


2d  r    '  2r         ' 

wo  r  den  Radius  der  Münze,   2d  den  Abstand   zwischen  zwei 
Drähten  des  Gitters  bezeichnet.  Lp. 


W.  J.  C.  Miller.     Notes  on  qnestions  7954,  7624,  8307. 

Ed.  Times  XLVI.  37-38. 

W.  J.  C.  Miller,    Note  on  a  probability  question  (7624). 

Ed.  Times  XLVIL  72-74. 
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Berichtigungen  oder  Verbesserungen  von  Lösungen,    die  in 
fr&heren  Bänden  erschienen  sind.  Lp. 


J.  Klbiber.      Od    „randoni  scattering^   of  points    on   a 

SUrface.     Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  439-445. 

Der  Verfasser  erörtert  gewisse  falsche  Deutungen  der  Ge- 
setze der  „willkOrlichen  Verteilung''  und  insbesondere  die  An- 
sichten, welche  der  verstorbene  Professor  Forbes  in  einem  Artikel 
des  Phil.  Mag.  ((3)  XXXVII.  1850.  401—427)  unter  dem  Titel 
yeröffentlicht  hat:  ^On  the  alleged  evidence  for  a  physical  connec- 
tion  between  stars  forming  binary  or  multiple  groups,  deduced 
from  the  doctrine  of  chaqces''.  Gbs.  (Lp.) 


E.  Cbsaro.     Intorno  ad  una  ricerca  di  limiti.       Palermo 

Rend.  1.  224-226. 

C.  Fr.  Gauss.     Abhandlungen  zur  Methode  der  kleinsten 
Quadrate.      In   deutscher  Sprache  herausgegeben  von 

A.    BORSCH   und    P.    Simon.     Berlin.  Staokiewics.  208  S. 

Schon  seit  längerer  Zeit  existirt  in  französischer  Sprache, 
?on  J.  Bertrand  herausgegeben,  eine  Sammlung  der  wichtigsten 
Abhandlungen  von  Gauss  über  die  Fehler- Ausgleichung,  welche 
znm  grössten  Teil  ursprünglich  lateinisch  geschrieben  sind.  Die 
Herausgeber  haben  sich  ein  Verdienst  dadurch  erworben,  dass 
sie  diese  Abhandlungen  jetzt  auch  in  deutscher  Sprache  yer- 
öffentlicht haben,  und  wenn  sie  zu  dieser  Arbeit  durch  den 
Wunsch  von  Hrn.  Helmert,  der  dem  Buche  ein  einleitendes  Vorwort 
Torangestellt  hat,  mitveranlasst  wurden,  so  gebührt  auch  diesem 
unser  Dank.  Denn  es  ist  wohl  sicher,  dass  einem  grossen  Kreise 
Yon  solchen  Personen,  die  das  Beste,  was  über  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  geschrieben  worden,  die  grundlegenden  Ar- 
beiten TOQ  Gauss,  kennen  lernen  wollen,  das  Studium  derselben 
im  Original  wenig  bequem  ist. 

Die  SaoHnlung  schliesst  sich  in  der  Auswahl  und  der  Reihen- 
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folge  der  Sehriften  derjenigen  von  Bertrand  an;  nm  das  Ver- 
ständnis der  Theorie  an  Beispielen  zu  erleichtem,  enth&lt  sie 
noch  die  Bestimmung  des  Breitenunterschiedes  zwischen  Göttin- 
gen und  Altena,  sowie  verschiedene  Selbstanzeigen,  insbesondere 
diejenigen  der  beiden  Teile  der  Theoria  Combinationis  und  des 
Supplementum.  Ls. 

J.  Bbrtrand.     Note  sur  une  loi  singuli^re  de  probabilitö 
des  erreurs.     C.  R.  CV.  779-780. 

Bereits  Poisson  (1831)  und  Cauchy  (1853)  haben  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  die  allgemeine  Theorie  des  Durchschnitts 
uuanwendbar  wird  in  dem  Fall,  dass  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  Fehlers,  der  in  den  Grenzen  x  und  x+dx  liegt,  durch 

k       dx 

ausgedrückt  wird.  Bienaym^  hat  gemeint,  dass  ein  Instrument 
mit  einer  derartigen  Fehlerwahrscheinlichkeit  gar  nicht  vor- 
komme; Bertrand  bemerkt,  dass  ein  solches  Instrument  aller- 
dings vielfach  auf  Jahrmärkten  bei  GlQcksspielen  angewendet 
wird.  Dasselbe  besteht  aus  einer  beweglichen  Nadel,  die  sich 
auf  einer  horizontalen  Scheibe  dreht.  Wenn  man  den  Punkt 
bestimmt,  wo  die  verlängerte  Nadel  eine  feste  Gerade  schneiden 
würde,  indem  man  diesen  Punkt  als  den  Fusspunkt  des  Perpen- 
dikels auf  dieselbe  von  dem  Mittelpunkt  der  Scheibe  ansieht,  so 
hat  man  grosse  Chance  sich  zu  irren,  und  die  Wahrscheinlich- 
keit des  Fehlers  wird  hier 

k       dx 

wo  k  die  Entfernung  der  Geraden  vom  Mittelpunkt  der  Scheibe 
bezeichnet.  Ls. 

P.  L.  TscHEBYSCHKFF.     Zwcl  Theoreme  über  die  Wahr- 
scheinlichkeiten.    Petersb.  Abb.  (Rassiscb.) 

In  seiner  Abhandlung:  „Des  valeurs  moyennes*'  (Journ.  de 
Math.  (2)  XII)  hat  der  Verfasser  das  folgende  Theorem  bewiesen: 
„Wenn  die  mathematischen  Hoffnungen  der  Grössen: 
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**1  »        **J)        **J1        ... 


irgend  eine  endliche  Grenze  nicht  flbersteigen,  8o  nähert  sich  die 
Wahrseheinliehkeit  dafflr,  dass  das  arithmetische  Mittel  n  solcher 
Grössen  u  sich  yon  dem  arithmetischen  Mittel  der  mathemati- 
schen Hoffnungen  derselben  um  irgend  eine  gegebene  Grösse 
Qoterscheidet,  der  Einheit  in  dem  Masse,  als  n  bis  oo  wächst^. 
Jetzt  benutzt  der  Verfasser  dieselbe  Methode,  die  er  damals 
angewandt  hatte,  zum  Beweise  eines  neuen  Theorems,  welches, 
zor  Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werte  der  Unbekannten 
angewandt,  direet  auf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ftthrt. 
Das  bemerkenswerte  Theorem  ist  so  formulirt:  ^Wenn  die 
mathematischen  Hoffnungen  der  Grössen  «j,  u,,  ti,,  . . .  Null  sind 
und  die  mathematischen  Hoffnungen  aller  Potenzen  derselben 
eine  endliche  Grösse  nicht  Übersteigen,  so  nähert  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  die  Summe  der  n  Grössen 

dividirt  durch  die  Quadratwurzel  aus  der  doppelten  Summe  der 
mathematischen  Hoffnungen  der  Quadrate  jener  Grössen,  zwischen 
den  Grössen  t  und  t'  liegt,  dem  Werte  des  Integrals 

— pr-  /  er^dx 
in  f 

in  dem  Masse,  als  n  bis  oo  wächst.  Wi. 


E.  Möller.      Fejlenes  Tbeori.      Kjobobayo.     Aagust    Bang's 

Porlag.  108  S.  (1886.) 

Kurze  Darstellung  der  allgemeinen  Fehlertbeorie  und  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
die  praktische  Feldmesskunst.  Gm. 


Ch.  M.  Schols.     La  loi  de  Ferreur  rösultante.     Deift  Ann. 

fic.  PoL  IIL  140-150. 

Ch.  M.  Schols.     Demonstration  directe  de  la  loi  limite 
pour  les  erreurs  dans  le  plan  et  dans  Tespace.    Delft  Ann. 

fic.  Pol.  IIL  195-200. 

Foraehr.  d.  Math.  XIX.  1.  14 
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In  Bessers  Untersuchungen  über  die  Wahrscheinlichkeit  der 
Beobachtungsfehler  wird  die  Aufgabe  behandelt,  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Fehlers  zu  bestimmen,  welcher  aus  dem  Zusammenwir- 
ken verschiedener  unabhängiger  Fehler  entsteht,  die  zwischen  end- 
lichen Grenzen  bleiben.  Doch  hat  Bessel  nur  directe  Formeln  f&r 
den  Fall  von  zwei  oder  drei  zusammenwirkenden  Fehlem  gegeben, 
welche  aber  so  beschaffen  waren,  dass  er  es  aufgab,  die  ana- 
logen auch  für  vier  Fehler  aufzustellen.  Später  wurde  die  Auf- 
gabe durch  Eummell  wieder  aufgenommen  und  mit  Hülfe  von 
Lejeune  Dirichlet's  Continuitätsfactor  behandelt;  aber  die  Schwie- 
rigkeiten wurden  dadurch  mehr  verschoben  als  gelöst.  In  den 
ersten  der  obengenannten  Aufsätze  behandelt  der  Verfasser  nun 
dieselbe  Aufgabe,  ohne  zur  höheren  Analysis  Zuflucht  zu  neh- 
men, in  Uebereinstimmung  mit  seiner  früher  mitgeteilten  Theorie 
der  Fehler  in  der  Ebene  und  im  Räume  (F.  d.  M.  XVIII.  1886. 
185).  Zunächst  werden  die  allgemeinen  Formeln  in  schöner  und 
klarer  Weise  entwickelt,  dann  auf  einige  besondere  Fälle  ange- 
wandt. 

Der  zweite  Aufsatz  ist  als  eine  Fortsetzung  der  oben  genann- 
ten Fehlertheorie  zu  betrachten.  Es  wird  darin  unabhängig  von 
dem  Gesetz  für  lineare  Fehler  ein  directer  Beweis  für  das  Ge- 
setz der  Fehler  in  der  Ebene  und  im  Räume  gegeben,  während 
das  früher  gegebene  in  Abhängigkeit  von  diesem  aufgestellt  war. 

G. 

J.  Bertrand.    Thdorfeme  relatif  aux  erreurs  d'observation. 

0.  R.   CV.    1043-44. 

Eine  Grösse  ist  wiederholt  und  zwar  durch  eine  gerade  Zahl 
von  Beobachtungen  gemessen  und  tdie  Resultate  sind  je  zwei 
und  zwei  nach  dem  Zufall  vereinigt;  wenn  man  aus  jeder  dieser 
Gruppen  die  grössten  und  die  kleinsten  Fehler  summirt,  so  wird 
das  Verhältnis  der  Summe  der  ersteren  zu  der  Summe  der 
letzteren  mit  zunehmender  Zahl  der  Beobachtungen  gegen  den 

Wert  ]/2-t.l  =  2,41  convergiren. 

Für   die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  werden  einige  Bei- 


IV.  Abschoitt.  WaliTBcheiDlicbkeitsrechDiiDg  a.  OombiDatioDslehre.     2ll 

spiele  angefahrt,   die  Hr.  Broch   aus  bekannten  Beobachtungen 
abgeleitet  hat.  Ls. 

fl.  Faye.  Lettre  k  M.  Bertrand  k  propos  de  sa  pr^cö- 
dente  note:  Sur  un  th^or^oie  relatif  aiix  erreurs  d'ob- 
servation.     C.  R.  CV.  1102. 

Hr.  Faye  findet,  dass  die  Grenzen  des  angeführten  Verhält- 
nisses 1  und  3)915  sind,  deren  Mittelwert  2,457  nur  wenig  von 
2,414  abweicht.  Ls. 

J.  Bbrtrand.  Sur  ce  qu'on  nomine  le  poids  et  la  pr4- 
cision  d*une  Observation,   c.  R.  CV.  1099-1102. 

Man  definirt  in  der  Regel  das  Gewicht  k  einer  Beobachtung 
dahin,  dass  einer  Beobachtung  mit  diesem  Gewicht  die  gleiche 
Bedeutung  zuerteilt  wird,  wie  k  Beobachtungen,  deren  Gewicht 
als  Einheit  gilt,  und  die  Genauigkeit  h  einer  Beobachtung  dahin, 
dass  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  in  den  Grenzen  x  und 
X  -\-  dx  bei  ihr  dieselbe  ist,  wie  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Fehlers  in  den  Grenzen  hx  und  h(x  +  dx)  bei  einer  Beobach- 
tung, bei  welcher  man  die  Genauigkeit  als  Einheit  betrachtet. 

Hr.  Bertrand  bemerkt,  dass  diese  Definitionen  nur  fUr  gewisse 
Fehlergesetze  gelten,  und  untersucht,  fOr  welche  derselben  jeder 
Beobachtung  ein  bestimmtes  numerisch  bestimmbares  Gewicht 
and  eine  ebensolche  Genauigkeit  zugeschrieben  werden  kann. 

Sei   die  Wahrscheinlichkeit   eines  Fehlers   zwischen  z  und 

z-\'di  bei  einem  Beobacbtungssystem  q)(z)dzy  bei  einem  anderen 

tp(z)ds'y   sei  das  Gewicht  bei   dem    ersteren  gleich  der  Einheit, 

bei    dem  letzteren  gleich  Ar,    so  muss  das  Verhältnis  (p(zy/\p(z) 

constant  sein.    Ist  die  Genauigkeit  des   zweiten  Systems  gleich 

&,    die   des   ersten   gleich  der  Einheit,   so  muss  das  Verhältnis 

(f(hz)/tp(%)   constant  sein.     Die  Untersuchung  führt   schliesslich 

auf  die  Formel 

(p(z)  =  Je-«»^*^^ 

und    wenn   dabei  die  zweite  Derivirte  von  q>(z)  für  ä  =  0  nicht 
Null  ist,  so  folgt  ^  =  1,  also  das  Gaussische  Fehlergesetz. 

14* 
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Bei  keinem  anderen  Feblergesetz  kann  man  den  Ausdrücken 
Gewicht  and  Genauigkeit  einen  bestimmten  und  genauen  Wert 
beilegen.  Setzt  man  ju  =  1,  so  hat  man  das  einzige  Febler- 
gesetz, bei  welchem  der  Mittelwert  aus  n  Messungen  der  wahr- 
scheinlichste ist,  und  die  Bedingung  k/h*  =  1  zeigt,  dass  das 
Gewicht  gleich  ist  dem  Quadrat  der  Genauigkeit.  Ls. 


J.  Bertrand.      Sur    la    loi    des    erreurs    d'observation. 

C.  R.  CV.  1147-1148. 

Es  werden  folgende  zwei  Sätze  mitgeteilt: 

I.  Eine  Grösse  ist  sehr  oft  gemessen,  und  die  Beobachtan- 
gen  sind  nach  einem  durch  den  Zufall  bestimmten  Verfahren  in 
Gruppen  von  je  zwei  Beobachtungen  vereinigt  worden;  wenn 
man  aus  jeder  dieser  Gruppen  den  grösseren  Fehler  ausscheidet, 
so  wird  das  Verhältnis  der  Mittelzahl  aus  den  Quadraten  dieser 
grösseren  Fehler  zur  Mittelzahl  aus  den  Quadraten  aller  Fehler 
mit  steigender  Zahl  der  Messungen  gegen  den  Wert  1  +  2/f» 
convergiren. 

II.  Wenn  man  die  Messungen  je  drei  und  drei  gruppirt,  so 
wird  das  Verhältnis  der  Mittelzahl  aus  den  Quadraten  der 
grössten  Fehler  jeder  Gruppe   zur  Mittelzahl  aller  Fehler   sieh 

der  Grenze  1  +  2^3/n  mit  steigender  Zahl  der  Messungen  mehr 
und  mehr  nähern.  Ls. 


J.  Bertrand.    Sur  les  öpreuves  r^pötdes.    CR.  CV  1201-1203. 

Wenn  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  eines  Ereig- 
nisses gleich  p,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Nichteintretens 
gleich  q  ist,  so  wird  (nach  Bernoulli)  nach  ^  Versuchen  das 
^p- malige  Eintreten  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  haben,  und 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Differenz  zwischen  der  beob- 
achteten Häufigkeit  des  Ereignisses  und  dem  wahrscheinlichsten 
Fall  gleich  h  ist,  ausgedrückt  durch 

1  --^ 

— e    ^A«M. 

\^2fAnpq 
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Hr.  Bertrand  behauptet,  dass  die  von  Poisson  unter  der  ße- 
zeiehnung  des  Oesetzes  der  grossen  Zahlen  aufgestellte  Verall- 
gemeinerung dieses  Satzes  nicht  nur  der  Strenge,  sondern  auch 
der  Genauigkeit  entbehrt,  und  sucht  solches  an  einem  Beispiel 
oaehzuweisen.  Ls. 

P.  PizzETTL      Sulla    compensazioue    delle    osservazioui 
secondo  il   metodo   dei  minimi  quadrati.     Nota  I,  II. 

Born.  Acc.  L.  Rend.  (4)  III,.  230-235,  288-293. 

Der  erste  dieser  beiden  Aufsätze  beschäftigt  sich  mit  der 
Aoflösung  der  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten. 
Es  wird  eine  Umformung  erläutert,  welche  von  Gauss  herstammt, 
wie  der  Verfasser  selbst  anführt,  und  die  in  vielen  Fällen  eine 
^osse  Erleichterung  der  Rechnung  herbeifflhren  kann;  insbe- 
sondere dann,  wenn  eine  Ausgleichung  mit  einer  grossen  Zahl 
Ton  Bedingungsgleichungen  .  gemacht  worden  ist,  und  es  sich 
nun  darum  handelt,  die  Rechnung  nochmals  zu  wiederholen,  weil 
noeh  einige  wenige  neue  Bedingungsgleichungen  zu  den  früheren 
hinzutreten. 

Die  besprochene  Methode  ist  diejenige,  bei  welcher  man  die 
^osse  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  in  Gruppen  teilt,  und 
die  Ausgleichung,  welche  man  aus  der  ersten  Gruppe  abgeleitet, 
durch  die  zweite  Gruppe  corrigirt,  und  so  weiter,  bis  alle  Gruppen 
erschöpft  sind.  Weitere  Correcturen  werden  gefunden,  indem 
man  das  Verfahren  wiederholt,  und  so  lange  fortsetzt,  bis  man 
ein  System  ausgeglichener  Werte  gefunden  hat,  welches  allen 
Gruppen  genügt. 

Der  zweite  Aufsatz  zeigt,  dass  das  Verfahren  eine  Grenze 
bat,  oder  vielmehr,  dass  dasselbe  wirklich  dazu  führt,  ein  System 
aosgeglichener  Werte  zu  finden,  welches  gleichzeitig  alle  gege- 
benen Bedingungsgleichungen  bestmöglich  befriedigt.  Ls. 


A.  Port.  Sur  la  r^solution  dans  un  cas  particulier, 
des  ^quations  uormales  auxquelles  conduit  la  möthode 
des  moindres  carr^s.    C.  R.  CV.  491-494. 
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Es  sei 

y  =  k.+k.x  +  k.x'  H +  kiX*  +  •  •  •  +  ^m«% 

und  es  seien  durch  die  Beobachtung  n  Wertpaare  von  y  und  x 
gegeben : 

(yi^i)»    (Si^^l   ••>   (Vn^n),    wofi>m, 
es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  CoefGcienten  k^^  k^^  ... 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

In  dem  besondern  Fall,  dass  die  Werte  a?,,  a?,,  .. .,  rr„  eine 
arithmetische  Reihe  bilden,  lassen  sich  gewisse  HQlfsgrössen  ent- 
wickeln und  berechnen,  durch  welche  die  spätere  Rechnung 
wesentlich  vereinfacht  werden  kann.  Ls. 


F.  Y.  Edgewortb.     The  empirical  proof  of  the  law  of 

error.     Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  330-342. 

Der  Hauptzweck  dieses  Artikels  liegt  in  dem  Nachweise, 
wie  die  Theorie  der  Wahrscheinlichkeiten  bei  der  empirischen 
Bestätigung  der  Folgerungen  mitwirken  kann,  welche  dadurch 
erzielt  werden,  dass  man  Beobachtungen  dem  Verfahren  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  unterwirft.  Gbs.  (Lp.) 


F.  Y.  Edgeworth.     On  discordant  observations.    Phil.  Mag. 

(ö)  XXIII.  364-375. 

Unvereinbare  (discordant)  Beobachtungen  werden  als  solche 
definirt,  welche  das  Aussehen  haben,  in  Bezug  auf  das  Gesetz 
ihres  Vorkommens  von  anderen  Beobachtungen  abzuweichen, 
mit  denen  sie  combinirt  werden.  Es  wird  ein  Versuch  gemacht, 
die  verschiedenartige  Behandlung  solcher  Beobachtungen  von 
den  Fachleuten  durch  die  Ueberlegung  zu  vereinfachen,  dass 
verschiedene  Methoden  den  verschiedenen  Annahmen  ttber  die 
Ursache  einer  unvereinbaren  Beobachtung  entsprechend  gestaltet 
werden,  und  dass  verschiedene  Annahmen  geeignet  sind,  je  nach- 
dem das  Hauptziel  oder  der  verlangte  Genauigkeitsgrad  ver- 
schieden ist.  Drei  Annahmen  werden  durchgegangen.  Gemäss 
der  ersten  giebt  es  nur  zwei  Arten  fehlerhafter  Beobachtungen, 
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eigentliche   BeobacbtUDgHfebler   and  Versehen   (mistakes).     Die 

Häufigkeit    der   ersteren    wird    durch    die  Curve   y  =  -— e"*'*" 

yn 

(4  constant)   dargestellt;   die  Fehler   der   zweiten  Art   kommen 

nicht  innerhalb    der  Grenzen  vor,    für   welche  die  erstere  gilt. 

Gemäss    der   zweiten   Annahme    ist   der   Fehlertypus   noch   die 

Wahrscheinlichkeitscurye  mit  nicht  veränderlicher  Constante,  aber 

der  Qrad  ihrer  Anwendbarkeit  ist  von  vornherein  nicht  so  genau 

bekannt.     Der   dritten  Annahme   gemäss  sind  alle  Fehler  vom 

Typus  y  =  — ^  e-*'*',  aber  h  ist  für  verschiedene  Beobachtungen 

yn 

nicht  dieselbe  Zahl.  Auf  der  Grundlage  dieser  Unterscheidungen 
wird  eine  Prüfung  der  Methoden  zur  Behandlung  unvereinbarer 
Beobachtungen  vorgenommen.  Diese  Methoden  beruhen  auf  den 
Grundsätzen,  1)  dass  gewisse  grobe  Fehler  nach  gesundem  Ver- 
stände verworfen  werden  können,  oder  auch  nach  einfacher  In- 
duetiou,  als  ausgeschieden  aus  der  Berechnung  der  Wahrschein- 
lichkeit a  posteriori,  oder  2)  dass  Beobachtungen  verworfen 
werden  können  aus  dem  Grunde,  dass  sie  durch  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung als  viel  schlechter  nachgewiesen  werden  als 
die  beibehaltenen,  oder  3)  dass  alle  Beobachtungen  beibehalten 
werden  können,  aber  mit  Gewichten  behaftet,  die  durch  die 
Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  bestimmt  werden.  In  eine  be- 
sondere Kategorie  wird  die  Methode  gestellt,  welche  in  der  Er- 
mittelung des  „Centralwerts''  der  Beobachtungen  besteht.  In 
der  Abhandlung  werden  diese  Methoden  (mit  Ausnahme  der 
TJerten,  die  in  diesem  Aufsatze  nicht  behandelt  wird)  auf  die 
drei  Annahmen  über  die  Ursache  unvereinbarer  Beobachtungen 
angewandt.  Gbs.  (Lp.) 

F.  Y.  Edgeworth.     The  choice  of  means.      Phil.  Mag.  (5) 

XXIV.  268-271. 

Ein  Nachtrag,  mit  besonderer  Beziehung  auf:  ;,Discordant 
observations^,  auf  einen  Artikel  flber:  „  Observations  and  sta- 
tistics"  (Cambr.  Phil.  Trans.  1885),  und  auf  den  Anhang  I  „On 
the  method  of  least  Squares^,  zu  einer  Broschüre  desselben  Ver- 
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fasBers:    „Metrelike:    or,   the   method    of  oieasuring  probability 
aod  Utility**.    (London,  The  Temple  Company.  1887.) 

Gbs.  (Lp.) 


H.  H.  Türner.     On  Mr.  Edgeworth's  method  of  redu- 
cing     observations     relating     to     several     quantities. 

Pbil.  .Mag.  (5)  XXIV.  466-470. 

In  der  Augustnummer  des  Phil.  Mag.  1887  wies  Hr.  Edge- 
worth  auf  eine  Methode  zur  Reduetion  von  Beobachtungen  hin, 
die  sich  auf  mehrere  Grössen  beziehen,  und  er  meinte,  dieselbe 
könne  die  gewöhnliche  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ersetzen. 
(Der  Artikel,  auf  den  Hr.  Edgeworth  verweist,  steht  in  Herma- 
thena  VI.  279-285.  Dublin  1888.)  Die  Methode  wird  für  den 
Fall  zweier  Variabein  x  und  y  wie  folgt  beschrieben.  „Man 
finde  eine  angenäherte  Lösung  durch  irgend  ein  rohes  Verfahren 
(z.  B.  durch  einfache  Addition  mehrerer  der  Gleichungen,  so  dass 
zwei  unabhängige  gleichzeitige  Gleichungen  entstehen).  Man 
nehme  den  so  bestimmten  Punkt  als  einen  neuen  Anfangspunkt 
an  und  substituire  in  den  n  (transformirten)  Gleichungen  fär 
eine  der  Variabein  x  eine  Reihe  von  Werten  ±ä,  +2Ä,  .  .. 
Diesen  Substitutionen  entsprechend  haben  wir  n  Gleichungen  für 
y.  Für  jedes  dieser  Systeme  bestimme  man  das  Mittel  (median) 
gemäss  der  Laplace'schen  Situationsmethode.  Diese  Reihe  von 
Mitteln  bildet  einen  Ort  für  den  gesuchten  Punkt.  Ein  zweiter 
Ort  wird  gefunden,  indem  man  x  und  y  in  den  eben  gegebenen 
Richtungen  umstellt.  Der  Schnitt  dieser  Oerter  ist  der  verlangte 
Punkt.  Die  Methode  kann  auf  jede  Anzahl  von  Variabein  aus- 
gedehnt werden." 

Hr.  Edgeworth  hob  als  Vorteile  seiner  Methode  hervor, 
1)  sie  sei  beträchtlich  weniger  umständlich  als  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate,  2)  in  dem  Falle  nicht  zusammen  stimmender 
Beobachtungen  sei  sie  nicht  nur  bequemer,  sondern  auch  besser. 

Hr.  Turner  wendet  die  neue  Methode  auf  ein  Beispiel  f&r 
einen  besonderen  Fall  mit  zwei  Variabein  an  und  spricht  seine 
Meinung  dahin  aus,  dass  der  erste  Vorteil  zweifelhaft  sei  und 


« 
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der  zweite  dadurch  aufgewogen  werde,    dass  die  Methode  eine 
einzige  Lötiung  zu  geben  verfehlt.  Gbs.  (Lp.) 


Deutsche  Sterbetafel  gegründet  auf  die  Sterblichkeit  der 
Reichsbevölkerung  in  den  10  Jahren  1871/72  bis  1880/81. 

MoDatshefte  der  Statistik  des  deatschen  Reichs. 

Diese  Sterbetafel  ist  die  erste,  welche  die  Sterblichkeit  der 
deutschen  Reichsbevölkerung  darstellt,  und  zugleich  die  erste, 
welche  nach  der  von  dem  internationalen  statistischen  Congress 
io  seiner  letzten  Session,  Budapest  1876,  empfohlenen  Methode 
berechnet  ist.  Es  haben  96,8  Procent  der  Reichsbevölkerung 
in  Rechnung  gezogen  werden  können,  und  es  ist  wohl  kaum 
daran  zu  zweifeln,  dass  das  Resultat  durch  das  Fehlen  von 
3  Procent  derselben  nicht  beeinflusst  worden  ist.  Die  „Vor- 
bemerkungen'' geben  Aufscbluss  Über  das  der  Tafel  zu  Grunde 
liegende  Material;  alle  Ausführungen  gelten  gleichmässig  für 
beide  Geschlechter,  welche  bei  allen  Rechnungen  getrennt  ge- 
halten sind,  so  dass  eine  Sterbetafel  für  das  männliche  und  eine 
Sterbetafel  für  das  weibliche  Geschlecht  aufgestellt  worden  ist. 
Die  Sterbenswahrscheinlichkeit  für  die  Frist  eines  Jahres  ist 
graphisch  anschaulich  gemacht,  und  die  Tafeln  sind  durch  ange- 
fügte Bemerkungen  auf  das  eingehendste  und  klarste  erläutert. 

Der  zweite  Teil  des  ersten  Abschnitts  enthält  den  Vergleich 
der  deutschen  Sterbetafel  mit  den  Ergebnissen  anderer  Sterbe- 
tafelnunter genauer  Angabe  des  Materials,  welches  zur  Vergleichung 
herangezogen  worden,  und  der  Ableitung  desselben,  soweit  es 
zur  Beurteilung  der  Vergleichungszahlen  erforderlich  war. 

Der  zweite  Abschnitt,  zu  welchem  .vier  tabellarische  Ueber- 
siehten  gehören,  giebt  Nachweisungen  über  das  zur  Berechnung 
der  deutschen  Sterbetafel  benutzte  Material,  und  'zwar  über  1. 
die  Geburten  und  Sterbefälle,  2.  die  Volkszählungsergebnisse, 
3.  die  Wanderungen.  Diese  werden  sehr  eingehend  behandelt 
und  sind  auch  graphisch  anschaulich  gemacht. 

Der  dritte  Abschnitt,  ebenfalls  mit  graphischen  Darstellungen 
and  tabellarischen  Uebersichten,  „die  Berechnung  der  Sterbetafel"^ 
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betitelt,  zeigt,  wie  die  Tafel  aus  dem  Material  berechnet  worden 
ist,  und  erklärt  dabei  die  zur  Anwendung  gebrachte  Methode, 
indem  sie  gleichzeitig  dieselbe  Schritt  für  Schritt  rechtfertigt. 
Die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  zeigen,  wenn  man  die  höchsten 
Altersklassen  ausnimmt,  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  grosse 
Regelmässigkeit,  so  dass  die  kleinen  Unregelmässigkeiten  auf 
graphischem  Wege  und  mit  Hülfe  der  Differenzreihen  leicht  aus- 
geglichen werden  konnten.  Nur  in  den  höchsten  Altersklassen 
ist  die  Ausgleichung  unabhängig  von  den  wenig  zahlreichen 
Beobachtungen  und  als  eine  rein  theoretische  zu  betrachten. 

Ls. 


Breslauer  Sterbetafel    berechnet    nach    der  Sterblichkeit 

in   den   zehn  Jahren    1876-1885.      Breslaaer Statistik,  Hefts, 
Ser.  XI. 

Diese  Sterbetafel  ist  nach  derselben  Methode  abgeleitet 
worden,  wie  die  vorläufige  für  die  Jahre  1876/80  hergestellte 
Tafel.  Es  sind  dabei  die  auf  dem  IX.  internationalen  statisti- 
schen Congress  zu  Budapest  (1876)  angenommenen  Resolutionen 
zur  Geltung  gekommen,  laut  denen  die  Mortalitätsta^elu  das  Ver- 
hältnis der  Zahl  der  Gestorbenen  zur  Gesamtheit  der  Gleich- 
altrigen, aus  denen  diese  Gestorbenen  ausschliesslich  und  voll- 
zählig hervorgehen,  zum  Ausdruck  bringen  sollen,  wobei  der 
störende  Einfiuss  der  Wanderungen  möglichst  zu  beseitigen  ist 
Die  Ausdehnung  des  Sterblichkeitsmasses  auf  fünQährige  Alters- 
klassen ist  der  Kleinheit  der  Zahlen  wegen  beibehalten  worden. 
Die  Sterblichkeit  der  beiden  Geschlechter  ist  getrennt  ermittelt; 
über  die  Gewinnung  des  Materials,  sowie  über  die  bei  der 
Berechnung  angewandten  Formeln  geben  die  den  Tabellen  vor- 
angestellten Bemerkungen  genügende  Auskunft.  Ls. 


G.  A.  Hagemann.      Einige  kritische    Bemerkungen    zur 
Aviditätsformel.    Aus  dem  Dänischen  von  P.  Knudsen. 

ßerlio.  Friedlaoder  S.  12  S. 
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A.  ZiLLifBR      Die  mathematischen  Rechnungen  bei  Le- 
bens-   und    Reuten  -  Versicherungen.      Zweite    Aufl. 

Berlin.  Nicolai'scbe  Terl.-B.  187  S.  4<>. 

Nachdem  die  erste  im  Jahre  1861  erschienene  Auflage  voll- 
ständig vergriflFen,  veröfl^entlicht  der  Verfasser  in  neuer  Dar- 
stellung die  zweite  vermehrte  Auflage.  Der  Zweck  ist  unver- 
ändert der  frtihere  geblieben,  es  sollen  in  systematischer,  aber 
elementarer  Form  die  in  der  Lebensversicherucgspraxis  vor- 
kommenden Rechnungen  dargestellt  werden.  Fügen  wir  gleich 
hinzu,  dass  dieser  Zweck  in  vollkommener  Weise  von  dem  Ver- 
fasser erreicht  worden  ist,  und  dass  das  Buch  allen  denen  em- 
pfohlen werden  darf,  welche  sich  mit  diesen  Rechnungen  bekannt 
machen  wollen,  oder  welche  ein  Handbuch  wünschen,  um  diese 
oder  jene  Formel  nachzuschlagen. 

Was  über  den  elementaren  Kreis  hinausgeht,  z.  B.  die  Con- 
struction  und  die  Ausgleichung  der  Sterblichkeitstafeln,  die  Theorie 
des  Risikos,  hat  keine  Aufnahme  gefunden.  Auch  ist  die  Be- 
schränkung festgehalten  worden,  nur  solche  Versicherungsformen 
zu  bebandeln,  bei  denen  die  Rechnungsgrundlagen  durch  die 
Bestimmung  des  Zinsfnsses  und  der  Sterblichkeitstafel  gegeben 
sind,  und  bei  denen  nur  noch  die  Kostenaufschläge  bestimmt 
werden  müssen.  Weitergehende  Versicherungsformen,  wie  z.  B. 
die  sogenannte  Militärdienstversioherung,  die  Invaliden-  und 
Krankenversicherung,  sind  nicht  behandelt  worden,  sollen  viel- 
mehr ebenso  wie  die  mit  der  Invalidenversicherung  combinirte 
Lebensversicherung  einer  besondern  Darstellung  vorbehalten 
bleiben. 

Die  Darstellung  trägt  den  Fortschritten,  welche  die  Lebens- 
versicherungstechnik seit  1861  gemacht,  vollauf  Rechnung,  und 
auch  die  Abschnitte,  welche  ihrem  Inhalt  nach  unverändert  ge- 
blieben, haben  teilweise  eine  Umarbeitung  erfahren,  mit  welcher 
wir  uns  wohl  einverstanden  erklären  können. 

In  der  Bezeichnnngsweise  hat  der  Verfasser  mancherlei  Ab- 
weichungen gegen  die  im  Jahre  1864  auch  von  ihm  auf  Vor- 
schlag des  Referenten  empfohlene  Bezeichnung  vorgenommen,  um 
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„ZU  einer  systematischen  Weiterentwickelung  der  Bezeiohnongs* 
weise  beizutragen'^.  Dagegen  wird  sich  gewiss  nichts  eit^wenden 
lassen;  nur  hätten  wir  gewünscht,  dass  der  Verfasser  in  einem 
besonderen  Abschnitt,  entweder  im  Beginn  oder  am  Ende  seines 
Werkes,  ein  übersichtliches  Register  aller  von  ihm  angewandten 
Bezeichnungen  nebst  deren  Erläuterungen  zusammengestellt  hätte. 
Er  würde  dadurch  die  Benutzung  seines  Werkes  denjenigen 
Personen,  welche  einzelne  Formeln  nachzuschlagen  wünschen, 
wesentlich  erleichtert  haben.  Ls. 


Amministrazione  della  cassa  dei  depositi  e  prestiti. 
Bilancio  tecnico  al  31.  Dicembre  1884  del  Monte. 
Pension!      per     gli      insegnanti     publici     elementari. 

Roma.  288  S.  n.  6  graphische  Tafelo. 

Diese  Veröffentlichung,  welche  wir  wohl»  dem  Herrn  Perozzo 
zuschreiben  dürfen,  nimmt  unser  Interesse  in  mehreren  Rieh- 
tungen in  Anspruch.  Wir  finden  eingehende  und  anregende 
Untersuchungen  über  Sterblichkeitsverhältnisse  und  über  Inva- 
lidität, lehrreiche  Erläuterungen  zu  den  aufgestellten  Bilanzen 
nebst  einer  Reihe  von  Tabellen,  und  in  dem  Anhang,  neben  der 
Erklärung  und  Ableitung  der  benutzten  Formeln,  eine  gründliche 

* 

Untersuchung  über  das  mathematische  Risiko. 

Während  der  Verfasser  sich  in  der  Theorie  der  Entwicke* 
lung  anschliesst,  welche  Hr.  Wittstein  über  das  mathematische 
Risiko  gegeben  hat  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  189),  gelangt  er  bei 
den  Schlussfolgerungen  nicht  überall  zu  genau  denselben  Resul- 
taten wie  dieser;  er  fügt  die  Auseinandersetzung  über  die  Ur- 
sache dieser  Abweichungen  hinzu.  Ls. 


H.  Grosse.       Graphische     Behandlung     versicherungs- 
technischer  Rechnungen.       Assecarans-Jahrb.  VIII.  Wien. 

Der  Verfasser  gebt  von  dem  Gedanken  aus,  dass  die  Ein- 
führung der  graphischen  Methode  bei  den  Berechnungen  des 
Versicherungstechnikers   von    wesentlichem  Nutzen   sein    würde« 
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Er  erläutert  die  graphische  Ausführung  der  arithmetischen  Rech- 
DQDgsarten,  und  giebt  sodann  eine  Reihe  von  Beispielen  über 
die  Anwendung  der  Operationen  bei  Aufgaben  der  Lebensver- 
siehemngstechnik. 

Wir  sind  mit  dem  Verfasser  vollkommen  darin  einverstanden, 
das8  die  graphische  Darstellung  einer  nach  einem  gewissen,  wenn 
auch  unbekannten  Gesetz  fortschreitenden  Zahlenreihe  ein  weit 
anschaulicheres  Bild  derselben  gewährt  als  die  Betrachtung  der 
Tabelle;  wir  stimmen  ihm  auch  darin  bei,  dass  die  Genauigkeit, 
mit  welcher  die  Lebensversicherungstechniker  ihre  Resultate  auf 
vier  oder  mehr  Decimalen  zu  berechnen  suchen,  völlig  wertlos 
ist;  aber  wir  bezweifeln,  dass  die  Praxis  die  graphische  Methode 
in  der  Lebensversicherung  mit  Vorteil  wird  verwerten  können. 
Es  wird  auf  einen  Versuch  dabei  ankommen,  wobei  jedenfalls 
das  Verständnis  der  Rechnungsresultate  gewinnen  wird. 

Ls. 

Wittstein.  Weitere  Folgerungen  aus  der  Theorie  des 
mathematischen  Risiko  der  Versicherungs  -  Gesell- 
schaften.     Aasecuranz-Jahrb.  VIII.  Wien. 

In  seinem  Bericht  über  „das  mathematische  Risiko  der  Ver- 
sicherungs -  Gesellschaften«  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  189)  hat  Re- 
ferent darauf  hingewiesen,  wie  man  ein  Risiko  erster,  zweiter, 
dritter  Ordnung  unterscheiden  könne,  und  dass  das  Gesamt-Risiko 
sich  dann  als  die  Differenz  zwischen  dem  Gewinn  und  dem  Ein- 
satz darstellt.  Dieser  Gedanke  wird  von  dem  Verfasser  in  dem 
ersten  Teil  des  vorliegenden  Aufsatzes  näher  ausgeführt.  In  dem 
zweiten  Teil  zeigt  er,  dass  bei  Berechnung  des  Risikos  für  eine 
Lebensversicherung  die  Versicherungssumme  nur  mit  dem  Betrag, 
um  welchen  sie  die  Prämien-Reserve  übersteigt,  in  Rechnung  zu 
stellen  ist.  Ls. 


G.  King.     On   the  nuraerical  calculation  of  the  values 
of  complex  benefits  by  means  of  formulas  of  approxi« 

mate   SUmmation.    Actoaries  J.  XXVL  276. 
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Der  Verfasser  glaubt  nicht,  dass  er  viel  Neues  bringen 
könne;  das  Capitel  der  näherungs weisen  Summation  sei  nahezu 
erschöpft.  Aber  es  fehle  noch  an  numerischen  Illustrationen, 
um  die  Formeln  mehr  in  den  allgemeinen  Gebrauch  einzufahren. 

Die  Formel,  welche  der  Verfasser  bevorzugt,  ist  Hardy's 
Formel 

u.dt  =  h  |0,28(«,+«6»)+  l,62(a*+ii«  +  2,2M„}, 

ü 

aus  welcher  er  ableitet 


/" 


utdt  =  h  |0,28ii,  +  1,62ma+2,2«j»+  1,62«8»+0,  56««+ 1,62 «7»}. 

u)  ist  das  äusserste  Alter,  und  h  ist  so  zu  wählen,  dass  7A  an 
die  Grenze  der  Mortalitätstafel  fällt  oder  dieselbe  tiberschreitet, 
so  dass  es  0  wird.  Auch  u^  wird  im  allgemeinen  keiner  Be- 
rechnung  bedürfen,  und  die  Formel  kann  auf  vier  Glieder  be- 
schränkt werden. 

Es  folgt  eine  grössere  Anzahl  von  ausgerechneten  Beispielen. 

Ls. 


Pützler.     Ueber  Wittwenkassen,  speciell  über  die  Gör- 
litzer  Städtische  Wittwenkasse.    Gorlit«.  E.  Remer.  32  s.  4®. 

Der  Verfasser  sagt  in  der  Einleitung,  er  wolle  „einem  en- 
geren Kreise  einen  klaren  Einblick  verschaffen  in  das  Wesen 
der  Versicherungswissenschaft".  Den  Anlass  zu  der  Abhandlung 
habe  ihm  seine  wiederholte  Beschäftigung  mit  der  Görlitzer 
städtischen  Wittwenkasse  für  Communal-Beamte  uud  Lehrer  ge- 
geben.  Die  Arbeit  solle  keine  wissenschaftlichen  Forschungen 
bringen;  sie  müsse  sogar  von  der  Behandlung  in  mathematischer 
Form  absehen,  um  den  Kreisen,  für  welche  sie  bestimmt  sei, 
zugänglich  zu  sein. 

Die  in  dieser  Weise  pracisirte  Aufgabe  ist  von  dem  Ver- 
fasser gelöst  worden;  er  sieht  dabei  aber  von  jeder  allgemeine- 
ren Betrachtung  vollständig  ab,  und  führt  nur  dasjenige  an,  was 
unmittelbar  für  das  Verständnis  von  Wittwen-  und  Waisenkassen 
erforderlieh  ist.     Mit  Rücksicht  hierauf  scheint  uns  die  Einleitung 
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zu  weit  zu  gehen,  wenn  der  Verfasser  seine  Absieht  dahin  aus- 
spricht, er  wolle  einen  klaren  Einblick  in  die  Versicherungs- 
wissenschaft geben.  Man  erwartet  in  Folge  dieser  Ankündigung 
mehr  als  man  in  der  Abhandlung  findet.  Ls. 


H.  Zimmermann.     Zur  mathematischen  Statistik.     Ent- 
gegnung.    Schlömilch  Z.  XXXJI.  62-64. 

W.  KOttnbr.     Zur  mathematischen  Statistik.     Schluss- 
wort    Schlömilch  Z.  XXXII.  234-243. 

Es  ist  das  die  Fortsetzung  des  Streites  über  einen  Satz 
aus  der  Wahrscheinliehkeitslehre,  über  welche  wir  bereits  (F.  d. 
M.  XVIII.  1886.  186-187)  referirt  haben.  Ls. 


G.  King.     Friendly  societies  levies.   ActuariesJ.  xxvi.  389. 

Eine  Friendly  Society  (Sterbekasse)  hat  m  Mitglieder  und 
beim  Tode  eines  Mitgliedes  hat  jedes  überlebende  Mitglied  den 
Beitrag  1  zu  leisten.  Es  fragt  sich,  wie  gross  ist  fT,  der  gegen- 
wärtige Wert  aller  künftigen  Beiträge  eines  .Mitgliedes? 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  hat  Herr  6.  F.  Hardy  im  Jahre 

1880  drei  verschiedene  Formeln  aufgestellt,    von    denen  er  die 

Formel 

m.  m— 1  - .     . 
W  = ^ A  (xx) 

als  streng  richtig  bezeichnet.  A(xx)  bedeutet  den  gegenwärtigen 
Wert  einer  Versicherung  auf  zwei  Leben,  zahlbar  beim  Tode 
des  Zuerststerbenden. 

Herr  King  teilt  für  diese  Formel  einen  Beweis  von  Herrn 
H.  Ansell  mit  und  einen  Beweis  von  ihm  selbst.  Ls. 


G.  F.  Hardy.  Friendly  societies  levies.  Actoaries  J.  xxvi.  478. 

Der  Verfasser  erweitert  seine  Formel  auf  den  Fall,  dass 
die  Friendly  Society  auch  bei  dem  Tode  der  Frau  eines  Mit- 
gliedes einen  Beitrag  erhebt,  und  wendet  sich  dann  zu  den  Ein- 
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Wendungen,  welche  Herr  King  vom  praktischen  Standpunkt  aus 
gegen  die  Formel  erhoben  hat.  Ls. 


L.  Grossmann.  Die  Mathematik  im  Dienste  der  Na- 
tional -  Oekonomie  mit  Hinweis  auf  die  Theorie  und 
Lösung  der  irreductibelen  transcendenten  Gleichungen. 

Wien.  M.  Stern. 

Von  dieser  Veröffentlichung  ist  eine  Lieferung  im  Jahr  1886, 
eine  zweite  im  Jahr  1887  erschienen. 

Das  erste  Heft  enthält:  „Theorie  und  Lösung  der  irreduc- 
tibelen transcendenten  Gleichungen*".  Die  Lösung  wird  durch  ein 
methodisches,  wiederholt  angewandtes  Käherungsverfahren  an- 
gestrebt, nachdem  es  gelungen  ist,  die  Gleichung  so  umzuformen, 
dass  das  Verfahren  angewandt  werden  kann.  In  dem  zweiten 
und  vierten  Aufsatz  wird  diese  Methode  auf  verschiedene  Auf- 
gaben der  Zinseszins-  und  Rentenrechnung  angewandt,  im  dritten 
eine  Anwendung  zur  Berechnung  von  Prämientarifen  mitgeteilt. 
Die  Aufsätze  des  zweiten  Heftes  beziehen  sich  teils  auf  die 
Versicherungstechnik,  Lebensversicherung  und  Feuerversicherung, 
teils  auf  die  Finanztechnik.  Ls. 


J.  Massau.      Calcul  des  cotisations   des  soci^t^s  de  se- 

COUrs   mutuels.       Paris.  Gaathier-Villara. 


Fünfter  Abschnitt 

B  e  i  h  e  n. 

Capitel  L 

Allgemeines. 

Ch.  Biehler.     Sur  les  s^ries.     Nouv.  Aon.  (3)  vi.  243-251. 

Eine  Beihe  positiver  Glieder  u,,  ti,,  u,,  ...  ist  divergent, 
wenn  'eine  Function  q>(n)  von^  der  Art  sich  finden  lässt,  dass  die 
Grenze  von  ii„ .  q>(n)  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat  und 
die  Seihe  9)(1),  9)(2),  9^(3),  ...  divergent  ist;  sie  ist  dagegen 
convergent,  wenn  eine  Function  ff(n)  von  der  Art  existirt,  dass 
die  Grenze  von  Un .  q>(n)  einen  endlichen  Wert  (der  auch  gleich 
Null  sein  kann)  hat  und  die  Reihe  (p(l)^  9)(2),  ^(3),  . . .  con- 
vergent ist. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  beruht  darauf,  dass  es  eine  Zahl 
fi  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dass  für  einen  bestimmten  Wert 
Ton  n  und  alle  grösseren  ii« .  q>(n)  im  ersten  Fall  grösser,  im 
zweiten  kleiner  ist  als  fi  und  entsprechend  tfn  +  <^-M+  *"  +<^-i-p 
grösser  resp.  kleiner  als 

«[_!_  + L_.....      1     1 

Durch  Anwendang  dieser  Sätze  ergiebt  sich,  dass  die  Reihen 

-^"ö^'    -^-^'    -2:(Ve-l) 

(n!)- 

divergent  sind,  dagegen  die  Beihe 

^   1.3.5...  (2n—l)  1 


^    2.4.6  ...      2n  2n+l 

ForUchr.  d.  Math.  ZIX.  1.  15 
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convergent  ist.     Ferner  werden  die  Gonvergenzbedingungea  für 
diejenigen  Reihen  aufgestellt,  deren  allgemeines  Glied  ist: 

M,    log  [l  + -Jjj^] ,    fi(log«)^    nlogii(loglog«)^ 
L  2.4.6...       2n      J'     l  (2l+2)(2X+A).,.    (2l+2n)      J' 

Im  Anschluss  an  die  Reihe  2  log  1 1  -\ j—r-l  wird  auch  das 

bekannte  Convergenzkriterium  fflr  ein  unendliches  Prodnct  ab- 
geleitet. Wz. 

J.  L  W.  V.  Jensen.  Om  Raabe  og  Duhamers  Convergens- 

betingelse.        Zeolhen  T.  (5)  IV.    15-16.    (1886). 

Kurze  HerleituDg  des  genannten, Convergenzkriteriums.  Vergl. 
F.  d.  M.  XVI.  1884.  192.  Gm. 


M.  d'Ocagnb.     Sur  certaines  classes  de  suites  r^currentef». 

ü.  B.  CIV.  419. 
Definirt  man  eine  Folge  u  durch  die  Anfangsbedingungen: 

U,   =  M,  =  .  .  .  =  Wp_i  =0,      l/p  =  1, 

80  ist: 

Darin  bedeutet  E  die  bekannte  arithmetische  Function,  C^  den 
Binomiaicoefficienten,  P(n)  eine  arithmetische  Function  von  it, 
welche  die  Werte  —1  oder  +1  annimmt,  wenn  n  ein  ungerades 
oder  gerades  Vielfaches  von  p-j-l  bedeutet,  in  allen  andern  Fällen 
jedoch  verschwindet.  Wz. 

P.  Mansion.  Rapport  sur  le  Memoire  intituM:  Sur  un 
tableau  luimdrique  et  sur  son  application  ä  certaines 
transcendantes  par  M.  E.  Catalan.    Belg.  Bali.  Xlll.  477-481. 
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Es  sei  S  eine  unbedingt  convergente  Reibe,  dann  ist 

s  =  s. +S, +Ä,  +  •  •  •  =  -^1  +^.+^,  +  •  •  •, 

Toraosgesetzt  dass 

^1  =  «'i+M«+W,o+"u+<*,8+  • 


^1    =  W,+U,+fl,   +U,   +tlj,+ 


Es  ist  aach  P  =  PiP^Pt  • .  •  =  Tl^Jl^n^  . . .,  wenn  man  annimmt 
«.  =  log©«,  S  =  logP,  Sn  =  logP«,  2„  =  logU,.  Der  Verf.  giebt 
zahlreiche  Anwendungen  von  dieser  Formel.  Beispiel :  Ist  u^  =  ^, 
so  folgt: 


Mn.  (Lp.) 
F.  J.  Stüdnicka.      Eine    Bemerkung    Ober    unendliche 

Reihen.      Gas.  XVI.  81.  (Böhmisch.) 

Behandelt  nach  Thomae  die  Eigenschaft  der  unendlichen 
Reihen  mit  ungleich  bezeichneten  Gliedern,  dass  ihre  Summe  von 
der  jeweiligen  Anordnung  derselben  abhängt.  Std. 


0.  ToGNOLi.     Sülle  Serie  di  potenze.    Batt  G.  XV.  155-160. 
E.  Catalan.     Lettern.    Batt.  G.  XXV.  311-312. 

Nach  einigen  vorbereitenden  Sätzen  —  von  diesen  ist,  wie 
Herr  Catalan  bemerkt,  der  erste  bereits  von  Abel  als  unrichtig 
Dachgewiesen  —  stellt  Herr  Tognoli  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  auf,  dass  eine  Potenzreihe  unbedingt  con- 
Tergire,  nicht  nur  innerhalb  des  zugehörigen  Convergenzkreises, 
sondern  auch  auf  dem  Umfange  desselben.  Wz. 

15* 
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M.  Lbrch.      Un    th^or^me    de    la    th^orie    des    säries. 

Acta  Math.  X.  87-88. 

Ist  in  der  Reihe  der  ganzen  positiven  Zahlen  m^,  m„  m,,  .«. 
jedes  Glied  ein  Teiler  aller  folgenden,  sind  ferner  die  reellen 
Bestandteile  y^,  yj,  y„  ...  der  complexen  Grössen  c^^  c„  c,, ... 
positiv  nnd  von  der  Art,  dass  Syy  divergent  ist,  so  wird  darch 
die  Potenzreihe 

eine  Function  von  x  definirt,  welche  nur  im  Innern  des  Kreises 
I X I  ^  1  existirt.  Wz. 

L.  Lecornü.     Sar  les  söries  entiferes.    0.  R.  Civ.  349-352. 

Wenn  es  auf  dem  Umfang  einer  Potenzreihe 
öq  -f-  ^1  *  "h  ^1  *   -j.-  . .  •  -|-  a^z*  -j-  . . . 
nur  einen  singulären  Punkt  u  giebt,  so  ist: 

u  =  lim  -^ .  ^ 

«n+i  Wz. 


nrsto 


T.  J.  Stieltjes.      Note  sur   la  multiplication   de  deux 

S^ries.     Nonv.  Aon.  (3)  VI.  210-215. 

Ist  eine  der  beiden  Reihen:  t  =  «j-fWj  +  w,  -f  ••-, 
*  =  v,  +  ©j  +u,  +  •  •  •  absolut  (d.  i.  unabhängig  von  der  Summa- 
tionsordnnng)  convergent,  die  andere  nur  convergent,  so  ist  die 
Reihe  2uaVß  nicht  absolut  convergent.  Der  Herr  Verfasser  giebt 
an,  in  welcher  Reihenfolge  die  Summation  auszufahren  ist,  damit 
die  Reihe  convergire  (und  das  Product  st  darstelle).  Als  Bei- 
spiele dienen: 
(1)        a^  +  a^si  +  a^z*+  ...;    6^  +  6,«  +  6,»'+  .... 

Wz. 


Ch.  Bibhlbr.      Sur    les    d^veloppements    en    s^ries   des 
fonctions  rationnelles.     Noav.  Add.  (3)  VI.  485-492. 
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Der  Herr  Verfasser  geht  von  der  bekannten  Reihe  f&r 
l:(x—a)  aus  und  beweist  ihre  Convergenz  för  |x|  <  a,  indem 
er  zeigt,  dass  das  Restglied  für  n  =  oo  verschwindet;  sodann 
bildet  er  die  Ableitung  (a— 1)^  Ordnung  und  gewinnt  dadurch 
die  Reihe  für  l:(x— o)*»,  deren  Convergenz  in  analoger  Weise 
dargethan  wird;  durch  Multiplication  der  Reihen  für  l:(x^ayj 
l:(x— 6/,  ,..,  l:(x'-iy  gelangt  er  endlich  zu  der  Reihe  fÖr 
l:f(jj),  wenn  F(x)  =  (x—ay(x^by  ...  (x— /y  ist.  So  zeigt 
der  Herr  Verfasser  auf  elementarem  Wege  den  bekannten  Satz, 
dass  eine  rationale  Function  von  x  in  eine  nach  wachsenden 
Potenzen  der  Veränderlichen  fortschreitende  Reihe  entwickelt 
werden  kann,  welche  für  alle  Werte  von  x  convergirt,  deren 
absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  der  kleinste  Wert  von  x,  für 
welchen  die  rationale  Function  unendlich  gross  wird.         Wz. 


C.  GuiCHARD.     G^n^ralisation    de    la    s^rie    de   Taylor. 

ADD.  de  rfic.  Norm.  (3)  IV.  61-64. 
Es  seien 

ü     pi  u      pi 

Functionen  von  rr,  die  in  der  ganzen  Ebene  holomorph  sind ;  es  sei 

das   „Integral    n^'  Ordnung    von    Rix)";    es    sei    die    Reihe 

Ä,+B,<+Ä,<'-f  fi,/*H für  alle  Werte  von  t  convergent  und 

stelle  eine  Function  von  t  dar,  welche  keine  Nullpunkte  besitzt, 
mithin  von  der  Form  c^W  igt.  Leitet  man  dann  für  c-^W  die 
Reihe  B;+F,<+fi;('+B;«'  +  ...  ab  und  setzt: 

Cp  =  i4jBp-|-il,Bp-i-fil,Äp-2  +  •••  +  -4pÄo? 
80  kann  die  Function  f(x)  in  die  nach  den  Integralen  RLn(x) 
der  Function 


fortschreitende  Reihe 


0     pi 


/•(«)  =  lc.ÄL.(«) 


0 


entwickelt  werden.  Wz. 
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0.  Callandreaü.  Sur  le  d^veloppement  des  fonctions 
en  s^ries  par  la  formale  de  Maclaurin  dans  le  ca8 
d'une  variable  reelle,     s.  M.  F.  Ball.  XV.  23-33. 

0.  Callandrbau.  Sur  la  s^rie  de  Maclaurin  dans  le 
cas  d'une  variable  reelle.     C.  R.  Oiv.  38-41. 

Wenn  sich  in  einem  endlichen  Intervall  O^x^a  (a<l) 
eine  Function  durch  die  Madaurin'sche  Reihe  darstellen  Iftsst, 
so  kann  die  Darstellung  fortgesetzt  werden,  soweit  die  Ablei- 
tungen der  Function  stetig  sind  und  die  Reihe  convergent  ist; 
vorausgesetzt  wird  noch,  dass  die  Function  f&r  die  in  Betracht 
kommenden  Werte  von  x  genau  definirt  ist,  und  zwar,  ebenso 
wie  auch  ihre  Ableitungen,  überall  durch  denselben  Ausdruck. 

Der  Beweis  wird  zunächst  für  eine  Reihe 

(1)    f(0)+-Y-r(o)+^r(o)  +  - 

geführt,  deren  Coefficienten  sämtlich  positiv  sind  und  von  einem 
bestimmten  Werte  des  n  an  nicht  wachsen;  ist  dann 

der  Rest  der  Reihe,  so  wird  gezeigt,  dass  für  hinreichend  grosse 
Werte  von  n  die  Grösse  dx  im  Intervall  a  <  a?  <  1 — «  den  Wert 
a  nicht  erreichen  kann;  daher  kann  aus  (1)  für  ("^(ßx)  eine  Reihe 
hergeleitet  werden,  durch  deren  Einsetzung  in  (2)  sich  für  A« 
eine  obere  Grenze  ergiebt,  die  mit  wachsendem  n  gegen  Null 
convergirt.  Wz. 

0.  Stolz.     Ueber  die  Larabert'sche  Reihe.    Wien.  Ber.  xcv. 

659-681. 

Die  Summe  der  Lambert'schen  Reibe 

F(x,r,m)=l+^^-(^         p.l         )^' 

ist,  wie  von  Euler  aus  der  Functionalgleichung: 

F(x,  r,  m)— F(x,  r,  m — 1)  =  xF(x,  r^m+r) 
abgeleitet    worden    ist,    gleich    X^,    wo.Xr   eine  Wurzel    der 
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Gleiehaog : 

bedeutet.  Um  diesen  Satz  streng  zu  beweisen,  zeigt  der  Herr 
Verfasser  zunächst,  dass  für  jeden  reellen  und  complexen  Wert 
TOD  r,  mit  Ausnahme  der  reellen  irrationalen  zwischen  0  und  —  1 
gelegenen,  der  Convergenzradius  der  Lambert'schen  Reihe  gleich 

|f-|:|(r+iy+M 
ist,  worin  r',  K-^*  die  Hauptwerte  der  bezüglichen  Potenzen  sind. 

Sodann  wird  der  Enler'sche  Satz  auf  eine  neue  Art  begründet 

QDd  auf  den  Fall  eines  reellen  irrationalen,  zwischen  0  und  —  1 

gelegenen  Wertes  von  r  ausgedehnt  und  bewiesen,   dass  auch 

hier  der  angeführte  Ausdruck  für  den  Convergenzradius  gilt. 

0.  ScHLöMiLCH.      Beiträge    zur   algebraischen    Analysis. 

HoffmaoD  Z.  XVIII.  561-576. 

Es    bandelt  sich   darum,   die  Convergenz   gewisser  Reihen 
(a.  a.  der  Lambert' sehen)  mit  elementaren  Hülfsmitteln  herzuleiten. 

Lg. 

Ch.  IIermitk.     Extraits  de   deux  lettres  adress^es  k  M. 

Craig.     American  J.  IX.  381-388. 

I.   Es  sei  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  a;  =  2;r 
f(x)  =  2il«c-«  (m  =  0,  ±1,  ±2,  . . .); 

dann  ist 

u 
eine  in  der  ganzen  Ebene  der  complexen  Veränderlichen  %  ein- 
deutige Function,  für  welche  die  Abscissenaxe  ein  Schnitt  (cou- 
pure)  ist,  der  Art,  dass  für  zwei  einander  unendlich  nahe  Punkte 
N  und  iV',  von  denen  der  eine  oberhalb,  der  andere  unterhalb 
der  Axe  liegt,  die  Differenz  a)(JV)— a)(iV')  den  Wert  f(x)  hat. 
Der  Beweis  beruht  auf  Eigenschaften  der  Integrale  von  der  Form 


/ 


2n  X — Z     , 

c"»^  cot  — X —  dx. 


0 
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IL  Der  in  I  gegebene  Satz  ist  schon  von  Herrn  Lipschitz 
(Lehrbach  der  Analysis,  Bd.  II,  S.  724)  aufgestellt;  der  dort  be- 
findliche Beweis  wird  reproducirt 

IIL  Der  von  Gauss  (Werke  Bd.  II,  S.  269)  für  die  Anzahl 
der  ganzzahligen  Lösungen  der  Relation  a^'+y'  =  ^  abgeleitete 
Ausdruck  wird  für  Ay^+Bx^^N  verallgemeinert 

IV.  Aus  der  zuerst  von  Herrn  Weierstrass  gegebenen  Dar- 
stellung der  Function  sina;  durch  ein  unendliches  Product  er- 
geben sich  mittels  der  Gleichungen 

sin2aj  ,  .   /^  ^    ,     \ 

cosa?  =  "Ti-: und     cosa?  =  sml -2>-  +  a?) 

2sina?  ^  2  ^ 

für  cosa;  die  beiden  Ausdrücke 

«[0-^).-]  «-^  ('+^)"[('-(Ä)-]. 

deren  Uebereinstimmung  bewiesen  wird.  Wz. 


A.  H.  Anglin.     8ur  le  coefficient  da  terme  g^n^ral  dans 
certains  d^veloppements.    S.  M.  F.  Ball.  XV.  193-198 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  n  ein  Vielfaches  von  m  ist, 
wurde  früher  (Journ.  de  Math.  (4)  IL  139;  F.  d.  M.  XVIIL  221) 
vom  Herrn  Verfasser  bewiesen,  dass  der  Coefficient  von  af*^^  in 
der  Entwickelung  des  Ausdrucks 

(1— a'^a?"')  (l— fe'^a?'»)  (1— c"'a?"») 
gleich 

k 

r.  r— 1.  ,       r(r— 1)      r-i, 

r(r-l)(r— 2)  j-z  ^  .  /     ivä 
12   3 '«»+3TO+  •••  +  (— l/Ä,i+ 


rm 


ist  In  dieser  Arbeit  zeigt  der  Herr  Verfasser  die  Richtigkeit 
des  Satzes  unabhängig  von  der  Beschränkung,  dass  n  ein  Viel- 
faches von  m  ist.  Wz. 
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P.  Appell.     D^veloppement  en   s^riee  trigonom^triqnes 
de  certaines  fonctions  v4ri6ant  l'^nation  du  potentiel 

JF  =0.     CR.  Cn.  1439-1442. 

Die  Herleitung  der  aufgestellten  Formeln  bildet  den  Inhalt  einer 
Abhandlung,  die  demnächst  im  Journ.  de  Math,  erseheinen  wird. 

Wz. 


Capitel  2. 

Besondere  Reihen. 
Wbill.     Sur  la  division  des  polyndmes.   Nou?.  Ann.  (3)  vi. 

83-85. 

Es  seien  ff,  />,...,  X  ganze  Zahlen;  a,  6,  ...  die  Wurzeln 
des  Polynoms  f{x)  =  1-f  aaj+j8a?'+  •••  -f  ^^5  entwickelt  man 
(Uon  den  Quotienten  1 :  f{x)  nach  Potenzen  von  x^  so  ist  der 
Coefficient  von  d^ 

1 1 

eine  ganze  Zahl.    Dieser  Satz  wird  auf  die  Polynome  1+^+^' 
und  1— a?— aj*  angewandt  Wz. 


G.Teixbira.    Extrait  d  une  lettre  k  M.  J.  Tannery.      Darb. 

BnU.  (2)  IX.  193-194. 

Bedeutet  x  eine  reelle  Veränderliche,  grösser  als  — 1,  so  ist 
nir  jeden  beliebigen  Wert  derselben  die  Summe  der  Reihe 

«  ^2x(l+xy^-'  _        l—(l+xy^ 

^,  [i+(\j^xy-'][\+{i+xy]  ~j;L«i+(i+a?)-' 

mithin  gleich  +1,  0  oder  —1,  je  nachdem  a;  negativ,  Null  oder 
positiv  ist.  Wj, 
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A.  GuTZMBR.     Note  on  the  binomial-theorem  coefficients. 

Me90.  (2)  XVI.  190-192. 

Von  dem  bekannten  Satze  ausgehend,  dass  fflr  ein  positives 
ganzzahliges  v\ 

2Ck)^2^  (*  =  0,  1,  2,  ....  0 

ist,  ferner  dass 

22^  =  2*+^-2  (»'  =  1,  2,  ...,  n) 

ist,  und  unter  Berücksichtigung  ähnlicher  einfacher  Formeln, 
werden  diese  letzteren  Relationen  in  der  Gestalt  von  Sätzen  Aber 
die  Binomialcoefßcienten  ausgesprochen.  Lp. 


L.  Saalschutz.    Eine  Erweiterung  des  Factorielleusatzes. 

Schlomilch  Z.  XXXII.  250-254. 

Ausgehend  von  einer  particulären  Lösung  einer  von  Herrn 
Schlomilch  behandelten  Aufgabe  (vergl.  F.  d.  M.  XVIL  1885. 
228)  beweist  der  Herr  Verfasser  folgenden  Satz:  „Bezeichnen 
^,  y,  d  willkürliche  Grössen,  n  eine  positive  ganze  Zahl,  und 
setzt  man 

^  =  1,  2,  . . .,  a— X,    T  =  1,  2,  . . .,  X — 1; 


X  X 


80  ist  die  Summe  der  p^  Potenzen  dieser  Grösse  a^,  ß^  durch 
einen  Ausdruck  p^°  Grades  in  x  darstellbar*',  und  gelangt  dadurch 
zu  einigen  summirbaren  Reihen.  Wz. 


J.  CocKLE.     On  binomial  biordinals.      Phil  Mag.  (5)  xxiv. 

249  252. 

Der  letzte  aus  einer  Reihe  von  Aufsätzen,  die  unter  mannig- 
fachen Titeln  in  verschiedenen-  Zwischenräumen  veröffentlicht 
sind,  nämlich  in  Phil.  Mag.  (5)  XII.  189196  (1881),  XIII.  44-46, 
357-359  (1882).  Gbs.  (Lp.) 

E.  Catalan,  W.  J.  C.  Sharp.    Solution  of  question  8217. 

Ed.  Times  XL  VI.  51-52 
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In   einer  Reihe,   deren  Glieder  An  durch   die   recurrirende 
Formel 

gegeben  werden,  wobei  ^4^  =  1,    i4,  =  4  angenommen  ist,  sind 
tlle  Glieder  ganze  Zahlen.  Lp. 


Weinmbister.      Eingrenzung   der  Zahl  e   auf  geometri- 
schem   Wege.      Scblömilch  Z.  XXXII.  256. 

AnknQpfend  an  die  Quadratur  der  Hyperbel  erhält  der  Herr 
Verfasser  die  Formel: 

(1  +  d)^ '^  ^  <e<,(l  +  d)^ ^  ^  Wz. 


0.  ScHLöMiLCH.     Ueber  die  Basis  der  natürlichen  Loga- 
rithmen.     Schtomiloh  Z.  XXXTI.  191-192. 

Die  Existenz  der  Zahl  e  wird  dadurch  bewiesen,    dass  bei 
unendlich  wachsendem  m  die  Potenz  ( 1  -{ )    beständig  wächst, 

[^  +  — J        beständig  abnimmt  (ohne  negativ  zu  werden),  wäh- 
wäbrend  beide  gegen  dieselbe  Grenze  convergiren.  Wz 


Ch.  Biehler.     Sur  la  limite  de  \1  H J    quand  m  aug- 

mente  ind^finiment.    Noa?.  Ann.  (3)  VL  60>67. 

Es  sei  m  eine  positive  ganze  Zahl. 

1)    Es  sei  X  reell  und  positiv;  dann  ist  fOr  einen  endlichen 
Wert  von  m 

i>(i_i_)(i_A)...(i_£zl)>i_KPz:l)_; 

multiplicirt  man  diese  Ungleichung  mit  — p  und  addirt  dieselbe 

filr  p  =  2,  3,  . . .,  m,  so  sieht  man,  wenn  em(x)  die  Summe  der 
w-f-1  ersten  Glieder  der  Exponentialreihe  bezeichnet,  dass 
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ist.     Demnach  liegt  (l  H )  zwischen  zwei  Ausdrücken,  welche 


fflr  ein  unendlich  wachsendes  m  die  Grenze  e*  haben;  mithin  hat 

14 J  dieselbe  Grenze. 

tn  ^ 

2)    Es  sei  X  negativ  oder  complex  und  |  x  |  =  r;    dann  ist 


(V) 


'-(^)-(l  +  l)1<''»W-(l  +  ^)'"5 


aus  (u)  ergiebt  sich: 

Demnach  liegt  die  rechte,  mithin  auch  die  linke  Seite  der  For- 
mel (v)  zwischen  0  und  einem  Ausdruck,  der  für  ein  unendlich 

(X  \^ 
1-] j   die 

Grenze  c*. 

Im  Anschluss  hieran  wird  noch  die  Formel:  e«+y  =  &^.^ 
bewiesen.  Wz. 

P.  G.  Tait.    On  the  value  of  ^TO'"/«"'  when  n  and  m  are 
very  large.     Edlnb.  m.  S.  Proc.  v.  83-84. 

Hr.  Tait  führt  eine  Aufgabe  der  kinetischen  Gastheorie  an, 
bei  deren  Lösung  der  Wert  von  ^»O^/n»"  für  grosse  Werte  von 
m  und  n  verlangt  wird,  und  weist  darauf  hin,  dass  Laplace 
(Theorie  analytique  des  probabilit6s,  Livre  II,  Chap.  11,  §.4) 
eine  recht  angenäherte  Formel  gegeben  hat,  welche  in  den  nor- 
malen englischen  Lehrbüchern  über  endliche  Differenzen  nicht 
zu  finden  ist.  Die  Laplace'sche  Formel  hört  auf,  für  sehr  grosse 
Werte  von  m  und  n  angenäherte  Resultate  zu  geben,  wenn  beide 
Zahlen  von  derselben  Grösse  der  Ordnung  sind.  Die  erforder- 
liche Abänderung  der  Formel  wird  durch  Hrn.  Cayley  in  einer 
Abhandlung  gegeben,  die  am  4.  April  1887  vor  der  Royal  So- 
ciety of  Edinburgh  gelesen  worden  ist.  Gbs.  (Lp.) 
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A.  Caylby.     Note  on  a  formnla  for  z/*0*-^l•',  when  », 
•  are  very  largo  nnmbers.    Bdinb.  Proc.  XIV.  149^153. 

Der  Artikel  bezieht  sich  auf  einen  von  Laplace  (Theorie 
analytique  des  probabilit^.  2"«  6d.  Paris  1814,  p.  194)  gege- 
benen Näherungswert.     Der  Verf.  gewinnt  ein  aus  der  Formel 

^=>-tO-|)'+^=^(>-|)*+- 

abgeleitetes  Resultat  Hierin  ist  i,  wenn  n  gross  ist,  so  gross, 
disg  der  zweite  Term  n\\ j  nur  einen  unbedeutenden  Be- 
trag giebt,  der  gleich  r^  sein  möge,  und  der  Näherungswert  ist 

dann  1— r,  +  -r-^~  •••;  ^'  ^'  ^'^®  convergente  Reihe  mit  der 
Summe  e-^».  Cly.  (Lp.) 


£.  Lakenmacher.     N^herungsausdruck  für  n.    Hoppe  Arob. 

(2)  V.  352. 


|-  +  }/J  ==  3,  141  641 ...  =  7j  +  0,  000048  -. 


Wz. 


E.  Obkinghaus.     Eine  Reihenentwickelang  für  n.     Hoppe 

Arch.  (2)  V.  218-219. 

E.  Oekinghaus.     Bemerkung  zu  einer  Reihe.   Hoppe  Arch. 

(2)  V.  219-220. 

Durch  Umformung  der  Reihe: 

J»^2^  =  1+|_|^|4.|  +  ^  -  ... 
ergiebt  sich 

^  ^         1 3 

1728       1.5.7.11       13.17.19.23 

.  5 7 

^25.29.31.35      37  .41 .43.47  "^  '" 

Wz. 
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J.  C.  Adams.  Supplementary  note  on  the  values  of  the 
Napierian  logarithms  of  2,  3,  5,  7  and  10,  and  of 
the  modulus  of  common  logarithms.     Lond.  r.  s.  Proc. 

XLIl.  22-25. 

Bezieht  sich  auf  einen  früheren  Aufsatz  des  Verfassers  and 
auf  Hrn.  Glaisher's  Artikel  Ober  Logarithmen  in  der  Encyclo- 
paedia  Britannica.  Des  Verfassers  frühere  Ergebnisse  konnten 
nicht  über  262  Decimalstellen  hinaus  für  zuverlässig  erachtet 
werden.  Er  hat  jetzt  die  auf  die  ersten  260  Stellen  folgenden 
Decimalen  berechnet  und  Resultate  erhalten,  die  sicherlich  bis 
272  und  wahrscheinlich  bis  273  Decimalstellen  als  richtig  zu 
halten  sind.  Cly.  (Lp.) 

P.  G.  Tait.    An  exercise  on  logarithmic  tables.    Bdinb.  M.  8. 

Proc.  V.  101-102. 

In  welchen  Fällen  sind  die  Stellen  einer  Zahl  und  ihres 
Logarithmus  für  die  Basis  10  identisch?  Gbs.  (Lp.) 

F.  J.  Stüdni£ka.      Ueber   das    hyperbolische  Analogen 

der    Ludolfine.      Gas.  XVI.  193.  (Böhmisch.) 

Setzt  Laisant  gegenüber  |/I  statt  11  fest  und  entwickelt 
eine  ganze  Reihe  neuer  Reibenausdrücke  für  gewisse  hyper- 
bolische Hauptwerte.  Std. 


0.  ScHLöMiLCH.     Ueber  den  Rest  der  Reihe  für  arcsinj;. 

Schlömilch  Z.  XXXII.  368-869. 
Setzt  man: 

^»  -  i.     ^.  -   2„_i  '     ^»  -  (2«-l)(2n-3)  ' 

_  1.3.5(»). 

•~   (2n-l)(.2n-3)(2»— 5)  '  " "' 
80  läset  sich   fttr  den  Rest  der  Reihe  von  arcsin«  leicht  die 
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Form  ableiten: 

•+'""2.4.6...      2n     \\'-&x)      '      |/r+^      ' 

woraus  ohne  Mühe  ersichtlich  ist,  dass  limA.^i  =  0  ist,  so  lange 
i  das  Intervall  von  0  bis  1  nicht  überschreitet  Wz. 


F.  J.  Studnicka.     Neue  Ableitung  der  Euler'schen  Tan- 
genten- und  Cotangenten reihe.     Prag.  Ber.  103-107. 

Geht  man  von  den  Formeln: 

(1)  tga?  =  a,a?+a,j;'+Ö5«*  +  •••, 

(2)  cotgoj  = \-  fe,a5  +  6,aj'4-fejaj*  +  •••, 

worin  x  =: ^  ist,  während  a„  a,,  öj,  . . .,  6,,  6,,  6^,  ...  die 

bekannten    Werte   haben,   aus   und   subtrahirt   von   ihnen   ent- 
sprechend die  auf  einfacher  Division  beruhenden  Gleichungen: 

...           2mn       2  _  m   4        m'    4        iii*    4 
n  — tn      71        n   n        n     n        n      n 
f^  4mn       1  __  m    1        m'     1 m*       1 

so  erhält  man  die  von  Euler  aufgestellten  Formeln  (Introd.  in. 
Anal.  inf.  §135): 

m    71  __     2mn     2        m  r  n        4  1 
^T  ^  ~  n'-iii'  IT  "^  V  LT  ~  TTJ 

^^  II  "2"""  m  V"  4n'~iii>  ir""VL^'  T""irJ 

Wz. 


P.  AppBLL.     Sur  las  polyuömes  qui  expriment  la  somme 
des  piiissances  p»6mea   Jes   premiers    nombres   entiera. 

Neu?.  Ann.  (3)  VI.  312-321. 
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P.  Appell.     Sur  leg  valenrs  approch^es  des  polyndmes 

de   ßernoulli.     Nouv.  Add.  (3)  VL  547-&54. 

Darch  die  Aufgabe:    „Eine  ganze  Function  (Pp{x)  von  x  zu 
bilden,  welche  für  ^  =  0  verschwindet  und  der  Bedingung: 

(Pp{a:)-(pp{x—l)  =  a^ 

genügt  y  worin  p  eine  ganze  Zahl  bedeutet^,  gelangt  der  Herr 
Verfasser  zu  den  BernouUi'schen  Polynomen: 

VoW  =  ^1    Vi  W  =  — 2 — '    ^'^  -^      6 '  '  * " 

und  leitet  verschiedene  Eigenschaften  derselben  ab. 

Durch   Anwendung   einer   von   Herrn   Darboux   gegebenen 
Methode  (vergl.  F.  d.  M.  X.  1878.  279)  auf  die  Function 

gewinnt  der  Herr  Verfasser,  wenn  n  eine  sehr  grosse  Zahl  be- 
deutet, Näherungswerte  von  g>2nQ'0  ^^d  g>2n+iQ'0,  ftus  denen  sieh 
auch  ein  Kriterium  fUr  die  Convergenz  der  Reihe 

ergiebt  Wz. 

J.  SlavIk.     Ueber  die  Summe    der    k^^^  Potenzen    der 
natürlichen  Zahlen.     Cm.  xvl  121. 

Unter  Verwendung  des  Binomialsatzes  wird  die  Formel 

1  1  1 

aus  welcher  siqh  die  Lösung  der  genannten  Aufgabe  in  recor- 
renter  Weise  ergiebt,  abgeleitet.  Std. 


R.  W.  D.  Christie,  Gbnbse,  A.  M.  Nash.     Solution  of 

qnestion   8700.        Ed.  Times  XLVIL  96-97. 
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Zor  Auf&ndang  von  Sr+i  aus  Sr,  wo 

Sr  =  l''  +  2''4-3'-H +  n% 

wird  ein  Integrationsverfahren  angegeben,  das  durch  eine  Note 
von  Prouhet  zu  Sturm's  Gours  d' Analyse  (Note  VI  von  Bd.  II) 
längst  Gemeingut  aller  Mathematiker  ist.  Lp. 


M.  d'Ocagne.     Sur  une  classe  de  nombres  remarquables. 

American  J.  IX.  353-380. 

Die  Zahlen,   deren  Eigenschaften   hier   entwickelt   werden, 
sind  definirt  durch  die  Formel: 

Kjn  =  0,       Km  =   1. 

Es  werden  Reiben  und  lineare  Differentialgleichungen  untersucht, 
deren  Coeffioienten  aus  solchen  Zahlen  gebildet  sind,  und  die 
Beziehungen  zu  den  Euler'schen  und  Bernoulli'schen  Zahlen  ent- 
wickelt.   (Vgl.  S.  155.)  Sn. 


T.  J.  Stieltjes.    Tables  des  valeurs  des  sommes  S^  =  Jffi"  . 

AcU  Math.  X.  299-302. 

Legendre  hat  die  Summen  S„  S,,  . . .,  S„  bis  auf  16  Deci- 
malen  berechnet;  die  von  ihm  gegebenen  Werte  von  S^,  S^,  S,^, 
Sjj,  S,g,  Sjj  besitzen  einen  Fehler  von  der  Grösse  einer  Einheit 
der  16**°  Stelle.  Herr  Stieltjes  hat  die  Summen  S^,  S,,  . ..,  S,^ 
bis  auf  32  Decimalen  berechnet;  der  Fehler  seiner  Zahlen  kann, 
wie  aus  der  Berechnung  folgt,  nicht  15  Einheiten  der  32"'*"  Stelle 
betragen  und  ist  in  Wirklichkeit  noch  kleiner.  Wz. 


F.  Mertens.     üeber  die  Convergenz  einer  aus  Primzahl- 
potenzen gebildeten  unendlichen  Reihe.    Gott. N.  265269. 

Bezeichnet  a  eine  reelle  Zahl,  so  ist  die  Reihe 

^111  1 

•    2^+»«        3^^'«        41+ia  "•   ***  "*"  f^i+»«    '  "*' 

FortMhr.  ü.  Math.   XIX.  1.  IG 
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deren  einzelne  Glieder  den  ganzen  Zahlen  entsprechen,  für  keinen 
Wert  von  a,  die  Reihe 


2l+«a      •      31+<a      I      51-f<a      •  '     pl+ia 

dagegen,  deren  einzelne  Glieder  den  Primzahlen  entsprecheD, 
für  alle  von  Null  verschiedenen  Werte  von  a  convergent,  för 
welche  die  Reihe 

ia.J--l±i?  y-JL_       (l+tg)(2+ia)    »       1 

■^  ia         1.2    Ä  *'+*'•  "■         1.2.3         &  4^+^ 
nicht  gleich  Null  ist.  Wz. 


H.  Simon.     Zur  Theorie  der  harmonischeu  Reihe.    Hoppe 

Arch.  (2)  VI.  105-111. 

Aus  der  harmonischen  Reihe  werde  eine  neue  in  der  Weise 
gebildet,  dass  die  Vorzeichen  gruppenweise  wechseln;  die  p  ersten 
Glieder  sollen  positiv,  die  p  nächsten  Glieder  sollen  negativ  ge- 
nommen werden,  u.  s.  w.  Die  neue  Reihe  wird  vom  Herrn  Ver- 
fasser durch  dasselbe  Verfahren,  wie  in  seiner  Dissertation  (F. 
d.  M.  1886.  XVIII.  218),  für  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
summirt,  der  Grenzwert  der  Summe  flir  n  =  oo  bestimmt,  das 
Resultat  auf  verschiedene  Beispiele  angewandt.  Wz. 


C.  F.  Gauss.     Allgemeine  Untersuchungen  über  die  un- 
endliche Reihe 

l.y  1.2.y(y-|-l) 

a(«+lXa+2)/g(/g+l)(/>+2) 
-^        1.2.3.y(y-H)(y+2)        ^'^'" 
Mit  Einschluss  der  nachgelassenen  Fortsetzung   Über- 
setzt  von  H.  Simon.      Berlin.  J.  Springer. 

Die  Uebersetzung  schliesst  sich  dem  Urbild  möglichst  treu 
an;  eine  Reihe  von  Druckfehlern,  meist  in  den  Rechnungen,  ist 
berichtigt  worden.  Die  am  Schlüsse  hinzugefügten  Anmerkungen 
des  Herrn  Uebersetzers  sind  überwiegend  literarischen  und  histo- 
rischen Inhalts.  Wz. 
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Strachey.  On  the  computation  of  the  harmonic  com- 
ponents  of  a  series  representing  a  phenomenon  occur- 
ring  in  daily  and  yearly  periods.    Lond.  R.  s.  Proc.  XLII. 

61-79. 

Enthält  praktische  Formeln  zur  Berechnung  der  harmonischen 
Componenten  der  aufeinander  folgenden  Glieder  einer  Reihe,  die 
eine  periodisch  wiederkehrende,  in  gleichen  Zeitintervallen  beob- 
achtete Erscheinung  darstellt.  Cly.  (Lp.) 

M.  d'Ocagne.      Sur    une    nouvelle    source    d'identit^s. 

8.  IL  F.  Bull.  XV.  133-143. 

Bezeichnet  man  durch  f(fi)  eine  beliebige  Function  der 
ganzen  Zahl  n,  durch  f^(n)  die  Summe  f(})  +  f(2)  H +  /"(n), 

durch    A+i(«)'  die    Summe    A(l)  +  A(2)+   •••    +A(«)  (för 
i=  1,  2,  3,  ...)t  so  ist,  wie  leicht  ersichtlich: 

f,^,(n)  =  Ci+*-if(l)  +  Ci+*-2f(2)  +  ...  +  Clf(n), 
worin  C^  die  Zahl  der  Combinationen  von  fi  Grössen  zu  je  i^ 
bedeutet.  Gelingt  es  nun,  A+i(^)  durch  einen  andern  Ausdruck 
darzustellen,  so  ist  diese  Formel  eine  Identität,  oder  nach  der 
Bezeichnungsweise  des  Herrn  Cesaro  (Mathesis  VI.  126-131) 
eine  „Quelle  von  Identitäten".  Diese  Formel  wird  angewandt  auf 
f(«)=n,    a--\    n\     2«-l,    (-l)n-i(2n-l), 

wodurch  sich  viele  Relationen  zwischen  den  Grössen  C^  ergeben; 
femer  auf  8in(iicü)  und  die  Fibonacci'sche  Folge: 

f(n)  =  Un\      U^    ^U^  —  1,    Un  =  tl„_i  +  W„_2. 

Wz. 

L.  Bosi.     Riposta  alla  quistione  65*.    Batt.  g.  XXV.  379-380. 
Beweis,  dass: 

ist  Wz. 

T.  J.  Stieltjes.  Thfese  d'Aualyse.  Recherches  sur  quelques 
series  semiconvergentes.     Paris.  (1886.)  64  s.  4°. 

16* 


Sechster  Abschnitt 

DiflFerential-  und  Integralrechnung. 

Capitel  L 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.) 

F.  G.  Teixeira.     Curso  de  analyse  infinitesimal.      Porto 

Typographia  Occidental.  356  S.  8^ 

Der  vorliegende  Band  behandelt  nur  die  Differentialrech- 
nung. In  der  Einleitung  (92  S.)  werden  die  Theorie  der  com- 
plexen  Zahlen  und  des  Rechnens  mit  ihnen,  die  Lichre  von  den 
unendlichen  Reiben,  Producten  und  EettenbrQchen,  endlich  die 
Hauptsätze  über  die  elementaren  Functionen  behandelt  Die 
Betrachtung  beschränkt  sich  nicht  bloss  auf  das  Gebiet  der  reellen 
Zahlen,  sondern  erstreckt  sich  überall  auf  das  der  complexen. 

Der  Lehrgang  der  Differentialrechnung  ist  in  acht  Capitel 
geteilt.  Das  erste  Capitel  dient  zur  Erörterung  der  Grund- 
begriffe: Grenze,  Continuität,  Unendlichkleines,  Ableitung,  Grenz- 
methode, Methode  des  Unendlichkleinen.  Im  zweiten  Capitel 
werden  die  Ableitungen  der  elementaren  Functionen  für  reelle 
und  complexe  Veränderliche  hergeleitet;  daran  schliessen  sich 
sofort  die  Betrachtungen  über  die  Beziehung  zwischen  einer 
Function  und  ihren  Ableitungen,  über  Functionaldeterminanten, 
die  Ableitung  eines  Curvenbogens  und  die  Vertauschung  der 
Veränderlichen.  Die  Anwendungen  der  vorangehenden  Lehren 
auf  die  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes  bilden  den  Gegen- 
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Btaod  des  dritten  Capitels.  Nun  erst  werden  im  vierten  Capitel 
die  Ableitungen  beliebiger  Ordnung  gebildet,  und  hieran  knüpft 
sieh  der  Beweis  der  Taylor'scben  und  MacLaurin'schen  Reibe. 
In  zweckmässiger  Weise  werden  die  analytischen  und  geometri- 
sehen  Anwendungen  der  Taylor'schen  Formel  auf  die  beiden 
folgenden  Capitel  (V  u.  VI)  verteilt  Das  kurze  siebente  Capitel 
erörtert  die  Singularitäten  der  durch  Reihen  definirten  Functionen, 
darunter  die  Weierstrass'sche  Function  ohne  Ableitung.  Im 
aehten  Capitel  endlich  giebt  der  Verf.  einen  kurzen  Abriss  der 
Theorie  der  Functionen  complexer  Variabein  und  schliesst  mit 
dem  Mittag-Leffler'schen  Theorem.  Obschon  der  Umfang  des 
Bandes  in  massigen  Grenzen  gehalten  ist,  so  zeichnet  sich  das 
Werk  doch  dadurch  aus,  dass  es  unter  dem  Gesichtspunkte  der 
Fanctionentheorie  bearbeitet  ist  und  daher  manche  Dinge  aufge- 
nommen bat,  welche  sonst  in  den  einfhhrenden  Leitfäden  nicht 
Platz  finden.  Aber  auch  in  den  elementaren  Teilen,  welche  den 
gemeinschaftlichen  Besitz  aller  Lehrbücher  der  Differentialrech- 
noDg  bilden,  finden  sich  manche  originale  Gedanken  des  Ver- 
lassers, Yon  denen  er  allerdings  die  meisten  schon  früher  in  den 
periodischen  Zeitschriften  veröffentlicht  hat,  über  die  daher  in 
diesem  Jahrbuche  am  geeigneten  Orte  berichtet  worden  ist.  Die 
Ausstattung  ist  eine  vorzügliche;  leider  sind  manche  Druckfehler 
stehen  geblieben.  Lp 


P.  Mansion.     R^sumö  du  Cours  d'analyse  infinitesimale 
de  rUniversit^  de  Gand.  Calcul  diff^rentiel  et  principes 

du   Calcul    integral.     Paris.  Qauthier-Vinars.  VIII  4-  300  S.  8». 

Das  erste  Heft  dieses  Werkes  ist  1877  erschienen  (F.  d.  M. 
IX.  1877.  199)  und  umfasst  zwei  Abschnitte:  I.  Gegenstand  und 
Methode  der  infinitesimalen  Analysis.  IL  Grundeigenschaflen 
der  Ableitungen,  der  Integrale  und  der  Reihen. 

Das  zweite  Heft  umfasst  ebenfalls  zwei  Teile:  IIL  Diffe- 
rentialrechnung. IV.  Eigenschaften  der  Functionen,  danach  einen 
Anhang  und  Ergänzungsnoten  im  Anschluss  an  die  beiden  ersten 
in  gedrängter  Kürze  abgefassten  Abschnitte. 
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Der  Unterschied  dieses  Lehrbuchs  der  Analysis  von  anderen 
liegt  darin,  dass  die  Theorie  der  elementaren  Functionen  gleich* 
zeitig  in  ihm  behandelt  wird,  und  dass  die  Methode  fttr  die  Fälle 
einer  reellen  und  einer  complexen  Veränderlichen  einheitlich  ist. 
Zur  Erreichung  dieses  Zieles  hat  der  Verfasser  an  mehreren 
Stellen  den  herkömmlichen  Lehrgang  abändern  müssen.  1)  Die 
Exponentialgrösse  e'+y*  wird,  ohne  die  Reihe  herbeizuziehen, 
durch  die  Gleichung  c+y*  =  c*(cosy-f  t  siny)  definirt;  diese  De- 
finition ermöglicht  es,  ohne  Schwierigkeit  die  Ableitung  aller 
einfachen  elementaren  Functionen  zu  finden.  2)  Die  Regel  fttr 
die  Ableitung  der  zusammengesetzten  Functionen  und  der  Satz 
Aber  die  Vertauschung  der  Folge  der  Differentiationen  Dlyti  =  D^u 
werden  bewiesen,  mag  die  Veränderliche  reell  oder  imaginär 
sein,  als  Folge  derselben  Sätze  fttr  die  Summen.  3)  Die  eigent- 
liche Functionentheorie  wird  auf  das  Theorem  von  Rolle  nnd 
auf  das  von  Darboux  gegrttndet: 

welches  auf  elementare  Weise  daraus  abgeleitet  wird.  Vermöge 
dieses  Theorems  hat  der  Verfasser  manche  Theorien  einfach  be- 
gründen können,  welche  man  gewöhnlich  von  Principien  in  be- 
treff der  krummlinigen  Integrale  abhängig  gemacht  hat,  z.  B.  die 
der  imaginären  Exponentialgrössen  und  Logarithmen,  die  Ent- 
wickelung  des  Binoms  in  allen  Fällen,  in  denen  sie  gilt,  die 
Taylor'sche  Formel  und  das  Wronski'sche  oberste  Hauptgesetz 
fttr  die  Functionen  einer  reellen  oder  imaginären  Variabein. 

Folgendes  ist  die  Verteilung  des  Stoffes:    L  Grenzmethode 
Infinitesimalmetbode;    Functionen    einer    imaginären    Veränder 
liehen;    Continuität.     II.   Grundeigenschaften    der   Ableitungen 
directer  Beweis  des  Satzes,  dass  P{x)  constant  ist,  wenn  F'(x)  =  0 
Grundeigenschaften  der  Integrale  und  der  Reihen.    III.  Differen 
tialrechnung   mit   Einschluss   der   Theorie   der   Functionaldeter- 
minanten.    IV.   Theoreme  von  Rolle   und  von  Darboux;   wahre 
Werte  der  unbestimmten  Ausdrücke;  Taylor'scher  Satz;  Newton*- 
sche  Formel   mit   dem  Cauchy*schen  Reste;   Gauss'sche  Formel 
für  mechanische  Quadratur   nebst  Form   des  Restes;   Reihenent- 
wickelung  der   elementaren  Functionen;    Maxima   und  Minima. 
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V.  Historische  Skizze  der  Geschichte  der  InfiDitesimalrechnuDg 
(s.  diesen  Bd.  S.  27);  Aequivalenz  der  folgenden  Principe:  Eine 
stets  wachsende  Veränderliche  hat  eine  Grenze;  eine  Veränderliche 
mit  Schwankungen,  die  unbegrenzt  abnehmen,  bat  eine  Grenze; 
wahrer  Sinn  des  Principes  der  Substitution  der  unendlich  kleinen 
Grössen;  ableitungslose  Weierstrass'sche  Function;  Ergänzungen 
zur  Reihentheorie  (insbesondere  Abersches  Theorem  über  die 
CoDYcrgeoz).  Ein  recht  vollständiges  Namen-  und  Sach-Register 
schürst  das  Werk.  Hn.  (Lp.) 


Ph.  Gilbert.      Cours    d'analyse    infinitösiniale.      Partie 

d^mentaire.     3°>®  ^d.       Paris.    Gauthier-Villars.    XII  +  552  S. 
gr.  80. 

Die  erste  Auflage  dieses  Lehrbuches  erschien  1872  (F.  d.  M. 
Vf.  1872.  118);  die  zweite  1878  (F.  d.  M.  X.  197).  Der  allge- 
meine Plan  des  Buches  ist  derselbe  geblieben,  aber  die  Capitel 
Qber  die  Theorie  der  Grenzen,  die  Reihen,  die  Functionen  und 
ihre  Ableitungen  im  allgemeinen,  die  Theorie  der  singulären 
Pankte,  die  geradlinigen  Oberflächen,  die  Functionen  einer  com- 
plexen  Veränderlichen,  die  einfachen  oder  doppelten  Integrale 
sind  umgearbeitet;  die  gegenwärtige  Darstellung  der  auf  die 
Principien  bezüglichen  Fragen  ist  bündiger  und  strenger  als  in 
der  vorangehenden  Ausgabe.  Die  Vermehrungen  betragen  etwa 
80  Seiten. 

Folgendes  ist  die  Anordnung  des  Inhaltes.  Einleitung: 
Mittelwerte,  complexe  Zahlen,  irrationale  Zahlen,  Grenzen,  Reihen. 
I.  Differentialrechnung.  Principien  der  Theorie  der  Functionen 
eiDer  einzigen  reellen  Veränderlichen.  Ableitungen  und  Diffe- 
rentiale. Reihenentwickelungen  der  Functionen.  Maxima  und 
Minima.  IL  Geometrische  Anwendungen  der  Differentialrech- 
nnng:  Tangente,  Berfihrungsebene,  Krümmung;  Berührung  der 
krummen  Linien  und  Oberflächen.  Anhang:  Elementare  Theorie 
der  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  (nach  Darboux 
und  Mansion).  IIL  Integralrechnung.  Quadraturen.  Methoden 
der  unbestimmten  Integration.     Principien  über  die  bestimmten 


248  VI.  AbschDÜt.    DiffereDtiaU  und  IntegralrecboaDg. 

einfachen  oder  doppelten  Integrale.  Gewöhnliche  geometrische 
Anwendungen.  Angenäherte  Berechnung  der  bestimmten  Integrale. 
IV.  Integralrechnung.  Integration  der  Differentialgleichungen. 
In  diesem  Abschnitt  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  den 
meisten  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  deren  Integral  durch 
elementare  Verfahrungsarten  erhalten  werden  kann,  und  er 
schliesst  mit  einem  Capitel  über  die  Existenz  und  die  gen&herte 
Auswertung  der  Differentialgleichungen.  Noten:  1)  lieber  die 
Existenz  der  Ableitung  bei  den  stetigen  Functionen.  2)  Ueber 
die  durch  ein  System  simultaner  Gleichungen  definirten  Functionen. 
3)  Ueber  einen  Lehrsatz  betreffs  der  Integration  der  linearen 
Gleichungen. 

Zahlreiche,  sehr  gut  gewählte  Beispiele  begleiten  jedjes 
Capitel. 

In  praktischer  und  theoretischer  Hinsicht  ist  das  Handbuch 
des  Herrn  Gilbert  eins  der  besten,  die  man  den  Studirenden  in 
die  Hände  geben  kann.  Hn.  (Lp.) 

G.  Peano.      Applicazioni  geometriche  del  calcolo  infini- 
tesimale.     Torioo.    Bocca.    XII.  u.  336  S. 

Das  vorliegende  Werk,  welches  freilich  nicht  über  die 
Elemente  der  Infinitesimalgeometrie  hinausgeht,  verdient  dennoch 
wegen  der  Eigentümlichkeit  der  Methoden  und  wegen  der  sorg- 
iUltigen  Genauigkeit  der  Durchföhrung  ein  hohes  Interesse.  Die 
fortwährende  Anwendung  der  Möbius-Grassmann'schen  Strecken- 
theorie, die  eine  solche  Knappheit  und  Eleganz  mit  sich  bringt, 
wie  sie  kaum  bei  der  Quaternionentheorie  zu  finden  ist,  die  exacte 
Begründung  des  Grenzbegriffes  in  der  Geometrie,  endlich  die 
Einführung  der  Punktgebiete  und  der  Functionen  von  Gebieten, 
wodurch  die  Infinitesimalgeometrie  zu  demselben  Masse  von 
Strenge  und  Allgemeinheit  gebracht  wird,  welches  die  Infini- 
tesimalrechnung neuerdings  erlangt  hat,  dies  alles  macht  die 
charakteristische  Eigenart  des  Buches  aus.  Es  möge  nun  eine 
kurze  Uebersicht  des  Inhalts  folgen. 

Einleitung.    Elemente  der  Streckentheorie ;  Summe  mehrerer 
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Streeken;  Product  zweier  Strecken  (von  Grassmann,  nicht  von 
Resal  eingeftthrt;  siehe  das  Vorwort  zur  Aasdehnangslehre  von 
1844  S.  VIII);  Flächen  und  Volumina  als  gerichtete  Grössen 
betrachtet;  Coordioaten  von  Strecken;  Elemente  des  barycen- 
Irischen  CalcOls. 

Gapitel  I.  Geometrische  Grenzen  und  Ableitungen.  Nachdem 
die  Grenzen  von  Strecken,  Flachen  und  Rauminhalten  sowie  von 
Punkten,  Geraden  und  Ebenen  definirt  sind,  werden  einige  Sätze 
Ober  die  Grenzen  von  geometrischen  Grössen  (Summen  von 
Strecken,  Schnittpunkte  von  Geraden,  u.  s.  w.)  aufgestellt.  Der 
Grenzbegriff  führt  auf  natürliche  Weise  zur  Definition  der  Ab- 
leitung einer  als  Function  einer  Zahl  betrachteten  Strecke;  diese 
Abgeleitete  ist  ebenfalls  eine  Strecke  und  lässt  folglich  weitere 
Ableitungen  zu.  Die  Uebertragung  der  Begriffe  von  Interpolar- 
fiinetionen  und  partiellen  Abgeleiteten  und  der  Taylor* sehen 
Formel  auf  Strecken  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Capitel  n.    Ebene  Curven. 

Gapitel  III.    Baumcuryen  und  Flächen. 

Gapitel  IV.  Functionen  der  Lage  eines  Punktes.  Als  eine 
solche  Function  wird  eine  Zahlgrösse  bezeichnet,  die  von  der  Lage 
eines  Punktes  abhängig  ist.  Gesetzt  ü  =  /*(?),  U-\'JU  =  /*(?,), 
80  ist  (nach  der  in  Capitel  I  gegebenen  Definition  des  Productes 

von  zwei  Strecken)  der  Quotient  -ß^-  eine  Strecke,  deren  Grenze 

als  die  Ableitung  der  ursprünglichen  Function  definirt  wird.  Ist 
Qine  Function  U  auf  einer  Linie  oder  Fläche  constant,  so  ist  die 
Ableitung  normal  zur  Linie  bezw.  Fläche.  Maxima  und  Minima 
der  Functionen  der  Lage  eines  Punktes. 

Capitel  V.  Geometrische  Grössen.  Ist  eine  lineare  Punkt- 
menge Yorhanden,  so  kann  man  eine  endliche  Anzahl  von 
Strecken  angeben,  die  sämtliche  Punkte  der  Menge  enthalten, 
ond  auch  eine  endliche  Anzahl  von  Strecken,  deren  sämtliche 
Pnnkte  der  vorgegebenen  Punktmenge  angehören.  Die  untere 
(obere)  Grenze  der  gesamten  Länge  der  ersten  (zweiten)  Strecken 
heisst  die  äussere  (innere)  Länge  der  Menge.  Analoge  Defini- 
tionen gelten  für  mehrdimensionale  Punktmengen.     Die  äussere 
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Länge  stimmt  mit  dem  Cantor' sehen  „Inhalte*'  (Math.  Ann. 
XXIIL  473,  Acta  Math.  IV.  388;  siehe  auch  Harnack  in  Math. 
Ann.  XXV.  241.  Referate  darttber  in  F.  d.  M.  XVI.  1884.  459 
u.  460,  XVII.  1885.  506)  vollkommen  überein. 

Die  Länge  eines  krummlinigen  Bogens  ist  die  obere  Grenze 
der  Längen  der  eingeschriebenen  gebrochenen  Linien. 

Eine  Function  eines  Bereiches  („campo",  wie  der  Verfasser 
eine  Panktmenge  nennt)  ist  eine  Grösse,  die  für  jede  Beschaffen- 
heit des  Bereiches  je  einen  einzigen  bestimmten  Wert  hat;  z.  B. 
die  (äussere  oder  innere)  Länge  eines  linearen  Bereiches.  Als 
ein  Hauptsatz  der  Theorie  solcher  Functionen  erweist  sich  der 
folgende  (Vgl.  Cantor  in  Acta  Math.  VII.  106;  F.  d.  M.  XVU. 
1885.  504) :  Ist  q  eine  solche  Beschaffenheit  eines  Bereiches,  dass, 
wenn  man  diesen  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilen  zerlegt, 
sie  wenigstens  einem  Teilbereiche  zukommt,  so  giebt  es  einen 
dem  betrachteten  Bereiche  oder  dessen  Grenzbereiche  (abgeleitete 
Punktmenge)  angehörenden  Punkt,  dessen  umgebender  Bereich 
die  Beschaffenheit  q  besitzt. 

Eine  Function  eines  Bereiches  heisst  distributiv,  wenn  der 
Wert  der  Function  für  den  ganzen  Bereich  die  Summe  ihrer 
Werte  für  die  Teilbereiche  ist;  so  ist  die  oben  als  Beispiel  an- 
geführte Function  distributiv. 

Die  Theorie  der  Functionen  eines  Bereiches  giebt  zu  manchen 
Anwendungen  Veranlassung,  die  aber  hier  nicht  berührt  werden 
können.  Es  folgt  darauf  die  Berechnung  von  Linien,  Flächen 
und  Rauminhalten;  die  Theorie  der  angenäherten  Quadratur  ist, 
wie  der  Verfasser  angiebt,  nach  Mansion  (Belg.  Bull.  (3)  XL 
293,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  265)  bearbeitet. 

Gapitel  VI.  Von  der  Krümmung.  Krümmung  und  Torsion 
der  Linien.    Krümmung  der  Flächen. 

Capitel  VII.  Veränderliche  Figuren;  Enveloppen.  Die 
genaue  Definition  der  Grenze  einer  veränderlichen  Figur  und  die 
Aufstellung  einiger  darauf  bezüglichen  Sätze  bilden  die  Grund- 
lage für  die  Theorie  der  Enveloppen  von  Linien  und  Flächen. 
Die,  wie  wir  glauben,  neuen  Definitionen  der  Polarlinie  einer 
Geraden  in  der  Ebene  und  der  Polarebene  einer  Ebene  im  Räume 
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erleichtern  die  UntersnohuDgen  Ober  ebene  Enveloppen  von 
Geraden  ond  räumliche  Enveloppen  von  Ebenen,  sowie  die  Aof- 
I0eang  mancher  geometrischen  Probleme. 

Die  in  den  Text  eingefloehtenen  Beispiele  und  die  zahlreichen 
Uebangen  sind  dazu  geeignet,  den  Leser  mit  den  wichtigsten 
Cor?en  und  Flächen  bekannt  za  machen.  Vi. 


H.  Laurent.     Trait6  d'aualyse.    Tome  IL     Calcol  diff^- 
rentiel.     Applications  g^om^triques.     Paris.    Gauthier-Vil- 

lirs.    475  8.    8«. 

Der  erste  Band  des  Trait^  d'analyse  von  Herrn  Lanrent  ist 
in  den  F.  d.  M.  XVIL  1885.  236-237  angezeigt  worden.  Der 
zweite  Band  mit  den  geometrischen  Anwendungen  der  Differential- 
reehnung  handelt  im  ersten  Capitel  von  den  Aufgaben  der  ebenen 
Geometrie,  welche  von  den  unendlich  kleinen  Grössen  der  ersten 
Ordnung  abhängen  (S.  1-80);  dagegen  ist  das  zweite  Capitel  der 
Erörterung  derjenigen  Fragen  gewidmet,  welche  auf  unendlich 
kleinen  Grössen  höherer  Ordnung  beruhen  (S.  81-147),  und  das 
dritte  der  Untersuchung  der  singulären  Punkte  (S.  148-220). 
Nach  denselben  Gesichtspunkten  ist  der  Stoff  der  räumlichen 
Geometrie  auf  die  Capitel  IV -VI  verteilt,  von  denen  das  vierte 
ebenfalls  die  Fragen  behandelt,  die  durch  das  Unendlichkleine 
der  ersten  Ordnung  erledigt  werden  können  (S.  221-345),  das 
fllnfle  die  Baumcurven  (S.  346-416),  das  sechste  die  krummen 
Oberflächen  (S.  417-469)  zum  Thema  hat. 

Wie  im  ersten  Bande,  so  sind  auch  hier  wieder  viele  Themata 
dem  Werke  einverleibt,  welche  sonst  zu  anderen  Disciplinen 
gerechnet  werden,  z.  B.  zur  analytischen  Geometrie  oder  zur 
Kinematik.    Den  einzelnen  Capiteln  folgen  Uebungsaufgaben. 

Lp. 

M.  Stegemann.    Grundriss  der  DiflFerential-  und  Integral- 
Reebnong.     L  Teil.     Differential-Rechnung.     5^  Aufl. 

herausgegeben  von    L.  KibPERT.      Haonover  1888.    Helwing'- 
Bcber  Verl.    XII  n.  465  S.   8®. 

Die  in   den  Kreisen  studirender  Techniker   beliebte  Diffe- 
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rentialrechnong  von  Stegemann  ist  von  Hrn.  L.  Kiepert)  unter 
Wahrung  des  Charakters  des  Buches  als  Leitfaden  zur  Einfühmug 
in  die  Infinitesimalrechnung,  gründlich  umgearbeitet  und  bedeutend 
vermehrt  worden.  Weil  er  jedoch  auf  den  Leserkreis  ROcksicht 
zu  nehmen  hatte,  von  welchem  das  Werk  hauptsächlich  benntzt 
ist,  und  weil  er  somit  nicht  bloss  den  äusseren  Rahmen,  sondern 
z.  B.  auch  die  vorhandenen  Stöcke  zu  den  Figuren  verwerten 
musste,  so  hatte  er  nicht  ganz  freie  Bewegung  zur  Gestaltung 
des  Stoffes.  Trotzdem  hat  er  zahlreiche  Irrtümer  und  Mängel 
der  früheren  Auflagen  beseitigt,  Lücken  des  Inhaltes  ausgefOllt 
und  die  nötigen  Verbesserungen  mit  geschickter  Hand  getroffen. 
In  Bezug  auf  den  besonderen  Charakter  dieses  Lehrbuches  ver- 
weisen wir  im  übrigen  auf  die  Anzeige  der  Integralrechnung 
(4'«  Aufl.)  desselben  Verfassers  in  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  236. 
Für  die  Abgrenzung  des  Stoffes  waren  dem  Herausgeber  seine 
eigenen  Vorträge  an  der  technischen  Hochschule  zu  Hannover 
massgebend.  Lp. 

C.  Jordan.      Cours  d'analyse  de  l'Äcole  Polytechnique. 
Tome  III:    Calcul   integral  (Equations  diflF^rentielles). 

Paris.    Gaotbier- Villars  et  Fils.    XIV  o.  615  8.   8^ 

Der  dritte  und  letzte  Band  des  Werkes  von  Herrn  Jordan 
bebandelt  in  vier  Capiteln:  I.  Die  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen. II.  Die  linearen  Differentialgleichungen.  IH.  Die 
partiellen  Differentialgleichungen.  IV.  Die  Variationsrechnung. 
Es  folgen  mehrere  Noten  über  verschiedene  Themata.  (Vgl.  die 
sehr  ausführliche  Anzeige  in  Darboux  Bull.  (2)  XI.  262-273). 

Lp. 

T.  BoussiNESQ.  Cours  d'analyse  inBiiit^simale,  ä  l'nsage 
^^^des  personnes  qui  ^tudient  cette  science  en  vue  de 
Aufs£^  applicatious   m^caniqnes   et  physiques.      Tome  I. 

läge  fd^l^l    di£f^rentieL       Paris.    Ganthier-Villars  et  Fils. 

Die,  wi-jh  der  Vorrede,  von  der  ein  Teil  im  Verlagskatalog  der  Firma 
Geraden«  trimestre  1887.  S.  13-16)  abgedruckt  ist,  soll  das  VTerk 
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in  mdgliehst  elementarer  Weise  alle  die  Theorien  der  Analysis 
behandeln,  welche  den  Physikern  und  Technikern  notwendig  sind. 
Es  setzt  daher  ein  geringes  Mass  von  Vorkenntnissen  voraus 
und  zerfällt  in  ein  erstes  Heft,  welches  den  elementaren  Cursus 
umfasst,  und  ein  zweites  mit  eingehenderen  Ergänzungen,  die 
an  den  yom  Verfasser  bezeichneten  Stellen  des  ersten  Heftes 
eingef&gt  werden  können.  Beide  Hefte,  von  denen  das  zweite 
das  umfangreichere  ist,  sind  getrennt  verkäuflich.  Lp. 


A.Deligne.    Notions  compl^mentaireR  de  matb^matiques. 

Paria.     Qauthier- Villars  et  Fils. 

Kacb  den  neuen  Programmen  fttr  die  ^coles  nationales 
d'Ärts  et  Metiers  werden  dort  jetzt  die  analytische  Geometrie 
and  die  Elemente  der  Infinitesimalrechnung  gelehrt.  Diesen 
Vorträgen  soll  das  vorliegende  Buch  als  Leitfaden  dienen.  Es 
zerfällt  in  zwei  gesondert  verkäufliche  Teile:  L  Analytische 
Geometrie.  IL  Ableitungen.  Erste  Lehren  der  Differential-  und 
Integral-Rechnung.  (Verlagskatalog  der  Firma,  I*'  et  II*  trimestre 
1887.   8.41-43).  Lp. 


M.  Chandrvkoff.  Lehrbuch  der  Analysis.     Kiew.  (Rutsitch.) 

Wi. 


Capitel  2. 

Differentialrechnung  (Differentiale,  Functionen  von 
Differentialen.    Maxima  und  Minima). 

Mahlbr.      Die  Wertigkeitsrechuung    und    die  Spaltung 
der     Gleichungen     und     Functionen     nach    DUhring. 

Bökleo.    Mitt.   I,.  61-65.     1886. 
Die  DQhring'schen  Anschauungen  und  Begriffe  werden  kurz 
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aaeeinandergesetzt  and  einige  Bedenken  gegen  ihre  Anwendung 
auf  die  Ableitung  des  Differentialquotienten  geltend  gemacht. 

No. 


F.  6.  Teixbira.   Sobre  a  derivac^o  das  func9oe8  compostas. 

Teixeira.    J.   VIII.   120-131. 

Dieser  Aufsatz  enthält  Betrachtungen  über  die  verschiedenen 
Mittel,  welche  man  anwendet,  um  das  Theorem  der  Differentiation 
der  zusammengesetzten  Functionen  zu  beweisen,  sowohl  fttr  den 
Fall,  dass  die  Variabein  reell,  als  auch  dass  sie  imaginär  sind. 

Tx.  (Hch.) 

M.  David.  Applications  de  la  d^rivation  d^4rbogast. 
Formule  g^^rale  pour  le  changement  de  la  variable 
ind^pendante.       Jonm.  de  Math.  (4)  in.  53-62. 

Die  Methode  zur  Entwickelung  von  ^p(o+aia?+a,a;'4- "O 
nach  Potenzen  von  ^,  von  welcher  der  Verfasser  schon  früher 
(Joum.  de  Math.  (3)  VIII.  61  ff.;  F.  d.  M.  1882.  XIV.  129f.) 
interessante  Anwendungen  gemacht  hat,  wird  hier  benutzt  zur 
Lösung  des  Problems  der  Vertauschung  der  unabhängigen 
Variabein.    Ist  z  eine  Function  von  x^  und  setzt  man 

"dx"  =  ^''     1?"  =  2'^»'     -d^=^'^«' 
dx        •  d*x        ^. ,         d*x        ^.  • 


... 


•    .    •  I 


da  "       da»  »'       dz' 

80  lautet  die  erhaltene  allgemeine  Formel 

6,o-  +bn-iDa,',-^  +  bn-2D*a1-^+  •••  =  0. 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  n  =  1,  2,  ....  5,  so  erhält  man 

d*x 
z.  B.  far  -T-^  die  Darstellung 


(-iy-'6! 

s.e 

o.  * 


Da,  aj  0  0 

D*a,  Da\  oj  0 

D*a,  D^a]  Da\  a* 

D*a,  D'a*  D'oJ  Da\ 


T, 
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M.  Jbnkins.      On  Professor   Cayley's  extension   of  Ar- 
bogast's  method  of  derivations.     American  J.  x.  29-41. 

Cajley  hat  (Trans,  of  the  Royal  Soc.  1860)  eine  Methode 
mr  Bildung  und  Anordnung  der  Combinationen  von  gegebenem 
Gnde  und  Gewicht  der  Buchstaben  a,  b,  c,  d,  . . .  mit  den  resp. 
Gewichten  0,  1,  2,  3,  . . .  durch  Ableitung  aus  einem  Term 
gegeben.  Der  Verfasser  macht  einige  Bemerkungen  dazu  und 
giebt  eine  andere  Methode,  die  vor  jener  Vorzüge  einer  leichteren 
Anwendbarkeit  besitzt  T. 


BocHOW.       Substitution     neuer    Variabein     in    höheren 
Differentialquotienten.      Scblömilch.   z.  XXXIL  846-359. 

Ausgehend   von   der  Aufgabe:   eine   Function  0n(O  ^^  ^^ 
findsD,  dass  f&r  beliebige  positive,  ganze  n  und  für  beliebige  f 

sei,  gelangt  der  Verfasser  zu  folgender  Grundformel: 

worin  /  und  y  durch  die  Gleichung  xp(()  =  y  mit  einander  ver- 
banden sind  und  v  =  y;Qc)  ist.  Die  Ableitung  geschieht  ganz 
unabhängig  von  der  Theorie  der  Differentiation  zu  beliebigem 
[d.  b.  negativem  und  gebrochenem)  Index,  aus  der  sie  sich  am 
leichtesten  ergiebt  und  für  derartige  Indices  von  Herrn  Schimpf 
(Programm  Bochum  1885)  und  unabhängig  davon  vom  Verfasser 
in  seiner  Dissertation  schon  bewiesen  worden  war.  Sodann 
werden  Folgerungen  aus  der  Grundformel  gezogen,  indem  einer- 
^its  f  und  andrerseits  tp  specialisirt  werden,  und  schliesslich 
die  80  erhaltenen  Formeln  zur  Herleitung  einer  Reihe  von  Identi- 
täten f&r  die  analytischen  Facultäten  benutzt.  T. 


P*  A.  MacMason.     The  differential  equation  of  the  most 
general  Substitution  of  one  variable.     Phil.  Mag.  (5)  xxiii. 

542-543. 
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Die  Substitution  y  =  -^  /  J^.  ^  ^\    föhrt  zu  dem  Aasdracke : 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  ist  eine  Reciproeante  and 
eine  Invariante.  Im  Falle  der  allgemeinen  Substitution  n^'  Ord- 
nung ist  der  sieb  ergebende  Ausdruck  nicht  mehr  eine  Reci- 
proeante, wohl  aber  eine  Invariante  einer  gewissen  binären 
Form.  Gbs.  (Lp.) 

H.  G.  Dawson.     Note  on  a  theorem  in  higher  Algebra. 

Mess.  (2)  XVII.  69-72. 

Der  Satz  betrifift  die  Aequivalenz  der  Operatoren: 

beiihrer  Anwendung  auf  eine  Function  der  Grössen -4^,,-^,,  il„...,it«, 
falls  die  Transformation  x  =^  pX  +  qY^  y  =  p'X  +  q'  Y  die  binäre 
Form  (a^,  a„  o,,  . . .,  an)(x^  yY  in  die  Form 

QberfQhrt.  Der  Verfasser  giebt  einen  einfacheren  Beweis  dieses 
Satzes  als  Faa  di  Bruno  in  seiner  „Theorie  des  formes  binaires^ 
und  ermittelt  gerade  dadurch  das  Wesen  jener  Aequivalenz. 

Glr.  (Lp.) 

C.  Posse,     üeber  eiue  Identität  der  Differentialrechnung. 

Moak.  matb.  Samml.  XIII.  489-491.  (Russisch.) 

Es  handelt  sich  um  einen  Beweis  der  Identität 

Wi. 


E.  CoMBBSCURB.      Note   sur    les  diffdreutielles    binömes. 

Darb.  Bull.  (2)  XI.  245-247. 
Es  wird   das  Differential  j'"'(a  f  6ar*')P(/aj  durch   die  Substi- 
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tution   ax    ^-{-6x^=^1    transforinirt.      Ist    — ^ ^+p  eine 

ganze,  positive  oder  negative  Zahl,  so  redacirt  sich  auf  diese 
Weise  das  Differential  auf  Differentiale  von  der  Form  . 

wo  r  ein    echter,    positiver  Bruch    ist     Als  Beispiel    wird    die 
Reduction    der   Integrale    /*  ,  —    und    /*  ,  

elliptische  integrale  gegeben.  T. 


auf 


E.  CoMBESCURE.      Note    sur    les    diff^rentielles    exactes 

homogenes.        Darb.  Ball.  (2)  XI.  243-244. 

Sind  in  dem  integrablen  Ausdruck 

df  =  X,dx,  +  X,dx,H 1-  Xndxn 

die    Functionen   J,,  X„  ...,  X^    homogen    und    von    derselben 
Dimension  m,  so  ist 

wenn  m  -|-1  ^  0  ist  Ist  dagegen  m  +  1  ==  0  und  dem  entsprechend, 
wenn  «,  =  a?,y,,  . . .,  a?„  =  op,  y„  gesetzt  wird, 

wo   y„  ...,  Yn  nur  von  y,,  ...,  yn  abhängen,  so  muss 

^i  +  yi^^+'"  +ynYn  =  const 

dx 

sein,  und  df  geht  über  in  a — -  +  ^»^^8+  •••  +  Yndyn*       T. 

^1 


6.  KoENiGS.     Sur  une  classe  de  formes  de  diffdrentielles 
et  sur  la  th^rie  des  syst^mes  d'^l^ments.     C.  R.    Oiv. 

673-675  o.  842-844. 

In  der  ersten  dieser  beiden  Mitteilungen  geht  Herr  Koenigs 
von  einer  Schar  von  Flächen  des  gewöhnlichen  Raumes  aus, 
weleke   von   it-fl  Parametern  u^j  ...,  Vn^t    abhängt,    und   be- 

FortMhr.  d.  Math.  XIX.  1.  1 7 
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trachtet  die  Differentialform: 

lf(ti„  . . .,  ti„+i  I  du,,  . . .,  dii„+i)  =  lf(ii,  du), 
deren  VerBchwinden  ausdruckt,  das»  die  beiden  unendlich  be- 
nachbarten Flächen  u  und  u-}-  du  einander  berühren  Er  teilt 
ohne  Beweis  einige  Sätze  über  derartige  Formen  mit,  aber  diese 
Sätze  sind  nicht  neu,  sie  sind  im  Grunde  schon  im  Jahre  1875 
von  Bäcklund  bewiesen  (s.  Math.  Ann.  IX.  307,  308,  311,  312> 
Dagegen  dOrfken  die  Sätze  der  zweiten  Mitteilung  neu  sein. 
Herr  Koenigs  giebt  darin  das  Kriterium  dafür,  dass  oc"  beliebig 
gewählte  unter  jenen  00**+^  Flächen  eine  feste  Fläche,  eine  feste 
Gurve  oder  einen  festen  Punkt  berühren;  ferner  das  Kriteriom, 
an  welchem  man  erkennen  kann,  ob  jene  Schar  von  00*"+' 
Flächen  durch  eine  BerQhrungstransformation  des  gewöhnlichen 
Raumes  in  eine  Schar  von  00*+*  Curven  übergeführt  werden 
kann.  Er  teilt  endlich  mit,  dass  die  Form  M(u,  du)  nur  dann 
quadratisch  sein  kann,  wenn  n  =  3  ist,  und  dass  umgekehrt  jede 
quadratische  Form  M(u,  c/u),  gleich  Null  gesetzt,  als  Bedingung 
für  die  Berührung  zweier  unendlich -benachbarten  Flächen  einer 
Schar  von  00^  Flächen  gedeutet  werden  kann.  EI. 


6.  Koenigs.      Sur    une    classe   de   formes  de  diff^ren- 
tielles    et    sur    la    th^orie    des    systfemes    d'^I^ments. 

Acta  Math.  X.  813838. 

Als  erzeugendes  Element  des  Raumes  lässt  sich  statt  des 
Punktes  eine  von  einer  bestimmten  Anzahl  von  Parametern  ab- 
hängige Linie  oder  Fläche  annehmen.  Die  Theorie  solcher  Ele- 
mente ist  im  einzelnen  bereits  bearbeitet  worden.  Im  Gegen- 
wärtigen fasst  der  Verf.  das  Element  von  Anfang  allgemein  auf, 
zieht  auch  beliebig  viele  Dimensionen  in  Betracht,  und  fragt 
zuerst:  Unter  welchen  notwendigen  und  ausreichenden  Bedin- 
gungen kann  eine  Form  von  Differentialen  die  fundamentale 
Form  für  ein  passend  gewähltes  Element  sein?  Nachdem  der 
allgemeine  Typus  dieser  Formen  construirt  ist,  folgt  als  natOr- 
liehe  Ergänzung  die  Aufgabe:  Für  eine  diesen  Bedingungen  ge- 
nügende Form   alle  Systeme   von  Elementen  zu   finden,   welche 
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dieselbe  als  fondanieDtale  zulassen.  Die  Losung  derselben  führt 
zu  dem  Satze:  Wenn  zwei  Systeme  von  Elementen  derselben 
fandaraentalen  Form  Raum  geben,  so  existirt  eine  BerQhrungstrans- 
formation,  welche  die  zwei  Systeme  in  einander  überführt  Es 
werden  dann  besonders  die  Gurve  und  die  Fläche  als  Elemente 
geprüft,  dann  alle  Fälle  aufgesucht,  wo  die  fundamentale  Form 
quadratisch  ist.  Sind  p  Gleichungen  des  ac^ungirten  Systems 
linear,  so  lässt  sich  die  Anzahl  der  Parameter  um  p  vermindern. 
Die  Elemente,  welche  eine  quadratische  Form  zur  fundamentalen 
haben,  können  nicht  von  mehr  als  vier  Parametern  abhängen. 
Znm  Schlüsse  werden  Formen  mit  constanten  CoefBcienten  und 
eine  besondere  Form  der  adjungirten  Gleichungen  in  Betracht 
gezogen  (vgl.  das  vorige  Referat).  H. 


M.  L.  ÄLBBGGiANi.      Generalizzaziono    di    due    teoremi 
riguardanti  le  parentesi  d'ordine  n.    Palermo Rond. 1. 814326. 

Fortsetzung  einer  bis  jetzt  ungedruckten  Arbeit,  deren  Re- 
sultate in  Palermo  Rend.  I  6-7,  911,  12-13,  27  angegeben  wor- 
den sind.  Als  eine  „Poisson'sche  Parenthese  der  n^**  Ordnung*" 
wird  der  Ausdruck: 


(H.  fTj  . . .  ff«)  =  £ 


dB, 

dx\i 


dxu 


öff, 


öff. 


dXni  dXni 

bezeichnet,  wo  ff,,  ff„  ...,  ff«  Functionen  der  nv  Variabein 
xji  (j  =  1,  2,  ...,  n;  *  =  1,  2,  i..,  v)  darstellen.  Sind  nun 
G„  ...,  Gkp  hp  Functionen  von  y,„  ...,  ykr]  a?„,  ,..,  a?*^; 
fl,,  •  •  -5  ^Ä»'  (^^  h+k  =  fi),  und  bezeichnet 

alle  aus  je  n  Functionen  G  gebildeten  Poisson'schen  Parenthesen, 
80  ist: 

p,(e-)=o         (i=i,  2,  ...,(*;)) 

die  notwendige  und  kinreiciiende  Bedingung  dafür,  dass  die  aus 

17* 
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den  OleiohuDgen: 

Gi  =  0  (t  =  1,  2,  ...,  hv) 

hervorgehenden  Functionen: 

den  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

genügen,  wo  P,(y'S  ^)  den  Ausdruck  bezeichnet,  welcher  sich 
ergiebt,  wenn  man  h  der  Functionen  F  in  Pi(F'*)  durch  eben- 
soviele  Variabein  y  ersetzt.  Vi. 


E.  Padova.     Sülle  espressioni  invariabili.     Rom.   Acc.    t». 

Mem.  (4)  IV.  US. 

Bericht  auf  S.  127  dieses  Bandes. 


G.  Ricci.      Sulla   derivazione  covariante   ad  una  forma 
quadratica  difFerenziale.     Rom.  Acc.  L  Rend.  (4)  lll.  15-18. 
Bericht  auf  S.  128  dieses  Bandes. 


L.  Saalschutz.     Zur  Lehre  von  den  unter  unbestimmter 
Form  erscheinenden  Ausdrücken.      Schlömiicb  z.    xxxii. 

378-382. 

Wenn  o  =  — 7-4-  für  x  =^  a   unter   der  Form  *  erscheint, 

indem 

qp(a)  =  9)'(a)  ==...  =  (pO*-^)(a)  =  0 

und  ebenso 

f(a)  =  /'(o)  =  . . .  =  f(^-')(a)  =  0 

ist,  während  g>^^^(a)  nicht  verschwindet,  dagegen  f^">(o)  einen  ganz 

beliebigen  endlichen  Wert  besitzt,  also  auch  verschwinden  kann, 

so  wird  für  den  Wert  ü'(a)  des  Differentialquotienten  t>'(x)    fdr 

X  =:  a,  der  zunächst  ebenfalls  in  unbestimmter  Form  erseheint, 

die  einfache  Formel  gefunden: 


( 


^   ^    ^  ^       Idx  \  qo(")(a?)  /Jx=a 
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Lä88t  sieb  vou  Anfang  an  oder  während  der  Heehnuug  ein 
Factor  absondern^  der  ftir  rc  =  a  in  bestimmter  Form  erscheint, 
so  ist  die  Berechnung  noch  weiterer  Vereinfachung  fähig.  Das 
Gesagte  wird  an  Beispielen  erörtert  und  eine  Anwendung  auf 
die  Berechnung   des   Krümmungsradius   für   eine  solche   Stelle 

einer  Curve  gemacht,    an    welcher  der  Differentialquotient  -—- 

rieh  in  der  Form  %  darstellt.  T. 


G.  Darboüx.     Sur  le  maximum  du  produit  de  plusieurs 
facteurs   positifs  dont  ]a  somme  est  constaute.       Darb. 

Ball.  (2)  XI.  149-151. 

Der  ganz  elementare  Beweis  des  Satzes,  dass  das  geometrische 
Mittel  aus  n  positiven  Zahlen  kleiner  als  ihr  arithmetisches  Mittel 
ist,  wird  in  der  Weise  geführt,  dass  der  Satz  zunächst  successive 
für  «  =  2,  4,  8,  16,  . ..  als  richtig  erkannt  wird.  Der  Fall 
eines  beliebigen  n  wird  dann  einfach  dadurch  erledigt,  dass  zu 
den  betrachteten  Zahlen  ihr  arithmetisches  Mittel  noch  so  oft 
hinzugesetzt  wird,  bis  man  zu  einer  Anzahl  von  Gliedern  gelangt, 
welche  eine  Potenz  von  2  ist.  [Dem  Verfasser  ist  es  wohl  ent- 
gangen, dass  dieser  Beweis  bereits  in  Cauchy's  Algebraischer 
Analysis,  zweiter  Nachtrag,  Satz  17  gegeben  ist.    Red.]       T. 


E.  GoüRSAT.      Sur    le   maximum  d'un  produit    de  plu- 
sieurs facteurs  positifs   dont  la  somme   est  constaute. 

Nouv.  Ann.  (3)  VI.  437-439. 

Ein  anderer  (cf.  das  vorhergehende  Referat)  Beweis,  der 
nur  auf  der  sehr  einfachen  Bemerkung  beruht:  sind  in  einem 
Product  von  lauter  positiven  Zahlen  nicht  alle  Factoren  gleich, 
^  dass  wenigstens  einer  grösser  (um  h)  und  wenigstens  einer 
kleiner  (um  K)  als  ihr  arithmetisches  Mittel  m  ist,  und  ver- 
mindert man  jenen  um  h  und  vermehrt  diesen  um  ebensoviel, 
80  nimmt  das  Product,  das  jetzt  einen  Factor  m  mehr  enthält, 
zo,  während  die  Summe  seiner  Factoren  ungeändert  bleibt. 

T. 
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K.  H.  LiBRSEMANN.  Maxima  und  Minima,  analytisch- 
geometrisch beleuchtet.  Pr.  Realgymn.  Rawitsch.  (No.  159) 
S.  33-81  u.  Taf.  4-11.   4o. 

Fortsetzung  der  Arbeit  gleichen  Titels,  über  deren  ersten 
Teil  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  247  berichtet  ist.  Der  jetzt  vor- 
liegende Abschnitt  erläutert  die  im  ersten  Teile  vom  Verfasser 
angegebene  elementare  Methode  an  einer  Reihe  sorgfältig  und 
eingehend  ausgearbeiteter  Beispiele.  Sieht  man  mit  ihm  von 
allen  besonderen  Vorkenntnissen  ab,  so  kann  man  diesen  Weg 
auch  nur  fQr  die  betrachteten  Functionen  benutzen,  nämlich 
algebraische  Ausdrücke  in  einer  Variabein  x  mit  höchstens  einer 
Quadratwurzel  als  der  einzigen  Irrationalität.  Die  gegebene 
Function  fQc)  wird  gleich  y  gesetzt,  und  der  Gang  der  Function 
wird  genau  erörtert.  Hierbei  ergeben  sich  ausser  den  extremen 
Werten  (durch  die  zur  X'k\Q  parallelen  Tangenten)  naturgemftss 
alle  Zweige  der  Curve  y  =■  f(x\  ihre  geraden  und  parabolischen 
Asymptoten,  ihre  Wendepunkte  und  singulären  Punkte.  Durch 
die  Substitution  von  1/y  statt  y  werden  die  Punkte  im  Unend- 
lichen der  Anschauung  näher  gebracht,  und  eine  grosse  Anzahl 
von  genau  ausgeführten  Figuren  in  mehreren  Farben  stellt  die 
Ergebnisse  graphisch  dar.  Lp. 


W.  J.  C.  Miller,  S.  Sircom.     Solution  of  questiou  8137. 

Bd.  TimeB.    XLVI.   27-28. 

Die  Geschwindigkeit  eines  Wagens  sei  proportional  dem 
Kubus  des  Cosinus  des  Neigungswinkel  der  Strasse  gegen  die 
horizontale  Ebene.  Dann  besteht  der  Weg  des  schnellsten  An- 
stiegs vom  Fusse  eines  halbkugligen  Hügels  nach  dem  Gipfel 
aus  einer  sphärischen  Cur^e,  welche  durch  einen  Puukt  eines 
Orosskreises  beschrieben  wird,  der  auf  einem  Kleinkreise  vom 
Radius  ^tt  um  den  Pol  als  Gentrum  rollt,  und  ausserdem  aus 
einem  Grosskreisbogen  vom  Kleinkreise  an  bis  zum  Pole.    Lp. 


J.  WoLSTENHOLMK,  G.  B.  Mathkws,  J.  Bbyens.     Solution 

of  question  8719.      Ed.  Times.    XLVII.   39-40. 
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Die  LäDgen  der  Kanten  OA^  OB^  OC  eines  Tetraeders  seien 
mit  a^  bj  c  bezeichnet,  die  ihrer  Gegenkanten  BC^  CA^  AB 
mit  ^,  y,  «,  die  ihnen  gegenüberliegenden  Fiäcbenwinkel  mit 
i,  B,  C,  I^  Yj  Z.  Ist  dann  das  Volumen  V  in  a,  6,  c,  x,  y,  a 
aasgedrfickty  so  ist  dV/da  =  ^axcotgil,  u.  s.  w.  Daraus  folgt: 
Sind  a,  x^  b,  y,  und  c  +  a  gegeben,  so  ist  V  ein  Maximum,  wenn 
C=z  Z.  Sind  a,  o;,  6,  y,  und  c  —  x  gegeben,  so  ist  V  ein  Maxi- 
mum, wenn  C+Z  =  n.  Sind  a,  x,  b  +  y^  c-^-z  gegeben,  so  ist 
V  ein  Maximum,  wenn  £  =  X  und  C  =  Z  (d.  i.  b  =  x,  c  =  z). 
Sind  a,  2;,  b  +  V)  c  — »  gegeben,  so  ist  V  ein  Maximum,  wenn 
B=  X,  C+Z  =  n.  Lp. 


Capitel  3. 

Integi^echnung. 

R«  A.  Roberts.  A  treatise  on  tbe  integral  caiculus: 
Part  I,  containing  an  elementary  account  of  elliptic 
Integrals    and    applications    to    plane    curves.     Dabiio. 

Hodges,  Figgia  and  Co.  VIII  +  368  8. 

Das  Buch  ist  ohne  Vorrede  ausgegeben,  so  dass  man  sich 
kaum  Ober  den  Umfang,  in  welchem  der  Verf.  den  Gegenstand  ab- 
zuhandeln beabsichtigt,  ein  Urteil  bilden  kann.  Der  Hauptpunkt, 
welcher  einen  Unterschied  von  den  gebräuchlichen  englischen 
Lehrbüchern  bildet,  ist  die  Einftlhrung  eines  Capitels  über  ellip- 
tische Integrale,  welchen  bisher  in  den  üblichen  Lehrgängen  der 
Integralrechnung  nicht  viel  Beachtung  geschenkt  worden  ist. 
Das  fünfte  Capitel  giebt  eine  recht  gute  Erörterung  der  elemen- 
taren Eigenschaften,  und  im  achten  Capitel  werden  Anwendungen 
auf  die  Rectification  ebener  Cur  Ten  gemacht.  In  Anbetracht  des 
weiten  Gebrauches  der  Hyperbelfunctionen  in  neueren  Arbeiten 
aus  englischen  mathematischen  Zeitschriften  hätten  dieselben, 
wie  wir  denken,    neben   den  Kreisfunctionen  eine  Stelle  finden 


266  VI.  AbschDitt.    Difforeoüal-  uuü  lutegralrecbouDg. 

deutet.    Im  zweiten  Falle  wird 


/  — ^— j —  =  A  logil       Ä«  . 


D.  Besso.     Suir  integrale  del  prodotto  di  una  fuiizione 
raziouale    pel    logaritmo    di    una   fianzione  razionale. 

Batt.  G.  XXV.  356-362. 

Ein  Integral  der  Form    /  PlogQdx^  wo  P  und  Q  rational 
in  0?,  lässt  sich  zunächst  auf  die  zwei  Integrale 

J     x—a  J         X — a 

wo  a  complex,  zurQckftohren ;  ersteres  hat  der  Verfasser  in  Batt. 
G.  XII.  1  (s.  F.  d.  M,  VI.  1874.  187)  auf  die  Grundformen 

J        1+a?      '        J  c+x  '        J  c+x     ^ 

wo  ß  und  c  reell,  gebracht.     Jetzt   wird   bewiesen,   dass    auch 
das  letztere  auf  dieselben  reducirt  werden  kann.  U. 


E.  LiNHARDT.      üeber  die  Integrale   /  »"""  sin  z  rf«    uud 

/   «""^COSarfa.      Hoppe  Arch.  (2)  V.  91-110. 

Nach  gleicher  Methode,  wie  sie  Herr  E.  Lommel  in  den  Math. 
Ann.  XVI.  183  (s.  F.  d.  M.  XII.  1880.  398)  auf  die  Special  fälle  a=  1 
und  i  anwendet,  werden  beide  Integrale  in  folgende  Reihen  ent- 
wickelt,  deren  eine  halbconvergent,    die  andere  convergent  ist: 

Binxdz  sin»    _,     ^,^  a^-C^p-^^) 


p  2«"+» 


^i(-i)'^  +  c, 
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j  S^^^^2(^^ly(^_a)-^.i■'P^^H'p^^ 


+  Jl£l^(_l)f(l_o)>:('P+»U*''+* ü +  G, 

2  cos  -ö-  r(ö) 

»-^iC-D'^^  +  ^^C-D-^i  +  c,. 

Bei  HerleituDg  dieser  Ausdrücke  werden  Reductionen  'jener  Inte- 
grale auf  die  von  Lommel  mittels  der  Besserschen  Functionen 
definirten  Functionen  5^,^  gefunden  und  gezeigt,  dass  sie  Lö- 
8Qngea  der  Gleichungen 

sind.  Ferner  ergeben  sich  Ausdrücke  für  besondere  S  und  eine 
Darstellung  der  obigen  Integrale  in  Besserschen  Functionen. 

H. 


F.  Klitzkowski.     üeber  die  Integration  der  iw*«^  Wurzel 
aus  einer  rationalen  Function.     Diss.  KöDigtberg. 

Die   gegenwärtige   Untersuchung   betrifft   ebenso   wie   eine 
Abhandlung  von  Briot  und  Bouquet  die  Integrale  der  Gleichung 

^{j-jf »  «}  =  0,  wo  F  ganze  Function  m*«"  Grades  beider  Ar- 
gumente ist,  und  entlehnt  deren  Methode.  Jene  sucht  die  Be- 
dingungen für  die  Existenz  eines  eindeutigen  Integrals,  diese 
mit  Ausschluss  der  Eindeutigkeit  die  Bedingungen  algebraischer 
Integrale,  während  einfach  und  doppelt  periodische  einer  spätem 
Fortsetzung  vorbehalten  bleiben,  jedoch  im  yorbereitenden  ersten 
Teile,  welcher  die  allgemeinen  Aufstellungen  enthält,  mit  berück- 
sichtigt sind.  Die  dann  folgende  Ausführung  behandelt  den  Fall, 
wo   F  aus    zwei    Termen    besteht,   die    Gleichung   also    lautet: 

(-J-)   =7r-7-T-     Nach  Vorgang  der  genannten  Autoren  wird, 

gemäss  der  Integralgleichung  f(u,  ä— ä,)  =  0,  u— w,,  welches 
mit  «— Ä,  verschwindet,  nach  Potenzen  von  »— »,  mit  rational 
gebrochenen  Exponenten  entwickelt   und   aus   dem  Exponenten 
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des  ersten  Terms  auf  die  Eigenschaft  der  Integralfunotion  g'e- 
schlössen,  woraus  die  Bedingung  der  algebraischen  Form  erhalten 
wird.  ü. 


P.  Predella.     Sülle  formole  attribute  a  Gauss  e  Ötokes 
per  1e  trasformazioni   di   integrali   qui   sotto  indicate. 

Lomb.  Ist.  Read.  (2)  XX.  210-222. 

Ein  neuer  Beweis  der  bekannten  Formeln: 

I  T-^ Y  -ö V  "^J^^  =  —  /(Xcos»a?+  Ycosny-\-ZQ09ni)dCf 

r\(dZ     dY\      -^  ,  fdX     dZ\      ^  ,  (dY     dX\      ^1. 

=  f(Xdx+  Ydy  +  Zdz). 
Vi. 

H.  Laurent.    Remarques  sur  las  conditions  d'int^grabilit^. 

Nouy.  Ann.  (3)  VL  274-279,  305-311. 

Die  bekannten  Bedingungen  dafür,  dass  ein  linearer  Aus- 
druck in  dx^^  cte„  ...,  dxn  ein  vollständiges  Differential  ist,  bat 
der  Verfasser  in  einem  frtthern  Aufsatze  (Nouv.  Ann.  (2)  XIX. 
153)  durch  ein  neues  System  ersetzt.  Im  gegenwärtigen  wird 
davon  eine  Verallgemeinerung  hergeleitet,  aus  der  der  Satz  her- 
vorgeht: „Damit  die  Gleichungen 

dUk  =  XkldXi  4-  XiidX2  -f  •  •  •  -f-  XkndXn 

vollständig  integrabel  seien,   ist  es  notwendig  und  hinreichend, 
dass  man  ftlr  beliebige  a;,,  x,,  ...,  Xn,  ft,  t  erst  hat 

dXki    .    ^  dXki  Y    _  ^^*»     I    V   ^-^^   Y 
dann  für  a?,  =  xj,  aber  beliebig  a;,,  «„  . . .,  rr«,  /r,  i 
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und  80  fort.*"     Um  jenes  System  zu  integriren,   integrire   man 
das  System 

DBd  beethnme  die  Werte  u%  iij,  ...  von  «,,  n,,  . .  .für  a?,  =  x] 
mittels  der  Gleichungen 


dx,        "«»'      da?,        "»"  •  •'     dx, 
wo  ij,    die  Werte  Ton  X,,  für  x^  =  «J  bezeichnen,    dann    die 
Werte  uj%  wj^,  ...  von  uj,  tij .. .  für  x,  =  ajj  mittels  der  Gleichungen 


dii?^        ^..         du:'        _.  dii*« 


r,     ~'^'"  dar,    ~     "'  '  •'      <te.     ~  * 


m3 


und  so  fort  H. 

HuMBBRT.     Sur  les    integrales    alg^briques    de   difFi^ren- 
tielles  alg^briques.     Acu  Math  X.  281-298. 
Referat  im  Abschnitt  VII,  Cap.  1. 


Capitel  4. 

Bestimmte  Integrale. 

F.  F.  K.  H.  Gebensleben.      Ueber    die   Methoden    zur 
Wertbestimmung      einfacher      bestinamter     Integrale. 

Pr.  R.-GymD.  Nordhaasen. 

Erläuterung  der  Bedeutung  und  der  Ziele  der  Integralrech- 
DQDg  und  geordnete  Zusammenstellung  der  bekannten  und  ein- 
facheren Methode  der  Wertberechnung  von  Integralen.        II. 


P.  Mansion.     Rapport  sur  le  Memoire  intitul^:    Remar- 
ques snr  certaines  integrales  d^finies  par  M.  E.  Catalan. 

Belg.  Boll.  XIII.  474-477. 
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Die  Integrale,  mit  welchen  sieh  Hr.  Catalao  beschftftigt, 
sind  Frullani'sche  Integrale,  d.  b.  solche,  bei  denen  die  zu  inte- 
grirende  Function  die  Differenz  zweier  Functionen  ist,  welche 
dieselben  Extremwerte  haben,  indem  die  eine  aus  der  andereD 
durch  eine  ziemlich  einfache  Substitution  hervorgeht.  Hr.  Catalan 
findet  den  Wert  der  sogearteten  Integrale  durch  Ableitung  unter 
dem  Integralzeichen.     Beispiel: 

U 

Mn.  (Lp.) 


Ch.  Hermitk,  E.  Catalan,  T.  R.  Terry.     Solution    of 

question    8560.       Rd.  Times  XLVI.  21. 


/•    de  (       1  1  \       . 


Lp. 


Ch.  tTERMiTB.     Solution   of  questions    8588,   8863. 

Ed.  Times  XLVI.  63-64,  XLVIL  53. 

1.  Ist  a  eine  reelle  positive  Zahl,  so  ist: 

cotg(a:4-ai)*P  =  ^lognat  [— cotg*(aO]  + » .  i^r. 

u 

2.  Unter  derselben  Bedingung  ist  zunächst: 


J       8in(ii?— ta)         '    J       8in(aj4-ia)  ^  1— e"*» ' 

/        —^-7 ^T"  =  ""    /        .   /    .  .  X  =4tarctge~^. 

•/  8in(a:— ta)  ./        sin(a?4-ta)  ^ 

In  diesen  letzten  Integralen  kann  dann  aber  a  durch  a  +  iß  er- 
setzt werden,  wo  a  positiv  und  von  Null  verschieden  ist. 

Lp. 

D.  Edwardes,    S.  Sircom.      Solution   of  question  8423. 

Ed.  Times  XLVII.  119-121. 
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J^^sinxQogsinxydx  =  2  +  Clog2)'~  21og2- A< 


J^    B\Ji*x(\ogBinxydx  =  ^tt  {2(iog2)'— 21og2-fiii'~l}. 


0 


Lp. 


C.  F.  LiNDMAN.     Om  nägra  defii)itH  integraler.    Stookh.öfv. 

XLIV.  243-351. 
Berechnang  der  Integrale 

,  ^  f  ]2S^  ^,   j,  ^ /' >!iQ^fi  ^  (PO) 

0  '  0  ' 

ohne  Anwendung  der  sogenannten  Bertrand'sclien  Formel.    Zu- 

letit  zeigt  der  Verfasser,  dass  das  Integral 

_         fp        .     X       xdx  .        .^ 

J.:=J    arcsm-.y-p  {p<^l) 

ü  '^ 

nicht,   wie   Hr.  Bierens  de  Haan  in  seinem  Exposä  etc.    S.  465 
angiebt,  gleich 

-  -J  log(l-p')  +  iCarcsinp)' 
ist,  sondern 

2     ^    21/T^  K. 


BiEGLKR.     Ueber  Gammafunctionen  mit  beliebigem  Para- 
meter.    J.  für.  Math.  CII.  237-254. 

Referat  in  Abschnitt  VII,  Cap.  2a. 


W.  H.  Russell.     On   certain   definite  integrals  No.  15. 

Lood.  B.  8.  Proc.  XLIL  477-482. 

Fortsetzung  früherer  Untersuchungen  (s.  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  269,  272).  Beispiele  zum  Vergleiche  von  Transcendenten, 
die  auf  dem  Principe  des  Hrn.  Fox  Talbot  beruhen,  aber  in 
anderer  Weise  angewandt  werden.  Cly.  (Lp.) 
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G.  DB  LoNGOHAMPS.  Sur  la  rectification  de  quelques 
courbes  remarquables.  Mathesis  vil.  127-128,  170-175. 
Da  jede  unicursale  circulare  Curve  dritter  Ordnung  die  In- 
yerse  eines  Kegelschnittes  ist,  so  kann  sie  durch  Kreisbogen 
rectificirt  werden.  Der  Bogen  der  Cissoide  wird  durch  die 
elementaren  Functionen  dargestellt;  derjenige  der  Curve 
Q*  =  a'(sec'cii  +  cosec*cü)  durch  elliptische  Integrale.  Im  allge- 
meinen  werden  die  Bogen  der  Curven  q  =  f((o)  und  R  =  fC^fo) 
durch  Integrale  ausgedrückt,  welche  der  Form  nach  uDgef&br 
ähnlich,  ftlr  die  zweite  jedoch  etwas  complicirter  sind.  So  habe 
z.  6.  die  Curve  q  einen  durch  ein  elementares  Integral  (Gerade, 
Kreis)  ausgedruckten  Bogen,  dann  kann  die  Curve  R  durch  die 
elliptischen  Functionen  rectificirt  werden.  Mn.  (Lp.) 


F,  Samuda.  Die  Quadratur  der  Hyperbel  nach  einer 
neuen  Methode  berechnet.  Graz  1888.  styria. 
Die  neue  Methode  ist  die  Anwendung  der  Analogie  statt 
der  Deduction.  Vermeintliche  Analogien  zwischen  Hyperbel  und 
Ellipse  fahren  den  Verfasser  zu  lauter  unrichtigen  Schlüssen  und 
lauter  unrichtigen  Resultaten.  H. 


A.  Bassani.    Sopra  una  trasformazione  d'integrali  definiti. 

Batt.  G.  XXV.  223-224. 

Unter  der  Voraussetzung,   dass  sich  die  Function  <pCa)   in 

• 

der  Form  AQ-\'A^a  +  A^a*  +  ^»^  entwickeln  l&sst,  ergeben  sich 
die  zwei  Formeln: 

/    pt?*pyqi{epy%mpy)dy  =  /    c*'sinpa;g)(j5c^*8inpaj)dj5, 

0  0 

/    pe^PV(f(&f^cospy)dy  =  — t/  e'P*GOBpxg>(ze^coBpm)dz. 

n  0 

2 

Setzt  man  (p(a)  =  a**~~^  und  differentiirt  beide  Gleichungen  nach 
n,  so  erhält  man  die  vier  Formeln,  welche  Euler  in  seiner  Ab- 
handlung „Quatuor  theoremata  . .  .**'  giebt  H. 
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M.  LsRcu.  Sur  une  d^monstration  du  thdor^me  de  Cauohy 
aar  les  integrales  prises  entre  des  limites  imaginaires. 

Prag;  Ber.  673-682. 

Eine  complexe  Variable  s  wird  als  innerer  Punkt  des  Drei- 
ecks (0,  a,  a  +  ib)  aufgefasst  in  der  Form  s  =  a;(a  +  <0i  ^^  ' 
zwischen  0  und  b,  m  zwischen  0  und  1  variiren  kann.  Eine 
Fanction  von  js  heisst  synektisch  in  einem  Bezirk  der  s- Ebene, 
wenn  sie  innerhalb  desselben  eine  endliche  und  einförmig  stetige 
Function  von  t  und  x  ist  und  eine  endliche  und  bestimmte  Derivirte 
f\%)  von  derselben  Eigenschaft  hat.  Unter  Annahm^  dieser 
Eigenschaften  erh&lt  man  eine  Reihe  allgemeiner  Beziehungen« 
nrischen  Integralen  von  Functionen  Complexer  und  nach  Zu- 
sammensetzung  eines  Vielecks  aus  Dreiecken  obiger  Form  den 
Satz:  Ist  die  Function  f(»)  synektisch  innerhalb  und  auf  dem 
Umfange  eines  geradlinigen  einfachen  Vielecks,  so  ist  das  Inte- 
gral   /  f{i)ds^  über  den  Umfttng  genommen,  =  0.     Dieser  Satz 

reieht  nach  Aussage  des  Verfassers  zur  Herleitung  aller  funda- 
mentalen Eigenschaften  der  Functionen  einer  imaginären  Variabein 
hin  und  erspart  die  Einfahrung  krummliniger  Integration.  Aus 
ihm  wird  nun  der  Sats  Cauchy's  ttber  die  Integrale  zwischen 
imaginären  Grenzen,  dann  weitere  Sätze  hergeleitet         H. 


F.  Franklin.    Two  proofs  of  Cauchy's  theorem.    American  J. 

IX.  389-890. 

Für  den  Gauchy'schen  Fnndamentalsatz  ttber  das  Begrenzungs- 
Integral  /todi  werden  hier  zwei  Beweise  mitgeteilt,  welche  in- 
dessen nicht  den  Anforderungen  der  Strenge  genttgen.  Der  erste 
Beweis  ist  nur  unwesentlich  von  demjenigen  verschieden,  welchen 
Canchy  gegeben  hat.  Der  zweite  Beweis  zeigt  die  OOltigkeit 
des  Satzes  ftlr  die  Begrenzung  eines  infinitesimalen  Gebietes 
and  scbliesst  hieraus  seine  Allgemeingttltigkeit.  Hz. 


P.  L.  TscHEBTSCUEVP.     Ueber  die  Residuen,  welche  die 
angenäherten  Werte  der  Integrale  geben.     Petersb.  Abb. 

LT.  1-50.  (Rtusifloh.) 

rortMhr.  d.  Math.  ZIX.   1.  13 
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In  der  Abbandlung:  „lieber  die  Darstellung  der  Grenzwerte 
der  Integrale  mit  Hülfe  der  Residuen"  (s.  P.  d.  M.  XVII.  172) 
hat  Herr  Tschebyscheff  gezeigt,  dass,  wenn  2m  Integrale: 

/  f(x)dx,       f  xf(^x)dx,   ...,     /  aj«"»-7(a?)cte 

a  a  a 

gegeben  sind,  die  Grenzwerte  des  Integrals  /   f(x)dx  ermittelt 

a 

werden  können.    Es  sei  nämlich  der  Ausdruck: 

i-/'  ax)dx  +  ^f'xf(x)dx  +  . . .  +  ~L  y"x^-Y(^)rf^ 

^         a  a  o 

als  Kettenbruch  zu  entwickeln,         r\    der  m^  Näherungsbroch 
dieses  Eettenbrucbes, 

Dann  giebt  das  zwischen  a—u>  und  t>  genommene  Residuum  von 
^^  ^    den  Wert   des  Integrals    /      f(x)dx    mit    einer    Ab- 

a 

weichung,  die  nicht  j-      "/  ?    fibersteigen  kann. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  untersucht  der  Verfasser 
den  Wert  dieser  Abweichung  und  giebt  die  Formeln,  welche 
zur  Bestimmung  ihrer  oberen  Grenze  dienen.  Die  ganze  hier 
gegebene  Analyse  beruht  auf  den  Formeln  der  berühmten  Ab- 
handlung des  Hrn.  Tschebyscheff:  „Ueber  Eettenbrttehe". 

Wenn  für  zwei  Functionen  f(x)  und  (^(x)  die  Gleichungen: 

f'mdx  =  f'u{x)dx,      f\f{x)dx  =f'xf,{x)dx, 

a  a  a  a 

. . . ,      /*  as»«- Y(«)  dx  =  r  «»»-'  f,  (ic)  dir 

a  a 

bestehen,    so    kann    die    Differenz    zwischen    den    Integralen 
/    f(x)dx  und   r  f,C-^)rfa?  augenscheinlich  nicht  den  doppelten 

a  a 

Wert  des  Maximums  der  Abweichung  übersteigen.    Als  ein  Bei- 
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spiel  dieses  Besoltates  erh&lt  der  Verfasser,  indem  er 

setzt,  das  folgende  Theorem:   „Die  Fnnctioa  f,(a;)  gebe,   indem 
sie  positiv  bleibt: 

p'  f,  (x)dx  =  1,  y ^*  «f,(»)<te = 0, 


— OO  —OD 


—  ao 


80  bleibt  der  Wert  des  Integrals   /  /"((o;)  da;  zwischen  den  Grenzen 


—OD 


Vwl.  2(m-3)'V'm-l 


»• 


Dieses  Theorem  findet  eine  wichtige  Anwendung  in  der  Abhand- 
lang des  Verfassers:  „Zwei  Theoreme  über  die  Wahrscheinlich- 
keiten ^    (S.  diesen  Band  S.  208.)  Wi. 


H.  PoiNCAR^.      Sur   les   r^idus   des  integrales  doubles. 

Acta  Math.  IX.  321-380. 

Der  Gegenstand  ist  bearbeitet  von  Maximilian  Marie,  Picard 
und  Stieltjes,  über  deren  Behandlungen  der  Verfasser  im  Anfang 
sein  Urteil  abgiebt.  Die  Aufstellungen  von  Marie  lassen  sich 
nur  durch  Interpretation  aufrecht  halten  und  fahren  zu  Irrungen. 
An  Picard's  Theorie  wird  nur  der  Name  integrales  de  p^riodes 
gerflgt,  welcher  vielfache  Verwirrung  erzeuge.  Stiel tj  es  hat  seine 
zwei  Arbeiten  nicht  veröffentlicht,  weil  er  auf  Einwürfe  gegen 
dieselben  nicht  antworten  konnte.  In  einem  spätem  Abschnitte 
des  Gegenwärtigen  wird  das  Verfahren  mitgeteilt   und  die  Ein- 

18* 
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wände  gegen  die  eine  Arbeit  widerlegt.  Die  hier  gewählte 
Methode  sucht  die  geometrische  Darstellung  einer  vierfachen 
Mannigfaltigkeit  durch  vier  Dimensionen  zu  vermeiden,  indem 
sie  dieselbe  auf  dreifache  Variation  beschränkt.  Sind  $=  a;-fty, 
7]  =  jB-ft/  die  Integrationsvariabein  und  ist  P(§,  tj)  :0(|,  ij)  die 
als  rational  angenommene  Function  unter  dem  doppelten  Inte- 
grationszeichen ,  so  wird  letztere  nur  dann  unendlich,  wenn 
rr,  y^  2,  t  zwei  Gleichungen  erfüllen,  wodurch  eine  Fläche  S 
bestimmt  wird,  und  die  Unstetigkeit  wird  umgangen,  wenn  die 
Integrationsfläche  S'  keinen  Punkt  mit  S  gemein  hat.  Es  werden 
nun  x^  y,  js,  /  im  Integrationswege  als  Functionen  von  il,  ju,  y 
und  letztere  als  Raumcoordinaten  betrachtet,  und  es  wird  be- 
hauptet, dass  diese  Darstellung  nicht  nur  für  jede  Integralfläche 
möglich  sei,  sondern  dass  sogar  die  Functionen  genau  oder  doch 
nahezu  rational  gewählt  werden  können.     Die  Bedingung,  unter 

der  ein  Integral  /  /  (AdydA-\-Bd%dx-\-Cdxdy)  bei  jedem  Inte- 
grationswege, wenn  nur  der  Umfang  der  Integrationsiläche  un- 
verändert bleibt,  denselben  Wert  bat,  ist: 

dA        dB        dC  ^  Q 
dx         dy  d% 

Von  derselben  Torm  sind  die  Bedingungen  bei  beliebig 
vielen  Variabein  Wenn  die  Flächen  5,  S'  nicht  ganz  in  einem 
Räume  (k^  /i,  >)  liegen,  werden  sie  in  kleine  Stücke  zerlegt,  für 
welche  dies  nahezu  stattfinden  kann.  Es  werden  nun  über  den 
Sinn  der  Durchlaufung  der  Umfange  Bestimmungen  getroffen 
und  die  verschiedenen  Lagen  von  S  und  S'  durchgegangen,  wo 
sie  keinen  gemeinsamen  Punkt  haben.  Ist  dagegen  S  eine  ge- 
schlossene Fläche,  welche  singulare  Curven  umschliesst,  so  ist 
das  Integral 


j-    ff    P(lv)d^df] 


wo  Q  und  K  irreductible  ganze  Functionen  sind,  die  Summe 
von  Integralen  über  Flächen  2^  S\  ...  im  Innern  von  S,  deren 
jede  nur  eine  jener  singulären  Curven  umschliesst,  und  für  jede 
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Bolefae  ist  das  Residuum  das  einfache  Abel'sche  Integral: 

^  -J        dQ     -J    _  ÖÄ 

*-^  ^^ 

Stieltjes  hatte  bei  Betrachtung  deBselben  Doppelintegrals  /  eine 
Verallgemeinerung  der  Formel  von  Lagrange  entdeckt,  jedoch 
keine  Erklärung  des  Umstandes  finden  können,  dass  der  Ausdruck 
der  Periode  bei  Vertauschung  von  Q  und  R  sein  Vorzeichen 
wechselt.  Es  folgt  hier  die  Erklärung:  nämlich  die  Fläche  0=0 
fällt  innerhalb,  die  Fläche  A  =  0  ausserhalb  der  Integrationsfläche. 
Ab  Anwendung  seiner  Theorie  giebt  der  Verfasser  den  Beweis 
des  Satzes:  Eine  ganze  Function  von  |,  97,  die  f&r  unabhängige 
unendliche  $,  17  einen  endlichen  Grenzwert  hat,  ist  eine  Constante. 
Dann  folgt  eine  Betrachtung  variabler  Perioden ,  dann  Anwen- 
dung auf  die  Functionen  &  in  seiner  Abhandlung  über  die 
Aberschen  Functionen,  American  J.  VIII.  289  (s.  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  421).  _____  H. 

R.  LiPscHiTz.  Bemerkungen  über  eine  Gattung  viel- 
facher Integrale.  J.  fär  Math.  Gl.  214-226 
Die  hier  betrachteten  vielfachen  Integrale  hängen  mit  Ver- 
allgemeinerungen der  ^Reihe  zusammen,  bei  denen  die  in  dem 
Exponenten  vorkommende  Form  nicht  mehr  zu  den  wesentlich 
positiven  gehört.     Es  sei  f(2)  eine  ganze  rationale  Function  der 

Variabein  %  mit  reellen  CoefBcienten,  und  es  habe  f(»)  mit     ^^  ^ 

keinen  gemeinsamen  Teiler.  Die  (n-f-l)  Wurzeln  der  Gleichung 
f(s)  =  0,  »^,  »„  ...,  a»,  welche  von  einander  verschieden 
sind,  mögen  aus  p  reellen  Wurzeln  2;i  =  s^,  a^,  . ..,  jSp.i  und 
aas    q  Paaren    complexer   Wurzeln   »^  =  Äp,  jSp+i,  ...,  »p+^-i, 

^^+9  =  *P+9>  *P+9+ij  •••»  «p+29-ii  wo  Ä^  conjugirt  zu  3^+,,  be- 
stehen. Mit  (n-fl)  reellen  Variabein  x^^  x^y  ...,  Xn  werde  nun 
das  Product  von  («+1)  linearen  Functionen: 

f(x„  aj„  ...,  Xn)  =  n(x^+Axaf,  +  '"  +  zliXn) 

X    n    (x^  +  Zj^X^  +  '"+Z^XnX^o  +  ^fi+9^1-^ \-^f4\-q^n) 


278  ^^  Abschnitt.    Differential-  and  Integralrechnung. 

hergestellt.     Alsdann  haben   die  vielfachen  Integrale  die  Form 

ff. . .  e-^^'*' "  •-  '«^  dx^  dx,...  dxn, 

ausgedehnt  über  dasjenige  Gebiet,  das  für  p+q  beliebige  positive 
Grössen  6^,,  6,,  ...,  6p_i,  Cp,  ...,  Cp+^-i  dem  System  der  Un- 
gleichheiten : 

0<X^  +  ZxX^'\ h»5^«<ftA  (^  =  0,    1,   ...,   p— 1), 

0  <  (aJo  +  Ä^^i  +  •••  +»>i^n)(«o  +  »/i+9^i  +  •••  +  »Ji+?«ii)  <  Cji 

0*  =  P,  P  +  1,    ...,  P  f-?+l) 

genügt. 

In  der  Theorie  der  hier  untersuchten  vielfachen  Integrale 
erhält  die  Anzahl  p+9i  ^^^  gleich  der  Summe  der  Anzahl  der 
reellen  und  der  Anzahl  der  Paare  von  complexen  conjngirten 
Wurzeln  der  Gleichung  f(z)  =  0  ist,  eine  besondere  Bedeutang. 

Das  Folgende  enthält   eine  Mitteilung   des   Herrn  Herniite 

über  die  Entwickelungen  der  16 Verbindungen LJ  \rr/^ 

n        &{x)H(üj 

u.  8.  f.  (s.  F.  d.  M.  XVII,  1885,   460  u.  461),   und    über    die 

Integrale    der   genannten    Verbindung    zwischen    den    Grenzen 

K  K 

a  =  0...1if  und  a  =  — g- \-  -^  n.  dgl.  m.  M. 


D.  Edwardes.      Solution    of  questions  8465   and  8500. 

Bd.  Times.  XLVI.  75-76. 

Man  setze  Sn  =  1  +  i+iH 1 ,  so  ist 

Lp. 


(1-Äsin»g))* 

0        0^  ^^ 


F.  Hertens.    Ueber  ein  dreifaches  Integral,  veelches  das 
Potential    eines   homogenen    Ellipsoids    als   speciellen 

Fall   enthält.        Gott.  N.  269-272. 

Sind  X  und  tp  homogene  ganze  Functionen  zweiten  Grades 
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von  «,  y,  », 

und  fij  V  positive  Zahlen,  so  wird  ftlr  das  Integral 

welches  sich  Ober  alle  positiven  i  und  Aber  alle  möglichen  Werte 
von  X,  y,  2,  die  der  Bedingung  xp-^-tq^^X  genügen,  erstreckt, 
folgender  Ausdruck  gefunden: 


mit  den  Orensbedingungen  ^^1;  L>,Q\  <^0,  und  zwar  ist 
gesetzt 

nnd  bedeutet  J  die  Discriminante,  F  die  adjungirte  Form  der 
quadratischen  Form  xp-^-ix.    Ferner  ergiebt  sich : 

Nimmt  man 

an,  so  ergiebt  sieh  der  bekannte  Ausdruck  fOr  das  Potential  eines 
homogenen  Ellipsoids.  H. 

U.    Bigler.       Betrachtung     des     räuralichen     Integrals 

/// — Tm —  ausgedehnt   über  das  Innere  des  ElHp- 
X*         Y*         Z' 

SoideS    —r-  +  -D-  +  TT  =   1-        ß«'''»-  Mitt.  No.  1175.  62-61. 
A  o  \j 

Da  sich  der  Verfasser  der  Darstellung 
1  1 


H+«       r(i(l+a))^ 
nnd  des  discontinuirlichen  Factors 


— /*il5^(e*»*  +  «-'<^)<to  =  1    für   0<y<l, 


u 

=  0 


+  •^^1,  J5  =  0   genügen,    abgeleitet  mittelst  des 
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bedient,  so  stellt  die  Arbeit  eine  Modification  des  Diriehlet*8chen 
Verfahrens  zur  Ermittelung  des  Wertes  des  vorgelegten  Inte- 
grals dar.  Lp. 

U.  ßiGLER.      Potential    einer    elliptischen    Scheibe    von 
der    Dichtigkeit    1,    deren    Punkte    den    Gleichungen 

discontinuirlichen    Factors    von    Dirichlet.      Bern.  Mitt. 

No.  1176.  62-71. 

Die  Arbeit  steht  mit  der  vorangehenden  in  engem  Znsammeii- 
hange,  so  dass  einige  Betrachtungen  aus  der  einen  auch  in  der 
anderen  Verwertung  finden.  Die  vom  Verfasser  benutzten  Inte- 
grationswege sind  zum  Teile  dieselben  wie  die  in  seiner  Arbeit: 
„Ueber  Oammafunctionen  mit  beliebigem  Parameter^  (J.  für 
Math.  CIL  237).  Lp. 

• 
J.   Larmor.      The    transformation    of   multiple    snrface 

integrals    into  multiple    line  integrals.      Mess.  (2)  xvii. 

23-30. 

Ein  über  ein  Volumen  erstrecktes  Integral  kann  auf  ver- 
schiedene Arten  als  ein  über  seine  Begrenzung  erstrecktes  Ober- 
flächen-Integral ausgedrückt  werden.  Viele  derartige  elegante 
Sätze  stammen  von  Gauss  her.  Damit  aber  das  Oberflächen- 
Integral  einer  Vectorfunction  (ihrer  Normalcomponente  über  die 
Oberfläche  hin)  durch  ein  Linien-Integral  Über  den  Umfang  bin 
ausdrückbar  sei,  muss  die  Function  einer  gewissen  Bedingung 
genügen.  Diese  Bedingung  wird  ermittelt,  und  unter  der  An- 
nahme ihres  Bestehens  wird  die  fragliche  Integral-Relation  be- 
stimmt und  erörtert. 

Der  Verfasser  findet,  dass  noch  eine  andere  Klasse  von 
Integralen  aus  der  mathematischen  Physik  besteht,  in  denen  die 
Integration  über  zwei  Umfange  erstreckt  wird.  Eine  gleichförmig 
leuchtende  ofi^ene  Oberfläche  sende  z.  B.  durch  eine  gegebene 
Oeffnung  eine  Strahlenmenge,  welche  nur  von  den  Umgrenzungen 
der  Oberfläche  und  der  Oeffnung  abhängt,   wobei  dafür  gesorgt 
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ist,  dass  alle  Punkte  der  einen  Umgrenzung  von  allen  der 
anderen  siehtbar  sind.  Oder  aber  die  gegenseitige  Energie 
zweier  elektrischen  Strome  kann  entweder  als  ein  über  ihre 
Stromkreise  erstrecktes  Integral,  oder  als  ein  aus  den  äquivalenten 
magnetischen  Schalen  hergeleitetes  Oberflächen-Integral  ausge- 
drückt werden.  Der  Verfasser  untersucht  die  allgemeinen  Formen 
solcher  Beziehungen.  6lr.  (Lp.) 

N.  N.  ZiNiNB.      Ueber    einige    mehrfache    Integrale, 

Warseh.  Nachr.  l-lö.  (Etasaisoh.) 

Das  n- fache  Integral 
S,  =  /  f(a?„  a?„  . . .,  Xn)  F(x^  +x^  H f-  Xn) dx^ dx^  ...  dir,, 

wo  die  Integration  auf  alle  positiven  Werte  der  Veränderlichen 
ausgedehnt  ist,  die  der  Bedingung  x^+x^  -\-  •"  -{-  x^^^h  ge- 
Dägen,  lässt  sich  bekanntlich  durch  das  Integral 

(die  Integration  erstreckt  sich  auf  alle  positiven  Werte  der  Ver- 
änderlichen, für  welche  3?,+«,  +  •••  +  ««^O  in  folgender 
Weise  ausdrucken: 

S,  =    rF(t).Jn^,{i)dt. 

0 

In  der  vorliegenden  Note  erfolgt  die  Beduction  vermittelst  der 
Formel 

f^  ^   f  9>(«,  y)dy  =  J""  dy.  y"  ip{x,  y)dx. 

Es  werden  auch  als  specielle  Fälle  des  allgemeinen  Theorems 
die  Theoreme  von  Dirichlet,  Liouville  und  Schlömilch  abgeleitet. 

Wi. 

F.  Büchwald.     Interpolation  og  Integration  ved  Räkken 

ZeotheD  T.  (5)  V.  79-90,  97-121. 

Fttr   gegebene   Functionen   entwickelt   der   Verfasser    nach 
dem  Vorgange  Newton's   Interpolationsreihen,   indem    er   diese 
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80  bestimmt,  dass  für  n  Werte  der  auabhängigen  Variabeki  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  die  genauen  Werte  der 
Function  annimmt.  Darnach  wird  gezeigt,  wie  man  Interpola- 
tionsreihen fbr  Integrale  entwickeln  kann. 

Der  Aufsate  beschäftigt  sich  im  wesentlichen  damit,  wie 
man  Interpolatioosreihen  darstellen  kann,  die  fürZahlenrechnungen 
bequem  sind,  and  wie  die  genannten  n  Werte  der  unabhängigen 
Variabein  so  zu  wählen  sind,  dass  der  Fehler,  den  man  darch 
Auslassung  der  Restglieder  begeht,  so  klein  wie  möglich  wird. 

V. 


N.  J.  SoNiNE.  üeber  die  angenäherte  Berechnung  der 
bestimmten  Integrale  und  über  die  dabei  vorkommen- 
den  ganzen   Functionen.     Warsch.  Nachr.  1-76.  (Raasisch.) 

Ausführliche  Darlegung  der  Theorie  nach  dem  von  Gauss, 
Tschebyscheff,  Markoff  u.  a.  erreichten  Standpunkt.  Der  Ver- 
fasser beabsichtigt,  die  Aufgabe  der  angenäherten  Berechnung 
der  bestimmten  Integrale  nach  der  Interpolationsmethode  in  ihrer 
grössten   Allgemeinheit  darzustellen.      Dazu   betrachtet  er   das 

Integral    /    %(x)f{x)dx  (5(a?)   soll   das  Zeichen  zwischen  den 

a 

Grenzen  a  und  b  nicht  ändern)  und  setzt  voraus,  dass  m  gewisse 
Bedingungen  zwischen  den  Goefficienten  der  Näherungsformel 
und  den  dabei  eintretenden  Werten  der  Unbekannten  bestehen. 
Es  wird  bei  diesen  Voraussetzungen  die  allgemeinste  Formel 
der  mechanischen  Quadratur  mit  dem  Restgliede  erhalten,  in 
welcher  alle  bekannten  Formeln  von  Tschebyscheff,  Christoffel 
u.  a.  enthalten  sind. 

In  dem  speciellen  Falle  m  =?  0  sind  die  n  Werte  der  Un- 
bekannten in  der  Näherungsformel  die  Wurzeln  der  Gleichung 
qp„(ir)  =  0.  Diese  Function  (pn{x)  hat  die  Eigenschaft:  das 
Integral 

5(j?)y«(x)0(a?)da? 


/ 


ist  gleich  Null,  wenn  ©(«)  eine  willkQrliche  Function  (n— 1)*«» 
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Grades  ist.  Der  Verfasser  zeigt  aasführlicb,  wie  alle  bekannten 
EigensebafteD  der  Function  9.(0?)  aus  jener  eharakteristiseben 
Eigeascbaft  folgen.  Die  Entwiokelung  der  willkürlichen  Function 
oaeb  den  Functionen  q>n(^)  führt  zu  einem  einfachen  Beweis  der 
T8ebeby8che£rschen  Formel  fUr  das  Integral: 

a 

Am  Ende  werden  neue  Eigenschaften  der  speciellen  Functionen 
7,(x)  hergeleitet;  so  führt  der  Verfasser  die  Functionen  an: 

(2)  (p^(x)  =  (— a)--(j?— a)-^  ««<*-«)  Z>»c-«(»-«)(a?— ay+», 

(3)  9«(^) 

Wi. 

R.  Vogel.     Berechnung  der  bestimmten  Integrale  nach 
den    particulären    Werten    der    integrirten    Function. 

Kiew.  Nachr.  173-186.  (RaBsiscb.) 

Es  werden  die  Gleichungen,  zu  denen  die  Gauss'sche  Me- 
thode der  mechanischen  Quadratur  führt,  elementar  ohne  Berufung 
auf  die  Eigenschaften  der  Kugelfunctionen  aufgelöst.        Wi. 


B.  Baillaud.      Sur   le   caicul   num^rique   des   integrales 

d^Bnies.      Toalouse  ADD.  de  TObs.  IL  1-3B. 

Die  Arbeit  behandelt  in  weitem  Umfange  das  Problem  der 
namerischen  Berechnung  der  bestimmten  Integrale,  folgt  im 
ganzen  dem  Princip  von  Gauss,  entwickelt  aber  die  zu  inte- 
grirende  Function  nach  den  sinus  und  cosinus  der  Vielfachen  des 
Arguments.  H. 

P.  Mansion.      Sur  la  formule  de   quadrature  de  Gauss 
et    sur    la    formule    d'interpolation    de    M.    Hermite. 

C.  R  CIV.  488-490. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  aus  der  Newton'schen  Quadratur- 
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formel  durch  einen  einfachen  Grenzübergang  mit  Anwen- 
dung von  Gauchy's  Formel  für  die  Besiduen  zur  Interpolations- 
formel  von  Hermite  gelangen  kann,  eine  Methode,  die  Lipschitz 
in  C.  B.  LXXXVI.  120  (F.  d.  M.  X.  1878  187)  angiebt,  jedoch 
ohne  auf  imaginäre  Variabein  RQcksicht  zu  nehmen.         H. 


P.  Mansion.     D^tercaination  du  reste  dans  la  formale 
de  qnadrature  de  Gauss.     Matbesis  vii.  Sappl.  I. 

Aus  den  Belg.  Bull.  (3)  XL  293-307  (F.  d.  M.  XVIU.  1886. 
265-266).  Mn.  (Lp.) 

P.  Mansion.     Sur  le  calcul  approoh^  des  aires  planes. 

Matbesis  YIl.  77-84. 

Verschiedene  Folgerungen  aus  den  nachstehenden  Omnd- 
formeln : 

*(iy«  +iy,)  <  Inhalt  (y„  yj  <  Ä(iy,  -}y,), 
Hho  +yi  +iy2)  <  Inhalt  (y,,  y,)  <  2&y,, 

A(iyo  +iyi)  <  Inhalt (y„  yj  <  h(iy,  +  iY,\ 
^^  Hol  yj)  ys  ^^^^  Ordinaten  einer  gegen  die  x-Axe  concaven 
Curve  sind,  die  den  Abscissen  x^j  ^o  +  ^i  ^o  +  ^^  entsprechen, 
Yj  die  Ordinate  desjenigen  Punktes  ist,  in  welchem  die  Tangente 
im  Endpunkte  von  y^  die  Verlängerung  von  y,  trifft,  Inhalt  (y^,  y,) 
und  Inhalt  (y^,  y,)  die  Flächenstücke  der  Curve  bedeuten,  welche 
zwischen  den  Ordinaten  y^  und  y^  oder  y,  und  y,  liegen. 

Mn.  (Lp.) 

E.  CoLLiGNON.     Une  m^thode  graphique  de  quadrature. 

S,  M.  P.  Ball.  XV.  145-146. 

Das  Integral  /  ydx  wird  dargestellt  als  Sunorme  von  Tra- 
pezen I,  11,  . . .  über  den  Elementen  dx  zwischen  den  Ordinaten 
y«,  y^J  y,,  ...,  begrenzt  durch  Sehnen,  deren  Mitten  1,  2,  ... 
seien.  Man  verbinde  1  mit  2;  die  Verbindungslinie  schneide  y. 
im  Punkte  a^,  der  nach  vertauschten  Enden  in  (12)  f&Ut  Die 
Verbindungslinie  von  (12)  und  3  schneide  y,  im  Punkte  o,,  der 
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naoh  vertauschten  Enden  in  (123)  fällt,  u.  s.  f.  Der  zuletzt  so 
erhaltene  Punkt  (123  . . .)  ist  der  Schwerpunkt  des  Systems  der 
«aefa  1,  2,  3,  ...  parallel  yerscbobenen  Elemente  dx^  und  das 
Bechtei^  ans  seiner  Ordinate  und  dem  Intervall  der  x  drOckt 
den  gesuchten  Flächenraum  aus.  Es  folgen  viele  Beispiele  vor- 
teilhafter Anwendung  dieser  Methode.  H. 


J.  Massau.     Memoire  sur  rintägration  graphiqae  et  ses 

applications.       Paris.  Gauthier-Villara  et  Fils.  1  yol.  S^.  731  S.  mit 
Atlaa  iD  4<>  vod  24  Tafelo. 

Nach  einer  Notiz,  welche  der  Verf.  vor  der  Veröffentlichung 
des  Boches  im  Bulletin  de  TAssociation  des  Ingenieurs  sortis 
des  äcoles  speciales  de  6and|  December  1877,  hat  erscheinen 
lassen,  ist  der  Inhalt  der  folgende: 

Die  hauptsächlichen  graphischen  Methoden,  die  bis  jetzt  ange- 
wandt sind,  gehören  zwei  Gattungen  an:  Die  einen  sind  rein 
geometrischer  Natur  und  bilden  seit  lange  eine  bekannte  Wissen- 
schaft unter  dem  Namen  des  graphischen  GalcQls  oder  der  zeich- 
nerischen Bechnung.  Die  anderen  stammen  gleichzeitig  aus  der 
Geometrie  und  der  Statik  her  und  bilden  eine  ganz  junge  Wissen- 
schaft, die  man  graphische  Statik  genannt  hat.  Der  Hauptvor- 
zag  dieser  letzteren  besteht  darin,  dass  sie  fast  einzig  auf  einer 
und  derselben  Zeichnung  beruht,  der  Zeichnung  des  Seilpolygons 
vermittelst  des  Polygons  von  Varignon.  Daher  kommt  es,  dass 
man  sehr  schnell  mit  den  Constructionen  vertraut  wird,  und  man 
gelangt  nicht  nur  schneller  zum  Ziele  als  durch  jede  andere 
Methode,  sondern  eine  einfache  Prüfung  der  Federzeichnung  er- 
möglicht die  unmittelbare  Auffassung  der  Gesamtheit  der  Ope- 
rationen und  die  Prüfung  ihrer  vollständigen  Genauigkeit.  Der 
graphische  Calcttl  scheint  dieselben  Vorzttge  nicht  zu  besitzen; 
die  wichtigsten  Aufgaben  werden  durch  unvollständige  oder  un- 
handliche Methoden  gelöst,  die  den  Geist  fast  immer  mehr  er- 
mfiden  als  die  Rechnungen,  die  sie  umgehen  wollen.  Der  Grund 
liegt  in  der  Mannigfaltigkeit  der  Operationen,  und  dem  Anscheine 
nach  dQrfte  man  durch  die  Wahl  einer  typischen  Construction 
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und  einen  systematischen  Gebrauch  dieser  Construction  zu  neuen, 
ebenso  vorteilhaften  Methoden  gelangen  wie  in  der  graphischen 
Statik.  Der  Zweck  des  Werkes  des  Hrn.  Massau  liegt  in  der 
systematischen  Erläuterung  dieser  Methoden.  Es  ist  in  sechs 
Bacher  eingeteilt. 

Das  erste  Buch  handelt  von  der  typischen  Operation,  die 
graphische  Integration  genannt  wird  und  sich,  wie  folgt,  be- 
schreiben lässt.  Wenn  eine  Curve  y  =  f(x\  die  Stammcurve 
(courbe  primitive),  gegeben  ist,  die  Curve  Y  =  F(x)  (wo 
F'  (x)  =  f{x))  oder  die  Integralcurve  zu  construiren.  Wie  man 
durch  das  Polygon  von  Varignon  die  Neigungen  der  Seiten  des 
Seilpolygons  erhält,  so  kann  man  ein  Diagramm  construiren, 
welches  die  Neigungen  der  Seiten  eines  der  Integralcurve  ein- 
oder  umbeschriebenen  Polygons  giebt,  und  daraus  zwei  allge- 
meine Methoden  graphischer  Integration  ableiten,  von  denen  die 
erste  die  Kenntnis  der  Durchschnitts -Ordinaten,  die  zweite  die 
Kenntnis  der  Durchschnitts -Abscissen  der  Bogen  der  Stammcurve 
erfordert.  In  der  Mehrzahl  der  für  die  Bedürfnisse  der  Praxis 
zu  betrachtenden  Fälle  werden  diese  mittleren  Ordinaten  und 
Abscissen  leicht  bestimmt,  und  man  erhält  eine  genaue  Integration; 
in  den  übrigen  Fällen  geht  man  schrittweise  vor  und  erhält 
eine  angenäherte  Integration.  Es  ist  unnötig,  sich  wegen  der 
Integrationsconstanten  Sorge  zu  machen;  ein  beliebiges  Integral 
n^^  Ordnung,  das  gezeichnet  ist,  stellt  das  allgemeine  Integral 
dar,  wenn  man  voraussetzt,  dass  die  Ordinaten  der  Curve  nach 
der  negativen  Seite  hin  durch  eine  willkürliche  Parabel  des 
Grades  it—l  begrenzt  sind;  die  Bedingungen,  welche  ein  beson- 
deres Integral  definiren,  gestatten  die  Bestimmung  der  auf  dieses 
Integral  bezüglichen  Merkcurve  (courbe  de  repire). 

Das  zweite  Buch  ist  der  Erforschung  der  verschiedenen  An- 
wendungen auf  die  Algebra,  die  Geometrie  und  die  Mechanik 
gewidmet.  Eine  grosse  Zahl  von  Curven  können  durch  die 
Verfahrungsarten  der  graphischen  Integration  construirt  werden. 
Anzuführen  sind  die  Parabeln  verschiedener  Grade,  wenn  sie 
durch  ihre  Gleichungen  oder  eine  genügende  Anzahl  von  Punkten 
und  Tangenten  gegeben  sind;  die  Hyperbeln,  welche  eine  Glei- 
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cban^  yon  der  Gestalt 

y  = 1-  r  +•••+/ 

haben;  die  Curven,  deren  Ordinate  eine  rationale  Function  der 
AbBcisse  ist,  und  allgemeiner  alle  die  algebraischen  Gurven,  denen 
Hr.  Cayley  den  Namen  unicursale  Gurren  gegeben  bat.  Die 
ebenen  Flächeninhalte  und  ihre  Momente  verschiedener  Ord- 
Hangen  können  vermittelst  gewisser  Integraicuryen  bestimmt 
werden,  welche  Momenten -Gurren  heissen.  So  werden  die  sta- 
tischen and  die  Trftgheits- Momente  bezw.  durch  eine  doppelte 
und  eine  dreifache  Integration  erhalten ;  die  Ordinate  des  Schwer- 
punktes ist  die  Ordinate,  wo  das  statische  Moment  Null  ist,  und 
wird  mit  der  grössten  Leichtigkeit  gewonnen.  Die  Oerter  der 
Schubkräfte  und  der  Biegungsmomente  eines  geraden,  durch 
Normalkrftfte  beanspruchten  Balkens  sind  bezw.  das  erste  und 
das  zweite  Integral  der  Belastungscurve.  Die  Gleichgewichts- 
curve  eines  von  denselben  Kräften  beanspruchten  Fadens  ist 
identisch  mit  dem  Orte  der  Biegungsmomente  und  kann  durch 
eine  doppelte  Integration  erhalten  werden. 

Das  dritte  Buch  enthält  Zeichnungen,  welche  die  graphische 
Aasf&hrung  aller  Berechnungen  der  zur  Anlage  eines  Weges 
nötigen  Erdarbeiten  gestatten. 

Das  Buch  IV  umfasst  die  Entwickelung  der  graphischen 
Methoden  bezOglich  der  Festigkeiten  der  Bauten  in  Mauerwerk; 
man  kann  ohne  irgend  eine  Rechnung  die  Abmessungen  der 
Mauern  eines  Behälters  oder  von  Futtermauern  bestimmen  und 
alle  Aufgaben  bezüglich  der  Festigkeit  von  Gewölben  lösen. 

Das  Buch  V  handelt  von  der  Berechnung  gerader  Balken. 
Die  Oerter  der  Schubkräfte  und  der  Biegungsmomente  sind  Inte- 
grale, die  mit  gewissen  Gonstanten   behaftet   sind   (Sttttzenreac- 

tionen,  Kämpferreactionen).     Die  Neigung  --^  und  der  Pfeil  y 

ux 

der  mittleren  deformirten  Faser  sind  bezw.  das  erste  und 
das  zweite  Integral  des  Ortes  der  Biegungsmomente.  Es 
ist  also  möglich,  graphisch  alle  Elemente  eines  geraden  Bal- 
kens  zu    finden,    wie    auch    die    Belastungen,    die  StQtzbedin- 
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guDgen    und    die   Anzahl    der  Zwiscbenräume    beschaffen    sein 
mögen. 

Das  Buch  VI  giebt  die  Anseinandersetzung  eines  Integra- 
tionsverfahrens, das  auf  die  Differentialgleicbangen  erster  Ord- 
nung von  der  Form  f(x,  y,  y')  =  0  anwendbar  ist  Es  beruht 
auf  der  Erforschung  der  Curven  /"(«,  y,  a)  =  0,  den  Oertem 
derjenigen  Punkte,  wo  die  unendlich  vielen  Integrale  der  gege- 
benen Gleichung  dieselbe  Neigung  besitzen.  Durch  dieses  Ver- 
fahren kann  man  die  Gestalt  der  hydraulischen  Axen  der  nicht 
prismatischen  Wasserläufe  untersuchen. 

Der  Unterschied  dieses  Werks  von  den  ähnliehen  Arbeiten 
liegt  darin,  dass  der  Verfasser  mehr  die  Bestimmung  der  Inte- 
grale durch  hinreichende  Elemente  als  die  wirkliche  Zeichnung 
der  Curven  *  unternimmt.  Die  auf  einander  folgenden  Integra- 
tionen der  ganzen  Functionen  werden  (Buch  II)  durch  die  Be- 
stimmung einer  Parabel  n^  Grades  ausgeführt  vermittelst  eines 
halbum beschriebenen  vieleckigen  Umfanges.  Die  äussersten 
Seiten  dieses  Umfanges  berühren  die  Vielecksaxe,  aber  man 
kann  (Buch  V)  soviel  Punkte  und  Tangenten,  wie  man  will, 
durch  eine  einfache  Construction  finden.  Die  Differenzen  ver- 
schiedener Ordnungen  der  Ordinaten  dieser  Vielecke  sind  den 
Ableitungen  in  einem  Punkte  der  Parabelaxe  proportional.  Man 
kann  also  die  Bertthrung  beliebiger  Ordnuog  zwischen  zwei  ver- 
schiedenen Parabelaxen  leicht  ausdrücken. 

Ein  grosser  Teil  beruht  auf  der  genauen  Integration  der 
Parabeln.  In  anderen  Teilen  wendet  der  Verfasser,  wenn  die 
Functionen  nicht  integirt  werden  können,  die  angenäherte  gra- 
phische Integration  an.  Un.  (Lp.) 


J.  Massau.     Note  sur  las  int^graphes.     Paris.  Gauthier-vn- 

lara.  32  8. 

J.  Massau.    Calcul  des  cotisations  des  soci^tes  de  seoours 

mutuels.       Paris.  Gauthier-Yillars.  21  S. 

Die  erste  Broschüre   giebt  Nachträge   zu   dem  Werke   des 
Verfassers  über  die  graphische  Integration.      1)  Scfaeiben-Inte- 
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graph.  2)  Integraph  des  Hrn.  Abdank-Abakanowicz.  3)  Kugel- 
Integrator.  4)-7)  Sachliche  Einteilung  der  Integratoren,  a)  In- 
tegratoren in  Polarcoordinaten,  b)  in  rechtwinkligen  Coordinaten; 
e)  mit  ausgeglichenen  Fehlern.  8)  Besondere  Integratoren ;  me- 
chanische Aufzeichnung  der  elliptischen  Integrale.  9)  Wage  zum 
Abwägen  der  Polynome. 

Di«  zweite  Schrift  enthält  eine  neue,  auf  der  graphischen 
Integration  beruhende  Lösung  fttr  die  Untersuchung  der  Beiträge 
der  auf  Gegenseitigkeit  gegründeten  Qesellschaften. 

Mn.  (Lp.) 

6.  W.  McElroy.      Description    of    cubical    integrator. 

Anoals  of  Math.  III.  105-108. 

Das  hier  beschriebene  Instrument  giebt  durch  Drehung  eines 
Radius  das  Volumen  eines  Ringes  an,  der  bei  Rotation  einer  ge- 
schlossenen ebenen  Figur  entsteht,  wenn  ein  Stabende  längs  des 
Umfangs  des  erzeugenden  Flächenstücks  geführt  wird.        H. 
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Gewöhnliche  Diflferentialgleichungen. 

L.  Königsberger.  Ueber  die  Anzahl  der  einer  alge- 
braischen Differentialgleichung  angehörigen  selbst- 
ständigen Transcendenten.    Math.  Ann.  xxx.  299-309. 

Im  Anschluss  an  die  Arbeit  „Ueber  die  einer  beliebigen 
Differentialgleichnng  angehörigen  selbständigen  Transcendenten^ 
(Acta  Math,  III;  F.  d.  M.  XV.  1883.  242)  wird  hier  nachge- 
wiesen,  dass  es  stets  algebraische  irreductible  Differential- 
gleichungen beliebig  yorgeschriebener  Ordnung  giebt,  für  welche 
die  Anzahl  der  durch  dieselben  definirten  Transcendenten  end- 
lich,   aber   grösser    als    die    Ordnung   der    Differentialgleichung 

Foruchr.  d.  Math.  XIX.  1.  19 
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ist.  Wendet  man  nämlich  auf  eine  irreduotible  homogene  lineare 
Differentialgleichung  m^  Ordnung 

die  Substitution 

an,  worin  f^^  ...,  fk  algebraische  Functionen  bedeuten,  so  erhält 
man  eine  algebraische  Gleichung  (m— 1)^'  Ordnung  in  y,  von  wel- 
cher das  allgemeine  Integral  sich  als  eine  algebraische  Function 
von  m(&-f  1)— 1  ihrer  particulären  Integrale  ausdrücken  lässt. 
In  dem  speciellen  Falle  der  citirten  Arbeit  ist  m  =  2,  ik  =  1. 
Den  Beschluss  bildet  ein  neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  die  ein- 
zigen algebraischen  Differentialgleichungen,  deren  allgemeines 
Integral  eine  algebraische  Function  eines  particulären,  der  unab- 
hängigen Variabein  und  willkürlicher  Constanten  ist,  die  linearen 
Differentialgleichungen  oder  durch  algebraische  Substitutionen 
aus  solchen  abgeleitete  sind.  Hr. 


L.  KöNiGSBBRGKR.      Bemerkungen   zu  Liouville's  Ciassi- 
ficirung  der  Transcendenten.    Math.  Ann.  xxviii.  483-492. 

Der  Verfasser  findet,  dass  Liouville  in  seiner  Arbeit:  Sur 
la  Classification  des  transcendantes  etc.  im  zweiten  und  dritten 
Bande  seines  Journals  die  Frage  nach  der  Auflösbarkeit  der 
algebraischen  Gleichungen  für  die  Absicht,  sie  auf  transcendente 
Functionen  zu  Übertragen,  nicht  zweckmässig  formulirt  hat,  und 
nimmt  daraus  Anlass,  die  hierher  gehörigen  Probleme  in  yöUiger 
Allgemeinheit  zu  bezeichnen,  ohne  deshalb  die  sich  ergebenden 
Sätze  mit  einer  Einteilung  der  Transcendenten,  wie  sie  Liouyille 
vorschwebte,  in  Zusammenhang  bringen  zu  wollen.  Wie  Abel 
algebraische  Functionen  1^',  2^,  ...  Ordnung  einführt,  die  als 
Lösungen  successiv  zu  bildender  binomischer  Gleichungen  auf- 
treten, durch  die  die  Wurzeln  algebraisch  auflösbarer  Gleichungen 
rational  ausgedrückt  werden,  so  werden  z.  B.  beim  Logarithmus 
(oder  der  Exponentialgrösse)  logarithmische  (Exponential-)  Func- 
tionen 1^%  2^%  . . .  Ordnung  durch  successiv  aufzustellende  alge- 
braische Differentialgleichungen  erster  Ordnung  definirt  und  die 
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Frage  aufgeworfen,  welche  algebraiBche  Differentialgleiohangen 
m^  Ordnung  logarithmische  Integrale  irgend  welcher  Ordnung 
besitzen  können.  Es  ergiebt  sich,  dass  einer  solchen  eine  loga- 
ritbmische  Function  von  einer  höheren  als  der  m^  Ordnung  nie- 
mals genOgen  kann.  Das  so  charakterisirte  Problem  und  die 
eotsprechende  Untersuchungsmethode  wird  auf  Transeendenten 
erweitert,  die  durch  eine  beliebige  irreductible  Differentialgleichung 
n^  Ordnung  definirt  sind,  und  die  Frage  erörtert,  ob  eine  gege- 
bene algebraische  Differentialgleichung  m^  Ordnung  die  betrach- 
tete Transcendente  in  irgend  einer  Ordnung  zum  Integrale  haben 
kino.  Hierbei  lässt  sich  der  vom  Verfasser  gefundene  Satz  Ober 
die  Unveränderlichkeit  einer  algebraischen  Relation  zwischen 
Integralen  algebraischer  Differentialgleichungen  und  ihren  Ab- 
IdtQDgen  (J.  f&r  Math.  LXXXIV,  F.  d.  M.  X.  1878.  243)  mit 
Erfolg  anwenden.  Hr. 

6.  Tbixkira.     Deuxi^me  uote  sur  le  d^veloppement  des 
foDCtions    satisfaisant    k    une    ^quation    diff^rentielle. 

ADD.  de  1'^.  Norm.  (3)  IV.  107-110. 

Beweis  des  folgenden  Theorems:  Die  Reihe 

öo+fli«+ö,a?'-| höii*"H » 

wo  o«,  a,,  a,,  ...  reducirte  Brtiche  darstellen,  kann  nicht  die  Ent- 
wid^elung  einer  Function  sein,  die  durch  eine  algebraische  Glei- 
ehaog  zwischen  x,  y,  y\  . . . ,  y(**)   mit   constanten  Coef ficienten 

F(^.  y,  yS  ...,  y^-0  =  o 

definirt  ist,  wenn  die  Nenner  von  üm^i,  On^?,  . . .,  wie  gross  auch 
i  sei,  Frimfactoren  enthalten,  die  bezttglich  grösser  sind  als 
■+1,11+2,...  Hr. 

P.  ÄPPKLL.  Sur  les  ^quations  diff^rentielles  alg^briques 
et  homogenes  par  rapport  k  la  fonction  inconnue  et 
a  ses  d^riv^es.    0.  R.  crv.  1776-1779. 

P.  Appell.  Sur  les  invariants  des  ^quations  diff^ren- 
tielles.     C.  R.  OV.  55-68. 

Der  yon  Laguerre  eingeführte  Begrifif  der  Invarianten    der 

19* 
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linearen  homogenen  Dififerentialgleichungen  wird  auf  Differential- 
gleichungen beliebiger  Ordnung,  die  in  Bezug  auf  die  unbekannte 
Function  und  ihre  Ableitungen  homogen  von  beliebigem  Grade 
sind,  ausgedehnt.  Als  Beispiel  wird  der  einfachste  Fall,  wo 
Ordnung  und  Grad  gleich  2  sind,  behandelt,  und  z^ar  zunächst 
die  Form 

By'y"  +  Cyy''  +  Dy"  +  Eyy'  +  Fy»  =  0, 

jB,  C,  ...   sind   gegebene  Functionen   von   x.    Die   Substitation 


y  =  Xer  «^  führt  bei  passender  Bestimmung  von  X  als  Function 
von  X  auf  die  Form 

(1)  ^^av'  +  ßo'  +  yv  +  d. 

Die  weitere  Substitution  t>  =  Afc  +  |U,  bei  geeigneter  Wahl  der 
Functionen  l  und  ^,  und  eine  Aenderung  der  unabhängigen 
Variabein,  führt  zu  der  reducirten  Form 

J  ist  eine  absolute  Invariante,  deren  Ausdruck  durch  a,  /?,  y,  . . . 
angegeben  wird.  Ist  7  =  0,  so  existirt  zwischen  vier  Integralen 
der  Gleichung  (1)  eine  algebraische  Eelation.  Bei  der  allge- 
meineren Form 

Ay"'  +  Byy  +  Cy"y  +  Dy''+Eyy'  +  Fy'  =  0, 

wo  Ä  von  Null  verschieden  ist,  beschränkt  sich  der  Verfasser 
auf  die  Betrachtung  eines  besonderen  Falls.  Endlich  wird 
bemerkt,  dass,  wenn  ^,  £,  . . .  constant  oder  von  der  Form 
(a:— a)*a,  («-a)'»,  . . .,  (x-a)®,  %  sind  (31,  33,  . . .  Constanten), 
Integrale  von  der  Form  e^*  oder  (x—ay  existiren;  diese  sind  par- 
ticulär,  wenn  -4  =  0,  und  können  singulär  sein,  wenn  -4^0. 
In  der  zweiten  Note  wird  mitgeteilt,  dass  die  Gleichung  (I)  be- 
reits Gegenstand  einer  Note  des  Herrn  Liouville  (C,  R.  CHI, 
F.  d.  M.  XVIII.  1886.  287)  gewesen  ist,  und  dass  die  dort  an- 
gegebenen Fälle  der  Integrabilität  diejenigen  sind,  in  welchen 
die  Gleichung  (1)  in  eine  andere  von  derselben  Form  mit  con- 
stanten    Coefficienten    transformirt    werden    kann.      Daran    an- 
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schliessend  wird  gezeigt,  dass  die  Gleiehuog 

jr-*y"  =  aoy'*4-öi»'""''y  +  •••  +  ^tr 

auf  die  reducirte  Form 

turQckgefflhrt  werden  kann.   J„  . . .,  J«  sind  absolute  Invarianten. 


Sind  diese  constant  oder  von  der  Form  J*  =  c*§^-",  so  ist  die 
Gleichung  integrirbar  und  kann  auf  eine  solche  mit  constanten 
Coefficienten  zurflckgeftthrt  werden.  Ur. 


A.  Cayley.     On  Briot  and  Bouquet's  theory  of  the  diflFe- 
rential   equation  Ff«,  -y—J  =  0.     London  M.  8.  Proc.  xviir. 

314-324. 

Die  Bedingungen,  welche  Briot  und  Bouquet  in  ihrem  be- 
rflhmten  Werke:  „Thöorie  des  fonctions  doublement  p^riodiques 
etc"  (vorher  im  J.  de  Vtc.  Pol.  Cah.  XXXVl)  dafür  entwickelt 
habeq,  dass  die  im  Titel  angeführte  Gleichung  ein  monodromes 
Integral  zulasse,  werden  von  neuem  abgeleitet,  ohne  dass  jedoch 
in  der  Methode  irgend  eine  Veränderung  erkennbar  wäre,  wenn 
man  nicht  die  Einführung  gewisser  Bezeichnungen  dafür  nehmen 
wollte.  Die  fraglichen  Bedingungen  lassen  sieh  nach  Briot  und 
Bonquet  aus  den  Entwickelungen  der  Function  U  nach  Potenzen 
von  u— a  entnehmen,  wenn  U  und  u  durch  die  Gleichung 
F(U,  ti)  =  0  verknüpft  sind,  und  u  =  a  als  der  zu  a  =  c  ge- 
hörige Anfangswert  angenommen  ist.  Herr  Cayley  nimmt  für 
tf,  U  die  Variabein  x,  y  und  nennt  diejenigen  Curvenpunkte  zu- 
lässig (permissive),  bei  denen  die  gedachte  Entwickelung  auf 
die  Eindeutigkeit  des  Integrals  u  an  der  untersuchten  Stelle 
scbliessen  lässt,  die  anderen  Curvenpunkte  heissen  unzulässig 
(prohibitive).  Der  Verfasser  stellt  nun  eine  vollständige  Tafel 
der  „zulässigen  Punkte^,  d.  h.  der  zugehörigen  Entwickelungen, 
aaf  und  fügt  am  Schluss  einige  Beispiele  von  Differential- 
gleichungen mit  monodromen  (nach  Herrn  Cayley^s  Bezeichnung 
„monotropischen'')   Integralen    hinzu.     Zur  Tabelle   ist   zu   be- 


294  VI*  Abschoitt.    Differential-  aod  IniegralrechnaDg. 

merken,  dass  der  Punkt  y  =  (a?— a)'P(a?— a)  (P  bedeutet  eine 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  des  Arguments  fortschreitende 
Reihe,  deren  Anfangsglied  nicht  yerschwindet)  nicht  unter  allen 
Umständen,  wie  dort  angegeben,  zu  den  zulässigen  zu  rechnen 
ist,  da  die  Differentialgleichung 

(1)  -^  =  au^+bu^  +  cu*  +  ... 

nur,  wenn  6  =  0  ist,  zu  einem  eindeutigen  Integral  u  fQhrt,  wie 
auch  aus  dem  citirten  Werke  von  Briot  und  Bouquet  p.  300  zu 

ersehen  ist.    Ist  aber  6^0  und  setzt  man  Ä  = — ,  B  = 1, 

so  erhält  man 

^  -  ^A,^  B]ogu  +  uP(u) 

oder 

e^  ==  ue    ^        ^    , 
und  diese  Gleichung  ftihrt  nicht,  wie  Herr  Cayley  angiebt^  durch 
Umkehrung  zu  einem  Ausdruck  in  Form  einer  einwertigen  Reihe 
in  a.    Dieselbe  Bemerkung  gilt  fQr  die  Gleichungen,  die  aus  (1) 

i-  —i- 

durch  die  Substitutionen  u^y  ii~^,  ti   **  für  ti  abgeleitet  sind. 

Hr. 


E.  PiCARD.     Sur   un  point  de  la  tb^orie  g^ndrale   des 
öqnations  diff^rentielles.    Darb.  Ball  (2)  xi.  191-198. 

Die   Herren   Briot   und   Bouquet  haben   gezeigt,   dass   die 
Gleichung 

falls  f  holomorph  in  der  Umgebung  von  x  =  0^  y  =  0  ist,  ein 
holomorphes  Integral  besitzt,  und  dass  ausser  diesem  kein  anderes 
Integral  existirt,  das  fttr  ir  =  0  verschwindet.  Den  letzteren 
Satz  dehnt  der  Verfasser  auf  das  System 

-^=  A(«»  yn  ...,  yOi  ..•»  -^  =  A(^>yn  .  •,  yO 

aus,  worin  die  f  holomorphe  Functionen  von  x,  y^,  ...,  jf„  sind. 
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WeoD  der  Verfasser  in  der  EinleituDg  auf  die  Bemerkung  Wert 
legt,  dass  beim  Verschwinden  der  Function  y  fUr  x  =  0  die 
Voraussetzung  su  machen  ist,  dass  x  längs  eines  Weges  von 
endlicher  L&nge  zum  Werte  Null  gelangt,  so  findet  sich  der 
Hinweis  darauf  fast  in  denselben  Worten  bereits  in  der  Arbeit 
von  Hrn.  Fuchs  „lieber  die  singulftren  Werte,  welche  die  Integrale 
ete.%  in  den  Berl.  Her.  vom  März  1886,  p.  283  (F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  2800  Hr- 

J.  HöLLKB.       Ueber    Goincidenzsysteme     gewöhnlicher, 
algebraischer  Differentialgleichungen.    Stockh.örv.  647-666. 

Es  werden  in  betreff  der  Differentialgleichungen  von  höherer 
Ordnung  als  der  ersten  Fragen  behandelt,  die  denjenigen 
analog  sind,  welche  bei  der  Untersuchung  Aber  die  singulare 
LösuDg  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  auftreten. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

öl? 

gegeben  ist  and  y''  zwischen  dieser  und  -^f  =  0  eliminirt  wird, 
dann  moss,  damit  die  dadurch  erhaltene  Gleichung 

nngulftrea  Integral  sei,  die  Bedingung 

dx^  dy  ^  ^  dy'^         ^ 
befriedigt  sein. 

Im  allgemeinen  ist  also  die  Bedeutung  der  Gleichung 
f  =  0  eine  andere.  Mit  HQlfe  eines  Satzes  von  Briot  u.  Bouquet 
(Thtorie  des  fonctions  elliptiques)  wird  gezeigt,  dass  man  fär 
ein  Wertsystem  («o>  Vo»  y'o))  ^^  F  =^  0  befriedigt,  eine  Ent- 
wiekelung  von  der  Form 

y  =  yo+yo^+iyo^'+^*  +  6a?'+ca;*H — 

[wo  X  statt  X — x^)  erhalten  kann.  Geometrisch  bedeutet  dies, 
iass  die  Integralcurven  „Schnabelspitzen^  haben.  Ausserdem 
prerden  mehrere  Ausnahmefälle  untersucht. 
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Aehnliehe  Untersuchungen  über  Diflferentialgleiohungen  be- 
liebiger Ordnung  werden  darauf  angestellt,  und  hieraus  ergeben 
sich  schliesslich  für  diejenigen  erster  Ordnung  als  specielle  Fälle 
die  schon  früher  (von  Darboux)  gefundenen  Resultate.      M-n. 


A.  CüNNiNGHAM.      Depression    of  difFerential    equc^tions. 

Mess.  (2)  XVn.  118. 

Bekanntlich  gestattet  eine  Differentialgleichung  eine  Ernie- 
drigung der  Ordnung  um  Eins,  1)  wenn  sie  y  nicht  enthält, 
2)  wenn  sie  x  nicht  enthält,  3)  wenn  sie  homogen  in  erster 
und  wenn  sie  homogen  in  m^'^  Ordnung  ist,  4)  wenn  sie  homogen 
in  der  Ordnung  cxd  ist.  Der  Zweck  der  vorliegenden  Abhand- 
lung ist  die  Erforschung  der  Möglichkeit  successiver  und  wieder- 
holter Erniedrigungen. 

In  betreff  der  successiven  Erniedrigungen  ergiebt  sich,  dass 
eine  Differentialgleichung  sie  in  folgenden  Fällen  gestattet:  1)  Um 
r  Einheiten  der  Ordnung,  wenn  die  r  Grössen  y,  y\  y",  . . .,  y^*""*) 
alle  fehlen;  2)  um  eine  Einheit,  wenn  x  fehlt;  3)  um  eine  Ein- 
heit, wenn  sie  in  einer  beliebigen  Ordnung  1  homogen  ist; 
4)  um  eine  Einheit,  wenn  sie  in  jeder  anderen  Ordnung  homogen 
ist.  So  gestattet  eine  Gleichung,  in  der  ar,  y,  y',  y",  ...,  y^*""^*^ 
fehlen  und  welche  in  zwei  Ordnungen  homogen  ist,  eine  Ernie- 
drigung der  Ordnung  um  r-f-3. 

Es  zeigt  sich  auch,  dass  in  gewissen  Fällen  eine  der  Er- 
niedrigungen wiederholt  werden  kann,  ohne  irgend  eine  der 
anderen  Besonderheiten  zu  beeinflussen,  und  dass  in  gewissen 
Fällen  die  Anwendung  der  Erniedrigungen  2),  3)  oder  4)  eine 
Gleichung  erzeugt,  welche  eine  der  in  der  ursprünglichen  Glei- 
chung nicht  vorhandenen  Besonderheiten  1),  2)  besitzt  und  daher 
weiterer  Erniedrigung  fähig  ist.  Glr.  (Lp.) 


W.  G.  Imschekktzky.  üeber  eine  allgemeine  Methode 
zur  Auffindung  der  rationalen  gebrochenen  particulären 
Integrale    der    linearen    Gleichungen    mit    rationalen 

Coefficienten.        Petereb.  Abh.  LV.  1-55.  (Raasisch.) 


' 
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Die  Methode  von  Lioaville  ftlr  die  Aaflögung  der  gestellten 
Frage  (J.  de  TEc.  Polyt  XIV)  war  von  ihm  nur  auf  die  Glei- 
ebungen  erster  und  zweiter  Ordnung  angewandt;  ihre  Unzuläng- 
lichkeit fBr  die  Gleichungen  höherer  Ordnung  war  schon  von 
Poisson  in  seinem  Berichte  an  die  Akademie  gezeigt  In  der 
vorliegenden  Abhandlung  wird  eine  andere  Methode  gegeben, 
die  nur  elementare  Operationen  fordert.  Nach  dieser  Methode 
wird  die  gegebene  lineare  Diflferentialglelchung  m*«'  Ordnung 

0)       '•.■S-  +  ''.5pi  +  -  +  ''-!'=»'. 

wo  alle  P  und  K  ganze  Functionen  sind,  in  der  Form  angewandt: 

wo  alle  Q  auch  ganze  Functionen  von  x  sind.  Es  sei  M  der 
grösste  gemeinschaftliche  Teiler  aller  Functionen  Qj  so  dass 

Qq    =  *?07       Ol  =  *9iJ    •  •  •)    Om  =   >l(Jm] 

setzt  man  s  =  My,  so  hat  die  Gleichung  die  Form: 

Jeder  ganzen  Function  s^,  die  dieser  Gleichung  (3)  genügt,  ent- 
spricht  das   gebrochene  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (1): 

y  =  -|^  •  Also  hängt  die  Lösung  der  Frage  von  folgenden  Ope- 
rationen ab:  1)  von  der  Berechnung  der  Functionen  Q  und  dem 
Auffinden  des  grössten  gemeinschaftlichen  Teilers  derselben; 
2)  von  dem  Auffinden  des  ganzen  Integrals  für  die  lineare  Glei- 
chung mit  ganzen  Goefficienten  nach  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten. 

Wenn  die  Polynome  0^,  0,,  ...,  On  keinen  gemeinschaft- 
lichen Teiler  haben,  kann  doch  die  Differentialgleichung  rationale 
gebrochene  partieuläre  Integrale  besitzen  und  die  auseinander- 
gesetzte Methode  kann  angewandt  werden,  wenn  man  vorher 
die  Coefßcienten  der  Gleichung  mit  einem  gemeinsamen  rationalen 

ganzen  Factor  fi    multiplicirt.      Auf  Grund   des  Liouville'schen 

X 

Theorems:  „Wenn  y  =  —  ein   rationales   gebrochenes  Integral 
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der  Gleichung  (1)  ist,  so  teilen  alle  einfachen  Factoren  der 
Function  Y  den  Coefficienten  P^^^y  zeigt  sioh^  dass  dieser  inte- 
grirende  Factor  ju  stets  eine  Potenz  von  P^  ist,  deren  Exponent 
leicht  ermittelt  werden  kann. 

Am  Ende  der  Abhandlung  wird  die  Methode  des  Auffindens 
der  rationalen  Integrale  auch  auf  die  simultanen  linearen  Glei- 
chungen mit  rationalen  Coefficienten  erweitert  Wi. 


P.  S.  Florow.      üeber    den    integrirenden    Factor    der 
linearen  Differentialgleichungen.      Ghark.  Ges.,   i.    47-51. 

(Rassisch.) . 

Es  handelt  sich  um  die  Aufstellung  des  gegenseitigen  Zu- 
sammenhangS|  welcher  zwischen  der  gegebenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung n^'  Ordnung  und  der  Differentialgleichung  des 
integrirenden  Factors  besteht,  und  um  die  Herleitung  der  Formel, 
welche  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  durch 
die  11  particulären  Integrale  der  Multiplicatorgleichung  ausdrückt. 

Wi. 


W.  Zajaczkowski.      Fuchs'  Theorie    der   linearen    und 
homogenen  Differentialgleichungen.    Krak.  Denkschr.  Xlil. 

(Poloisoh.) 

Eine  ausführliche  Darstellung  der  bekannten  Fuchs'schen 
Untersuchungen  unter  Berücksichtigung  der  hierauf  bezüglichen 
Arbeiten  von  Frobenius,  Thom6  u.  a.  Die  Schrift  besteht  aus 
folgenden  Abschnitten:  1.  Die  Existenz  und  Definition  des  Inte- 
grals. 2.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Integrale.  3.  Ueber 
das  Verhalten  der  Integrale  in  der  Umgebung  singulärer  Punkte. 

4.  Lineare  und  homogene  Differentialgleichungen,   deren  Coef- 
ficienten   einwertige    Functionen    in    der    ganzen    Ebene    sind. 

5.  Anwendung  der  Theorie  auf  die  Differentialgleichungen 

(«— a)«yC"»>-J-Pj(«-a)^-^y(«-^)-f  ...  +  p^y  =  0, 
(x^ay(x^byy''  +  {x—d)(x--bXc+dj:)y'  +  (f+gxi-hx')y  =  0. 
Die   letzte  Gleichung   lässt   sich  auf  die  die  bypergeometrische 
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FoDetion  definirende  Gleichung  zurQckfflbren.     In  dieser  letzten 
Gestalt  wird  sie  vom  Verfasser  näher  discutirt.  -  Dn. 


V.  VoLTKRRA.     Soi  fondamcuti  della  teoria  delle  equa- 
sioni  differenziali  lineari.     Parte  prima.     Nap.  Mem.  (S) 

VL  107  8. 

Ein  System  von  Integralen  einer  linearen  Differentialgleichung 
mit  algebraischen  Coefficienten  hat  die  Eigenschaft,  bei  dem 
Deberschreiten  gewisser  Unstetigkeitslinien  eine  lineare  Sub> 
Btitution  zu  erleiden,  deren  Coefficienten  längs  jeder  Linie  con- 
Btant  sind.  Diese  wohlbekannte  Thatsache  brachte  den  Verfasser 
auf  den  sinnreichen  Gedanken,  die  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen auf  die  Theorie  der  Substitutionen  zurückzu- 
fllbren.  Der  uns  vorliegende  erste  Teil  seiner  Untersuchungen, 
welcher  der  Differential-  und  Integralrechnung  der  Substitutionen 
gewidmet  ist^  zeugt  von  der  Fruchtbarkeit  dieses  Gedankens. 
Ist: 


8,  = 


(   ^n      ^11      •   •   •      ^1« 
_  j    ^fi      ^»1      •   •  •      ^« 


=   {«</} 


Oni    flu»    .  •  .    a 


IUI 


/ 


eine  lineare  Substitution,  deren  Elemente  derivirbare  Functionen 
einer  Yariabeln  x  sind,  so  beissen: 

dS  =  S,+^  ST'  =  {atj  +  dan]  \a,j\-\ 
Sd  =  ST*  S,+d.  =  {atf)-M<'v+  «io«!. 

■^  «  =  1^1 1«.!-. 


»  ^  =^-«1-  1^1 


bezw.  das  linke  und  das  rechte  Differential,  die  linke  und  die 
rechte  Ableitung  von  S.  Hat  die  Determinante  |  a^  |  einen  con- 
Bttnten  Wert,  so  verschwindet  die  Summe  der  Elemente  der 
ersten  Diagonale  von  jeder  Ableitung.    Ist  insbesondere  |a^|  =  1, 
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und   setzt  man  -j— foder  S-j-j  =  {a,>|,  so  ist: 


dS  (oder  Sd)  = 


dx  ^  dx 

l+a„(te         a^^dx        .  .  .         a^dx 


Onldx  On^dx  .    .    .       l-^-Onndx 


Die  rechte  Ableitung  ist  die  transformirte  der  linken  AbleitaDg 
durch  die  ursprüngliche  Substitution.  Alle  Substitutionen,  die 
man  dadurch  erhält,  dass  man  eine  und  dieselbe  Substitution 
rechts  (links)  mit  constanten  Substitutionen  multiplicirt,  haben 
eine  und  dieselbe  linke  (rechte)  Ableitung.  Das  Differential  eines 
Productes  von  zwei  Substitutionen  ist  das  Product  der  Diffe- 
rentiale, die  man  erhält,  wenn  man  die  erste  und  die  zweite 
Substitution  nach  und  nach  als  constant  betrachtet.  Eine  ganz 
ähnliche  Regel  gilt  für  die  Produete  mehrerer  Substitutionen. 

Schon  aus  dem  letzten  Satze  lässt  sich  vermuten,  dass  der 
Uebertragung  der  Begriffe  und  der  Sätze  der  gewöhnlichen  Infi- 
nitesimalrechnung auf  den  neuen  Calcül  die  Ersetzung  der  Sum- 
men durch  Produete  vorangehen  müsse.  Diese  Vermutung  wird 
bald  bestätigt  durch  die  Definition  des  Integrales  einer  Sub- 
stitution. Ist  die  Substitution  S  =  {o^}  als  Function  von  x  in 
einem  Intervalle  p  - . .  q  gegeben,  und  zerlegt  man  das  Intervall 
in  fi  Teile  h^,  A,,  ...,  hn^   so  kann  es  sich  ereignen,    dass  die 


r                1 

te  nTi,    HTxj  wo: 

1     l  +  a^Äa 

o«Aa        .  . 

.         a{i)A, 

ix  =  \ 

1      .      •      .      • 

l+o<VA»      .  . 

.         •          .          • 

und  a(^^)  den  Wert  von  a^  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Inter- 

valles  hx  bezeichnet,  bei  unbeschränkt  zunehmendem  n  sich  je 
einer  von  der  Art  der  Zerlegung  unabhängigen  Grenze  nähern; 
diese  Grenze  ist  die  linke  bezw.  rechte  Integrabubslitution  von 
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S  im  Intervalle  p  ...  q  und  wird  durch    /    Sd:c  bezw.  Sdx  1 

P  p 

bezeichnet.      Die  Integrabilit&tsbedingung    fQr   eine   Substitution 

ist  dieselbe  wie  für  eine  Function ,    nämlich    lim   ^  Dxhx  =  0, 

weoD  Di  die  Schwankung  der  Substitution  (d.  i.  die  grösste 
Schwankung  ihrer  Elemente)  im  Intervalle  h  bedeutet.  Linke 
(rechte)  Integration  und  linke  (rechte)  Derivation  sind  umge- 
kehrte  Operationen;  es  ist  nämlich: 

P  P 

Zur  Integration  eines  Productes  von  zwei  Substitutionen  dient 
eine  Regel,  die  als  teilweise  Integration  bezeichnet  werden  darf. 

Es  Dielet  keine  Schwierigkeit  dar,  die  bisherigen  Definitionen 
und  Sätze  auf  die  von  mehreren  Veränderlichen  abhängigen 
Substitutionen  auszudehnen. 

Kommt  man  noch  einmal  auf  den  Fall  einer  einzigen  unab- 
hängigen Veränderlichen  zurück,  und  bildet  die  Differentiale 
d{dS)  und  {äS)dj  so  ergiebt  sich,  dass  diese  zwei  Substitutionen 
bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  der  dritten  Ordnung  ein- 
ander gleich  sind;  6ie  bilden  das  zweite  linke  Differential 
von  8,  welches  durch  d^S  bezeichnet  wird  und  die  Form: 

l-(-a,,cte'        a^^dx*        .  .  .         Otndx^ 


hat.    Die  Substitution  {a^/}  heisst  die  zweite  linke  Ableitung  von 

Sj  nnd  wird  durch  -ttS  bezeichnet.    Sie  ist  nicht  identisch  mit 

dx 

-^f-T— s\      Die    höheren   partiellen   Ableitungen    einer   von 

mehreren  Variabein  abhängigen  Substitution  werden  analog  de- 
fioirt,  und  einige  darauf  bezügliche  Sätze  aufgestellt,  wodurch 
der  Weg  zur  Aufsuchung  der  Bedingungen  gebahnt  wird ,  unter 
welchen    ein   gegebenes  Product  von  Infinitesimalsubstitutionen: 
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m 


nSrdxr  das  Yollst&Ddige  Differential  einer  (von  den  m  Variabein 

Xr  abhängigen)  Substitution  ist.     Diese  Bedingungen  sind: 
^'(S.,  S,)^,  =  {0|  (r,  *  =  1,  2, . . .,  m); 

{0}  bezeichnet  die  Substitution,   deren  Elemente  s&mtlich  gleich 
Null  sind,  und  ^'(S„  8.)^^^  =  {/i(;»)},  wo: 

ist. 

Die  weiteren  Abschnitte  beschäftigen  sich  mit  der  Integra- 
tion eines  vollständigen  Differentiales,  der  Theorie  der  Variation 
der  Integrale,  der  yielfachen  und  der  krummlinigen  Integration, 
den  Differentialparametern  der  zweiten  Ordnung.  Zur  Charak- 
terisirung  dieser  Untersuchungen  heben  wir  hervor,  dass  die 
Sätze  über  die  krummlinigen  und  die  zweifachen  Integrale  der 
von  zwei  Variabein  abhängigen  Substitutionen  und  flber  die  Diffe- 
rentialparameter den  ersten  Riemann'schen  Studien  Ober  die 
Functionen  von  zwei  Veränderlichen  ganz  analog  sind. 

Das  Hauptergebnis  der  Untersuchung  kann  folgendermasaen 
zusammengefasst  werden:  Sind  zwei  von  x  und  y  abhängige 
Substitutionen  X,  F  mit  verschwindender  Diagonalsarame  in  einem 
einfach  zusammenhängenden  Gebiete  2  gegeben,  und  ist 
J'(X,  T)^y  =  0,  so  ist  fttr  jede  innerhalb  2  liegende  geschlossene 

Linie  s  /  Xdx.  Ydy  =  1,  wo  1  die  identische  Substitution  be- 
zeichnet;  mit  anderen  Worten,  die  Substitution  S=/    '  Xdx.Tdy^ 

A 

WO  A  ein  beliebiger  aber  fester  Punkt  ist,  ist  eine  einwertige 
Function  von  x  und  y.  Ist  dagegen  das  Gebiet  2  mehrfach  za- 
sammenhängend  und  wird  durch  Querschnitte  in  ein  einfach 
zusammenhängendes  H  verwandelt,  so  ist  S  innerhalb  S  ein- 
wertig, und  fttr  jeden  Querschnitt  Qr  existirt  eine  solche  con- 
stante  Substitution  7V,  dass  die  Werte  von  S  längs  eines  Ufers 
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TOD  Qr  aus  den  Werten  von  S  längs  des  gegenttberliegenden 
Ufers  durch  Multiplication  mit  7V  entstehen. 

Bezeichnet  man  als  den  linken  Differentialparameter  zweiter 
Ordnung  von  S  die  Substitution: 

-'.--(- f.  ^)„ 

(wo  —  T  diejenige  Substitution  ist,  deren  Elemente  entgegen- 
gesetzt gleich  den  Elementen  von  T  sind),  so  gelten  die  folgen- 
den Sätze: 

Werden  zwei  Gebiete  ^,  2*  auf  einander  conform  abgebildet, 
and  ist  f&r  die  Substitution  S,  als  Function  der  Punkte  von  2 
betrachtet,  ^f,S  =  0,  so  besteht  dieselbe  Gleichung,  wenn  S  als 
Function  der  Punkte  von  S'  angesehen  wird. 

Ist  f&r  eine  Substitution  S  von  der  Determinante  Eins 
i/,S  =  0,  so  existirt  immer  eine  (conjugirte)  Substitution  S, 
Ton  derselben  Determinante,  welche  den  Gleichungen: 

^»^>  -"'      'd^"  dx'      dx  ^        dy 
genügt.  Vi. 

V.  VoLTERBA.      Sulla    equazioni    differenziali    Iineari. 

Bom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  III.  393-396. 

Zwischen  dee  Integralen  algebraischer  Functionen  und  den- 
jeaigni  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  besteht 
die  Analogie,  dass,  während  die  ersteren  längs  der  Discontinui- 
titslinien  zu  beiden  Seiten  constante  Differenzen  aufweisen,  die 
letzteren  längs  dieser  Linien  so  beschaffen  sind,  dass  die  Werte 
auf  der  einen  Seite  sich  aus  denen  auf  der  anderen  Seite  mittels 
linearer  Substitutionen  mit  constanten  Goefficienten  ableiten  lassen. 
Diese  Analogie,  sowie  der  enge  Zusammenhang  zwischen  der 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  und  der  Substitu- 
tionstheorie, der  in  den  neueren  Arbeiten  eine  so  wichtige  Rolle 
spielt,  wird  in  vorliegender  Note  zur  unmittelbaren  Evidenz  ge- 
bracht, indem  zwe^  Infinitesimal -Operationen  an  Substitutionen 
mit  variablen  Elementen  ausgeübt  werden,  die  der  gewöhnlichen 
Differentiation    und  Integration  analog   sind,   und  welche  direct 
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den  Uebergaog  von  den  Fundamentalintegralen  einer  linearen 
Differentialgleichung  zu  ihren  Coefficienten  und  umgekehrt  Yon 
diesen  zu  den  Integralen  bewerkstelligen.  Bedeutet  S^  eine 
lineare  Substitution  von  nicht  identisch  verschwindender  Deter-^ 
minante  der  n^^  Ordnung,  deren  Elemente  endliche  und  conti* 
nuirliche  Functionen  einer  Variabein  x  sind,  und  Sg^dx  gehe  aus 
Sx  hervor,  indem  x  durch  X'\-dx  ersetzt  wird,  dann  sind  die 
beiden  Substitutionen: 

unendlich  wenig  von  der  identischen  Substitution  verschieden, 
in  der  die  Elemente  der  Diagonale  gleich  1,  die  übrigen  Elemente 
gleich  Null  sind.  Dividirt  man  jedes  Element  durch  dx,  nach- 
dem man  von  den  Elementen  der  Diagonale  die  Einheit  abge- 
zogen, so  erhält  man  zwei  Substitutionen,  welche  als  die  beiden 
Ableitungen  der  Substitution  Sx  nach  or,  genommen  resp.  nach 
rechts  und  nach  links,  zu  betrachten  sind.  Von  hier  führt  dann 
der  umgekehrte  Weg  zu  einem  Product  von  unendlich  vielen, 
von  der  identischen  Substitution  unendlich  wenig  verschiedenen 
Substitutionen,  das  als  Integration  einer  gegebenen  Substitution 
aufgefasst  und  je  nach  der  Ordnung,  in  der  man  Substitutionen 
aufeinanderfolgen  lässt,  mit  Integration  nach  rechts  oder  links 
bezeichnet  wird.  So  ist,  wenn  f)^^  ...,  Vn  ein  System  von  Fun- 
damentalintegralen der  Differentialgleichung 

bedeutet,  die  Substitution 


S  = 


f) 


p(«-l)       ^(n-l) 


tj(»-l) 


das  Integral  nach  links  der  Substitution 

0,     1      0     ...  0    0 
0     0      1     ...  0   0 


T  = 


0,    0      0     ...  0   1 

P»  Pn-l  Pn-2    •  .  •  P,    0 
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80  dass  also  die  Beziehung  zwisehen  den  Coefficienten  der  Diffe- 
reatialgleichangf  und  ihrem  Integralen  symbolisch  ausgedrückt 
werden  kann  durch 


dx  Hr. 


L.  W.  Thom£.      Bemerkung    zur  Theorie    der    linearen 
Differentialgleichungen.     J.  für  Math.  Ol.  203-208. 

H.  PoiNCAK^.     Remarques  sur  les  integrales  irr^guli^res 
des  ^uations  Unfaires.     Aou  Math.  x.  310-312. 

Herr  Thom6  macht  die  Abhandlung  des  Herrn  Poincari 
sSur  les  integrales  irrögulieres  des  äquations  linöaires^,  die  der- 
selbe in  den  Acta  Math.  VIII,  295  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  273) 
im  Anschluss  an  eine  frtlhere  Arbeit  im  American  J.  VII  (F.  d. 
M.  XVII.  1885.  290)  veröffentlicht  hat,  zum  Gegenstände  von 
kritischen  Bemerkungen.    Sind  in  der  Differentialgleichung 

die   P  ganze   rationale  Functionen  von  x^   alle  Ton  demselben 

OD 

Orade  m,   so  giebt  es  n  Reihen  von  der  Form  e^x'^'^cix-^j 

u 

welche  der  Differentialgleichung  formell  genüge  leisten.  Eine 
solche  sogenannte  Normalreihe  stellt,  auch  wenn  sie  divergirt,  nach 
Herrn  Poincar6  eines  der  Integrale  der  Gleichung  „asymptotisch" 
dar,  falls  x  mit  einem  bestimmten  Argument  ins  Unendliche 
wächst.  Herr  Thomä  wirft  dagegen  ein,  dass  die  Exponenten 
Ti  zu  den  Exponenten  ^,  der  wirklich  bestehenden  Entwickelungen 

ar*  2!  Äi«^,  welche  fär  die  Verzweigung  der  Integrale  bei  a?  =  00 

charakteristisch  sind,  in  gar  keiner  Beziehung  stehen.  Diesem 
Einwände  liegt,  wie  Herr  Poincarfi  bemerkt,  die  Auffassung  zu 
Grunde,  als  ob  durch  dieselbe  Normalreihe  stets  das  nämliche 
Integral  asymptotisch  dargestellt  wttrde,  welches  auch  das  Argu- 
ment sei,  mit  dem  x  ins  Unendliche  wächst,  woraus  dann  folgen 
würde,  dass  die  Qi  den  n  gleich  sein  mOssten.  Gegen  diese 
Deutung   verwahrt  sich  Herr  Poincar6  unter  Berufung  auf  ver- 

Forucbr.  d.  Math.   XIX.  1.  20 
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schiedene  Stellen  der  erwähnten  Abhandlungen,  insbesondere  aaf 
pag.  309  und  310  der  Abhandlung  ia  den  Aeta*Math.y  wo  ans- 
drQcklich  bemerkt  ist,  dass  das  dargestellte  Integral  von  dem 
Argumente  von  x  abhängig  ist,  indem  es  für  gewisse  Werte  des 
Arguments  plötzlich  in  ein  anderes  Integral  ttbergeht,  welches 
die  analytische  Fortsetzung  des  ersteren  bildet.  Eine  weitere 
Bemerkung  des  Herrn  Thom6  betrifft  das  Kriterium,  welches 
Herr  Poincarä  für  die  Convergenz  einer  Normalreihe  aufgestellt 
hat.  Dadurch  sei  die  Beantwortung  dieser  Frage  auf  die  Lösung 
einer  mindestens  ebenso  schwierigen  Aufgabe  zurQckgef&hrt. 
Herr  Poincarä  giebt  dies  zu,  hält  es  jedoch  angesichts  der  Un- 
möglichkeit, die  fraglichen  Convergenzbedingungen  in  expliciter 
Form  zu  geben,  fbr  nützlich,  den  Zusammenhang  zweier  gleich 
unlöslichen  Probleme  aufgedeckt  zu  haben.  Hr. 


L.  Heffter.       Zur    Theorie    der    linearen    homogenen 

Differentialgleichungen.     OiesBen.    Habilitationsschrift.   Leipzig. 
Teubner.  32  8. 

Im  ersten  Teil  wird  untersucht,  unter  welchen  Bedingungen 
es  möglich  ist,  ein  Integral  einer  linearen  homogenen  Differen- 
tialgleichung herzustellen  von  der  Beschaffenheit,  dass  fttr  einen 
nicht  singulären  Punkt  irgend  welche  n  Ableitungen  desselben 
willkürlich  gegebene  Werte  annehmen.  Der  folgende  Teil  be- 
schäftigt sich  mit  der  Form  der  Integrale  in  der  Umgebung  sin- 
gulärer  Punkte  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  sämtliche 
Integrale  nach  der  Bezeichnung  des  Herrn  Thomä  daselbst  «regu- 
lär"  verhalten. 

Ist  Ti,  r2,  .  . .,  Ti  eine  Gruppe  von  Wurzeln  der  zum  sin- 
gulären Punkt  gehörigen  Exponentengleichung,  die  sich  nur  um 
ganze  Zahlen  von  einander  unlerscheiden,  so  stellt  man  nach 
Herrn  Fuchs  die  Gruppe  zugehöriger  Integrale  in  der  Form  dar 

worin  %paß  =  (^— «/"ya^t  die  ^aß  in  der  Umgebung  von  a:  =  a 
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eindeutig  und  stetig  sind  und  fttr  ^  =  a  nicht  alle  q>aß  mit  dem- 
selben ersten  Index  versehenden.  Zwischen  den  %paß  bestehen 
gewisse  von  Herrn  Fuchs  angegebene  Relationen,  aus  denen  der 
Verfasser  noch  die  neue  Folgerung  zieht,  dass  die  Entwickelung 
d6r  Function  q>aß  nach  Potenzen  von  x—a  mit  einer  Potenz 
beginut,  deren  Exponent  ^  ra-ß^i  —  r«  ist  In  besonderen  Fällen 
können  bekanntlich  die  Integrale  einer  solchen  Gruppe  von 
Logarithmen  frei  werden.  Während  bisher  nur  die  Frage  be- 
handelt wurde,  unter  welchen  Bedingungen  jedes  zu  einem  be- 
stimmten Exponenten  gehörige  Integral  von  Logarithmen  frei 
ist,  ist  hier  die  Aufgabe,  ein  Kriterium  dafQr  aufzustellen,  ob  es 
ein  zu  einem  bestimmten  Exponenten  gehöriges  Integral  einer 
solchen  Gruppe  giebt,  welches  keinen  Logarithmus  enthält.  Die 
hierfQr  gefundenen  Bedingungen  ftthren  ihrerseits  zur  Beant- 
wortung der  vorerwähnten  Frage.  Das  auf  diesem  Wege  er- 
haltene System  von  Bedingungsgleichungen  wird  als  äquivalent 
mit  demtjenigen  nachgewiesen,  welches  Herr  Frobenius  auf  einem 
anderen  Wege  abgeleitet  hat.  (J.  ftlr  Math.  LXXVI.  226,  F. 
d.  M.  V.  1873.  180).  Hr. 


A.  Catley.      Note  on  the  theory  of  linear  differential 

equations.      J.  für  Math.  Gl.  209-213. 

Zur  Entscheidung  darüber,  ob  die  Entwich elungen  der  Inte- 
grale einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung,  welche  zu 
einer  Gruppe  von  Verzweigungsexponenten  gehören,  die  sich  nur 
nm  ganze  Zahlen  von  einander  unterscheiden,  Logarithmen  ent- 
halten oder  nicht,  hat  Herr  Fuchs  in  der  zweiten  grundlegenden 
Abhandlung  (J.  fOr  Math.  LXVIII.  1868)  verschiedene  Methoden 
angegeben.  Eine  derselben  ist  in  dem  Satze  V.  §  6  (p.  374) 
ausgesprochen.  Diesen  reproducirt  der  Verfasser  und  zeigt  an 
der  Hand  von  Beispielen,  dass  die  erforderliche  Rechnung  mit 
derjenigen  zusammenfalle,  die  angestellt  werden  muss,  um  zu 
erkennen,  ob  eine  zum  niedrigsten  Exponenten  der  Gruppe  ge- 
hörige Fotenzreihe  der  Differentialgleichung  genügt.        Hr. 
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E.  PiCARD.      Sur    les    Äjuations   diff^rentielles  lin Zaires 
et  les  groupes  algöbriques  de^ransformations.     TouIoom 

Add.  IA.  1-15. 

Die  Transformationsgruppen ,  von  denen  hier  die  Rede  ist, 
sind  in  ihren  wichtigsten  Eigenschaften  ftlr  die  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  bereits  in  einer  Note  des  Ver- 
fassers „Sur  les  groupes  de  transformation  des  öquations  diffö- 
rentielles  Unfaires"  (C.  R.  XCVI.  1131-34,  F.  d.  M.  XV.  1883. 
258)  charakterisirt  worden.  Die  Ausführung  in  vorliegender 
Arbeit  betrifft  die  weitere  Untersuchung  der  Gruppen  im  An- 
schluss  an  die  Lie'sche  allgemeine  Theorie  der  Transformations- 
gruppen, unter  der  besonderen  hier  zutreffenden  Voraussetzung, 
dass  die  Transformationsgruppen  linear  in  Bezug  auf  die  Variabein 
und  algebraisch  in  Bezug  auf  die  willkttrlicben  Parameter  sind. 

Hr. 

G.  Peano.     Integrazione  per  serie  delle  equazioni  diffe- 
renziali  lineari.    Torino  Atti.  XXII.  437-446. 

Herr  Caqu6  im  Journal  de  Math.  1864  und  Herr  Fuchs  in 
den  Annali  di  Mat.  1870  (s.  F.  d.  M.  II.  175)  haben  eine  Ent- 
Wickelung  der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  in  Reihen 
gegeben,  deren  Glieder  durch  wiederholte  Quadraturen  gebildet 
sind.  Der  Verfasser  giebt  die  gleiche  Entwickelung  f&r  die 
Integrale  des  Systems  linearer  Differentialgleichungen 

düs                                                           dm 
(1)      "^  =  «11*1  H f-  «ina?»i  ...,  -^  =  ««1*1  H h«««««» 

worin  a,, ,  . . .,  Onn  continuirliche  Functionen  von  i  in  dem  Inter- 
valle p...9  sind.  Hierbei  ist  besonders  die  Vereinfachung  in 
der  Beweismethode  und  der  Darstellung  des  Endresultats  be- 
merkenswert, die  durch  die  Einführung  complexer  Zahlen  n^ 
Ordnung  bewirkt  wird.  Das  System  der  Grössen  x^^  . . .,  «« 
wird  durch  die  complexe  Zahl 

X  =  [a?,...a?,] 
repräsentirt.     Das   aus  den   rechten   Sdten   von  (1)  gebildete 
System 
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ist  wiederam  eine  complexe  Zahl,  die  aus  der  2iabl  X  durch  die 
aaf  sie  ausgeübte  Transformation 


a  = 


'11 


«ii 


hergestellt  ist,  und  wird  mit  aX  l)ezeichnet.  Nennt  man  zwei 
eomplei^e  Zahlen  einander  gleich,  wenn  die  sie  componirenden 
Zahlen  der  Reihe  nach  gleich  sind,  so  kann  man  das  System  (1) 
in  der  einzigen  Gleichung  zusammenfassen 

dX 


dt 


=  aX. 


Bei  dieser  Schreibweise  lässt  sich  das  Endresultat  in  folgender 
Weise  angeben :  Es  seien  a^,  ...,  a«  die  Werte  von  a?,,  ...,  Xn 
für  /  =  Ig,  die  sie  repräsentirende  Zahl  sei 

Dann  lautet  die  Lösung  des  Systems  (1) 

X  =  (l-i-fadi+JadtJadi+Ja 

worin  die  Integrale  noh  von  l^  bis  t  erstrecken.  Hierbei  bedeutet 
Jadt.a  die  auf  die  complexe  Zahl  a  angewandte  Transformation 

/ouidl     ...    Janmdt 

ladt  jadt.a  dieselbe  Transformation   zweimal   hinter  einander 

auf  a  angewandt,  u.  s.  f.  Fflr  die  Gültigkeit  der  Darstellung  ist 
aar  erforderlich,  dass  die  Grenzen  f,,  t  im  Intervalle  p  **•  q  liegen. 
Bedeutet  M  den  grössten  Wert,  den  der  stets  positive  Quotient 

(g,,rr,  4-"*+  CtimXnY  4-'"+  (cf^^la?^  +  "*-^gwn^»|)* 

«!H h«i 

ifli  Intervalle  1^  bis  t  annehmen  kann,  so  ist  die  Convergenz  obiger 
Reihe  vergleichbar  mit  der  der  Exponentialreihe  c^«»«**^'-"'^. 

Hr. 
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J.  E.  Oliver.    On  the  general  linear  differential  equation. 

Aonals  of  Math.  III.  109-111. 

Im  Anschluss  an  ein.  Verfahren  des  Herrn  For^yth  zur  Inte- 
gration einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  giebt 
der  Verfasser  das  allgemeine  Integral  einer  beliebigen  linearen 
Differentialgleichung  n^''  Ordnung  in  Form  von  unendlichen  con- 
vergenten  Reihen,  deren  Glieder  durch  wiederholte  Integration 
gewonnen  werden.  Wir  bemerken,  dass  diese  Lösung  bereits 
von  Herrn  Fuchs  im  Jahre  1870  in  den  Annali  di  Mat  gegeben 
worden  ist.  (Vgl.  noch  die  im  Vorhergehenden  besprochene 
Arbeit  des  Herrn  Peano).  Hr. 


W.  Schulz,  üntersuchuug  linearer,  homogener  DiflFe- 
rentialgleichungen ,  deren  Integrale  nur  einer  homo- 
genen Relation    höheren   als   ersten   Grades   genügen. 

Dies.  Halle.  27  S.  80. 


W.  Heymann.       Ueber    die    Integration    linearer    nicht 
homogener  Differentialgleichungen.     Scbiömileh  z.  xxxii. 

22-45. 

Die  vorliegende  Abhandlung  bildet  die  Fortsetzung  einer  in 
Schlömilch  Z.  XXX.  27flf.  und  79ff.  (S.  F.  d.  M.  XVII.  1885. 
299)  veröflfentlichten  Arbeit,  worin  gezeigt  wird,  wie  das  „Supple- 
ment-Integral*' einer  completen  Differentialgleichung,  d.  h.  die 
Function,  die  zu  der  vollständigen  Lösung  der  reducirten  Glei- 
chung hinzuzufügen  ist,  um  das  vollständige  Integral  der  com- 
pleten Differentialgleichung  darzustellen,  ohne  Anwendung  der 
Variation  der  Constanten  erhalten  werden  kann.  Die  für  diesen 
Zweck  hier  behandelte  Gleichung  lautet: 

(1)        (a,  +  b,x)y'^+(a,+b,x)y'+(a,+  b,x)y  =  x, 
unter  %  eine  beliebige  Function  von  x  verstanden.    Die  Gleichung 
lässt   sich    durch  Substitutionen  der  Form  x  =  g{^)^  y  =  i^AXl) 
auf  die  Gestalt 

(2)        f^  +  (P+9+l)-^+P?  =  /'(ö 
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bringen,    und    fttr  diese  wird  das  Supplementintegral  mit  HQlfe 
der  Laplace'schen  Methode  iu  zwei  Formen  dargestellt: 

a)  17  =  --/''**  jf«5yi»-i(ii4.1>-y^>(ti)ii-i»(ii  +  l)-«diijdii, 

worin  F(u)  so  zu  bestimmen  ist,  dass   /    e^^F(u)du  =  /(ö  und 


die  Grenzen  ii,,  u^  so  zu  wählen  sind,  dass 


=  0 


ist 


«0 


b)         17  =  f'"\u-P(u+l')-^F(u)f'e'iuP-'(,u+i)i-^du]du, 

f''tf^F{u)du  =  rci), 

|f«5tti»(ii+l)«|  =  0. 

•*• 

Die  Aufgabe,  F{u)  aus  der  Functionalgleichung 

(3)       J^e^F(u)du  =  fix) 
•»I 
za  bestimmen,  wird  für  den  Fall,  dass  f{x)  eine  echt  gebrochene 
Function  ist,  gelöst,  indem  von  der  aus  der  Theorie  der  Gamma- 
fanetionen  bekannten  Relation 


(y>0) 


0 


(+00  ftr  a?<0,  —00  flir  a?>0) 

ausgegangen  wird.  Bemerkenswert  sind  noch  folgende  Hfllfs- 
mittel  zur  Bestimmung  von  F  in  (3),  wenn  f  gegeben  ist.  F  wird 
nach  Abels  Vorgang    „die  Determinante  von  f^  genannt.     Ist 

F(ii)  die  Determinante  von  f(«),  dann  ist  —  \^  die  Deter- 
minante von  (— l)"a?*/'(j?),  wenn 


e«« 


=  0, 
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und  (M—a>"  («—/?)*  F(u)  die  Determinante  von 

Der  Fall,   dass  in  (1)  x  eine  ganze  Function 

i»t,  wird  besonders  bebandelt.  Wenn  6^  =  0  ist,  dann  ist 
das  Supplementintegral  eine  ganze  Function  fi^""  Grades,  deren 
Coefficienten  sieb  durcb  Substitution  in  (1)  mittels  recurrenter 
Gleichungen  bestimmen. 

Ist  \  von  Null  verscbieden,  dann  bat  das  Supplement- 
integral die  Form 

er,»'  xf*"^ 

worin  a^,  ...,  a^.i  sieb  durcb  Goeffioientenvergleicbung  nacb  der 
Substitution  in  (1)  eindeutig  bestimmen  lassen,  %  aber  aus  der 
Differenlialgleicbung 

(a,+ft,a?>"+(a,+6,a?)»'+(a,+6.«)«  =  i*o-(«o«o  +  Ä,«i+flia,) 

zu  bestimmen  ist,  was  direct  mittels  der  Laplace'scben  Metbode 
bewirkt  werden  kann,  bis  auf  einige  Ausnabmefälle,  wo  die 
Transformation  in  (2)  erforderlicb  wird. 

Im  zweiten  Teile  der  Arbeit  wird  eine  Uebersicbt  derjenigen 
Differentialgleicbungen  gegeben,  welche  auf  die  Gleicbungen 

(a,+6,a?+c,aj»)y"+(a,+6,a?)y'+aoy  =  X, 

zurückgeführt  werden  können.  Fflr  die  erste  ist  das  Supplement- 
integral in  der  erwähnten  früheren  Arbeit  dargestellt  worden. 

Hr. 

R.  LiouviLLB.      Sur    quelques    ^quations    diffSrentielles 
non  lin^aires.    J.  de  r£c.  Pol.  Gah.  LVII.  189-260. 

Die  behandelte  Klasse  von  nicht  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  ihr 
allgemeines  Integral  als  eine  lineare  Relation  zwischen  den  will- 
kürlichen Constanten  dargestellt  werden  kann,  deren  Coefficienten 
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die  Variabein  entbaUen.     Eine  Bolcbe  Differentialgleichung  bat 
notwendig  die  Form 

(1)       y"+a,y''+3ay+3fl.y'+a,  =  0, 
worin  o^,  ...,  a^  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  deu  Bedin- 
gungen genQg^d: 

Ä(&-'".-)+i(t-^^+'.-.) 

Die  Yorstebenden  Gleichungen  eonstituiren  eine  Gruppe,  die 
f&r  die  Traosformationeo 

inyariant  bleibt. 

Die  Integration  der  betrachteten  Differentialgleichung  führt 
der  Verfasser  auf  die  eines  Bimultanen  Systems  von  drei  line- 
aren partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zurück, 
die  drei  unabhängige  gemeinsame  Lösungen  zulassen.  Zu  dem 
Ende  wird  in  dem  einleitenden  Teile  ein  solches  System  einem 
eingehenden  Studium  unterzogen,  wobei  u.  a.  die  in  den  G.  B.  Gl. 
(ygL  F.  d.  M.  XVII.  1885.  344)  vom  Verfasser  mitgeteilten  Resul- 
tate bewiesen  werden.  Die  Lösung  des  Systems  lässt  sich  stets 
uf  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  mit  einer  unabhängigen  Variabein  zurückführen.  Mit 
der  DifferentialgleicAung  (I)  ist  die  folgende  adjungirt: 

y"+4,y'-+3.1,y'«+3i*y+i*,  =  0, 
wo 

i,  =  -a..    A,  =  -a.+*^,    A,  =  -«.+*^. 

derart,  dass  mit  der  Integration  der  einen  die  der  anderen  ge- 
geben ist 
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In  dem  Falle,  dass  dieCoefficienten  a^^  •«.,  a^  nur  eine  Variable^ 
etwa  X,  enthalten,  hat  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1) 
die  Form 

wo  m^,  m,,  m,  die  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung  sind,  deren 
Coefficienten  aus  den  a  und  ihren  Ableitungen  rational  zusammen- 
gesetzt sind,  und  die  tp  durch  Quadraturen  erhalten  werden. 
K^J  Hr,,  X,  sind  willktlrliche  Gonstanten.  Diesem  Resultate  wird 
durch  eine  einfache  Transformation  eine  bemerkenswerte  Ver- 
allgemeinerung gegeben.  Endlich  wird  fQr  den  Fall  a^  =  0, 
a^  r=  0,  während  a,,  a,  von  x  und  y  abhängen,  die  vollständige 
Integration  geliefert.  Zum  Schluss  werden  mehrere  Beispiele 
berechnet.  Hr. 


G.  Floqüet.     Sur  une  classe  d'^quations  difförentielles 
Unfaires  non  homogenes.     Ann.  derEc.Norm.  (8)iv.  111-128. 

Die  betrachteten  Differentialgleichungen  haben  die  Form 

in  kürzerer  Bezeichnung 

P(y)  =  iS{x), 

Die  Coefficienten  p,,  .•*,  Pm  sind  eindeutige  periodische  Func- 
tionen von  X  mit  dem  einzigen  wesentlich  singulären  Punkt  a:  =  00 
und  der  Periode  w.  Die  Coefficienten  cSq,  cS, ,  ...,  cS,  sind 
periodisch  „von  der  zweiten  Art",  und  zwar  multipliciren  sie 
sich  mit  einem  allen  gemeinsamen  constanten  Factor  €,  wenn  ic 
sich  um  0)  vermehrt,  im  Übrigen  sind  sie  von  derselben  Eigen- 
schaft wie  die  p.  Diese  Differentialgleichungen  haben  nun,  wie 
der  Verfasser  zeigt,  stets  zum  Integral  einen  Ausdruck  von  der 
Form 

?(«)  =  %o(«)+^Xi(^)  +  --+aj%(a;), 
worin  die  x  von  derselben  Beschaffenheit,  wie  die  cS  sind.     In 
Bezug   auf  den    „Grad^  $  von  ^(x)  gilt  Folgendes.      Hat  die 
Gleichung  P(y)  =  0,  welche,  wie  der  Verfasser  früher  nachge- 
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wiesen  hat  (Ann.  de  rEc.  Norm.  (2)  XII,  F.  d.  M.  XV.  1883. ;279), 
za  Lösungen  doppelt  periodische  Functionen  zweiter  Art  besitzt, 
keine  Lösung  mit  dem  Multiplicator  e,  so  giebt  es  nur  ein  Poly- 
nom ?(a:),  welches  der  Gleichung  (1)  genügt,  und  sein  Grad 
»t  II.  Hat  aber  P(y)  =  0  ju  fundamentale  zum  Multiplicator  e 
^hörige  Lösungen,  so  enthalten  die  Coefficienten  des  Polynoms 
$(x)  linear  fi  willkfirliche  Constanten,  und  ihre  Grade  liegen 
iwischen  den  Zahlen  n  und  n+fi  einschliesslich  der  Grenzen. 
Wie  leicht  ersichtlich,  gehören  zur  betrachteten  Klasse  die  com- 
pleten  linearen  Differentialgleichungen,  in  denen  auf  der  linken 
Seite  ^ie  Coefficienten  constant  sind  und  die  rechte  Seite  ein 
Polynom  darstellt,  multiplicirt  mit  einer  Exponentialgrösse  oder  mit 
einem  Ausdruck  von  der  Form  aco9px  +  b»\npx.  Zum  Schluss 
macht  der  Verfasser  eine  Anwendung  auf  die  Bestimmung  der 
Bahn  eines  Punktes  unter  dem  Einfluss  einer  Centralkrafl,  die 
durch  den  Ausdruck  f(^):r'  dargestellt  ist,  wo  r  die  Distanz 
vom  Centralpunkt,  genommen  als  Pol,  und  &  den  Polarwiukel 
bedeutet  f{&)  wird  als  periodische  Function  mit  der  Periode  2n 
voraasgesetzt,  und  zwar  zuerst  als  ganze  und  dann  als  eine 
rationale  Function  von  sin^  und  cos^.  Hr. 


J.  CoLLBT.     Sur  rint^gration  des  dquations  diff^rentielles 
lin^ires  h  coefficients  constants.     Add.  de  i'Ec.  Norm.  (3) 

129-144. 
Die  Ton  Cauchy  herrührende  allgemeine  Lösung  einer  line- 
aren (reducirten  oder  completen)  Differentialgleichung  mit  con- 
stanten  Coefficienten  mittels  Integration  über  einen  geschlossenen 
umfang  (vgl.  Darb.  Bull.  (2)  III.  311  ff,  F.  d.  M.  XL  1879.  234) 
wird  reproducirt,  und  die  daraus  abgeleiteten  expliciten  Aus- 
drucke, welche  im  Falle  der  completen  Gleichung  eine  einfache  Qua- 
dratur enthalten,  werden  mittels  der -gewöhnlichen  Integrations- 
methoden verificirt.  Hr. 

Oltramarb.      De  rint^gration    des  ^quations  Unfaires  k 

coefficients   constants.     Ab«.  Frao^.  Toulouse.  75-87. 
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W.  W.  Johnson.     Symbolic  treatment  of  exact    linear 
differential  equations.    Amerioan  J.  X.  94-98. 

Den  Differentialausdruck 

(1)        x9[A,+A,xD+A,x'D'+^^']D^9, 

wo   Z>  =  ^   ist,    kann    man    mittels   des   Operationssymbols 

tJ-  =  xD  auf  die  Form 

bringen,  wo  f  eine  ganze  Function  von  d'  bedeutet  Ist  nun  m 
von  Null  verschieden  und  q  eine  ganze  Zahl  kleiner  als  m,  so 
folgt  aus  der  weiteren  Umformung 

dass  der  Ausdruck  (1)  ein  genaues  Differential  ist.  Im  anderen 
Falle  kann  man  stets  eine  Potenz  von  x  finden,  die  al»  Multi- 
plicator  den  Ausdruck  (1)  zum  genauen  Differential  macht  Wenn 
nämlich  d^+q+l  ein  Factor  von  f(^)  ist,  so  dass 

dann  gilt  die  Formel 

Der  Exponent  des  Multiplicators  xp  braucht  also  nur  so  gewählt 
zu  werden,  dass  —  (p-f-j-f-1)  eine  Wurzel  von  f{9)t=z0  ist 
üiernach  kann  man  in  einer  linearen  Differentialgleichung,  deren 
linke  Seite  aus  Aggregaten  von  der  Form  (1)  mit  verschiede- 
nen q  und  m  besteht,  entscheiden,  ob  ein  integrirender  Faetor 
von  der  Form  xp  vorhanden  ist.  Dies  wird  an  mehreren  Bei- 
spielen erläutert  Hr. 

W.  P.  Ermakopp.      Diflferentialgleichungen    erster   Ord- 
nung mit  zwei  Veränderlichen.     Kiew.  Nachr.  (Rossisch.) 

Eine  sehr  klar  abgefasste  und  mit  einer  grossen  Anzahl 
von  Beispielen  versehene  Monographie.  Besondere  Beachtung 
verdient  das  letzte  Gapitel,  welches  die  Transformation  der  Diffe- 
rentialgleichungen  erster  Ordnung   in   neue   Veränderliche  und 
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den  ZosammeDhang  dieser  TransformatioD  mit  dem  integrirenden 
Factor  der  Oifferentialgleiehungen  behandelt  Als  ein  Beispiel 
dieser  Untersuchungen  des  Verfassers  führen  wir  das  folgende 
Theorem  an: 

«Wenn  die  Transformationsformeln 

einer  Differentialgleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0 
eloe  willkürliche  Üonstante  I  enthalten,  welche  in  der  gegebenen 
und  in  der  transformirtem  Differentialgleichung  fehlt,  so  ist 

1 

dt    ^       dt 
der  integrirende  Factor  der  Differentialgleichung.''  Wi. 


R.  LiODviLLE.  Sur  une  classe  d'tJquations  diff^rentielles 
du  premier  ordre  et  sur  las  formations  invariantes  qui 
s'y  rappoi*tent     c.  R.  ov.  460-463. 

R.  LiouviLLB.  Sur  une  classe  d'^quations  diff^rentielles, 
parmi  lesquelles,  en  particnlier,  toutes  Celles  des  lignes 
g^d^siques  se  tronvent  comprises.    o.  R.  ov.  1062-1064. 

Hit  Bezugnahme  auf  eine  frtthere  Note  des  Verfassers  (C.  R. 
6.  sept  1886),  wo  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

0)        »'  +  a,y'  +  3a,y'  +  3a.y  +  a,  =  0 

behandelt  ist   und   zwei  Invarianten   derselben    für   die  Trans- 
formationen 

aB%estellt  sind,  wird  zunächst  bemerkt,   dass  diese  auch  Inva- 
rianten der  Gleichung 

(2)        r"  +  a,  y'*+3a,y  +  3fl,  r  +  a,  =  0 

mi  für  die  Transformationen 
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Bezeichnet  man  mit  «^  eine  Invariante  vom  Qewioht  Jr,  wobei  ^, 
mit  L  in  der  citirten  Mitteilung  identisch  ist,  fio  bestellt  für  jedes 
ganzzahlige  tn  die  Relation 

«2m+I  =  ö,  «2m -1  -  (2»»  ~  ])«2»,-l  [<  +  K^\  —  ^  ^)]- 

Vermittelst  dieser  Reihe  von  Invarianten  kann  man  u.  a.  die 
Frage  nach  den  Bedingungen  beantworten,  unter  welchen  die 
Gleichung  (1)  auf  die  Form 

reducirt  werden  kann  (&  eine  Constante).  Die  Gleichung  (2)  ist 
in  eine  andere  transformirbar,  welche  die  Derivirte  einer  Riccati'- 
schen  ist,  und  daher  integrirbar.  In  der  zweiten  Note  wird  die 
Gleichung 

(4)        »"  +  a,y"  +  3a,y'»  +  3a,y'  +  a,  =  0 
betrachtet,  worin  a,,  a„  ...  beliebige  Functionen  von  x  und  y 
sind.     „Relative  Invarianten^  werden  hier  gewisse  algebraische 
Functionen  der  GoefScienten  und  ihrer  Derivirten  genannt,    die 
bei  den  allgemeinen  Substitutionen 

(5)        X  =  9(0?,,  yj,    y  =  V(^n  Vi) 
sich  mit  einer  Potenz  der  Determinante 

j^  __    dx     ^y    __    9a?     dy 
""    dx^  "öyj         dy^    Sa?, 
multipliciren.     Der  Exponent  von  D  heisst  das  Gewicht  der  In- 
variante.   Ist   das  Gewicht  Null,  so  heisst  die  Invariante  „ab- 
solut".   Aus  einer  Invariante  Vm  vom  Gewicht  m  kann  man  eine 
andere  vom  Gewicht  m4-2  ableiten  vermöge  der  Relation 

wo  Lj  und  L,  gewisse  aus  den  CoefGcienten  und  ihren  Ab- 
leitungen zusammengesetzte  Ausdrücke  sind.  Zwei  von  einander 
unabhängige  absolute  Invarianten  sind  ü^o,  :t>'  und  tjV\it>\. 
Nimmt  man  diese  zu  Variabein  an  der  Stelle  von  x  und  y,  so 
erhält  man  die  Gleichung  (4)  in  einer  „canonischen  Form", 
worin  die  Coefficienten  absolute  Invarianten  sind.  Hierdprch 
kann  man  die  Frage  zur  Entscheidung  bringen,  ob  zwei  Glei- 
chungen von  der  Form  (4)  durch  eine  der  Transformationen  (5) 
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ineiiULDder  fiberfQhrbar  eind,  und  gesetzten  Falls  die  Substitu- 
tionen angeben.  Die  Gleichungen  der  geodätischen  Linien  auf 
beliebigen  Flächen  haben  die  Form  der  Oleichungen  (1).  Bei 
Flächen  von  constanter  Krtlmmung  ist  L^  =s  0,  L,  =  0,  und  man 
erhält  den  Satz,  dass  auf  allen  diesen  Flächen  und  nur  auf 
ihnea  die  geodätischen  Linien  in  die  geraden  Linien  einer 
Ebene  transformirt  werden  können.  Hr. 


W.  W.  Johnson.     Note  on   the   singular  solutions,  etc., 
of   hotnogeneous    differential    equations.      Mess.  (2)  xvi. 

186-188. 

Wird  die  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
für  y  gelöst,  so  folgt  y  =  xq>(p).  Ist  p,  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung p — q>(p)  =  0  und  p,  gleichzeitig  eine  Wurzel  der  Gleichung 
9'(p)  =  0,  so  ist  y  =  pjflc  eine  singulare  Lösung.  Ist  jedoch  a 
eine  Wurzel  von  qp'Cp)  =  0,  aber  nicht  auch  eine  Wurzel  von 
p— ^p(p)  =  0,  dann  ist  y  =  xq>(a)  ein  Ort  für  die  Rückkehr- 
ponkte.  Mehrere  Anomalien  werden  erklärt  und  alle  aufge- 
zählten Eigentfimlichkeiten  durch  die  Differentialgleichung  be- 
leuchtet: 

p\x'--2icy)—2pxy+y*'-2xy  =  0, 

deren  Integral  x^+y* -2c(x  +  y)  +  c*  =  0  ist.        Glr.  (Lp.) 


W.  W.  Johnson.      On   singular  solutions  of  differential 
equations  of  the  first  order.     AnoaU  of  Math.  III.  38-38. 

Eine  klare  Auseinandersetzung  der  Fälle,   die  bei  den  sin- 
gul&ren  Lösungen  der  Differentialgleichung 

worin  f  in  Beziehung  auf  x,  y  einwertig  ist,   auftreten  können. 

Hr. 

W.  W.  Johnson.     On  the  differential  equation 

-^  +  y'  +  Py  +  Q-=0. 

Aonals  of  Math.  lII.  112-115. 
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Die  bekannte  Beziehung  der  angeführten  Gleichung  su  der 
linearen  Gleichung  zweiter  Ordnung 

wird  erörtert  ohne  bemei^enswerte  Ergebniase.  Hr. 


J.  M.  DE  TiLLY.     Recherches  sur  Fintdgration  des  6qua^ 
tions  diffärentielles   Unfaires  du  second  ordre.       Belg. 

M^ni.  C.  XL.  1-98,  Mathesis  YII.  Sappl.  II. 

Wir  geben  im  folgenden  eine  Uebersicht  über  die  zahlreichen, 
vom  Verfasser  in  systematischer  Weise  vermittelst  einer  einzigen 
Transformation  hergeleiteten  Ergebnisse. 

I.  Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

verwandelt  sich  durch  die  Substitution 
in  die  folgende: 


5-='Kr+Kf)'-*f] 


+  [f'hF(f)  +  -^  -  Ä]  +  ''^^' 


Daraus  leitet  man  die  folgenden  Sätze  ab:  Man  könnte 
alle  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  integriren, 
wenn  man  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  y"  ^  Xjr,  wo 
X  eine  Function  von  x  ist,  die  y  nicht  enthält,  herzuleiten  im- 
stande wäre:  1)  aus  dem  als  bekannt  vorausgesetzten  Integrale 
von  y''  =  kXy  (X  enthält  ft,  wenn  k  eine  Buchstaben- Gonstante 
(litt^ral)  ist);  2)  aus  den  als  bekannt  angenonmienen  Integralen 
von  y"  =  Xy  +  Uy^  y"  =  Xy  +  kUy^  wo  U  eine  bestimmte  Func- 
tion oder  eine  Gonstante  ist;  X  enthält  k  und  CT,  wenn  diese 
Grössen  Buchstaben  -  Gonstanten  sind;  3)  aus  dem  als  bekannt 
vorausgesetzten  Integrale  von  y"  =  Jy+F,.  wenn  V  eine  Func- 
tion oder  eine  Gonstante  ist;  X  enthält  F,  wenn  V  eine  Bucb- 
staben-Gonstante  ist 

Der  Verfasser  giebt  hierauf  zahlreiche  Folgerungen  aus 
diesen  Sätzen,  indem  er  zuerst  F,  tp  oder  g  in  besonderen  For- 
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men  annimmt,  dann,  indem  er  F  so  bestimmt,  dass  man  für  eine 
gewisse  Form  Ton  f  die  von  v  auffinden  kann. 

IL  Man  kann  die  linearen  Differentialgleichungen  finden, 
welche  die  Producte  von  je  m  unter  den  Lösungen  einer  anderen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  Lösungen  haben;  man 
kann  auch  das  Integral  der  letzteren  aus  einem  einzigen  be- 
kannten Integrale  der  ersteren  erschliessen.  Anwendung  auf 
die  Fälle  m  =  2  und  m  =  4 ;  im  letzteren  Falle  findet  der  Verf. 
eine  Formel  bezüglich  einer  Transformation  zweiter  Ordnung 
fOr  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung.  Man  kann  auch 
die  lineare  Differentialgleichung  finden,  welche  zwei  gleich  hohe 
Potenzen  zweier  particulären  Integrale  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  als  Lösungen  besitzt. 

III.  Versuch  einer  Reduction  von  y"  =  Xff  auf  ein  System 
zweier  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  um 
die  Lösung  der  ersteren  zu  ermöglichen. 

IV.  Ist  y*  =  fiy,  so  wird  die  Gleichung  y"  =  Xy  zu  m'+w'  =  X. 
Der  Verf.  bemerkt,  man  könnte  diese  integriren,  wenn  das  Inte- 
gral von  «'  +  ©•  =  — X  bekannt  wäre;  er  versucht  zwar  ver- 
gebens, dies  zu  erreichen,  findet  jedoch  dabei  verschiedene  inter- 
essante SpecialBfttze,  indem  er  die  Gleichung  für  u  auf  die  Oestalt 
einer  Clairaut' sehen  bringt,  und  indem  er  dann  ein  Theorem  von 
Hm.  Ob.  Lagrang^  anwendet.  So  reducirt  er  insbesondere  die 
Aufgabe  der  Integration  der  Gleichungen  zweiter  Ordnung  auf 
die  der  Gleichung  «'(v'-f  a;) +  ©'(««' +  a?)  =  0,  wo  o  bekannt  ist. 
Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors  für  die  Gleichung  in 
H  führt  zu  keinem  erwähnenswerten  Ergebnisse. 

V.  Der  Verfasser  versucht  die  Integration  der  Gleichung 
/'  =  yF(x)  durch  bestimmte  Integrale  von  der  Form 


9x 


WO  0,   und  d,    zu   bestimmende  Functionen    von   as  sind.     Der 
Verfasser   bestimmt   den  Wert   des   letzteren   Integrales,    wenn 

Feitaehr.  <L  Math.  XIX.  1.  21 
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VI.  Integrationsversuche  durch  Reduction  auf  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen.    Der  Verfasser  integrirt: 

wo  q>  eine  beliebige  Function  bezeichnet.    Man  könnte  y"=yF(x) 
integriren,  wenn  man  das  Integral  Ton 

du    do        du    dv        ^ 


dx    dy         dy    dx 
zu  finden  imstande  wäre,  wo  v  bekannt  ist  Mn.  (Lp.) 


J.  S.  Gromeka.  üeber  die  nuendlichen  Werte  der  Inte- 
grale der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung«   Kas.  Get.  VI.  14-40.  (Ratsisoh.) 

Geometrische  Betrachtungen   fthren  den  Verfasser  zu  dem 
Resultate,  dass  das  reelle  Integral  der  Gleichung 

^  +  vy=.Q 


dx' 

bei  X  ^  0  nur  dann  unendlich  wird,  wenn  fQr  kleine  Werte 
der  Veränderlichen  v  negativ  bleibt,  und  es  keine  Zahl  «  <c  2 
giebt,  so  dass  kt'  bei  o?  =  0  endlich  ist  Ftlr  unendlich  grosse 
reelle  Werte  der  Veränderlichen  kann  das  Integral  der  Gleichung 
nur  dann  unendlich  werden^  wenn  der  Grenzwert  von  v  negativ 
oder  Null  ist    Am  Ende  wird  die  allgemeine  Gleichung 

behandelt  Wi. 

Wbill.     Sur  une  ^quation  diff^rentielle.    Ncov.  Ann.  (3)  vi. 

204-205 

k^                                                                      k 
Fp  =  aM'H —  genügt  als  Function  von  y  =  «H der 

Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


d*V  dV 


dy*   ^         ■"'    '    "   dy         r    ■    --■  g^ 
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E.  Malo.    Th^or^me  snr  nne  ^quatiou  Unfaire  du  second 

ordre.    Darbooz  Ball.  (2)  XL  16-17. 

Der  bekannte  Satz,  dass  ein  linearer  Differentialaasdruck 
beliebig;er  Ordnnng,  mit  dem  Integral  der  adjungirten  Differential- 
gleichung multiplicirt,  ein  exactes  Differential  wird.         Hr. 


A.  J.  Stodockibwicz.      Ein    Beitrag    zur    Integrations- 
methode der  linearen  Differentialgleichungen   zweiter 

Ordnung.      Krak.  Ber.  XV.  (Polnisch.) 

Es  wird  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(Ij  und  X,  sind  Functionen  nur  von  x)  auf  die  Integration  der 
beiden  simultanen  Gleichungen 

dk 


dx 


dx 
zurfickgefllhrt     In  der  letzten  ist  i  =  y'  +  ky  und  y'  =-^ 

Du. 


P.  FoLDBEBG.     Et  Theorem  om   den  homogene  lineare 
Differentialligning  af  2^*°  Orden.     Zenthen  Tidskr,  (5)  iv. 

81-82.  (1886.) 

In  der  linearen  Differentialgleichung  der  2^  Ordnung 

y"  =  Py'  +  Oy, 

wo  die  Coefficienten  die  folgende  Bedingung  befriedigen: 

sind  die  beiden  particnlären  Integrale 

y,  =  yy     und     y,  =  e  "     •  Gm. 

21* 
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B.  H.  Raü,    R.  Rawson.      Solrition    of   question    8660. 

Ed.  Times  XL VII.  83-84. 

Von  der  Differentialgleichung 

<'+»!)■+ K«'-'»-i-)=<> 

ist  die  singulare  Lösung  aufzusuchen.  Hr.  Rawson,  der  diese 
von  Hrn.  Rau  gestellte  Aufgabe  behandelt,  findet,  dass  die  ge- 
wöhnlichen Methoden  fehlschlagen,  und  ermittelt  durch  eine  be- 
sondere Betrachtung  die  Lösung 

^'  +  »'  =  0, 
eine  Gleichung,  welche  die  von  Hrn.  Rau  angegebene  Eigenschaft 
besitzt,  nämlich  die  HOlIcurve  einer  Schar  von  Kreisen  darzu- 
stellen, die  über  der  Subnormale  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
als  Durchmesser  beschrieben  sind,  deren  Excentricitäten  der  Be- 
dingung e'-f  1  =  0  genügen.  Lp. 


K.  Hkün.  Integration  regulärer  linearer  Diflferential- 
gleichungen  zweiter  Ordnung  durch  die  Kettenbruch- 
eutwickelung  von  ganzen  Aberscben  Integralen  dritter 

Gattung.     Math.  Ano.  XXX.  553-562. 

Die  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  mit  >  end- 
lichen Verzweigungspunkten  und  überall  regulären  Integralen 
können  stets  auf  die  ^reducirte^  Form  gebracht  werden 

(1)      V'(^)  y" + x(^)  y'  +  «3C^)  y  =  0, 

wo 

X  und  cD  ganze  Functionen  bez.  von  den  Graden  t— 1  und  t — 2 
sind.  Von  den  2i— 1  Coefficienten  in  ihnen  sind  die  t  Coef- 
ficienten  von  x  und  einer  von  cu  durch  die  zu  den  endlichen 
Verzweigungspunkten  und  zu  a;  =  oo  gehörigen  Exponenten  be- 
stimmt, die  i'—2  übrigen  Coefficienten  in  &  (a;)  sind  nach  der 
Bezeichnung  des  Verfassers  die  „charakteristischen^  Parameter  der 
Gleichung.  Hier  wird  der  Fall  behandelt,  dass  ein  Fundamental- 
integral  y^  eine  ganze  Function  vom  n^^"  Grade  ist.     Hierzu  muss 
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«(«— 1) +A,  w  +  Ä'a  =  0  sein,  wo  k^  und  fc',  die  Coefficienten  der 
höchsten  Potenzen  bez.  in  x  und  a  sind.  Ausserdem  müssen  die 
charakteristischen  Parameter  noch  gewissen  algebraischen  Glei- 
chungen genügen,  die  zur  vollständigen  Bestimmung  dieser  Para- 
meter ausreichen,  und  für  die  Anzahl  der  ganzen  Functionen  y, 
den  Ausdruck 

(n  +  l)(n  +  2)  ...  (n  +  i~2) 
1.2  ...  (1-2) 

ergeben.  Die  transcendenten  Integrale  y^  liefert  alsdann  die 
Formel 


=»./ 


-dx. 


y? 


In  dem  Falle  y(x)  =  i  _^^(fl   hat  Heine   (J.  für  Math.  LXI.) 

dx 

der  Relation  zwischen  y,  und  y^  eine  Form  gegeben,  von  der 
der  Verfasser  zeigt,  dass  sie  sich  auf  jede  beliebige  ganze  Func- 
tion X  ^^^  Grade  i— 1  ausdehnen  lässt.  Das  Resultat  wird 
folgendermasscn  zusammengefasst :  Besitzt  die  Gleichung  (1) 
eine  ganze  rationale  Function  n^°  Grades  als  Lösung,  dann  ist 
diese  der  «**  Näherungsnenner  der  Kettenbruchentwickelung  der 
Function 

wo 

ist  und  die  Constanten  C^,  . . .,  Ci-.\  derartig  bestimmt  sind,  dass 

die  n  ersten  Partialnenner  des  Kettenbruchs  für  W  linear,    der 

(n+iy*  dagegen  vom  Grade  •— 1  wird.     Ferner   ist  der  zuge- 

\d(x^ 
hörige  Rest  multiplicirt  in    V:  ^    eine   zweite  Lösung  derselben 

Differentialgleichung.     Sind    insbesondere    f)fl\   echte   Brüche, 

so  folgt,  dass  die  zur  Differentialgleichung  gehörige  erzeugende 
Sabstitutionsgruppe  durch  die  Periodicitätsmoduln  gewisser  Abel'- 
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scher  Integrale  und  durch  ganzzahlige  Wurzeln  der  Einheit  bestimmt 
ist  Dadurch  tritt  die  theoretische  Bedeutung  der  Differential- 
gleichung 2^"  Ordnung  hervor,  deren  eine  Lösung  eine  ganze 
rationale  Function  ist.  Die  vorstehende  Untersuchung  war  för 
den  specielleren  Fall 

fJL  ein  echter  BruchJ  in  der  Habilitationsschrift  des  Verfassere 
(Göttingen  1886)  ausgeführt  Hr. 


A.  R.  FoRSYTH.     On  the  Solution   of  Legendre's   equa- 
tion  in  a  particular  case.    Mest.  (*2).xvi.  168-176. 

Der  Verf.  zeigt  einen  Fehler  an,  den  er  in  den  §§93-95 
seines  „Treatise  on  differential  equations^  begangen  hat,  und 
den  er  in  der  gegenwärtigen  Note  berichtigt  Er  betrifft  die 
Lösungen 

^'  ^      2(2fi+3)  ^       ' 

.  -  1,  loc  ^+  ^       X— ^       (n+2)(i»-f  3)C3n-f 4)  

y-iy,log^_j      X  3(2ii+3)  (211+4)    ^ 

der  Legendre'schen  Gleichung  in  dem  Falle,   dass  2ft  eine  un- 
gerade positive  Zahl  ist  61r.  (Lp.) 


L.  Pochhammer,  Ueber  die  DiflFerentialgleichung  der  all- 
gemeineren hypergeometrischen  Reihe  mit  zwei  end- 
lichen ßingulären  Punkten.    J.  ffir  Math.  cii.  76-159. 

Die  hypergeometrischen  Reihen  n^'  Ordnung  mit  den  sin- 
gulären  Punkten  a?  =  0,  1,  oo  sind  Gegenstand  der  Unter- 
suchungen von  Clausen  (J.  für  Math.  III)  sowie  der  Herren 
Thomae  (Math.  Ann.  II,  F.  d.  M.  II.  1870.  122;  J.  für  MatL 
LXXXVII,  F.  d.  M.  XI.  1879.  336)  und  Goursat  (Ann.  de  FEc. 
Norm.  (2)  XII,  F.  d.  M.  XV.  1883.  275;  Acta  Math.  V,  F.  d.  M. 
XVI.  1884.  240)  gewesen.    Sie  genügen,  wie  daselbst  dargelegt 
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wird,  einer  linearen  Differentialgleichung  n^  Ordnung  von  einer 
gewiesen  Beschaffenheit  und  gestatten,  analog  der  Gauss'schen 
Reihe,  eine  Darstellung  durch  ein  (n— l)-faches  bestimmtes  Inte- 
gral. Zweck  der  vorliegenden  Untersuchungen  ist  die  Lösung 
der  erwähnten  Differentialgleichung  durch  (ii--l)-fache  bestimmte 
Integrale  nach  einer  Methode,  welche  nicht  die  vorherige  Ent- 
Wickelung  der  Integrale  in  Reihen  bedingt.  Die  Differential- 
gleichung hat  die  Form 

(1)         x-«(«-l)-^  +  z-»(a,«-6.)  ^  +  ... 

+  x(an^2X—bn-2)  -^  +  (a„-i »— 6,.-i)  -^  +  a.y  =  0. 

Statt  der  2fi— 1  Constanten  a^^  ...,  o»,  6,,  ...,  6«_i  führt  der 
Verfasser  andere  Gonstanten  a^  ...,  a«,  Q^J  ...,  Qn-i  ein,  deren 
Zusammenhang  mit  den  ersteren  durch  die  Identitäten 


^^l(»+^iX»+<>,)...(»+e«-i)=[»].-i+6i[*l.-2+- 


+  a»_,[»],+a». 


gegeben  ist,  indem  die  Coef&cienten  gleich  hoher  Potenzen  von 
s  in  den  Entwickelungen  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  ge- 
setzt werden.  Hierbei  ist  [»],  =ä(ä— 1)  ...  (»  — x  +  1).  Die 
Substitution 

(3)         y  =  /^\f>n^i  - a:)---<-7^-»  Vn^^dVn^l, 

worin  Vn^t  eine  Function  von  Vn^i  allein  ist  und  ^».i,  A|,-.i 
iwei  der  vier  Grössen  0,  1,  oo,  x  bedeuten,  führt  alsdann  zu 
einer  Differentialgleichung  (n — 1)*«'  Ordnung  für  F,-i,  welche 
wieder  die  Form  der  Gleichung  (1)  hat.  Statt  der  daselbst  auf- 
tretenden 2n—3  Gonstanten  fütirt  man  mittels  Identitäten,  die 
denen  in  (2)  analog  gebildet  sind,  die  Gonstanten  a'„  ...,  a!|.i, 
Q\y  ...,  gn^2  ein,  und  dabei  ergeben  sich  zwischen  diesen  und 
den  Gonstanten  a^,  ...,  a»,  ^j,  ...,  Qn-i  die  einfachen  Be- 
ziehungen 

a«  =  a«  — ^*-i  +  1  (x  =  1,  . . .,  »—1), 

Qx  =  Qx  —Qm-i  +  1  (jc  =  l,  . . .,  11— 2). 


328  Vi.  Abschnitt.     Differeotial-  'nnd  lotegralrecbDODg. 

Macht  man  nunmehr  die  genau  nach  dem  Muster  von  (3)  gebil- 
dete neue  Subatitution 


^«-2 

WO  für  ^n-2,  Än-2  zwci  dcr  Grössen  0,  1,  oc,  ©«-1  zu  nehmen 
sind,  so  genügt  Yn-2  als  Function  von  r«_2  einer  Differential- 
gleichung (n— 2)**'  Ordnung  von  der  Beschaffenheit  wie  (1). 
Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  zuletzt  zu 
einer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  wie  (1),  deren 
Lösung  F,  =  (Vj  — l)?«"*'"^  ist.  So  erscheint  die  Lösung  von 
(1)  in  der  Form 

dtn^lj  dVn-2'"J         (Z)(«5,,    ...,    t?„_i,    aj)rfl?,, 

9n-\  9n—2  9\ 

WO 

Als  Grenzen  von  g^y  K  für  die  Integration  nach  t>x  sind  zu 
nehmen,  wenn  x  =  w— 1,  zwei  der  Grössen  0,  1,  oo,  x,  und 
wenn  x  <:  n — 1,  zwei  der  Grössen  0,  1,  oo,  v^^u  Indes  führt 
die  Anwendung  der  Grenze  1  zu  gewissen  Beschränkungen  in 
Bezug  auf  die  Wahl  der  übrigen  Grenzen.  Unter  der  grossen 
2iahl  particulärer  Integrale  von  (1),  die  sich  aus  der  verschie- 
denen Bestimmung  der  Grenzen  ergeben,  sind  diejenigen  hervor- 
zuheben, welche  die  zu  den  syigulären  Punkten  a?  =  0,  1,  oo 
gehörigen  Fundamentalintegrale  („Hauptintegrale")  darstellen. 
Um  diese  zu  erhalten,  gilt  die  Regel,  dass  für  ^,,  A<  entweder 
der  betrachtete  singulare  Punkt  und  die  variable  Grenze,  oder 
die  beiden  übrigen  singulären  Punkte  zu  setzen  sind.  Der  Ver- 
fasser zeigt  ferner,  wie  diese  Hauptintegrale  auf  hypergeometrische 
Reihen  n^""  Ordnung  zurückgeführt  werden  können,  zu  welchem 
Behuf  die  (w— l)-fachen  Integrale  in  andere  transformirt  werden, 
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bei  denen  die  sämtlichen  Grenzen  0  und  1  sind.  Betreffs  der  An- 
ordnung des  Stoffs  in  der  umfaugreichen  Arbeit  sei  bemerkt,  dass 
in  den  ersten  acht  Paragraphen  die  Rechnungen  für  n  =  2,  3,  4 
rollständig  ausgeföhrt  und  gewisse  für  das  allgemeine  Problem 
wichtige  Hülfssätze  entwickelt  werden,  von  denen  hier  die  Zu- 
rSekf&brung  eines  m  fachen  bestimmten  Integrals  auf  das  Product 
von  m  Euler'schen  Integralen  (§6)  hervorgehoben  sei.        Hr. 


W.  W.  Johnson.  On  the  second  Solution  of  tbe  difife- 
rential  equation  of  the  hypergeometric  series,  and  the 
series  for  K\    E\  etc.,  in  elliptic  functions.      Mees.  (2) 

XVII.  35-50. 

Wenn  y  eine  ganze  Zahl  ist,  so  sind^  wie  gezeigt  wird,  die 
beiden  unabhängigen  Integrale  der  Differentialgleichung  für  die 
hypergeometrische  Reihe: 

jf  =  y,  logx 
...y (y-2)l  (y-1)! 

WO 

^)  a.ß  /  l         1         1         1\ 

a(a  +  l)/9(/9+l)/l  111 ^_,  _1 1_\ 

^     1.2.y(y+l)     ^a"^a  +  l"^/?"^/?+l     ^    *      y      (y+l)V 

und  Ty^i  die  Summe  der  ersten  y— 1  Glieder  bedeutet  von 

Die  zweite  Lösung  besteht  also  aus  drei  Teilen,  von  denen  der 
erste  das  Product  der  ersten  Lösung  mit  loga;  ist,  der  zweite 
eine  endliche,  mit  a;«-/'+^  beginnende  und  mit  der  Potenz  a;«"^ 
endigende  Reihe,  und  der  dritte  Teil  die  Nebenreihe  y\  welche, 
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im  übrigen  mit  y^  übereiostimmend,  jedoch  jeden  Coef- 
ficientea  mit  einem  Factor  multiplicirt  enthält  (seinem  sogenannten 
adjungirten),  der  aus  der  Summe  der  positiv  genommenen  reci- 
proken  Werte  der  Factoren  des  Zählers  und  der  negativ  genom- 
menen des  Nenners  besteht. 

Die  Lösung  wird  auf  die  Differentialgleichungen  angewandt^ 
denen  K  und  K\  E  und  £'  etc.  genügen,  und  man  gelangt  so 
zu  den  Entwickelungen  von  K\  E'  etc.  nach  Potenzen  von  Ar. 
Auch  auf  BessePs  Gleichung  wird  sie  angewandt  Gewisse  be- 
sondere Fälle  werden  einzeln  hervorgehoben.  Glr.  (Lp.) 


A.  Markoff.      Sur    requation   diff^rentielle  de  la   s^rie 
hyperg^om^trique  I,  II.    Math.  Add.  X^VIIL  586-693,  XXIX. 

247-258. 

In  der  ersten  Note  werden  alle  Fälle  angegeben,  in  denen 
das  Product  zweier  Integrale  der  Differentialgleichung 

gleich  einer  ganzen  Function  ist;   in  der  zweiten  alle  Fälle,    in 
welchen  obige  Gleichung  ein  Integral  von  der  Form 

oder 

zulässt,    wo   X,   y,  Z    rationale    Functionen    von    x   bedeuten. 
(S.  das  folgende  Referat.)  Hr. 


A.  A.  Markofp.      lieber    die   DifFerentialgleicbung    der 
hypergeometrischen  Reihe.     Chark.  Ges.   ii.   51-62,95-113. 

(Russisch.) 

Es  werden  in  der  ersten  Abhandlung  alle  Fälle  bestimmt^ 
in  welchen  das  Product  irgend  welcher  zwei  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung 
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einer  ganzen  Function  Ton  x  gleich  ist.  Zu  der  Auflösung  dieser 
Aufgabe  bedient  sich  der  Verfasser  der  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung,  ^er  «  =  y,  y,  genügt.  Die  Analyse  fQhrt  zum 
Schlüsse,  dass  das  Product  zweier  Lösungen  der  Differential- 
gleichung der  hypergeometrischen  Reihe  in  den  folgenden  Fällen 
gleich  einer  ganzen  Function  von  x  ist: 

a)   bei  geradem  n: 
1)  «  =  -y, 


3)  a+ß  =  —  11,  y  =  i,  —  i,  —  I,  . . ., 5— 


1 


b)  bei  ungeradem  n: 

A->  «  =  —  Y'  y  ~  *^    "■  *'   •••' 2^yPiP''^i""iP 2~"' 

9v«_ «         _i  1  w  — 2  ,,    .  w— 1 

3)  «+/J  =  —  n,  y  =  i,   -I,  . . .,  -  -^^. 

In  der  zweiten  Abhandlung  werden  alle  Fälle  bestimmt,  in 
welchen  die  Gleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  ein  Inte- 
gral in  der  Form 

Jy'+yy  =  0 

oder 

lulässt,  wo  X,  y,  Z  rationale  Functionen  von  x  sind.        Wi. 


J.  CocKLE.     On  the  equation  of  Riccati.    Lood.  M.  s.  Proc. 

XVIII.  180-202. 

Bezeichnen  f[y^  ^"^J  ^°^  F(^y,  x-r—J  lineare  Differen- 
tialausdrücke  beliebiger  Ordnung  in  y  und  Y  und  sind  q>  und 
(^Ausdrücke   von   der  Beschaffenheit,   dass  0f—q>F=: 


dx 
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dann  heisst  F  eine  Deformation  von  f  (oder  umgekehrt)  und 
£2  =  c  ein  gemischtes  Integral  des  Systems  /",  F. 

(1)         y"  +  py"  +  9!/'  +  ry  =.0 
und 

(2)      r"+py"  +  (?y'+ÄY  =  o 

sind  Deformationen  von  einander,  wenn 

D»  ^  r'  \ 

=  ?-Kp  +  t)'+*7-(''+T-> 

hier  ist  w  =  -^-,     ö)  =  -=-   und 

(3)       fl-c=l(i,'y"-y"r)--i(p  +  ll)y'r-yr 

das  gemischte  Integral.  Die  Integrale  von  (1)  stehen  mit  denen 
von  (2)  und  deren  Ableitungen  in  einfacher  Beziehung.  Setzt 
man 

y  =  e  -^       Ä,      Y  =  e     ^         Z, 
und  fuhrt  die  Bedingungen  für  die  Coeffieienten  ein,   dass  die 
Gleichungen  in  z  und  Z  identisch  werden,  dann  giebt 

vom  Verfasser  Charakteristik  genannt,  nach  Substitution  in  (3)  ein 
erstes  Integral  von  (1).  Indes  gestatten  die  Ausdrücke  von  p  und  q 
als  Functionen  von  r  die  vollständige  Integration  von  (1).  Der 
Verfasser  behandelt  darauf  insbesondere  die  Gleichungen 

(5)      v"  +  (^  -  x)  F"-(^  +  4)  y '  +  A  r  =  0, 

die  Deformationen  von  einander  sind.  Die  Integration  der  letz- 
teren hängt  mit  der  der  Riccati'schen 


? 
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xQsammen.  Aus  (4)  und  (5)  erhält  man,  indem  man  ty^— 1  für 
X  substituirt  und  dann  t  durch  x  ersetzt,  zwei  neue  ^correlate'' 
Gleichungen.  Nennt  man  zwei  von  der  Lösung  x^  unabhängige 
Integrale  von  (4)  n^  v  und  diejenigen  von  ihrer  correlaten,  die 

ebenfalls  x'  zur  Lösung  hat,  u^  t>,  so  ergeben  sich  zwischen  den 

11  Grössen  ii,  u  und  den  „Synthemen" 

-    ii('->MW  +  t?C'-)t>(')  (r,  *  =  0,  1,  2) 

10  homogene  Gleichungen,  aus  denen  die  Verhältnisse  der  Un- 
bekannten bestimmt  werden  können.  Der  Verfasser  führt  diese 
Bestimmung  nicht  aus,  sondern  begntlgt  sich  mit  Aufstellung  der 
Gleichungen  und  fügt  noch  einige  Bemerkungen  hinzu,  die  dar- 
auf hinzielen,  die  genannte  Bestimmung  zu  erleichtern. 

Hr. 


J.  CocKLE.     Second   addendum  on  the  relations  of  cer- 

tain    Symbols.      Quart.  J.  XXII.  270. 

HinzufÜgung  eines  dem  Verfasser  seitens  des  Herrn  Rawson 
zugegangenen  neuen  Beweises  des  Theorems  II  in  der  citirten 
Arbeit  (s.  F.  d.  M.  XII.  1880.  268).  Hr. 


L.  W.  Mkkch.     Integration  of  Riccati's  equation.     AnnaU 

of  Math.  III.  47-49. 

Bildet  zu  der  Arbeit  des  Verfassers  in  den  Ann.  of  Math. 
I.  97-103  (F.  d.  M.  XVL  1884.  290)  einen  Nachtrag,  worin  die 
dort  entwickelten  Reihen  in  bestimmte  Integrale  umgeformt,  und 
die  Lösungen  durch  Kettenbrflche  mit  den  bezüglichen  Resultaten 
des  Herrn  Boole  in  seinen  Differential  equations  verglichen 
werden.  Hr. 

Stbnberg.      Sur    un   cas  special   de  r^quation  diflfören- 
tielle   de    Lamd      Acta  Math.  X.  339-348. 

Die  von  Herrn  Hermite  in  seiner  Abhandlung  ^Sur  quelques 
appiieatioBs  des  fonctions  elliptiques**  angegebene  Methode  zur 
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Integration  der  Lam^'schen  Gleichung 

y"  -  [«(w  +  l)fc'8n»a?  +  ft]y  =  0 
ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  daselbst  als  einfaches  Ele- 
ment dienende  Function  f(x)  keinen  Pol  hat  Dies  tritt  im  be- 
sonderen stets  ein,  wenn  der  Gleichung  durch  die  speciellen 
doppelt- periodischen  Functionen  zweiter  Art  genügt  wird,  die 
Herr  Mittag-Leffler  in  den  C.  R.  XC.  177  ff.  (F.  d.  M.  XII.  1880. 
361)  behandelt  hat.  Diese  sind  dadurch  charakterisirt^  dass  die 
Multiplicatoren,  die  sie  beim  Zuwachs  des  Arguments  um  die 
Perioden  2JSr,  2iK'  empfangen,  von  der  Form  c^',  e**'^'  sind. 
Der  Verfasser  entwickelt  die  Bedingung  daftlr,  dass  die  Lamö'- 
sehe  Gleichung  durch  eine  Function  der  betrachteten  Art  inte- 
grirt  wird,  und  stellt  den  Integralausdruck  dar.  Als  einfachee 
Element  wendet  er  die  Function 


f^^^  =  (-^ +'''>''-'" 


an.  Die  fragliche  Bedingung  erscheint  in  der  Form,  dass  2' 
neben  der  yon  Herrn  Mittag  -  Leffler  1.  c.  ftlr  sie  aufgestellten 
Bedingungsgleichung  noch  einer  zweiten  gentigen  muss.  Die 
Elimination  yon  X^  ergiebt  die  Werte  von  hj  für  welche  die 
Lam^'sche  Gleichung  die  specielle  Art  von  Integralen  hat  Wie 
die  darauf  folgenden  Anwendungen  zeigen,  muss  n>S  sein, 
ftlr  n  =  3  und  n  =  4  werden  die  Gleichungen  explicite  gegeben. 
Ihre  Anzahl  ist  im  ersten  Falle  2,  im  zweiten  Falle  3. 

Hr. 

G.  Pick,  üeber  die  Integration  der  Lam^'schen  DifiFe- 
rentialgleiehung.  Wieo.  Ber.  xcvi.  872-890. 
Die  Arbeit  bezweckt,  an  der  Lam^'schen  Differentialgleichung 
die  Vorteile  zu  zeigen,  welche  die  Verwendung  der  Methoden  der 
Invariantentheorie  auch  für  die  Integration  von  Differential- 
gleichungen mit  sich  bringen  kann,  indem  dadurch  ermögliebt 
wird,  die  Integrale  jener  Gleichung  in  expliciter  Form  aufzu- 
stellen. Der  Grundgedanke  ist,  die  Integrale  von  Differential- 
gleichungen selbst  als  transcendente  Covarianten  einer  gewissen 
Grundform    (hier    einer    Form     vierten    Grades)    aufzufassen, 
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wobei  es  nötig^  wird,  allgemeine  Sätze  und  Regeln  aufzustellen, 
nach  denen  sich  die  symbolische  Rechnung  mit  homogenen  Func- 
tionen, die  nicht  rational  und  ganz  sind,  zu  richten  hat.  Für 
die  hierzn  nötige  Uebertragung  der  fundamentalen  Bildungen 
der  gewöhnlichen  luTariantentheorie  auf  solche  Functionen  tritt 
gerade  bei  denjenigen,  die  von  positivem  ganzzahligem  Orade 
sind,  die  Schwierigkeit  ein,  dass  wegen  der  Differentiations- 
proeesse,  durch  welche  diese  Bildungen  (Polaren  und  Ueber- 
schiebungen)  definirt  werden,  die  einfache  Uebertragung  nur  bis 
zu  einer  gewissen  Grenze  möglich  ist  Ueber  die  Art,  wie  die 
erwähnte  Schwierigkeit  überwunden  wird,  ist  auf  das  Original, 
iosbesondere  auf  §  2  der  Arbeit  zu  verweisen.  Auch  verspricht 
der  Verfasser  demnächst  auf  die  Formen,  die  sich  durch  gewisse 
Systeme  von  fundamentalen  Relationen  als  transcendente  Gova- 
rianten  manifestiren,  in  allgemeiner  Ausführung  zurückzukommen. 

Hr. 

E.  GoüRSAT.  Recherches  sur  les  integrales  alg^briques 
de  l'^quation  de  Kummer.  Journ.  de  Math.  (4)  iii.  255-305. 
Die  rationalen  Integrale  der  Kummer'schen  Gleichung  sind 
der  Gegenstand  früherer  Arbeiten  des  Verfassers  gewesen.  (C. 
R.  XCVIII  und  Math.  Ann.  XXIV,  s.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  269.) 
Inzwischen  hat  Herr  Papperitz  in  seiner  Habilitationsschrift  (F.  d. 
M.  XVIII.  1886.  434)  die  algebraischen  Integrale  der  nämlichen 
Gleichung  untersucht  und  ist  zu  einer  Verallgemeinerung  der  Resul- 
tate des  Herrn  Goursat  gelangt.  In  der  vorliegenden  Arbeit 
wird  dasselbe  Problem  wieder  aufgenommen.  Jedem  algebrai- 
schen Integral  einer  Eummer'schen  Gleichung  entspricht  ein 
System  von  Lösungen  gewisser  von  Herrn  Papperitz  aufgestellter 
Gleichungen  und  Ungleichungen  in  positiven  ganzen  Zahlen. 
Der  Verfasser  stellt  sich  die  Frage,  ob  umgekehrt  jedem  System 
Yon  Lösungen  ein  algebraisches  Integral  der  Eummer'schen  Glei- 
chung entspricht,  und  beantwortet  sie  im  verneinenden  Sinne. 
Des  weiteren  wird  gezeigt,  wie  man  jedesmal  durch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Versuchen  für  eine  gegebene  Lösung  über  die 
Existenz  eines  zugehörigen  Integrals  entscheiden  kann.    Als  be- 
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sonders  interessant  wird  der  Fall  betrachtet,  wo  in  den  beiden 
hypergeometrischen  Differentialgleichungen,  zwischen  deren  un- 
abhängigen Variabein  x^  y  die  Eummer'sche  Gleichung  statt  hat, 
X  und  y  eindeutige  Functionen  des  Quotienten  zweier  Integrale 
der  bezüglichen  hypergeometrischen  Gleichungen  sind,  x  und  y 
sind  dann  Fuchs'sohe  Functionen,  und  man  hat  hier  also  einen 
besonderen  Fall  des  allgemeinen  Problems  der  algebraischen 
Transformation  zweier  Fuchs*schen  Functionen.  Ist  die  Existenz 
der  algebraischen  Beziehung  nach  dem  Vorigen  erkannt,  so  wer- 
den für  die  Bestimmung  der  Relation  selbst  Methoden  angegeben, 
falls  ihr  Geschlecht  Null  oder  1  ist.  Der  letzte  Teil  enthält  den 
Beweis  des  folgenden  allgemeinen  Theorems.  Ist  eine  lineare  homo- 
gene  Differentialgleichung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  und 
nur  regulären  Integralen  so  beschaffen,  dass  jedem  Werte  des 
Quotienten  zweier  unabhängigen  Integrale  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Werten  von  x  entspricht,  so  kann  man  die  betrachtete 
Differentialgleichung  stets  durch  eine  rationale  Substitution  aus 
einer  anderen  Differentialgleichung  2'"  Ordnung  hervorgehen 
lassen,  in  der  die  unabhängige  Variable  eine  eindeutige  Func- 
tion des  Quotienten  zweier  Integrale  derselben  ist.  Von  diesem 
Satze  wird  u.  a.  eine  Anwendung  gemacht  auf  die  Reduction 
gewisser  Aberscher  Integrale  auf  elliptische.  Die  Resultate 
stimmen  mit  denen  überein,  die  Herr  Koenigsberger  im  J.  für  Math. 
LXXXVI.  (F.  d.  M.  XL  1879.  305)  veröffentlicht  hat.        Hr. 


P.  Painleve.     Sur  les  ^quatious  diflf^rentielles  lineaires 
du  troisifeme  ordre,    c.  B  civ.  1829-1832. 

P.  Painleve.     Sur  les  äquations  diflf^rentielles  lineaires. 

C.  R.  CV.  58-61. 

In  der  ersten  Note  behandelt  der  Verfasser  die  algebraische 
Integrirbarkeit  der  linearen  Differentialgleichungen  3^  Ordnung 
mit  rationalen  (Toefficienten.    Sei 

(1)        y'"  +  V'+6y'  +  cy  =  0 
eine  solche,    so   existiren  für  sie  zwei  Invarianten,    welche   die 
Verhältnisse  /,  u  von  drei  linear-unabhängigen  Integralen  y,,y,,  y. 
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and  die  Deriyirten  von  tj  u  bis  zur  vierten  Ordnung  enthalten. 
Diese,  als  Function  der  Coefficienten  a,  6,  c  ausgedrückt,  ergeben 
ein  System  von  Gleichungen  fOr  /,  u,  dessen  Integral  ebenfalls 
algebraisch  sein  muss.  Die  Werte  eines  Systems  ((,  u)  fOr  einen 
gegebenen  Wert  von  x  bilden  alsdann  eine  endliche  Gruppe  (a) 
Ton  linearen  Substitutionen,  und  es  giebt  zwei  Fundamental- 
invarianten  dieser  Griippe  g>(tj  ti),  ^(<,  «),  welche  rationale  Func- 
tionen von  X  sind,  q>  =  P(^)i  ^  =  0(*)-  Das  Gleichungs- 
Bystem  für  /,  u  kann  nunmehr  in  ein  solches  für  P,  Q  trans- 
formirt  werden,  die  ein  System  von  rationalen  Integralen  zulassen. 
Sind  diese  und  somit  f,  u  bekannt,  so  erhält  man 

y  =  C(r'tt' -«'«")"*  u"*-^"*^. 
Damit  also  das  Integral  von  (1)  algebraisch  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend:  1)  dass  a  die  logarithmische  Ableitung  einer 
rationalen  Function  sei,  2)  für  eine  Gruppe  (a)  die  Gleichungen 
in  P,  0  ein  System  rationaler  Integrale  zulassen.  Man  kann 
darch  eine  begrenzte  Zahl  von  Operationen  erkennen,  ob  das 
Integral  von  (1)  einer  gegebenen  endlichen  Gruppe  entspricht. 
Eine  besondere  Betrachtung  erfordert  der  Fall,  wo  die  Gruppen 
analog  den  Gruppen  des  Dieders  sind.  In  diesem  Falle  lässt 
sieh  die  Gleichung  (1)  auf  Quadraturen  zurückführen,  wie  in 
der  zweiten  Note  nachgewiesen  wird.  Daselbst  wird  auch  die 
Anwendung  der  vorhergehenden  Methode  auf  lineare  DiflFeren- 
tialgleichungen  beliebiger  Ordnung,  sowie  auch  auf  simultane 
lineare  partielle  Differentialgleichungen  gezeigt,  unter  der  Vor- 
aossetzung,  dass  die  Integrabilitätsbedingungen  erfüllt  sind. 

Hr. 

L.  Schlesinger.  Ueber  lineare  homogene  Differential- 
gleichungen vierter  Ordnung,  zwischen  deren  Inte- 
gralen homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades 

bestehen.      Dies.  Borlin.  43  S.  4^ 


•w 


P.  S.  Florow.     Ueber  die  Gleichung  -r^r  =  «^  •  ««^ 

Chark.  Ge0.  IL  81-104.  (Rassisch.) 

Fortveltr.  d.  Math.  XIX.  1.  22 
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Die  Reihe  2!  --rzr  \  p^.  i    >  J  ^^^  convergent  für  alle  reellen 

Werte   von  §   und  definirt  eine  Function  Wr(e^)   von  |;    diese 
Function  genügt  der  Gleichung 

Mithin  wird  das  allgemeine  Integral  von  (1)  dargestellt  durch 

Die  Gleichung  (1)  kann  als  die  Grenze  von 

rf»fi  * 


(2)  -3-^  =  ^"^*« 


für  fc  =  0  betrachtet  werden.  Die  Integrale  der  Gleichung  (2) 
und  somit  auch  der  Gleichung  (1)  sind  auch  in  der  Form  be- 
stimmter Integrale  darstellbar.  Dies  geschieht,  indem  sich  der 
Verfasser  der  Formeln  LettnikoflTs  bedient.  Wi. 


V.  Jamkt.      Sur    une    certaine    ^quation    diff^rentielle. 

CR.  CIV.  844-846. 

Betrachtet  man  unter  den  Curven,  welche  durch  eine  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung 


f('.».^.   ^)  =  o 


dx  dx' 

repräsentirt  sind,  diejenigen,  die  durch  einen  festen  Punkt  P  mit 
den  Coordinaten  x^  y  gehen,  so  ist  der  Ort  ihrer  RrQmmungs- 
mittelpunkte  in  diesem  Punkte  durch  die  Gleichung 

gegeben,  wo  mit  ^,  rj  die  Coordinaten  der  Erümmungsmittel- 
punkte  bezeichnet  sind.  In  dem  Falle,  dass  die  vorstehende 
Gleichung  vom  dritten  Grade  in  Bezug  auf  |,  ly  ist,  leitet  der 
Verfasser  aus  den  Eigenschaften  der  sie  darstellenden  Curve 
einige  Eigenschaften  des  entsprechenden  durch  den  Punkt  P 
gehenden  Curvenbüschels  ab.  Hr. 
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E.  PiCARD.      Sur   une  classe    d'dquations   difförentielles. 

C.  R.  CIV.  41-43. 

Der  Verfasser  untersucht  die  Differentialgleichung 

(1)      Ky,  y',  . .  M  y^"')  =  o, 

worin  die  unabhängige  Variable  x  nicht  vorkommt  und  f  ein 
Polynoai  bedeutet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  allgemeine 
Integral  eine  eindeutige  Function  von  x  ist  Die  Relation  (1) 
ist  dann  durch  eine  eindeutige  umkehrbare  Substitution  (Sub- 
stitution uniforme),  die  einen  willkürlichen  Parameter  enthält, 
in  sich  transformirbar.  Im  Falle  m  =  1  ist  diese  Transformation 
birational,  im  allgemeinen  Falle  nicht.  Die  nächste  Aufgabe  ist 
daher,  zu  erkennen,  wann  die  Substitution  auch  für  m  >  1  bi- 
rational ist.  Die  Gleichung  ist  dann,  wie  der  Verfasser  bemerkt, 
ToUständig  integrirbar,  und  das  allgemeine  Integral  eine  in  der 
ganzen  Ebene  definirte  Function.  Abgesehen  von  diesem  beson- 
deren Falle  ist  das  allgemeine  Integral  nur  in  einem  Teil  der 
Ebene  definirt,  derart,  dass  dieser  Teil  von  einem  Integral  zum 
andern  mit  den  willkürlichen  Constanten  variirt.  Ueber  seine 
Behandlungsweise  des  Problems  giebt  der  Verfasser  zum  Schluss 
eine  kurze  Andeutung,  indem  er  sich  auf  die  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  beschränkt.  Hr. 


L  AüTONNE.  Sur  une  repr^sentation  g^om^trique  dans 
lespace  des  integrales  de  T^quation  f\i,  17,  -^)  =  0. 

C.  R.  CV.  850-854. 

L.  AüTONNE.  Sur  Papplication  des  substitutions  qua- 
dratiques  erdmoniennes  k  riiitögration  difF^rentielle  du 
premier  ordre.     0.  R.  CV.  929-932. 

Die  Gleichung 

(1)       m  V.P)  =  0 

geht  durch  die  birationale  Substitution 

22* 
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oder  reciprok: 

^  2x  2  2y 

in  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  s  über,  die  eine  Fläche  S  dar- 
stellt, und  die  Gleichung  p  =  -~  in  da-\-ydx'-'xdy  =■  0,  so  das» 

die  Integrale  der  Gleichung  ^fl,  ly,  "j[t")  =  0  geometrisch  durch 

Curven  auf  der  Fläche  S  repräsentirt  werden  können.  Ihre  Diffe- 
rentialgleichung lautet,  wenn  man  in  der  j?y- Ebene  die  Polarcoordi- 
naten  einführt:  da^r^d&  =  0.  Ist  demnach  S  eine  Rotationsfläche 
um  die  Z-Axe,  z  =  qp(r),  dann  ist  die  letztere  Gleichung  und  somit 
auch  die  vorgelegte  Gleichung  (1)  durch  Quadraturen  integrirbar. 
In  der  zweiten  Note  wird  gezeigt,  dass  die  auf  (1)  angewandte 
Gremona'sche  quadratische  Substitution  auf  eine  lineare  Substitution 
der  homogenen  Coordinaten  der  entsprechenden  Punkte  auf  S 
zurückkommt,  so  dass  die  Theorie  der  quaternären  Formen  fQr 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  nutz- 
bar gemacht  werden  kann.     Als  Beispiel  wird  die  Gleichung 

gewählt,  wo  tp  ein  Polynom  2^"  Grades  bedeutet  Hier  kann 
im  allgemeinen  die  Fläche  S  mittels  der  Cremona*schen  Trans- 
formation in  eine  Rotationsfläche  verwandelt  und  somit  die 
Gleichung  t//  =  0  nach  dem  Obigen  vollständig  integrirt  werden. 

Hr. 


II.  LE  Pont.     Note  de  calcul  integral.      Teixeira  J.    viii. 

175-182. 

Eine  Untersuchung    über   die   Integration    der    Differential- 
gleichungen 

dyt  =  (^  1  Vi  4-  ^,  2  J/a)  dx,  +  (6, ,  y,  -f  6„  y,)  dx,, 
wenn  die  Coefficienten  a  und  b  beliebige  Functionen  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  .r,   und  x,  sind.  Tx.  (Hch.) 
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W.  Heymann,  Ueber  lineare  sitnultaue  Differentinl- 
gleichungen,  welche  durch  hypergeomet)  ische  Func- 
tionen   iutegriit    werden    können.     Schl5milch  Z.    XXXli. 

176-182. 

Das  System 

(a  +  bx+cx')^  +(a,  +  b,x)y^  +  (c,+d,x)y,  =  0 
inrird  auf  das  folgende 

(x-E,)-^+o,»,+i?.»,  =0, 

dz 

zarfickgef&hrt,  worin  E^  und  E,  die  Wurzeln  der  Gleichung 
a  +  bx  +  cx^  =  0  bedeuten  und  a,,  ...,  ß^  bestimmte  Constanten 
sind.  Die  Elimination  einer  der  abhängigen  Variabein  is^  js, 
fthrt  unmittelbar  zu  einer  hypergeometrischen  Differentialglei- 
chung 2*^  Ordnung.  Die  Fälle  E,  =  ß^,  c  =  0  und  fc  =  0, 
c  =  0,  auf  welche  die  vorstehende  Transformation  nicht  anwend- 
bar ist,  werden  durch  besondere  Reductionen  erledigt.       Hr. 


G.  W.  Hill.      On    diflFerential    equations    with   periodic 

Integrals.       ADnals  of  Math.  m.  145-153,  Wash.  Ball.  X.  100-101. 

Das  System  von  Differentialgleichungen 

dx  dx^  . 

hat  zum  Integral 

dx  r  dx 


t 


J      i/o  /^rz-Nj-    X    n       J 


V2/f(x)dx+C     ^   V^ 

1  habe  die  reellen  Wurzeln  x  —  b  und  «  =  c  und  sei  zwischen 
h  und  e  positiv,  dann  wird  x  während  der  ganzen  Bewegung 
zwischen  den  Grenzen  b  und  c  continuirlich  hm  und  her  schwin- 
gen, falls  der  Anfangswert  von  x  in  diesem  Intervall  liegt.    Es 
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handelt  sich  nun  um  die  Darstellung  von  x  als  periodische  Func- 
tion von  /.     X  wird  in  der  Form 

(6— a;)(c-a?) 

angenommen,  'und  durch  die  Substitution 

X  =  a(l— ccosu),     wo     o  =  — ^ — ,      e  =  -r- — , 

erhält  man 

/  +  c  =  /  Rdu. 

R  als  periodische  Function  von  ti  kann  in  die  Reihe  entwickelt 
werden 

R  =  — (1+^1  cosw-h  2a,  co82i*  +  3a,  cosSii -[-•••), 

und  so  ergiebt  sich 

(1)        w(<+c)  =  fi  +  a,  sintt  +  a,  sin2ii4-ö,  sinSw  H . 

Die  Aufgabe  ist  nun,  diese  Reihe  umzukehren,  allgemeiner:  eine 
gegebene  Function 

U  =  P(x,  ar,),     (x  =  a(l-c cos«),    a?,  =  ^^^°") 

als  Function  von  ( in  einer  periodischen  Reihe  darzustellen.  Das 
geschieht,  statt  nach  der  Lagrange'schen  Methode,  mittels  be- 
stimmter Integrale  nach  dem  Fourier'schen  Theorem.  Die  ge- 
suchte Reihe  sei 

'    U==\ßo  +ß,  COSe  +  /J,  C082^  + A  cosS?  +  ..., 

wo 

dann  ist 

inßi  ^f"  l^cost5d£== 

0 

/^(  Aßsinu) 

F|a(l— ccosii),  — ^ — j[l4-ajCOSM-f2a,cos2i/  +  —]co8t^di/, 

0 

wo  f  durch  die  Reihe  (1)  als  Function  von  u  gegeben  ist.  Der 
Verfasser  giebt  noch  eine  andere  Entwickelung  mittels  Anwen- 
dung von  Besserschen  Functionen.    Im  zweiten  Teile  der  Arbeit 
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wird  eioe  Anwendung  gemacht  auf  die  Bewegung  eines  Systems 
TOD  Punkten  unter  der  Einwirkung  von  Centralkräften ,  deren 
Potential  eine  Function  der  Summe  der  Quadrate  der  Fahr- 
strahlen ist.  Hr. 


G.  Darboux.     Sur  la  r^solntion  de  T^quation 

dx'  +  dy^  +  dz'  =  ds' 
et  de  quelques  ^quations  analogues.     Journ.  de  Math.  (4) 

III.  305-325. 

Die  betrachteten  Differentialgleichungen  haben  die  Form 

(1)        f(dx„  di?3,  ...,  dxn)  =  0, 

worin  f  eine  beliebige  homogene  Function  mit  constanten  Coef- 
ficienten  bedeutet.  Das  Problem  ihrer  Integration  wird  so  ver- 
standen^ dass  die  allgemeinsten  Ausdrücke  fhr  x^y  ...,  x„  als 
Functionen  eines  Parameters  t  gefunden  werden  sollen,  die  der 
Gleichung  genügen,  ohne  dass  diese  Ausdrücke  mit  Integral- 
zeichen behaftet  sind.  Es  seien  a^  a,,  ...,  On-i  beliebige  Func- 
tionen Ton  ij  der  einzigen  Bedingung  unterworfen,  der  Gleichung 

f(a,,  a„  .    .,  a«_i,  0  =  0 

zu  genügen.  >l,,  A^,  ...,  >l„-i  seien  die  Coefficienten  von 
(I,,  ...,  ff«-i  in  der  Determinante 

da,  dOn-x 

U  eine  willkürliche  Function  von  /.  Löst  man  das  System  von 
«— 1  Gleichungen 

"rf?"  =  *''dF  +  "'  +  ^"-'~d<^  (ft  =  0,  l,...,n-2) 

nach  6,,  ...,  K-i  auf,  dann  stellen  die  Ausdrücke 


Xn    = 


db.         db^  dbn 


da^  ~~  da,  don  ' 

a?,  =  a,a?„— fep     x,  =  a^Xn—b,^     .  .  .,     Xn-\  =  a,-!  o:«  —  ^n-i, 

enthaltend  die  willkürliche  Function  U  und  ihre  n  —  \  ersten  Ab- 
leitungen,   die    gesuchte    Lösung    dar.      Die    Bestimmung    der 
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Grössen  b  setzt  voraus,  dass  die  Determinante 

^±^'■57 dF^ 

von  Null  verschieden  ist.  Dieselbe  verschwindet  jedoch  nur 
dann,  wenn  zwischen  den  x  lineare  Relationen  mit  constanten 
Coefficienten  bestehen.  Man  eliminirt  in  diesem  Falle  eine  ge- 
wisse Anzahl  der  Grössen  x  und  hat  dann  eine  Gleichung  der 
nämlichen  Form  wie  (1)  mit  weniger  Variabein  aufzulösen.  Die 
allgemeine  Methode  wird  auf  die  Gleichungen 

dx""  +  dy'  =  ds\     dx^  +  dy'  +  rf»'  =  ds^ 

angewandt,  und  die  Resultate  werden  geometrisch  interpretirt. 

Hr. 

C.  GuiCHARD,     Sur  la  rösolution  de  T^quation  aux  diff^- 
rences    finies    G{x+l)'-'G(x)  =  H{x).     Ann.  de  r6c.  Norm. 

(3)  IV.  361-380. 

Von  der  vorstehenden  Gleichung  ist  das  endliche  Integral 
leicht  zu  finden,  wenn  H(x)  ein  Polynom  ist.  Hier  handelt  es 
sich  um  den  Fall,  dass  H  eine  beliebige  transcendente  ganze 
Function  ist.  Der  Verfasser  weist  nach,  dass  es  dann  stets  eine 
andere  ganze  Function  G  giebt,  die  obiger  Gleichung  genügt. 
Hierzu  bildet  er  mit  Hülfe  eines  bestimmten  Integrals  mit  ver- 
änderlichem Parameter  eine  Function,  die  jener  Relation  genügt, 
aber  Unstetigkeitslinien  besitzt;  indem  dann  diese  Discontinuitäten 
zum  Verschwinden  gebracht  werden,  gelangt  man  zum  gesuchten 
Resultat.     Die  Lösungen  der  Gleichungen 

G(x+a))-'G{x)  =  H(x) 

und 

aG(x-\-l)  +  bG(x)  =  H(x) 

lassen  sich  unmittelbar  auf  den  vorhergehenden  Fall  zurück- 
führen.    Die  Gleichung 

(1)         a^G(x+n)-\-a,G(x+n-l)  H h  anG(x)  =  H(x) 

wird  mit  Hülfe  der  n  Gleichungen 

G(x+\)-^X,G(x)  =  G,(x),     G,(ix+\)-l^GXx)  =  G,(x),  ..  ., 

Gn-t(x+l)^l,Gn-i(x)  =  H(^x) 
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aafgelöst,  worin  k^,  A,,  ...,  Xn  die  Wurzeln  der  Gleichung 

a„  +  an-ii  +  a«-2i'  + h  a^A"  =-•  0 

sind.  Ist  eine  Lösung  gefunden,  dann  erhält  man  alle  anderen 
durch  HinzufQgung  des  allgemeinen  Integrals  derjenigen  Glei- 
chung, die  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  man  H  =  0  setzt.  Dasselbe 
ist  bereits  von  den  Herren  Picard  und  Floquet  bei  Gelegenheit 
ihrer  Untersuchungen  der  eindeutigen  Integrale  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen mit  periodischen  Goefficienten  angegeben  wor* 
den.     Der  Verfasser  betrachtet  alsdann  das  System 

a.  G(x'hnw)  +  a,  G(x  +  (n—  1)  w)  H +  anG(x)  ==  B(x), 

6^G(a?+mce>')+  ^ö(aj  +  (ot— l)w')  -1 \-  b„,G(x)  =  ff,(^). 

Hier  müssen  B  und  H^  einer  gewissen  Relation  genügen.  Ist 
diese  erfüllt,  so  haben  die  Gleichungen  im  allgemeinen  nur  eine 
ganze  Lösung.  Hierzu  sind  noch  die  meromorphen  Lösungen 
der  Gleichungen  hinzuzufügen,  die  aus  (2)  hervorgehen,  wenn 
die  rechten  Seiten  gleich  Null  gesetzt  werden.  Diese  Gleichungen 
sind  ebenfalls  bereits  von  den  Herren  Picard  und  Floquet  be- 
handelt worden.  Zum  Schluss  behandelt  der  Verfasser  noch 
die  Gleichung 

^(^+1)  _  „,  . 


(2)  { 


and  das  Svstera 


Hr. 
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Partielle  Differentialgleichungen. 

D.  Besso.      Di  alcnne   equazioni   alle  derivate    parziali 

del   prim'   Ordine.      Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  III,.  158-160. 

Sind  s,,  s,,  . . .,  s,  n  particuläre  Lösungen  der  Gleichung: 
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wo  Py^   R  Functionen  der  Variabein  a?,,  a?„  ..  .,  Xn  bezeichnen, 
80  kann  jede  Lösung  z  dieser  Gleichung  bekanntlich  die  Form: 

annehmen,  wo  F  eine  willkfirliche  Function  ist.    Sind  desgleichen 
n+1  bezw.  n-\-2  Lösungen  von: 


oder  von: 


(2)     ip.-^  =  oa+Ä, 


(3)       £P,^  =  L2'  +  0a  +  Ä 


bekannt,  und  setzt  man  im  ersten  Falle: 

im  zweiten  Falle: 

'^(a-a,)(s,-s,)'      ''-'&(,,^.,-»,)  (»,_»,)' 

SO  ist  jede  andere  Lösung  z  mit  denselben  durch  die  Relation: 

<  =  F(/„  /„  ...,  tn^x) 

verbunden,  wo  F  wiederum  eine  willkOrliche  Function  darstellt 
Ist  nun  das  Product  (p^  von  m  particulären  Lösungen  2^,  2,,  ...,  «« 
von  (1)  oder  (2)  bekannt,  so  kann  man  die  GoeflGcienten  der 
algebraischen  Gleichung,  deren  Wurzeln  2,,  is„  ...,  %m  sind, 
durch  (p^,  Py,  (^,  ft  und  die  Differentialquotienten  dieser  Func- 
tionen  rational  ausdrücken.  Die  Function  9)^  genügt  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  der  m^°  Ordnung: 

wo  9>m  durch  das  Gleichungssystem: 

definirt  ist  (für  die  Gleichung  (1)  muss  man  Q  =  0  setzen). 

Ist  die  Summe  \p  von  m  particulären  Lösungen  «,,  s,,  . . .,  »^ 
der  Gleichung  (3)  bekannt,  so  kann  man  die  Goefficienten  der 
Gleichung,  deren  Wurzeln  »,,  »,,  ...,  z^  sind,  durch  v?  '^r,  i, 
Q,  /{  und  deren  Differentialquotienten  rational  ausdrücken. 

Vi. 
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H.  Laurent.      Sur  les   conditions    d'intögrabilitd    d'une 
expression  diiF^rentielle.     Noa?.  Ann.  (3)  vi.  19-24. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass 

Pi^i  +Pj^^j  +  •••  +  Pndxn 
eio  genaues  Differential  sei: 


sind  bekanntlich  nicht  unabhängig  von  einander.     Der  Verfasser 
beweist  nun  mit  HQlfe  der  von  Jacobi  bemerkten  Relation 

folgendes  Theorem: 

Damit  der  fragliche  Ausdruck  ein  genaues  Differential  sei, 
ist  notwendig  und  hinreichend: 

1)  dass 

^Pi    ^  ^P»        ^Pi   ^  dp,  dp,   _  dpn 

2)  dass  der  Ausdruck 

p^dx^  +  •  •  •  +  Pndxn 
ein  genaues  Differential  ist  in  Bezug  auf  a?„  . . .,  d?»  für  x^  =  x^^. 
Hieryon  macht  der  Verfasser  Anwendung  auf  ein  einfaches  Ver- 
fahren, die  partielle  Differentialgleichung 

~qJ'  —  I\^i1  •  •  •>  ^)  »1  P»i  •  •  M  Pn) 

lu  integriren,  wo  u  die  unbekannte  Function  von  x,,  .. .,  x„,  / 
bedeutet  «nd  p.  =  ^,  • . .,  p,  =  |^  igt.  jj^_ 


G.  MoRBRA.     Sulla  integrazione  delle  equazioni  a  deri- 
vate  parziali  del  primo  ordine.    Genova  G.  81-85. 

Ein  Fall,  in  welchem  das  Problem  der  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

ff/  ^     K  /"        dv  dr\ 
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direct,  ohne  ZuhQlfenabme  der  Integration  des  äquivalenten 
Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  gelöst  werden 
kann,  ist  der,  dass  sie  eine  vollständige  Lösung  besitzt,  die  sich 
aus  zwei  Summanden  zusammensetzt,  deren  jeder  nur  je  eine 
der  unabhängigen  Veränderlichen  g,,  g,  enthält.  Der  Verfasser 
findet  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hierfür  die, 
dass  B  einer  Functionalgleichung  von  der  Form 

genüge.     Die  vollständige  Lösung  lautet  dann 

V  =Jp^dq,  +J^p^dg,  +  const, 

wo  Pj  und  p,  aus  den  Gleichungen 

9>i  (^  ?n  P«)  =  «!>    9>,(Ä,  g„  P,)  =  o, 
zu  entnehmen,  und  die  willkürlichen  Gonstanten  or,  und  a,  durch 

die  Gleichung  qpCcr,,  or,)  =  0  mit  einander  verbunden  sind. 

T. 

G.  Ricci.     Sui   sistemi  di  integrali  independenti  di  una 
equazioue  lineare  ed  omogenea  a  derivate  purziali  di 

1*^  ordine.     Annali  di  Mat.  (2)  XV.  127-159. 

Unter  gleichem  Titel  hat  der  Verfasser  bereits  einen  Aus- 
zug aus  dieser  ausführlichen  Arbeit  in  den  Rom.  Acc.  L.  Rend. 
(4)  IL  119-122,  190-194  gegeben,  und  es  sei  daher  auf  das 
Referat  über  denselben  in  diesem  Jahrbuche  XVIII.  1886.  318  f. 
verwiesen.  T. 


M.  Hamburger.  Anwendung  einer  gewissen  Determinanten- 
relation auf  die  Integration  partieller  Differential- 
gleichungen.     J.  für  Math.  0.  390-404. 

Bildet  man  mit  den  p(p+n)  Elementen 

m^^  (e  =  1,  2,  . . .,  p;  Ä  =  1,  2,  . . .,  p+n) 

die  Determinanten 

(0  *.-..h,..n<p    =     h^.fo|  (^1   a    =     1,    2,    .  .  .,  p), 

wo  t,,  t,,  . . .,  ip  p  beliebige  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  . . .,  p+n 
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bedeaten,  und  setzt  man  speciell 

M   «  —   »f  /Ä  =  1,  2,  . . .,  p        \ 

Äi.2,....t-,,,,t+i,.,.,p-  AM  ,  Af  ^  1,2,  ...,p  +  n> 

sodass  Mk^k  =  Ä  und  ilf*,^  =  0  ist,  für  ^  =  1,  2,  . . .,  p  und 
Q^kf  dann  lassen  sieh  unter  der  Voraussetzung,  dass  if^O  ist, 
die  Quotienten  tli^,i^..„ip'M^    wie   folgt,    durch    die  Quotienten 

Ib :  M^  von  denen  nur  pn  von  0  und  1  verschieden  sind,  ganz 
und  rational  ausdrücken: 


gm  •       • 


(p,  (j  =  1,  2,  ...,p). 


Hieraus  erhält  man  nicht  bloss  die  bekannten  Relationen  (cf.  Balt- 
zer,  Th.  der  Det.  2.  Aufl.  §.  3.  11)  zwischen  den  ("  )  Deter- 
minanten Mi^^i^„,i^  sondern  erkennt  auch,  dass  zwischen  ihnen 

nur  (       M — fip— 1  von  einander  unabhängige  Relationen  statt- 

fioden  können;  alle  übrigen  müssen  Folgen  von  ihnen  oder  iden- 
tisch sein.     Und  umgekehrt:    die  Relationen  (2)  zwischen    den 

(      '^j  Grossen  Mi,j^^,^i^  sind  auch  hinreichend  daftlr,  dass  sie 

sich  als  Determinanten  von  p(p-^n)  Elementen  m^^  in  der  durch 
(1)  gegebenen  Weise  darstellen  lassen.  Mit  Hülfe  dieser  Deter- 
minantensätze  nun  gelangt  der  Herr  Verfasser  zu  dem  folgenden 
bemerkenswerten  Resultate:  Damit  eine  partielle  Differential- 
gleichung zwischen  p  unabhängigen  Veränderlichen  x^^  ...,  Xp 
aüd  beliebig  vielen  abhängigen  u^^  u^^  ...,  Un  die  allgemeine 
Lösung  9(fijfi^  •••>^)  =  0  habe,  wo  die  ^bestimmte  Functionen 
der  Veränderlichen  x  und  u  sind  und  g>  eine  willkürliche  Func- 
tion bedeutet,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  partielle 
Differentialgleichung  die  Form 


(3)        0  = 


(g.a  =  1,2,  ...,p) 


babe,  wo  die  m^^o  Functionen  der  x  und  u  bedeuten,  und  das 
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System  totaler  DtSerentialgleichungen 

£m^^odxa+  2:m^^p^Hdvk  =  0;  (^  =  1,  2,     .  .  .,     p) 

unbeschränkt  integrabel  ist.  (FOr  den  Fall  einer  einzigen  ab- 
hängigen Veränderlichen  erhält  man  den  bekannten  Zusamnien- 
hang  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  mit  einem 
vollständigen  System  totaler  Differentialgleichungen).  Hieraus 
ergiebt  sich  für  den  Fall,  dass  die  partielle  Differentialgleichung 
linear  sein  soll,  die  Form 


(4) 


^  +  -SHa,,4^  =  0,     wo 


Ba'.Bi^:  ...  :H;p  =  B,,:B,,:  . . .  iB^^]        (t  =  2,  . .  .,  n) 

und  als  zugehöriges  System  totaler  Differentialgleichungen: 

dxi  +  Xidx^  =0  (t  =r  2,  . . .,  p), 

Adx,  +  B,,du,+  B,,du,+  '"  +  Bnidvn  =  0, 
wo   li  =  --  Bui  Bj^  =  —  Bzi :  Äji  =  •  •  •  ißt.     Hat  man  zur   Be- 
stimmung  der   n  Functionen  ui  n  lineare   partielle   Differential- 
gleichungen 

(5)        A^  +  £  8,^-^  =  0;  (r  =  1,  2,    .  .  .,    «) 

so  kann  man,  durch  lineare  Combinationen  derselben,  n  Glei- 
chungen (6)  herleiten,  deren  Coefficienten  die  Bedingungen  (4) 
erfüllen;  die  Herstellung  dieser  Combinationen  hängt  Ton  der 
Auflösung  der  Gleichung  n**°  Grades  : 

m  =  I«J,2-mBJJ  =  0  (g,h^  1,  2,  .. .,/.) 

ab.    Sind  dann  die  zu  den  Gleichungen  (6)  gehörigen  n  Systeme 

totaler  Differentialgleichungen  integrabel,  und  fj  =  c,,  . . . ,  /"^  =  Cp 
die  Integrale  des  «**"  Systems,  so  hat  das  System  (5)  die  Glei- 
chungen 9)A(/t,  /1, ...,  /p)  =  0  (Ä  =  1,  2, . . .,  n),  wo  g>,,  ^p,,  . . .,  7). 
willkürliche  Functionen  bezeichnen,  zur  allgemeinen  Lösung, 
durch  deren  Auflösung  sich  u,,  ...,  u^  als  Functionen  Ton 
a?,,  ...,  Xp  bestimmen.  In  dem  besonderen  Falle,  dass  f(fi)  =  0 
lauter  gleiche  Wurzeln  besitzt,  fallen  die  n  Systeme  totaler 
Differentialgleichungen  in  ein  einziges  zusammen,  das  aus  n-^-p—  1 
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Gleichungen  besteht  und  stets  integrabel  ist,  und  man  gelangt 
ZQ  dem  bereits  von  Jacob!  abgeleiteten  Resultate.  T. 


G.  Garbikbi.    SfiDa  elimhiazione  deHe  fanzioni  arbitrarie. 

Veo.  lat.  Atti.  (6)  V.  831-841. 

Der  Verfasser  kommt  nochmals  auf  die  Eliminationsmetbode 
znrQck,  vermittelst  deren  es  ihm  gelungen  ist  (Ven.  Ist.  Atti  (6) 
I.  1173-1225  und  IL  120M220;  cf.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  p.  302f. 
and  p.  657f.),  im  Falle  auch  von  mehr  als  einer  willkürlichen 
Function  zu  einer  einzigen  partiellen  Differentialgleichung  von 
einer  der  Zahl  der  zu  eliminirenden  willkürlichen  Functionen 
gleichen  Ordnung  zu  gelangen.  Liegt  z.  B.  das  System  der 
Gleichungen 

f(j^^  y?  ^y  Cj  (p(cl  tpic))  =  0,     g(x,  y,  2,  c,  (p(c),  tff{c))  =  0 
mit  dem  Parameter  c    und  den  willkürlichen  Functionen  q>  und 
tp  zur  Bestimmung  der  Function  z  der  unabhängigen  Veränder- 
lieben  x^  y  vor,  so  besteht  eins  der  angewandten  Verfahren  darin, 
dass  man  nach  x  und  y  differentiirt,  zunächst 

^  de  y  ^  de         dtp    de         dip     de  ^  de  J 

and  aas  den  erhaltenen  Gleichungen  die  linear  und  homogen 
auftretenden  Grössen 

f  dc\        de    ,     de    dz  j     /  c^c  \ 

Vir; = "öj + -57 -ö^  """^  ^-df) 

eliminirt;  dann  erhält  man  eine  Gleichung 

die  in  Verbindung  mit  einer  der  ursprünglichen  Gleichungen 
auf  dieselbe  Weise  zu  einer  vierten  Gleichung  ä  =  0  führt,  die 
ausser  den  ersten  auch  die  zweiten  Ableitungen  von  z  enthält. 
Die  Elimination  von  c,  y,  tp  aus  den  vier  Gleichungen  f  =  0, 
^  =  0,  Ä=0,  k  =•  0  liefert  dann  eine  einzige  partielle  Differen- 
tialgleichung nur  von  der  zweiten  Ordnung.  Bei  dem  gewöhn- 
lichen'Verfahren  dagegen,  bei  dem  die  gegebenen  Gleichungen 
ohne  weiteres  so   lange  nach  x  und  y  differentiirt  werden,    bis 
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man  zu  einer  Anzahl  von  Gleichungen  gelangt,  welche  Parameter 
und  willkürliche  Functionen  zu  eliminiren  gestattet,  niuss  man 
bis  zu  den  dritten  Ableitungen  fortschreiten  und  erhält  20  Glei- 
chungen mit  18  zu  eliminirenden  Grössen,  so  dass  man 
schliesslich  zu  zwei  partiellen  Differentialgleichungen  dritter  Ord- 
nung in  z  gelangt.  Dieser  nochmaligen  Auseinandersetzung 
seines  Eliminationsverfahrens,  durch  welche  der  Verfasser  aaf 
dasselbe  als  von  fundamentaler  Bedeutung  für  die  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  hinweisen  will,  werden 
literarische  Notizen  hinzugefügt,  durch  welche  nachgewiesen 
werden  soll,  dass  fast  überall  in  den  gangbaren  Lehrbfichem 
die  Ordnung  der  resultirenden  Gleichungen  zu  hoch  bestimmt 
wird,  während  doch  schon  Monge  in  seiner  Application  de  Tana- 
Ijse  die  richtige  Bestimmung  gegeben  und  Minich  im  Jahre  1845 
(Ven.  Ist.  Atti)  und  später  in  den  C.  R.  LXXXIV.  1496ff.  (F.  d. 
M.  IX.  1877.  277)  und  LXXXVII.  161  ff.  (F.  d.  M.  X.  1878. 
252  f.)  einen  Beweis  dafür  gegeben  hat.  T. 


G.  Darboux.      Sur   les   ^uations    lin^aires    ä  deux  va- 
riables ind^pendantes.     C  R.  cv.  199-201. 

Bildet  man  mit  der  allgemeinen  Lösung  a  uud  m-\'n  be- 
liebigen particulftren  Lösungen  u^,  n,,  ...,  Um^n  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei  unab- 
hängigen Variabein 


dxdy  dx  dy 

wo  a,  6,  c  beliebige  Functionen  von  x  und  y  bedeuten,  die 
Function 

—      dx     dx^  öx"*        dy  öy'  9y*     * 

so  ist  diese  das  allgemeine  Integral  ebenfalls  einer  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  derselben  Form. 
Dieser  Satz  wird  hergeleitet;  er  enthält  als  ganz  speciellen  Fall 
(m  =  1,  n  =  0)  einen  von  Herrn  L.  L6vy  gegebenen  (C.  R,  C, 
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98ff.  und  J.  de  rjfcc.  Polyt  cah.  LVI.  63flf.;  cf.  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  345  und  XVIII.  1886.  320).  T. 


E.  GouRSAT.     Sur  un  systfeme  d'^quations  aux  d^rivöes 
partielles.    C.  R.  CIV.  1361-1363. 

R.  LiouviLLB.    Sur  un  Systeme  d'^quations  lineaires  aux 
ddriv^es  partielles  du  second  ordre.    CR.  civ.  1496-1497. 

Painlbve.      Sur  les  ^quations  lin^ires  simultan^es  aux 
d6riv6es  partielles.    0.  R.  Civ.  1497-1501. 

Ebenso  wie  man  von  der  gewöhnlichen  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zu  der  bekannten  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  fQr  den  Quotienten  zweier  particulären  Integrale 
jener  Gleichung  geführt  wird,  gelangt  Herr  Goursat,  von  dem 
System  von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  ausgehend: 

(1)    r  =  a^p+a^q+a,z,  t  =  b^p  +  b^q+b^a,  s  =  c,p+c^q  +  c^z, 

wo  p,  q,  r,  #,  t  die  bekannte  Bedeutung  haben,  zu  der  partiellen 
Differentialgleichung 

d^n  (  dn^       d*n  /  dn  \*       ,,   d^n    dn   dn 


(2) 


dx^  ^  dy  ^         dy*  ^  dx  ^  dxdy   dx    dy 

(wo  i4  =  6,,  Ä  =  63— 2c,,  C  =  Oj— 2c„  D  =  a^  ist),  welcher  die 

Quotienten  II  = —^,  ü  =  —^   dreier    linear   unabhängigen    Inte- 

grale  cei,,  ai,,  id,  von  (1)  genügen,  und  weiter  zu  einem  System 
Ton  vier  partiellen  Differentialgleichungen 

du    9"a         du    ö'f?  _  ^^ 

du_d^_do_d^       2r— -^  — — — ")=  BJ 
dx   dy*        dx    dy*  ^  dy  dxdy      dydxdy^  ' 

dv    d*u  ^  du    d*f>        o  (  ^P  d^u  ^  du   d*v  \  _  ^  . 
dy   dx^        dy    dx^  ^  dx  dxdy      dx  dxdy^  ' 

dx  dx""        dx    dx*   ""    '   \         dxdy      dx  dy)' 

FortMbr.  d.  Math.  XIX.  1.  23 


(3) 
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welches  in  Bezug  auf  jede  der  Fuuctioneo  u  und  v  eiuzeln  linear 
ist.  Von  diesen  Gleichungen  (2)  und  (3)  werden  einige  Eigen- 
schaften angegeben.  Herr  Liouyille  weist  auf  die  Uebereinstim- 
mung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  denjenigen  hin,  die  er 
in  den  CR.  CHI.  520flF.  (cf.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  306 f.)  be- 
handelt hat.  In  der  dritten  der  obigen  Arbeiten  wird  eine  an- 
dere Herleitung  der  Resultate  gegeben,  die  von  der  Betrachtang 
einer  endlichen  Gruppe  von  linearen  Substitutionen  mit  zwei 
Variabein  ausgeht,  und  es  werden  Bemerkungen  daran  geknüpft, 
welche  sich  auf  den  Fall  beziehen,  dass  das  System  (1)  algebraische 
Integrale  besitzt.  T. 

W.  E.  Serdobinsky.     üeber  die  Integrale  der  partiellen 
Differentialgleichungen    zweiter  Ordnung.       Mosk.   matb. 

Samml.  XIII.  511-534.  (Rassisch.) 

Es  handelt  sich  um  das  Auffinden  des  allgemeinen  Integrals 
der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  nach  der 
Methode  der  Variation  der  Gonstanten,  aus  dem  vollständigen 
Integrale  mit  fünf  willkürlichen  Gonstanten.  Es  werden  specielle 
dabei  eintretende  Fälle  betrachtet,  und  die  Untersuchung  wird 
auf  die  Integration  der  Gleichungen 

r  +  le^  =  0,     s'  =  pt 
angewandt.  Wi. 

J.  Larmor.     On  the  direct  application  of  first  principles 
in  the  theory  of  partial  differential  equations.   Lond.  r. 

S.  Proc.  XLIII.  176-179. 

Auszug  aus  einer  Abhandlung  für  die  Lond.  Phil.  Trans. 

Gly. 

A.   ScHWARTz.       Ueber    lineare     partielle     Differential- 
gleichungen  II.   Ordnung.      Dies.  Tübingen.  36  S.  8«. 
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H.  Haktenstein.     Ueber  die  Integration  der  Differential- 

gleichung    -^-4-  +  -^-y-  =  k^f  für  Polar-  und  elliptische 

Coordinaten.    nebst    Behandlung    eines    mit    derselben 
zusammenhängenden  physikalischen   Problems.       Dias. 

Leipaig.  43  S.  8<>. 

F.   Engel.       Kleinere     Beiträge     zur    Gruppentheorie. 

Leipz.   Ber.  89-99. 

I.  Der  Sinn  der  Jacobi'schen  Identität.  Zwischen  drei 
beliebigen  infinitesimalen  Punkttransformationen: 

^f  =  2i^H(x,,  . . .,  ^n)-^  (k  =  1,  2,  3) 

eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes  Xj,  ...,  x^  besteht  immer  die 
Identität: 

(1)        ((X,X.)X,)  +  ((X,X.)XJ  +  ((X,X,)X,)  =  0, 
wo  (XiXk)  den  Ausdruck: 

(X,X*)  =  X,X,/*-X,X,/* 
bedeutet.    In  der  vorliegenden  Note  wird  nun  gezeigt,  dass  diese 
Identität,  welche  ein  besonderer  Fall  der  berühmten  Jacobi'schen 
Identität  ist,  einen  sehr  einfachen  begrifflichen  Sinn  besitzt. 

Ausgegangen  wird  davon,  dass  die  Identität  (1)  eine  Iden- 
tität zwischen  infinitesimalen  Transformationen  ist,  dass  sie  also 
wahrscheinlich  eine  Eigenschaft  desTransforroationsbegriffs  für  den 
besonderen  Fall  der  infinitesimalen  Transformationen  ausdrückt. 
Auf  diese  Weise  kommt  man  auf  die  Vermutung,  dass  zwischen 
drei  beliebigen,  endlichen  Transformationen  5,  T,  V  eine  Sub- 
stitutionenidentität besteht,  welche  in  die  Identität  (1)  übergeht, 
sobald  man  für  S,  T,  U  bezüglich  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen X/",  Y/",  Zf  einsetzt.  Diese  Vermutung  bestätigt  sich. 
Es  wird  nachgewiesen,  dass  die  Identität: 

(2)        ({/-»  TUy^  U-^  SU  U-'  TU  =  U-'  r-»  STU 
eine  derartige  Substitutionenideutität  ist;  dieselbe  sagt  aus,  dass 
der  Ausdruck  T-^  ST  sich   als   Invariante   verhält,    wenn   man 
in  die  Transformationen  S  und  T  vermittelst  der  Transformation 
U  neue  Veränderliche  einführt. 

23* 
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II.  Zur  Theorie  der  Zusammensetzung.  Hr.  Lie  bat  bei  Ter- 
scbiedeuen  Gelegenheiten  r-gliedrige  Gruppen  X^f.,.Xrf  be- 
trachtet, welche  die  Zusammensetzung: 

(X/Xi+0  =  üsCi^i^k^iXJ  (t  =  1,  . . .,  r-  1;  *  =  1,  . . .,  r— •) 

1 

besitzen,  und  hat  bewiesen,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  Ton 
dieser  Zusammensetzung  r  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen Y^f ,..  Yrf  enthält,  die  in  den  Beziehungen: 

{Yi  Yi^k)  =  Z»\iAk.B  YJ        (t  =  1,  . . .,  r-l;  A  =  1,  . .  .,  r— t) 

stehen,  das  heisst:  jede  r-gliedrige  Gruppe  Gr  von  dieser  Zu- 
sammensetzung enthält  eine  invariante  Gr-i  =  YJ...  Yr^xf^  eine 
invariante  (?r-2  =  Y^f ,,.  Yr~2f^  welche  in  dieser  Gr-i  steckt,  urfd 
so  weiter. 

In  der  vorliegenden  Note  wird  nun  bewiesen,  dass  die 
rgliedrigen  Gruppen  von  dieser  besonderen  Zusammensetzung 
sich  auch  definiren  lassen  als  diejenigen  r-gliedrigen  Gruppen, 
welche  keine  Kegelschnittsgruppe  enthalten;  als  Kegelscbnitts- 
gruppe  wird  dabei  jede  dreigliedrige  Gruppe  bezeichnet,  die  mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  gleich  zusammengesetzt  ist.  Die  beim  Beweise 
angewandten  Ueberlegungen  lassen  sich  nicht  kurz  wiedergeben. 
In  denselben  wird  übrigens  ein  Satz  als  selbstverständlich  ange- 
nommen, der  zwar  richtig  ist,  aber  doch  erst  noch  bewiesen 
werden  niüsste,  der  Satz  nämlich,  dass  die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zu  einer 
Gruppe,  welche  keine  Kegelschnittsgruppe  enthält,  nicht  isomorph 
sein  kann.  El. 


S.  Lie.     Die  BegriflFe  Gruppe  und  Invariante.     Leipt.  Ber. 

S.  83-88. 

Diese  Mitteilung  ist  durch  einen  Brief  von  Halphen  veran- 
lasst, welcher  sich  in  einer  Abhandlung  von  Sylvester  (American 
J.  IX.  No.  2)  befindet.  In  diesem  Briefe  behauptet  Halphen, 
dass  man  bisher  den  allgemeinen  Grund  für  die  Existenz  von 
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Inyarianten  noch  nicht  erkannt  habe,  und  will  diese  angeblich 
Torbandene  Lficke  ausfüllen. 

Halphen  beginnt  damit,  dass  er  einen  eigentflmlichen  Gruppen- 
begriff einführt,  und  will  beweisen,  dass  Invarianten  nur  den 
Scharen  von  algebraischen  Transformationen  zukommen,  welche 
in  seinem  Sinne  Gruppen  bilden  (er  sagt:  les  invariants  sont 
Tapanage  exclusif  des  substitutions  form'ant  groupe).  Hr.  Lie  weist 
Dan  nach,  dass  die  Halphen'sche  Definition  des  Gruppenbegriffs 
jedenfalls  nicht  scharf  gefasst  ist,  und  zeigt  an  Beispielen,  dass, 
wenn  man  diese  Definition  ihrem  Wortlaute  nach  versteht,  der 
Haipben'sche  Satz  über  die  Invarianten  nicht  richtig  ist,  dass 
vielmehr  auch  solche  Scharen  von  Substitutionen,  welche  keine 
Gruppen  im  Ualphen'schen  Sinne  sind,  Invarianten  besitzen 
können.  Hierzu  fügt  Hr.  Lie  noch  einige  Andeutungen,  wie  man  die 
Invarianten  einer  beliebigen  Schar  von  Transformationen  be- 
stimmen kann,  doch  beschränkt  er  sich  dabei  auf  Gremona'sche 
Transformationen.  EI. 


Capitel  7. 

Variationsrechnung. 

E.  P.   CüLVKRWELL.      On   thc  discriminatiou  of  maxima 
and   minima  Solutions   in    the   calculus   of  variations. 

Lond.  Phil.  Traoe.  CLXXVHI.  (A)  95-130. 

Der  Verf.  bezieht  sich  auf  die  Untersuchungen  Jacobi's  und 
anderer,  und  er  stellt  als  den  Hauptzweck  seiner  Arbeit  den 
Nachweis  hin,  dass  eine  strenge  Erörterung  der  endgültigen 
Bedingungen  ohne  die  Einführung  irgend  welcher  analytischen 
Transformationen  gegeben  werden  kann,  indem  die  Ergebnisse 
durch  Schlussfolgerungen  aus  den  Grundbegriffen  der  Variations- 
Rechnung  erzielt  werden.  Der  erste  Teil  jedoch  enthält  eine 
analytische  Methode,    die  zu  Jacobi's  Transformation  führt  und 
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hauptsächlich  wegen  des  geschichtlichen  Interesses  der  Aufgabe  auf- 
genommen ist.  Hr.  Culverwell  hatte  diese  Methode  verallgemeinert, 
um  die  Kriterien  für  den  Fall  eines  beliebigen  Integrals  zu  er- 
halten, als'  er  erst  gewahr  wurde,  dass  die  Ergebnisse  nicht 
völlig  neu  waren.  Nachdem  er  die  Grenzen  gefunden  hatte, 
bis  zu  welchen  hin  die  Kriterien  ausreichten,  wurde  er  auf  die 
allgemeine  Methode  geführt,  welche  im  zweiten  Teile  gegeben 
wird,  der  in  sich  abgeschlossen  ist. 

Üie  betrachtete  Form  ist  die  eines  mehrfachen  Integrals  U^ 
dessen  Integrand  eine  beliebige  Anzahl  unabhängiger  und  ab- 
hängiger Variabein  nebst  den  Ableitungen  der  abhängigen  bis 
zu  einer  beliebigen  Ordnung  enthält.  In  Anlehnung  an  geome- 
trische Begriffe  wird  das  Integral  synklastisch  oder  antiklastisch 
genannt,  je  nachdem  die  zweite  Variation  d^U  dasselbe  Zeichen 
behält,  was  für  eine  Function  von  x  auch  dy  ist,  oder  das 
Zeichen  für  verschiedene  Werte  von  dy  wechselt.  Das  Kriterium 
für  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Function  wird  zuerst 
in  dem  Falle  aufgesucht,  wenn  der  Integrationsbereich  klein  ist, 
und  hieraus  leitet  der  Verf.  durch  Betrachtungen,  die  auf  der 
Continuität  der  Integrale  beruhen,  die  Kriterien  für  den  Fall 
her,  wenn  der  Integrationsbereich  eine  beliebige  endliche  Grösse 
hat  Der  folgende  von  ihm  aufgestellte  Satz  (obschon  nicht 
völlig  verständlich  ausserhalb  des  Zusammenhanges)  zeigt  den 
allgemeinen  Charakter  seiner  Ergebnisse. 

„Wenn  es  möglich  ist,  um  jeden  Punkt  P  in  einem  Bereiche 
B  von  endlicher  Grösse  einen  kleineren  Bereich  (b)  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Kleinheit  so  anzunehmen,  dass  das  Integral  U  für 
jenen  Bereich  synklastisch  ist,  so  ist  auch  das  Integral  für  den 
ganzen  Bereich  B  synklastisch,  falls  die  fernere  Bedingung  er- 
füllt ist,  dass  es  unmöglich  ist,  innerhalb  des  Bereiches  B  eine 
zweite  synklastische  Fläche  6'  anzunehmen,  die  in  allen  Punkten 
ihres  begrenzenden  Schnittes  mit  der  ersten  dieselben  Werte  für 
die  abhängigen  Variabein  und  für  alle  ihre  Ableitungen  mit  Aus- 
nahme der  höchsten  hat.  Wenn  es  möglich  ist,  eine  solche 
Fläche  zu  finden,  so  ist  das  Integral  U  antiklastisch  für  den 
Bereich  B.«  Cly.  (Lp.) 
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N.  J.  SoNiNE.      Ueber  die   Bestimmung   der  Maximum- 
und      Minimumeigenschaften      der     ebenen      Curven. 

Warscb.  Nachr.  1886.  (Rassisob) 

Eis  sei  -t\  =  g>  (x,  y,  -j^)   die    Differentialgleichung    einer 

Familie  von  ebenen  Curven.  Der  Verfasser  stellt  sich  die  Auf- 
gabe, die  Maximum-  und  Miniroumeigenschaften  der  Curven  zu 
bestimmen,  welche  sich  durch  das  Maximum  und  Minimum  eines 
Integrals  von  der  Form  ausdrücken: 


/V(x,  y,  p)«te(p=-^> 


Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  der  Function  f(x^  y^  p) 
ftir  die  gegebene  Function  V\^iy^~^\  Eingehender  behan- 
delt der  Verfasser  den  Fall,  in  welchem  die  Familie  der  Curven 
ans  homothetischen  Curven  besteht  und  die  Differentialgleichung 
die  Form 

^  dx'         ^\dxJ 

hat  Dann  bekommt  man  das  Theorem:  „Es  besteht  für  jede 
Corve  ein  Integral  von  der  Form 

welches  auf  dieser  Curve  das  Maximum  oder  das  Minimum 
erreicht" 


/ 


Die  ausführliche  Untersuchung  der  Frage  in  dem  Falle,  in 
welchem  man  die  Kettenlinie  erhält,  die  durch  zwei  gegebene 
Punkte  gehen  muss,  führt  zu  einer  notwendigen  und  hinreichen- 
den Bedingung  der  Möglichkeit  der  Lösung  dieser  Frage.  Man 
erhält  auch  die  notwendige  Bedingung,  die  im  Moigno-Lindelöf- 
achen  Lehrbuche  der  Variationsrechnung  gegeben  ist 

Am  Ende  wird  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
bestimmt,  die  die  Eigenschaft  hat,  dass  fQr  alle  ihr  genügenden 
Carven    die   bekannte  Jacobi'sche  Bedingung   der  Existenz   des 
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Maximums  oder  des  Minimums  genau  in  derselben  Weise  geo- 
metrisch interpretirt  werden  kann,  wie  dies  bei  der  Frage  von 
der  kleinsten  Rotationsfläche  geschieht.  Wi. 


H.  A.  Schwarz,  üeber  specielle  zweifach  zusammen- 
hängende Frachenstttcke,  welche  kleineren  Flächen- 
inhalt besitzen,  als  alle  benachbarten,  von  denselben 
Randlinien  begrenzten  Flächenstücke.    Göu.Abh.  xxxiv. 

48  S. 

Siehe  Abschnitt  IX.  3A. 


Siebenter  Abschnitt 

Functionentheorie. 

Gapitel  L 
Allgemeines. 

0.  BiBRMANN.      Theorie    der    analytischen    Functionen. 

Leipsig.    Teabner.    X  u.  452  8. 

Die  Theorie  der  analytischen  Functionen,  wie  sie  von  Herrn 
Weierstrass  begründet  ist,  hat  bisher  in  der  Literatur  keine 
Zusammenhängende  Darstellung  gefunden.  Das  vorliegende  Werk 
soll  diese  Lücke  ausfüllen  und  namentlich  den  Studirenden  in 
den  Stand  setzen,  in  die  genannte  Theorie  einzudringen.  An 
ein  derartiges  Werk  mnss  man  die  Anforderung  stellen,  dass  es 
die  zum  Teil  recht  schwierigen  Begriffe  der  Theorie  in  klarer 
Weise  auseinandersetzt,  und  dass  es  in  den  Beweisen  und  Resul- 
taten durchaus  zuverlässig  ist.  Leider  genügt  das  vorliegende 
Werk  dieser  Anforderung  nicht.  Dasselbe  enthält  fast  in  jedem 
Capitel  Unklarheiten  oder  unrichtige  Sätze,  so  dass  es  in  seiner 
jetzigen  Form  als  Lehrbuch  für  den  Anfänger  nicht  zu  empfehlen 
ist.  Hoffen  wir,  dass  der  Verfasser  sein  Werk  bei  einer  neuen 
Aoflage  einer  gründlichen  Durchsicht  unterzieht  und  es  so  zu 
einem  in  jeder  Hinsicht  brauchbaren  Buche  gestaltet.  Schon 
jetzt  ist  dasselbe  für  denjenigen,  welcher  sich  die  Theorie  bereits 
angeeignet  hat,  von  grossem  Werte,  insofern  es  eine  übersicht- 
liche Zusammenstellung  des  umfangreichen  Stoffes  giebt. 
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Das  Werk  ist  in  acht  Capitel  eiogeteilt  Das  erste  Capitel, 
betitelt  „die  Elemente  der  Arithmetik",  enthält  die  Entwickelung 
des  Zahlbegriffs  und  die  Untersuchung  der  Summen  und  Producte 
von  unendlich  vielen  Zahlen.  Die  irrationalen  Zahlen  werden 
auf  zwei  Weisen  erklärt:  einerseits,  nach  Weierstrass,  durch 
Summen  unendlich  vieler  rationaler  Zahlen;  andererseits,  nach 
6.  Cautor,  durch  die  mit  rationalen  Zahlen  gebildeten  Funda- 
mentalreihen. Nachdem  die  complexen  Zahlen  eingeführt  und 
die  Gesetze,  nach  welchen  man  mit  ihnen  rechnet,  ausführlich 
begründet  sind,  wird  der  Grund,  warum  man  sich  auf  Zahlen 
mit  zwei  Einheiten  beschränkt,  in  Kürze  angegeben.  Die  nun 
folgende  Behandlung  der  unendlichen  Producte  leidet  an  Unklar- 
heiten, welche  kürzlich  Herr  Pringsheim  in  einer  vorzüglichen 
Abhandlung  (Math.  Ann.  XXXIV.)  hervorgehoben  hat 

Das  zweite  Capitel  beginnt  mit  Betrachtungen  über  ver- 
änderliche Grössen  und  Grössenmengen.  Es  handelt  sich  hier 
namentlich  um  den  Begriff  der  Stetigkeit,  üäufungsstellen  von 
Punktmengen  (wobei  G.  Cantor's  Arbeiten  Berücksichtigung 
finden),  obere  und  untere  Grenze,  Maximum  und  Minimum.  Der 
Verfasser  sagt  in  diesem  Abschnitt  (pag.  80,  dritter  Absatz  von 
unten),  dass  eine  Grösse  y  den  Maximal-  resp.  Miuimalwert  nicht 
notwendig  annimmt,  während  er  kurz  vorher  hervorhebt,  dass  man 
vom  Maximum  resp.  Minimum  nur  dann  spricht,  wenn  die  obere  resp. 
untere  Grenze  erreicht  wird.  Es  folgt,  als  zweiter  Abschnitt  dieses 
Capitels,  die  Theorie  der  rationalen  Functionen  einer  und  mehrerer 
Veränderlichen.  Hier  sollte  es  auf  pag,  93,  vorletzter  Absatz, 
heissen:  die  ganze  Function  ist  in  jedem  endlichen  Bereiehe 
(statt  „in  dem  ganzen  endlichen  Bereich")  stetig.  Auch  ist  der 
diesem  Absätze  vorhergehende  Satz  nicht  klar  stilisirt.  Doch 
würde  es  zu  weit  führen,  wenn  ich  alle  derartigen  stilistischen 
Unebenheiten,  welche  mir  bei  der  Leetüre  des  Buches  aufgefallen 
sind,  angeben  wollte.  Auf  pag.  100  oben  wird  ein  unzulänglicher 
Grund  dafür  angegeben,  dass  das  Verschwinden  der  Resultante 
eine  hinreichende  Bedingung  für  eine  gemeinsame  Wurzel 
zweier  Gleichungen  ist.  Ferner  ist  der  Satz  auf  pag.  104: 
„das    Product   zweier  Functionen   fn   und   ä,    von   denen   keine 
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durch  g„^  teilbar  ist,  kann  kein  Vielfacbes  von  g^  sein*',  offen- 
bar unrichtig. 

Das  dritte  Capitel  enthält  zunächst  einige  Betrachtungen  flber 
Potenzreihen  einer  und  mehrerer  Veränderlichen,  wobei  die 
gleichmässige  Convergenz  erklärt  wird.  (Absatz  2,  pag.  131 
greift  unberechtigter  Weise  vor).  Auf  pag.  168  unten  findet  sich 
der  unrichtige  Satz,  dass  die  Werte  zweier  Potenzreihen  mehrerer 
Veränderlichen  in  dem  gemeinsamen  Convergenzbereich  A  zu- 
sammenfallen, wenn  dies  ftlr  unendlich  viele  Stellen,  welche  sich 
an  einer  Stelle  von  A  häufen,  der  Fall  ist  Nachdem  die  Haupt- 
eigenschaften der  Potenzreihen  abgeleitet  sind,  wird  nun  der 
Begriff  der  monogenen  analytischen  Function  auf  Grund  der 
Systeme  von  in  einander  fortsetzbaren  Potenzreihen  entwickelt, 
and  sodann  werden  die  eindeutigen  und  endlich  vieldeutigen 
analytischen  Functionen  einer  Veränderlichen  näher  betrachtet. 
Hier  sind  die  Erörterungen  auf  pag.  174  tlber  die  singulären 
Stellen  durchaus  unklar. 

Das  vierte  Capitel  trägt  den  Titel:  „Ueber  den  Umfang  des 
Begriffes  der  analytischen  Function^.  Dasselbe  ist  dem  Nach- 
weise gewidmet,  dass  durch  gewöhnliche  algebraische  Gleichungen 
and  durch  totale  und  partielle  algebraische  Differentialgleichungen 
Dor  wieder  analytische  Functionen  defiuirt  werden.  Die  alge- 
braischen Gleichungen  G(^^  x)  =  0  werden  zunächst  ausführlich 
behandelt.  Dabei  ist  der  Ausspruch  des  abschliessenden  Satzes 
pag.  221:  „die  Umgebung  jeder  endlichen  Stelle  {a^b)  eines 
algebraischen  Gebildes  ist  durch  ein  oder  mehrere  Functionen- 

paare  darzustellen,  je  nachdem  an  dieser  Stelle  -^--  und  -^— 

nicht  beide  verschwinden,  oder  beide  Null  sind",  nicht  correct. 
Es  wird  der  Nachweis  der  Monogenität  des  irreducibeln  alge- 
braischen Gebildes  geführt;  sodann  werden  entsprechende  Be- 
trachtungen für  den  Fall  von  mehr  als  zwei  Variabein  angestellt. 
Das  fünfte  Capitel  wendet  die  allgemeine  Theorie  auf  die 
elementaren  transcendentcn  Functionen,  auf  die  Exponential- 
fuoction,  den  Sinus,  den  Cosinus,  den  Logarithmus,  die  allgemeine 
Potenz  an.    In  einem  Anhange  wird  die  hypergeometriscbe  Reihe 
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betrachtet  Die  ExponentialfuDCtion,  der  Logarithmus  und  die 
allgemeine  Potenz  werden  durch  ihre  Functionaltheoreme  einge- 
führt. So  wird  z.  B.  die  Exponentialfunction  als  Losung  der 
Aufgabe  gefunden:  eine  analytische  Function  zu  bestimmen, 
welche  der  Gleichung  /*(»!). /*(»,)  =  f(*i  +  *j)  g^^ögt.  Hier  ist 
zu  bemerken,  dass  der  Ansatz  des  Verfassers 

0  0  0  y  (( 

unzulässig  ist,  da  die  Existenz  eines  Functionenelementes,  in 
dessen  Gonvergenzbezirk  mit  z^  und  js,  zugleich  z^  -^^t  li^S^  ^^^ 
nachzuweisen  ist. 

Das  sechste  Capitel  handelt  von  der  Darstellung  der  ein- 
deutigen analytischer  Tunctionen  einer  Veränderlichen  durch 
Producte  von  Piimfunctionen  und  durch  Summen  rationaler 
Functionen  v^ Mittag- Leffler'sches  Theorem).  Die  voraufgeschickten 
allgemeinen  Sätze  über  Producte  aus  unendlich  vielen  analy- 
tischen Functionen  (pag.  304  u.  305)  sind  nicht  gehörig  durch- 
gearbeitet. Die  Darstellung  der  transcendenten  ganzen  Func- 
tionen durch  Producte  von  Primfunctionen  findet  Anwendung  auf 
die  trigonometrischen  Functionen  und  die  Weierstrass'sche  a-Func- 
tion.  Im  Anschluss  an  die  letztere  werden  auch  einige  Eigen- 
schaften der  elliptischen  Function  p(u)  abgeleitet.  Dieses  Capitel 
enthält  endlich  noch  den  Nachweis,  dass  eine  Summe  von  un- 
endlich vielen  rationalen  Functionen  in  verschiedenen  Gebieten 
verschiedene  analytische  Functionen  darstellen  kafan. 

Das  siebente  Capitel  giebt  eine  gedrängte  Darstellung  der 
Theorie  der  doppelt  periodischen  Functionen  und  der  Functionen 
mit  linearen  Substitutionen  in  sich.  Auf  pag.  410  findet  sich 
hier  die  Definition:  „Man  nennt  x  äquivalent  oder  congruent  zu 
a:W,  wenn  es  vier  Grössen  a,-,  6^,  Cf,  di  giebt,  welche  den  Bedin- 

gungen  a;W  =     '   ";    '  ,  aidi  —  biCt  =  l  genügen."    Diese  Defini- 

dx-f- di 

tion  ist  aber  sinnlos,  da  bei  beliebig  gegebenen  x  und  x^*^  auf 
unendlich  viele  Weisen  vier  derartige  Grössen  o,,  6„  c,,  rf,  ge- 
funden werden  können.    Sie  gewinnt  erst  dann  eine  Bedeutung, 
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wenn    die    Substitution  (      J)   einer  gegebenen    Gruppe    ange- 


Oi  bi 

Ci  di 

hören  soll.  Die  Bereiche  der  £bene,  welche  einer  solchen  Gruppe 
eotspreehen,  brauchen  ferner  nicht,  wie  pag.  423  irrtümlich  an- 
gegeben wird,  durch  Kreisbogen  begrenzt  zu  werden.  Auf  Grund 
der  Theorie  der  Modulfunctionen  wird  am  Schlüsse  dieses  Gapitels 
der  Satz  von  Picard  bewiesen,  dass  eine  transcendente  ganze 
Function  höchstens  einen  endlichen  Wert  im  Endlichen  nicht 
annehmen  kann  (siehe  F.  d.  M.  XII.  1880.  327). 

Das  achte  Capitel  enthält  einige  Sätze  aus  der  bislang  noch 
wenig  entwickelten  Theorie  der  analytischen  Functionen  mehrerer 
Variabein.  Es  werden  die  von  Weierstrass  herrührenden  Sätze 
bewiesen,  welche  das  Verhalten  dieser  Functionen  in  der  Um- 
gebung einer  ausserwesentlich  singulärer,  Stelle  erkennen  lassen. 
Femer  wird  der  Nachweis  geführt,  dass  eine  Function  mit  nur 
ausserwesentlich  singulären  Stellen  eine  rationale  Function  ist, 
und  endlich  das  algebraische  Gebilde  bei  mehreren  Variabein 
einer  kurzen  Betrachtung  unterzogen.  Uz. 


M.  Pasch.      Ueber  einige  Punkte  der  Functionen tbeorie. 

Math.  Ado.  XXX.  132-154. 

Die  vorliegende  inhaltreiche  Abhandlung  enthält  in  ge- 
drängter Darstellung  die  Grundlehren  der  Tbeorie  der  Functionen 
einer  reellen  Veränderlichen.  Der  Verfasser  ist  der  Ansicht, 
dass  in  dieser  Theorie  der  von  Herrn  P.  Du  Bois-Reymond  einge- 
föhrte  BegriflF  der  Unbestimmtheits-Grenzen  eine  möglichst  frühe 
Stellung  und  eine  möglichst  ausgedehnte  Anwendung  finden 
muss.  Durch  Einführung  dieses  Begriffes  gelingt  es  von  vorn- 
herein, die  fundamentalen  Begriffe  der  Tbeorie  (Grenzwert  einer 
Function,  Differentialquotient,  Integral),  welche  nur  bedingungs- 
weise anwendbar  sind,  durch  andere  zu  ersetzen,  welche  jene 
amfassen,  ohne  ähnlichen  Einschränkungen  zu  unterliegen.  Um 
den  Umfang  zu  kennzeichnen,  in  welchem  der  Verfasser  den 
Gegenstand  behandelt,  setze  ich  hier  die  Ueberschrifteu  der  ein- 
zelnen   Abschnitte    der    Abhandlung    her.       Dieselben    lauten: 
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I.  Schranken,  und  Grenzen.  II.  Die  derivirten  Functionen.  III. 
Sprünge  und  Schwingungen  einer  Function.  IV.  Inhalt  einer 
Punktmenge.     V.  Das  bestimmte  Integral. 

Die  glücklich  gewählte  Terminologie  rührt  zum  Teil  Tom 
Verfasser  her.  Die  einschlägige  Literatur  findet  in  ausgedehn- 
tester Weise  Berücksichtigung.  Hz. 


R.  Dedekind.     Erläuterung  zur  Theorie  der  sogenannten 
allgemeinen  coniplexen  Grössen.      Gott.  N.  1-7. 

Die  vorliegende  Note  hat  den  Zweck,  an  einigen  Beispielen 
die  Auffassung  zu  erläutern,  welche  Herr  Dedekind  in  einer 
früheren  Arbeit  von  dem  bekannten  Gauss'schen  Ausspruch,  dass 
„die  Relationen  zwischen  Dingen,  die  eine  Mannigfaltigkeit  von 
mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten,  nicht  noch  andere  in  der 
allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten  von  Grössen  (wie  die 
zweigliedrigen  complexen  Grössen)  liefern  können",  entwickelt 
und  begründet  hat.  Es  wird  namentlich  hervorgehoben,  dass 
diese  Auffassung  sich  wesentlich  von  der  Auffassung  des  Herrn 
Weierstrass  unterscheidet.  Schon  vor  längerer  Zeit  hatte  Herr 
Dedekind  die  Freundlichkeit,  den  Referenten  gelegentlieh  hier- 
auf aufmerksam  zu  machen,  und  letzterer  ist  infolge  dessen  be- 
müht gewesen,  bei  der  Besprechung  der  erwähnten  Arbeit  [F. 
d.  M.  XVII.  1885.  365J  den  Standpunkt  des  Herrn  Dedekind 
möglichst  deutlich  hervortreten  zu  lassen.  H-z. 


J.   Petersen.     Ueber   n-dimensionale  complexe  Zahlen. 

Gott.  Nachr.  489-502. 

Nach  einer  kurzen  Uebersicht  der  von  Herrn  Weierstrass 
(Gott.  Nachr.  1884.  395 flF.,  F.  d.  M.  XVI.  330)  aufgestellten 
Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen  Grössen 
giebt  der  Verfasser  einen  neuen  einfachen  Beweis  eines  von 
Herrn  Dedekind  (Gott.  N.  1885.  141  flf.,  F.  d.  M.  XVIL  365) 
im  Anschluss  an  die  Mitteilung  des  Herrn  Weierstrass  veröffent- 
lichten Satzes.     Das  Ergebnis  der  Untersuchung  wird  in  folgen- 
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unterliegen }  dass  die  Multiplieation  eine  associative  Operation 
wird. 

Bezeichnet  nun  x  eine  bestimmte  complexe  Grösse,    so    ist 
die  Aufgabe  zu  entscheiden,  wann  die  unendliche  Summe 

(1)         Zva^x^ 
1 

eine  complexe  Grösse  definirt.  Man  bilde  zu  dem  Zwecke  die 
Gleichungen 

X  =  2!^j  ^jj  X*  =  ^  §j  ej,  . . . 
und  eliminire  aus  ihnen  die  Einheiten,  wodurch  man  eine  Glei- 
chung  der  Gestalt 

(2)         a;'"^-* -f  y,rr"»  +  •••  +  y,„a;  =  0  (»»  =  «) 

erhält.  Damit  nun  die  Summe  (l)  eine  complexe  Grösse  definirt, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(2),  wenn  man  in  dieser  Gleichung  x  als  eine  gewöhnliche  com- 
plexe  Zahl    ansieht,    dem    Convergenzbezirke    der    Potenzreihe 

^av^*'  angehören.     Ist  diese  Bedingung  erfüllt ,    so  lässt  sich 

die  durch  die  Summe  (1)  definirte  Grösse  mit  Hülfe  der  Lagrange'- 
sehen  Interpolationsformel  explicite  hinschreiben.  Aehnliche  Re- 
sultate ergeben  sich,    falls   man    an  Stelle   der  Summe  (1)  eine 

+  30 

Summe  der  Gestalt  ^a.^a;''  betrachtet,  wobei  dann  freilich  wegen 

der  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  noch  besondere  An- 
nahmen über  das  zu  Grunde  liegende  System  complexer  Grössen 
einzuführen  sind.  Hz. 


A.  Saporetti.  Analisi  nuova  per  dimostrare  giusto 
l'usato  inetodo  pratico  degl'  immaginari  e  teoria,  piü 
generale  deH'usata  sulle  relazioni  fra  i  coefficienti 
delle  funzioni  algebrico  intere  ad  una  variabile  ed  i 
fattori    lineari,    siano    funziouali,    siano    propri    delle 

eqiiazioni.       Bologna  Mem.  VIII.  555-571. 

Uer  Verfasser  setzt  an  Stelle  der  imaginären  Einheit  eine 
unbestimmt  bleibende  reelle  Grösse  t,  so  dass  seine  Formeln  in 
die  gewöhnlichen  übergehen,  wenn  man  Multipla  von  t'+l  ver- 


Gapitel  1.     AllgeroeineB.  369 

nachlässig  Diese  (flbrigens  bekannte)  Art,  die  Rechnung  mit 
imaginären  Zahlen  zu  vermeiden,  wird  in  ermüdender  Breite  an 
dem  Beispiel  der  Gleichungen  zweiten  und  dritten  Grades  aus- 
einandergesetzt Hz. 

J.  Hrill.      A    Tiew   method   for  the  graphical  represeu- 
tation  of  coinplex  quantities.     Mess.  (-2)  xvii  80-93. 

In  diesem  Aufsatze  wendet  der  Verfasser  den  Begriff  der 
Dualität  auf  tangentiale  Coordinaten  an,  d.  h.  so,  dass  er  eine 
Zeichnung  herstellt,  in  welcher  complexe  Grössen  durch  Linien 
statt  durch  Punkte  dargestellt  werden.  Es  ergiebt  sich,  dass 
die  Theorie  nicht  ein  genaues  Analogon  derjenigen  ist,  bei  wel- 
cher complexe  Grössen  durch  Punkte  dargestellt  werden.  Dies 
Tcrhält  sich  so,  wie  man  es  erwarten  durfte;  denn  es  ist  sehr 
wohl  bekannt,  dass  eine  vollständige  Dualität  in  der  Planimetrie 
des  homaloidalen  Raumes  nicht  besteht.  Nach  der  Entwickelung 
der  Methode  wendet  der  Verf.  sie  auf  geometrische  Deutung 
mannigfacher  algebraischer  Identitäten  an.  Gh.  (Lp.) 


E.  Sträuss.      Eine  Verallgemeinerung  der  dekadischen 
Schreibweise  nebst  functionentheoretischer  Anwendung. 

Acta  Math.  XI.  13-18. 

Es  sei  a,,  er,,  cr„  ...  eine  unendliche  Reihe  positiver  ganzer 
Zahlen,  welche  sämtlich  grösser  als  1  sind.    Ferner  sei 

1  1  1 


a,  CTj  er,  a^ct^  ,,,  cc^ 

Dann  lässt  sich  jede  positive  Grösse  cu,  welche  kleiner  ist  als 
1,  in  eine  convergente  Reihe  der  Gestalt 

entwickeln,  wo  a,,  a„  ...  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  die 
den  Ungleichungen  a,  <  a,,  a^<.a^,  ...  gentigen.  Wenn  von 
einem  Index  k  ab  jede  Grösse  a  den  höchsten  Wert  hat,  so 
lässt  sich  statt  dieser  Entwickelung  von  cu  eine  andere  endliche 
geben.     Abgesehen  von  diesem  Falle  giebt  es  für  jede  Grösse  (o 

ForUchr.  d.  Math.  XIX.  1.  2"* 
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nur  eine  Entwickelung  in  der  gewünschten  Forro.     Man  wähle 
nun   irgend   eine  ganze  positive  nicht  quadratische  Zahl  k  und 

irgend  eine  positive  Grösse  cü  •<--=.     Ferner  nehme  man 

und  also 

1  1  1 


C,    —    ~r~ «        Co    —   T"5     TTT  4     •  •  •  «     Cy    — 


Bei  diesen  Annahmen  mögen  sich  die  Entwickelungen 

lo^k  =  fc,c,  +ft,c,  +  . . . 
ergeben,  wo  a,,  <  v/c,  6^  <  v/c  ist.     Bildet  man  jetzt  die  Potenz- 
reihe 


v\  "^         v\       ' 

so  ist  dieselbe  beständig  convergent,  und  es  wird  offenbar 

Damit  ist  gezeigt,  dass  eine  ganze  transcendente  Function  (H{x)) 
für  eine  Wurzel  einer  irreducibeln  algebraischen  Gleichung 
(Ära?*— 1  =  0)  verschwinden  kann,  ohne  zugleich  för  jede  andere 
Wurzel  derselben  Gleichung  zu  verschwinden.  Hz. 


A.  GuTZMER.     Sur  certaines  moyennes  arithm^tiques  des 
fonctions    d'une     variable    complexe.      Teixeira  J.  viil. 

147-156. 

Der  Verfasser  stellt  folgenden  Satz  auf: 

Das   arithmetische   Mittel   der   Quadrate   der  Moduln   aller 

Werte,  die  die  Reihe  f(x)  =  ^üyX''  längs  eines  Kreises  |a;|  =  r, 

der  innerhalb  des  Gonvergenzbereichs  liegt,  haben  kann,  ist 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Moduln  der  Glieder  der 
Reihe. 

Er  giebt  für  diesen  Satz  zwei  verschiedene  Beweise;    der 
eine  stützt  sich  auf  die  Theorie  der  Reihen,  der  andere  auf  eine 
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lategrairormel,  die  yod  A.  Harnack  aufgestellt  ist  und  aus   der 
einige  Folgerungen  gezogen  werden. 

Der  Aufsatz  schliesst  mit  einem   neuen  Beweise   des    von 
Herrn  Rouchä  aufgestellten  Satzes,  dass  das  arithmetische  Mittel 

aller  Werte  von  -^.  welche  zu  einem   bestimmten  Werte  des 

Moduls  der  Veränderlichen  x  gehören,  gleich  dem  Coefficienten 
On  ist.  Tx.  (Hch.) 


A.  KöPCKE.     üeber  DiflFerentürbarkeit  und  Anschaulich- 
keit der  stetigen  Functionen.      Math.  Ann.  xxix.  123-140. 

Wenn  man  die  Werte  einer  Function  y  =  f(x)  in  der  üblichen 
Weise  geometrisch  darstellt,  so  erhält  man  als  Bild  der  Function 
ein  unendliches  System  von  Punkten.  Die  Frage,  wann  dieses 
Punktsystem  eine  anschauliche  Gurve  bildet,  setzt  natürlich  vor- 
aas,  dass  der  Begriff  einer  „anschaulichen  Curve"  genau  fest- 
gelegt wird.  Die  Festlegung  dieses  Begriffes  hält  indessen  der 
Verfasser  ebenso  wie  P.  du  Bois-Beymond  für  unmöglich,  da 
:,die  Bestimmung  Anschaulichkeit  nicht  deutlich  formulirbar^ 
8ei.  Bei  diesem  Standpunkt  kann  man  eine  befriedigende  Be- 
antwortung jener  Frage  nicht  verlangen.  Die  Betrachtungen  des 
Verfassers  beruhen  darauf,  dass  gewisse  Bedingungen  als  not- 
wendig erfüllt  angesehen  werden,  falls  y  =  f(x)  durch  eine 
^anschauliche"  Gurve  dargestellt  wird.  Zu  diesen  Bedingungen 
gehören  1)  die  Stetigkeit  von  f(x)]  2)  die  Differentiirbarkeit  von 
f(x)]  3)  der  Umstand,  dass  f(x)  in  keinem  Intervalle  unendlich 
viele  Maxima  und  Minima  besitzt. 

Es  erhebt  sich  die  Frage,  ob  diese  Bedingungen  von  ein- 
ander abhängig  sind  oder  nicht.  Herr  Weierstrass  hat  bekanntlich 
darch  Beispiele  gezeigt,  dass  die  Bedingung  1)  erfüllt  sein  kann, 
ohne  dass  die  Bedingung  2)  erfüllt  ist.  Unter  diesen  Beispielen 
fioden  sich  Functionen,  welche  der  Bedingung  3)  genügen  und 
solche,  welche  derselben  nicht  genügen. 

Ob  es  Functionen  giebt,  welche  die  ersten  beiden  Bedin- 
gungen erfüllen,  die  dritte  jedoch  nicht,   war  bislang  nicht  be- 

24* 
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kannt.  Der  Verfasser  erledigt  diese  Frage  in  bejahendem  Sinne, 
indem  er  eine  solche  Function  wirklich  bildet.  Das  geometrische 
Rild  dieser  Function  entsteht  als  Grenze  eines  gebrochenen 
Linienzuges,  dessen  Bildungsgesetz  jedoch  so  verwickelt  ist,  dass 
ich   es   hier  nicht   in  wenigen  Worten  auseinandersetzen  kann. 

Der  Verfasser  giebt  schliesslich  noch  eine  Reihe  von  Er- 
örterungen über  ,,AnschauIichkeit^  der  Curven,  welche  in  dem 
Satze  gipfeln : 

„Alle  anschaulichen  Curven  besitzen  auch  anschauliche 
Differential-  und  anschauliche  Integral-Curven^.  Hz. 


E.  Schröder.     Tafeln  der  eindeutig  umkehrbaren  Func- 
tionen zweier  Variabein   auf  den  einfachsten  Zahlen- 

gebieten.       Math.  Ann.    XXIX.    299-317. 

Eine  vollständige  Uebersicht  der  Gattungen,  Arten  und 
Formen  (vgl.  in  Bezug  auf  diese  Begriffe  J.  für  Math.  XC.  189ff.; 

F.  d.  M.  1881.  XIII.  325  f.)  von  Functionen  zweier  Variabein, 
welche  als  zugleich  mit  ihren  beiderlei  Umkehrungen  vollkommen 
eindeutige  in  einem  Zahlengebiete  von  1,  2,  3  und  4  Elementen 
existiren  können.  T. 

E.  ScHRÖDBR.     üeber  Algorithmen  und  Calculn.       Hoppe 

Arch.  (2)  V.  225-278. 

Unter  Calcul  wird  eine  Gruppe  von  Functionalgleichung^n 
zusammen  mit  allen  denen  sich  mit  logischer  Notwendigkeit 
aus  ihnen  ergebenden  verstanden,  welche  sich  mindestens  auf 
zwei  Functionen  zweier  Argumente  nebst  deren  (sämtlichen)  Um- 
kehrungen beziehen;  specieller  Fall  dieses  Begriffs  ist  z.  B.  der  Cal- 
cul der  vier  Species  und  der  der  sieben  algebraischen  Operationen. 
Jeder  auf  nur  eine  solche  Function  nebst  ihren  Umkehrun^en 
sich  beziehende  Teil  eines  Galculs  heisst  ein  Algorithmus,  wofür  der 
Algorithmus  der  Addition  und  der  der  Multiplication  ein  Beispiel 
ist,  während  diese  beiden  Algorithmen  zusammen  mit  den 
(„gemischten '')  Formeln,  die  sich  aus  dem  Distributionsgesetze 
ergeben,  den  Calcul  der  vier  Species  bilden.    Der  Herr  Verfasser 
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bat  sich  nun  die  Aafgabe  gestellt,  alle  möglichen  Caiculn  auf- 
zusuchen, welche  zwischen  den  aus  zwei  Functionen  je  zweier 
Argumente  und  ihren  Umkehrungen  hervorgehenden  sechs  Opera- 
tionen bestehen  können,  und  zwar  innerhalb  solcher  Grenzen, 
die  lediglich  bestimmt  sind  durch  die  Anforderung,  dass  die 
fundamentalen  Gesetze  des  Caiculs  einen  gewissen  Grad  von 
Complieirtheit  nicht  überschreiten  dürfen.  Um  diese  weiter- 
gehende Aufgabe  in  Angriff  zu  nehmen,  werden  zunächst  solche 
Gesichtspunkte  aufgestellt,  unter  welchen  dieselbe  naturgemäss 
einzuschränken  ist,  z.  B.  vollkommene  Eindeutigkeit  der  Functionen 
and  ihrer  Umkehrungen,  Beschränkung  der  auftretenden  Elemente 
bei  den  Caiculn  auf  höchstens  sieben  und  bei  den  Algorithmen 
auf  höchstens  sechs  Zahlen,  u.  s.  w.  Da  es  dem  Referenten  nicht 
thanlich  erscheint,  die  Ergebnisse  der  Untersuchungen  in  Kürze 
wiederzugeben,  so  muss  er  auf  die  Abhandlung,  die  mit  dem 
Studium  der  Algorithmen  beginnt,  selbst  hinweisen.  Bemerkt 
sei  nur  noch,  dass  die  entwickelte  Theorie  auch  einen  Eingang 
in  das  Studium  der  überall  unstetigen  Functionen  (beliebig  vieler 
Variabein)  eröffnet,  welche  nicht  minder,  wie  die  im  allgemeinen 
stetigen,  einen  grossen  Reichtum  formaler  Eigenschaften  besitzen, 
und  Berührungspunkte  mit  der  Theorie  der  trilinearen  Func- 
tionen, mit  der  Theorie  der  Substitutionen  und  endlich  mit  den 
Dfck'schen  Untersuchungen  über  Riemann'sche  Flächen  darbietet. 

T. 


H.  Schapira.    lieber  ein  allgemeines  Princip  algebraischer 

Iterationen.        Vortrag.    Heidelberg.    (24  S.). 

T. 

H.  Schapira.     Bemerkungen  zu  der  Grenzfunction  alge- 
braischer Iterationen.     Scbiömiich.  z.  xxxii.  sio-au. 

Ist 
diejenige  Gleichung,    welche   die  n  Grössen  ^'Vu  •••»  ^'V*»  ^^ 


li* 
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Wurzeln  hat,  also  (?)^^+^^9>J  =  2^9)9)^(5)9)^  ...  C?)^)^^,  und  giebt 

man  q  alle  ganzzahligen  Werte  von  —00  bis  +«?,  so  wird 
hierdurch  eine  Orenzfunetion  definirt,  welcher  sich  die  einander 
gleich  werdenden  Wurzeln  der  zu  9  =  00  gehörigen  Gleichung 
nähern;  von  dieser  ist  das  Gauss' sehe  arithmetisch-geometrische 
Mittel  offenbar  ein  specieller  Fall  («  =  2).  Der  Verfasser  giebt 
für  diese  Functionen  diejenigen  Entwickelungen,  welche  den  im 
Art.  9  der  Pars  II  von  Gauss'  Nachlass  (Gauss  W.  III.  372-374) 
mitgeteilten  entsprechen.  T. 


Oltramarb.      Memoire  sur  les  principes   g^n^raux    du 

Calcul,  g^ndralisation.      Ass.  FraD9.  (Toulouse.)  285-305. 


K.  Heün.      Zur    Theorie    der    mehrwertigen    mehrfach 
linear  verknüpften  Functionen.     Acta  Math.  XL  97-118. 

Eine  mehrdeutige  Function  einer  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  mit  f  endlichen  Verzweigungspunkten  ^j,  fs)  •  •  •»  ^>  u°d 
dem  Unendlichkeitspunkte  ^i^i  und  von  der  Eigenschaft,  dass 
zwischen  je  p+1  Zweigen  derselben  eine  lineare  homogene  Re- 
lation mit  Constanten  Coefficienten  besteht,  heisst  eine  p-fach 
linear  verknüpfte  Function.  Bedeuten  S,,  33„  ...,SB,+i  die 
homogenen  linearen  Substitutionen,  welche  das  Verhalten  der 
zu  den  Punkten  5^,  §„  ...,  If+i  gehörigen  Zweiggruppen 

(yi,i  . . .  yp,i))  (yi,2 .  • .  Kp,2),  . . .,  (yi,<+i  •  •  •  yp^i-^-O 

bei  einmaliger  positiver  Umkreisung  dieser  Punkte  ausdrücken, 
so  werden  alle  Systeme  (y)  von  p  Functionen,  deren  Periodicität 
in  Bezug  auf  dieselben  Verzweigungspunkte  durch  dieselben 
erzeugenden  Substitutionen  33j,  Sßj)  •••)  ®«>i  definirt  sind 
(33,  33,  . . .  35,-1-1  =  1),  als  „zurselben  Art  gehörig"  bezeichnet. 
Zwischen  je  p+1  Systemen  derselben  Art  (y*),  (y^^^),  ...,  (y^^) 
besteht,  wie  Riemann  (Werke  p.  360)  bewiesen,  eine  homogene 
lineare  Relation  mit  ganzen  Functionen  von  x  als  Coefficienten: 
H,  (x)  yjt  +  H,  (x)  yJP  +...^H,(x)  y,^>  =  0  ii^llt:: ;;'''). 
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Diese  von  RiemaDo  nur  der  Form  nach  gegebene  Fundamental- 
gleichuDg  bildet  den  Ausgangspunkt  der  vorliegenden  Unter- 
suchungen, welche  die  Bestimmung  der  Coefficienten  H  zum  Ziel 
haben.  Als  p-^-l  Functionen  derselben  Art  werden,  in  Rücksicht 
darauf,  dass  die  Derivirten  einer  Function  offenbar  mit  der  pri- 
mitiTen  von  derselben  Art  sind,  folgende  gewählt: 

dy  dP'^y  dz  d"^^» 


^\dx'      '   dxP-^ '      '    dx'       '    dx'^'^  ' 
und  die  Grade  der  Coefficienten  in  der  erwähnten  Relation  be- 
stimmt.    Die  Voraussetzung  ist,  dass  es  zu  jedem  Yerzweigungs- 
ponkte    $,   eine  Gruppe  (y)   giebt,   deren   Elemente   dargestellt 
sind  durch 

ymi  =  (x— !,/"»<  ^(x—li)  (m  =  1,  2,  . . .,  p), 

wo  $  eine  im  Punkte  ^i  eindeutige,  stetige  und  nicht  verschwin- 
dende Function  bedeutet,  und  die  Exponenten  Xu^  ...,  Xpi  von 
einander  nicht  bloss  um  ganze  Zahlen  verschieden  sind.  Die 
entsprechende  Gruppe  (;s)  hat  dann  die  Form:    • 

%^i  =  (a?-f.)^m.+''m.-$(a?-|0  (m  =  1,2,  . . .,  p), 

worin  du^  . ..,  dpi  ganze  Zahlen  sind. 

Zwei  Fälle  sind  fbr  den  nächsten  Gegenstand  der  Unter- 
suchung, nämlich  die  Darstellung  eines  allgemeinen  Systems  (s) 
dareh  ein  gewisses  sogleich  zu  charakterisirendes  Hauptsystem 
(y),  von  Wichtigkeit:  die  Fälle  ti  =  1  und  ti  =  0.  Der  erste 
fQhrt  auf  die  Darstellung  von  z  als  lineare,  homogene  Function 
^<>o  y»  y\  --M  y^"^^  mit  rationalen  Coefficienten,  der  letztere 
auf  die  Differentialgleichung  p^'  Ordnung,  der  y  genügt,  in  der 
Form 

F.[ft+p(t-l)]y  +  ,/;F,[A  +  (p-l)(t-l)]-g.  +  ... 

wo  in  den  beigeftlgten  Klammem  die  Grade  der  ganzen  Func- 
tionen F  angegeben  sind,  und 

V  =  (^-5,)  . . .  (^-10,    h  =  ipCp-l)(i-l)  -i^Ap, 
gesetzt  ist.    Wenn  A  =  0,  so  ergiebt  sich  die  bekannte  Fuchs'- 
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zuerteilen,  wenn  die  Differentialgleichung  von  höherer  als  zweiter 
Ordnung  ist.  Hr. 

O.  Holder.      Ueber  eine  Function,  welche   keiner  alge- 
braischen  Functionalgleichung  genügt.     Gott  N.  662-676. 

Bedeuten  a?,,  «,,  . . .,  Xn  unabhängige  Veränderliche, 

bestimmte  algebraische  Functionen  derselben,  so  sagt  man,  falls 
eine  Relation  der  Gestalt 

(1)  (^(f(yi)y  f(yi)i  •  •  -1  f(yr)j  a;,,  a?„  . . .,  X«)  =0 
besteht,  dass  die  Function  f(x)  einer  algebraischen  Functional- 
gleichung genügt.  Dabei  bezeichnet  G  eine  rationale  ganze 
Function  der  eingeschlossenen  Argumente,  und  es  wird  selbst- 
verständlich vorausgesetzt,  dass  jene  Relation  (1)  nicht  identisch 
erfüllt  ist,  d.  h.  dass  dieselbe  nicht  besteht,  wenn  man  fttr 
f(yi)i  fiVr))  •  •  M  f(yr)  von  einander  und  von  x,,  rr„  . . .,  Xn  unab- 
hängige Argumente  einsetzt. 

In  der  vorliegenden  Note  zeigt  Hr.  Holder,  dass  die  ganze 
transcendente  Function 

^w  =  *+ w+w+-or  +  "- 

keiner  algebraischen  Functionalgleichung  genügt.  Da  man  n— I 
der  Veränderlichen  a?,,  a?,,  . . .,  Xn  constante  Werte  beilegen  kann, 
so  ist  es  hinreichend,  die  Unmöglichkeit  einer  Relation  (1)  zu 
beweisen  für  den  Fall,  dass  man  nur  eine  unabhängige  Ver- 
änderliche in  die  Betrachtung  einführt.  Die  Function  J(x)  be- 
friedigt die  Differentialgleichung 

dJ(x)   _    e'-^l 

und  dieser  Umstand  lässt  es  zweckmässig  erscheinen,  sogleich 
zu  beweisen,  dass  selbst  eine  nicht-identiscbe  Relation  der  Gestalt 

(2)        G{J(y,),  J(y,),  . . .,  /(y,)»  ^S  eh^  . . .,  e^,  x)  =  0 
unmöglich  ist,  wo  y,,  y„  ...,  yr,  is,,  2„  ...,  s^  bestimmte  alge- 
braische Functionen  von  x  bedeuten.    Die  zu  diesem  Beweise 
führenden  Ueberlegungen  sind  denjenigen  ähnlich,   welche  der 
Verfasser  angestellt  hat,  um  zu  zeigen,  dass  die  Function  r(x) 
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keiner  algebraischen  Differentialgleichung  genQgt.  Nimmt  man 
die  Existenz  einer  Relation  der  Gestalt  (2)  an,  so  darf  man 
offenbar  voraussetzen,  dass  die  Grössen  c*»,  c^,  . . .,  ^*  nur  linear 
in  dieselbe  eingehen,  und  dass  keine  der  Differenzen  Zi-^Hk  eine 
Constante  ist.  Bezeichnet  man  sodann  mit  m  die  Ordnung  der 
Function  G  in  Bezug  auf  die  Grössen  /(y,),  «/(y,),  •  •  m  «^(yr),  ßo 
ergiebt  sich,  dass  die  mehrmalige  Differentiation  der  Gleichung  (2) 
zu  einer  Dicht-identischen  Gleichung  derselben  Gestalt  führt,  für 
welche  die  Ordnung  m  einen  um  eine  Einheit  kleineren  Wert 
besitzt  als  für  die  Gleichung  (2).  Hieraus  folgt  dann  die  Existenz 
einer  die  Grössen  /(y,),  •'(y,),  . . .,  ^(yr)  nicht  mehr  enthaltenden 
Relation,  deren  Unmöglichkeit  leicht  erwiesen  wird.         Hz. 


6.  FiMCfiKRLE.      Della    trasformazione    di  Laplace   e    di 

aicune  SUe   applicazioni.      Bologna  Mem.  (4)  VIIL  125-144. 

Die  Transformation  yon  Laplace  ist  eine  bestimmte  Func- 
tionaloperation,  d.  h.  eine  Operation,  vermöge  welcher  man  aus 
einer  gegebenen  analytischen  Function  q>(y)  eine  andere  Function 
f{x)  ableitet.     Man  setzt  nämlich 

wobei  die  Integration  durch  eine  beliebig,  aber  fest  angenommene 
CurTe  zu  erstrecken  ist.  Der  Verfasser  betrachtet  zunächst 
allgemein  diejenigen  Fanctionaloperationen  £,  welche  die  folgen- 
den Gleichungen  befriedigen: 

E(9>+«K>,)  =  £(?')+E(9),), 
-A  E(y)  =  BCyqp), 

<-^)  =  --^c^> 

Die  inverse  Operation  genögt  dann  ähnlichen  Gleichungen. 

Die  Transformation  von  Laplace  ist  nun  eine  derartige 
Operation  £;  und  da  die  Eigenschaften  der  inversen  Operation 
durch  den  Ansatz 

(2)        9(y)  =  fe"yKx)dx 
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bei  passender  Wahl  des  Integrationsweges  erfQUt  werden,  so 
wird  die  Umkehrung  der  Gleichung  (1)  im  allgemeinen  durch 
eine  Gleichung  der  Gestalt  (2)  vermittelt. 

Diese  allgemeinen  Betrachtungen  werden  zunächst  an  einigen 
Beispielen  erläutert.  Besonders  ausführlich  wird  der  Fall  unter- 
sucht, in  welchem  (p(y)  eine  algebraische  Function  von  y,  ins- 
besondere eine  algebraische  Function  vom  Geschlechte  0  ist    Der 

specielle  Fall  q>  =  >^T+y'  ergiebt  die  Hauptsätze  aus  der  Theorie 
der  Cylinder-Functionen  /^(a?)  und  Ky(x),     Der  Fall 

1 

*"  "~  iXi-t-y'XH-Ä'yO 

führt  zu  der  Formel 

WO  die  Integration  durch  eine  geeignet  gewählte  Linie  zu  er- 
strecken ist,  und  Pn  die  n*'  Kugelfunction  bedeutet.  Die  durch 
das  Integral  dargestellte  Function  von  x  genügt  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten,  welche  sich  ohne  weiteres  aus  den  allgemeinen 
Sätzen  des  Verfassers  ergiebt.  Hz. 


T.  J.  Stieltjes.    Exemple  d'une  fonetion  qui  u'existe  qu'h 
rint^rieur  d'un  cercle.      Darboux  Bull.  (2).  XL  46-51. 

Man  beschreibe  um  den  Nullpunkt  der  js-Ebene  einen  Kreis  C 
mit  dem  Radius  1  und  nehme  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises 
eine  unendliche  Zahl  von  Punkten 

n,,      Oj,      flPj,      •   •   •)      ^j      •   •   • 

an.  Indem  man  femer  jede  complexe  Grosse  mit  demselben 
Buchstaben  bezeichnet,  wie  den  Punkt,  welcher  dieselbe  geome- 
trisch repräsentirt,  bilde  man  die  Reihe 

«1  s 


1      n*       On-^ 

Es  ergiebt  sich  nun  durch  elementare  Betrachtungen,  dass  diese 

OD 

Reihe    in    eine    convergirende   Potenzreihe    JSnCn^"^   umgeformt 

i 
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werden  kann,  falls  der  Pankt  a  im  Innern  des  Kreises  C  liegt. 
Werden  jetzt  insbesondere  die  Punkte  a^,  a„  a,,  ...  so  gewählt, 
dass  a,,  a,,  ...,  a^r  fOr  jeden  Wert  von  r  die  Ecken  eines 
refulären  2^-Eek8  bilden,  so  lässt  sieh  weiter  ohne  Schwierigkeit 
beweisen,  dass  der  Wert  der  obigen  Reihe  ttber  alle  Grenzen 
wächst,  wenn  sieh  der  Punkt  z  vom  Nullpunkt  aus  auf  gerad- 
linigem Wege  in  den  Punkt  o«  hineinbegiebt.  Die  Function  f(!i) 
hat  daher  in  jedem  noch  so  kleinen  Stücke  der  Peripherie  des 
Kreises  C  unendlich  Tiele  Unstetigkeitspunkte  und  kann  folglich 
Ober  diesen  Kreis  hinaus  nicht  fortgesetzt  werden.  Hz. 


H.  FüRLE.  Ueber  die  Darstellung  von  Functionen,  welche 
durch  eine  gewisse  Klasse  von  Functionalgleichungen 
definirt  sind.     Dies.  Halle.  63  S.  8^ 


r 

David.     Eqnations  des  contours  trac^s  autour  de  points 

donn^S.      Tonloase  M4m.  (8)  IX.  179-186. 

Bezeichnet  (d;^,  y,)  eine  nicht  singulare  Stelle  des  algebrai- 
schen Gebildes  f(x^  y)  =  0,  so  entspricht  einer  genügend  kleinen 
um  den  Punkt  x  =-  x^  abgegrenzten  Contour  eine  den  Punkt 
jf  =  y,  einschliessende  Contour.  Der  Verfasser  giebt  die  Glei- 
chungen für  besondere  einander  derart  entsprechende  Contouren 
an.  Hz. 


B.  BuKREJEFP.       Ueber    die    Partialbruchzerlegung    der 
trän  Seen  denten  Functionen.    Kiewakija  Univers.  Iswestija  1886. 

NNo.  10-12.    (Rassisch.) 

Die  ganze  Arbeit  zerfällt  in  drei  verschiedene  Capitel: 
1)  historisch-kritische  Einleitung,  2)  Theorie,  3)  Anwendungen. 
Im  ersten  Capitel  erwähnt  der  Verfasser  alle  früheren  mehr  oder 
weniger  bemerkenswerten  Untersuchungen  im  Gebiete  der  zu 
Grande  liegenden  Frage,  indem  er  sowohl  manche  Vorteile  als 
auch   Mängel    verschiedener    Methoden    kritisch    heryorzuheben 
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sucht.  So  z.  B.  bezeichnet  er  als  Grundmangel  der  „m^ode 
des  rösidus^  von  Cauchy  die  Abwesenheit  allgemeiner  leitender 
Hinweisungen  auf  die  Convergenz  der  Residuen  •  Reihen,  welche 
sich  nach  dieser  Methode  ergeben.  Ausser  den  Arbeiten  von 
Cauchy  werden  die  Ton  Euler,  Gauss,  Gayley,  Betti,  Eisenstein 
ausführlich  betrachtet.  Nachher  gebt  der  Verfasser  zu  den 
neusten  Untersuchungen  über  die  Partialbruchzerlegung  der 
transcendenten  Functionen  und  vor  allem  zu  den  epochemachen- 
den Arbeiten  des  Herrn  Weierstrass  in  der  Theorie  der  ein- 
deutigen Functionen  über.  Nachdem  er  sie  in  grossen  Zfigen 
skizzirt  hat,  erwähnt  er  auch  fast  die  ganze  umfangreiche  Lite- 
ratur, welche  nicht  nur  in  deutscher,  sondern  auch  in  franzö- 
sischer, italienischer  und  schwedischer  Sprache  yon  1876  bis 
1886  unter  dem  Einflüsse  der  Weierstrass'schen  Untersuchungen 
entstanden  ist.  Hier  findet  der  Leser  die  Namen  Schering, 
Hermite,  Appell,  Picard,  Guichard,  Dini,  Casorati,  Mittag-Lefi'ler 
u.  y.  a.  citirt.  Als  einfachste  und  bequemste  für  die  praktischen 
Anwendungen  erachtet  der  Verfasser  die  Methode  von  Mittag- 
Leffler,  da  sie  nicht  nur  fast  alle  Mängel  früherer  Methoden 
beseitigt,  sondern  auch  der  grössten  Verallgemeinerungen  fähig 
ist,  wie  schon  die  Herren  Appell,  Guichard  u.  a.  gezeigt  hatten. 
In  dem  zweiten  Capitel  beweist  der  Verfasser  das  Theorem 
von  Mittag -Leffler  (mit  einigen  Modificationen,  nach  dem  Vor- 
gange von  Herrn  Weierstrass)  und  als  specielles  Beispiel  das 
Theorem  von  Herrn  Weierstrass  betreffs  der  Zerlegung  der 
ganzen  transcendenten  Functionen  in  unendliche  Producte.  In- 
dem er  die  Kriterien  sucht,  welche  zur  Bestimmung  des  Con- 
vergenzexponenten  l  (in  den  Fällen,  wo  er  constant  bleibt) 
dienen  sollen,  beweist  er  folgenden  Satz:  „Wenn  die  allgemeine 
Form  der  Functionen  fx(^)  (x  =  1,  2,  ...,  oo),  welche  in  der 
Fassung  des  Theorems  vorkommen, 

wobei: 
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ist  (F(z)  bezeichnet  die  zu  zerlegende  Function),  so  ist  der  be- 
treffende Convergenzexponent  /  (die  Mittag  -  Leffler'sche  Zahl, 
wie  ihn  der  Verfasser  nennt)  die  kleinste  derjenigen  Zahlen  X, 
f&r  welche  die  Reihe: 

•         Cx 

coQvergent  ist^.  In  diesem  Capitel  giebt  der  Verfasser  auch  die 
Bedingungen  an,  unter  welchen  sich  der  Grenzwert  des  Integrals: 

./         fl  —  »    V  tl  / 

welches  in  der  von  Mittag-Leffler  gegebenen  Formel  (C.  R.  1882, 
I.  Semestre  p.  511)  vorkommt,  bei  der  unendlichen  Vergrösserung 
der  Contour  s  auf  Null  reducirt. 

Was   die   Bestimmung   der   ganzen   Function  6(x)   in   der 
Formel : 

F(*)  =  GW-f-2:F,(*) 

anbetrifft,  welche  Bestimmung  die  grösste  Schwierigkeit  bei  der 
Anwendung  des  Theorems  von  Mittag-Leffler  darstellt,  so  bedient 
sich  dabei  der  Verfasser  für  den  Fall  der  doppelt-periodischen  und 
Thetafunctionen  des  bekannten  Satzes  von  Liouville,  nach  welchem 
eine  ganze  Function,  falls  sie  sich  als  doppelt-periodisch  erweist, 
notwendig  eine  Constante  sein  muss. 

Das  dritte  Capitel  ist  Anwendungen  gewidmet,  aus  welchen 
die  folgenden  citirt  werden  mögen: 


-tga  =  ^ 


'    +  ■ 


n         ^^       „^  71 


i5-(2x  +  l)-^        (2x+1)y 


sec«  =  1  +  2:(~1)*+M ' +  ^ 


»-(2x  +  l)^        (2x+l)yj 
cosec»  =  — +  2:(— 1)»| — ! h    ^ 


»        X  \  z — xn        xn 


i(,)  =  i'(0).,+ -i- ^  (_!)".  |-L- + 1  +  ^ 

yX    m^m'  ^  » —  w  «  Of    / 

K»)  =  KO)  + -|- -S  (-1)™+'»- 1-^  +  ^  + -J-|, 
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vW  =  HO)  +^  2 (-  ir  i-^  +  T  +  -^t' 

1    _         1         I    1         1  > 


1^1       _  (      1  1 


"'(2)  ff'x"  „t^' H»-<J)'     <J 


s  \f 


wo; 


^1  irr  ^  OI  +  CO'     ,  ,       f     r 

und  C  eine  gewisse  Constante  bezeichnen  (Alle  Bezeichnungen 
sind  die  der  Herren  Briot  und  Bouquet). 

In  den  letzten  Paragraphen  giebt  der  Verfasser  die  Zerle- 
gungen der  Functionen  von  der  Form: 

ZW    _J_ 

F(ä)  '      F(ä) 

(wo  -F(ä)  eine  der  Thetafunctionen  ö(ä),  ö,(»),  ö,(«)  bezeichiiet( 
und  zuletzt  die  Zerlegungen  der  Thetafunctionen  in  unendliche 
Producte  nach  dem  Theorem  des  Hrn.  Weierstrass,  welche  alle 
wegen  ihrer  zusammengesetzten  Natur  hier  nicht  angegeben 
werden  können.  D.  Verf. 


David.     D^veloppement  des  fonctions  implicites.     Jouro. 

de  rfic.  Pol.  cah.  LVII.  147-170. 

Es  handelt  sich  in  dieser  Abhandlung  um  die  Auflösung 
einer  algebraischen  Gleichung  /"(y, «)  =  0  durch  die  Lagrange'sche 
Reihe.  Bezeichnen  A  und  B  zwei  Gebiete  in  der  x-  und  y-Ebene, 
welche  sich  vermöge  der  Gleichung  /"(y,  x)  =  0  eindeutig  umkehr- 
bar entsprechen  und  keine  singulare  Stelle  der  Gleichung  ent- 
halten, so  besteht  nach  dem  Satze  von  Cauchy  die  Gleichung 
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WO  9>(y,  x)  eine  Function  bedeutet,  welche  für  alle  den  Gebieten 
A  und  B  angebörigen  Werte  von  x  und  y  stetig  ist,  wo  ferner 
jT^,  y'  entsprechende  Punkte  der  Gebiete  A  und  B  bezeichnen 
und  die  Integration  durch  die  Berandung  von  B  zu  erstrecken 
ist  Aus  dieser  Gleichung  wird  die  Entwickelung  yon  q>(yy  x)  in 
die  Lagrange'sche  Reihe  hergeleitet.  Sodann  folgen  Sätze  über 
die  Convergenz  dieser  Entwickelung,  sowie  die  Herleitung  mehr- 
facher Summen  für  ^(y,  x),  welche  an  die  Stelle  der  Lagrange*- 
schen  Reihe  treten  können.  Hz. 


A.  Harnack.     lieber  die  Darstellung  einer  willkürlichen 
Function   durch    die   Fourier- Besserschen  Functionen. 

Leips.  Ber.  191-214. 

Es  mögen  g(x\  @(2,  x),  w{X)  bestimmte  Functionen  der 
Argnmente  x,  A,  femer  X  eine  Constante  bedeuten;  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (o{X)  =  0  seien  mit  X^^  X,,  ...  bezeichnet.  Eine 
willkfirliche  Function  f(x)  ist  dann  nach  Heine  durch  die  Reihe 

(1)        2:axGil,x)  (A  =  An  A,,  .  . .) 

darstellbar,  wobei  ax  aus  der  Gleichung 

ax/^  [ea,  x)Yg(x)dx  ^f  Kx)&iX,  x)g{x)dx 

u  o 

ZQ  bestimmen  ist,  wenn  die  eingeführten  Functionen  und  Grössen 
gewisse  Bedingungen  erfüllen  [F.  d.  M.  XII.  1880.  392].  Eine  dieser 
Bedingungen  besagt,  dass  die  Reihe  (1)  im  allgemeinen  gleich- 
massig  convergirt,  so  dass  ihr  Integral  durch  gliedweise  Inte- 
gration gebildet  werden  kann,  selbst  wenn  man  die  Reihe  zuvor 
mit  einer  Function  multiplicirt  hat,  die  nicht  unendlich  wird 
und  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt.  Bei  der 
Anwendung,  welche  Heine  von  seinem  allgemeinen  Satze  auf  die 
nach  Fourier-Besserschen  Functionen  fortschreitenden  Reihen  ge- 
macht hat,  hat  er  unterlassen,  den  Kachweis  zu  führen,  dass 
die  soeben  besonders  hervorgehobene  Bedingung  in  dem  betrach- 
teten speciellen  Falle  erfüllt  ist  Die  vorliegende  Arbeit  von 
Harnack  ist  nun  bestimmt,  diese  Lücke  auszufüllen.  Die  Natur 
der  hierzu  dienenden  Betrachtungen,  welche  einen  grossen  Auf- 

Fortwhr.  d.  M«th.  XIX.  1.  25 
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wand  von  Formeln  erfordern,  verbietet  es  indessen,  näher  auf 
das  Detail  der  Untersuchung  einzugehen.  Eine  besondere  Er- 
wähnung verdienen  die  literarisch  -  historischen  Notizen ,  welche 
der  Verfasser  seiner  Untersuchung  beigefügt  hat.  Hz. 


A.  Bassani.    Generalizza^ione  della  formola  di  Lagrange. 

Ven.  Ist.  Alt!.  V.  1163-1170. 

In  Erweiterung  der  Lagrange*schen  Formel  hat  Teixeira 
(Lisb.  J.  1880.  No.  XXVIII)  die  Entwickelung  einer  beliebigen 
Function  von  ä,  entsprechend  der  Gleichung 

nach  Potenzen  von  x  durch  die  Formel  gegeben: 

S(z)  =  S{a)+2:    Z  T-tWl  »''[S'(«)9'K-v(a)], 
WO  q>yft  aus  9)1^  =  qp^  durch  die  Beziehung 

hervorgeht.  Analog  dem  Verfahren,  nach  welchem  Hermite 
(Cours  profess6  pendant  le  2*  semestre  1881-1882)  die  Lagrange'- 
sche  Reihe  erschöpfend  behandelt  hat,  beweist  jetzt  der  Verfasser, 
dass  die  erweiterte  Reihe  gültig  ist  und  in  einem  Umfange  con- 

vergirt,    innerhalb  dessen  — - — <:1  ist,  wo 


S.  PiNCHBRLK.     Suir  inversione   degli  integrali   definiti. 

Lorob.  Ist.  Rend.  (2)  XX.  376-379. 

Als  Umkehrung  des  bestimmten  Integrals  wird  die  Aufgabe 
bezeichnet,  eine  analytische  Function  (p{y)  zu  bestimmen,  welche 
der  Gleichung 


/ 


(0 

genügt,   worin  A{Xyy)  eine  gegebene  eindeutige  Function,   „die 
charakteristische  Function^,  von  x^  y  ist,  /  eine  gegebene  Linie  in 
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der  Ebene  der  y  und  f(x)  eine  für  ein  gewisses  Flächenstück 
gregebene  analytische  Function  bedeutet.  Dies  Problem  reducirt 
sich  auf  die  Bestimmung  einer  Function  A(y,  ä),  die  »Reciproke 
der  charakteristischen  Function",  welche  der  Gleichung  genügt: 

A(x,  y)  A(y,  z)dy  =  — — - ; 


/ 


(0 


dann  ergiebt  der  Canchy'sche  Satz  unmittelbar 

(Ä) 

wo  X  eine  geschlossene  Linie  in  der  Ebene  der  z  ist.  Die  kurze 
Mitteilung,  welche  der  Herr  Verfasser  über  das  Problem  macht, 
bebandelt  namentlich  den  wichtigen  Fall,  dass  die  singulären 
Stellen  der  charakteristischen  Function  einer  algebraischen  Glei- 
chung genügen.  T. 


S.  PiNCHKRLB.      Sur  certaines   Operations    foiictionnelles 
repr^sentt^es  par  des  integrales  definies.     Acta  Math.   X. 

153-182. 

Der  Ausdruck 

f(x)  =jA(x,y)(p(y)dy, 
i 
wo   die  Integration   längs   einer  Linie  /  vollzogen  werden  soll, 
definirt  einen  auf  beliebige  Functionen  (p(y)  anwendbaren  Algo- 
rithmus,   dessen  Charakteristik  A(x^y)  heisst,    und  der  hier  be- 
zeichnet wird  durch 

f(x)  =  A(g>). 

Die  gegenwärtige  Arbeit   behandelt   das  Problem   der  Inversion 
der  gegebenen  Operation,  ausgedrückt  durch 

9>(y)  =  BCf), 
wobei  der  Weg  /  in  dem  Felde  T,  derselbe  bleiben  soll.     Hierzu 
nird  die  Functionsklasse  Wi{y)  von  der  Eigenschaft 

fw,(y)dy  =  0 
i 
in  Betracht  gezogen.     Die  Operation  A  ist  distributiv  und  asso- 

25* 
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ciativ,  aber  nicht  comrnutativ.  Die  Eigenschaft,  dass  f(x)  durch 
Differentiation  von  g>(y)  differentiirt  wird,  definirt  eine  specielle 
Art.  Ist  A(qi)  eine  solche,  so  heisst  ii(y**)  ein  Appeirsches 
Polynom.  Haben  A  und  B  diese  Eigenschaft,  so  hat  sie  auch 
AB.  Da  Hr.  Appell  die  Möglichkeit  der  In vereion  jener  Polynome 
bewiesen  hat,  so  folgt  auch  die  Möglichkeit  der  Inversion  der 
genannten  Art  von  A(q>).  Bedingung  jener  Eigenschaft  ist,  dass 
A{x,  y)  von  der  Form  <P(«— y)  sei.  Kann  man  eine  Function 
B(yj  i)  so  bestimmen,  dass  die  Operation  AB  die  genannte  Eigen- 
schaft, Conservation  der  Derivation,  besitzt,  so  lässt  sich  die 
Function  C(xj  y)  als  Reciproke  der  Charakteristik  der  Operation 
AB  finden,  und  BC  ist  die  inverse  Operation  zu  A,  Damit  B 
die  Eigenschaft  besitze,  hat  es  nur  die  lineare  Gleichung  erster 
Ordnung 

ZU  erfüllen,  wo  die  Coefficienten  X  so  bestimmt  werden  mflssen, 
dass  das  resultirende  B  nicht  x  enthält.  Nimmt  man  beispiels- 
weise für  die  rechte  Seite  den  Wert  0,  so  ergiebt  sich  als  Be- 
dingung, dass  A  von  der  Form  XQ^^e^^^^  sei,  und  die  Lösung  ist: 

Im  zweiten  Teile  der  Abhandlung  werden  die  Eigenschaften  der 
durch  Inversion  der  Operation  erhaltenen  Function  ftlr  den  Fall 
untersucht,  wo  der  Integrationsweg  ein  geschlossener  Kreis  ist 

H. 

F.  G.  Teixeira.     Sobre  o  desenvolvimento  em  serie  das 

func<;oes  de  variaveis  imaginarias.    TeixeiraJ.  VIII.  17-24. 

Der  Zweck  dieser  Arbeit   ist,   eine   vom  Verfasser  in   den 

Nouv.  Ann.  (3)  V.  (siehe  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  206)  gegebene 

Formel  auf  imaginäre  Werte  der  Variabein  auszudehnen. 

Tx.  (Heb.) 

K.  Sadun.     Sulla  teoria  dellc  fuiizioni  iniplicite.      Annali 

delle  R.  Sc.  Norm.  Sup.  di  Pisa.  IV.  1-52. 

Siehe  F.  d.  M.  XVII.  1885.  398-402. 
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EscART.  Sur  la  representatioii  d'uuo  fonction  arbitraire 
au  moyen  d'une  s^rie  convergente  ordonnde  suivant 
des  polyndmes  döpendants  des  coordonn^es  elliptiques 

dans    le   plan.       Ass.  Fraof   (Toaloasü.)  63-74. 


G.  HuMBBRT.     Sur    les   integrales    algöbriques    de  diflFd- 
rentielles  alg^briques      Acta  Math.  X.  281-289. 

Die  vorliegende  Arbeit   beschäftigt  sich  mit  der  Aufgabe: 

Man  soll  entscheiden,  ob  das  Integral   fq>(x^y)dxj  wo  y 

mit  X  durch  eine  algebraische  Gleichung  f(xj  y)  =  0  verbunden 
ist,  eine  algebraische  Function  von  x  (also  eine  rationale  Function 
von  X  und  y)  darstellt.  Die  Redaction  der  Acta  bemerkt  in 
einer  Fussnote  zu  dieser  Arbeit,  dass  dieselbe  Aufgabe  von 
Herrn  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  Über  Abersche  Func- 
tionen erledigt  wird,  und  dass  die  Lösung,  welche  der  Verfasser 
findet,  nicht  wesentlich  von  derjenigen  des  Herrn  Weierstrass 
verschieden  ist.  Die  in  der  Aufgabe  verlangte  Entscheidung 
wird  durch  folgenden  Satz  gegeben: 

Damit   /  q>(x^  y)dx  sich  auf  eine  rationale  Function  von  x 

nnd  y  reducire,  ist  notwendig  und  hinreichend: 

1)  dass  dieses  Integral  keine  polare  (logarithmische)  Periode 
besitzt; 

2)  dass   die   Summe    der   polaren  Perioden    für  jedes   der 
Integrale 

y  VQ^y  y)  Gi(x)dx  (•  =  1,  2,  . . . ,  p) 

verschwindet; 

3)  dass  die  Summe  der  polaren  Perioden  für  jedes  der  Integrale 

y  9(a?, y)  Hi(x)  dx  (t  =  1,  2,  . . .,  p) 

ebenfalls  verschwindet. 

Dabei  bedeuten  6,,  &,,  . . .,  6p,  iJ,,  iJ„  . . .,  Hp  2p  Normal- 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  des  Gebildes  f(x^  y)  =■  0. 
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Man  bemerkt  leicht,  dass  dieser  Satz  sich  unmittelbar  aus 
der  ßetracbtnng  der  unter  2)  und  3)  genannten  Integrale  ergiebt, 
falls  dieselben  durch  die  Begrenzung  der  zu  /'(«,  y)  =  0  ge- 
hörenden, in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerschnit- 
tenen Riemann'schen  Fläche  erstreckt  werden.  Auf  eben  diese 
Betrachtung  kommt  auch  der  Beweis  des  Verfassers  hinaus.  Nur 
erhält  dieser  Beweis  dadurch  ein  anderes  Ansehen,  dass  x  und  y 
als  eindeutige  Fuchs'sche  (linear  -  periodische)  Functionen  eines 
Parameters  t  dargestellt  werden,  wodurch  die  genannten  Bc- 
grenzungs-Integrale  in  solche  übergehen,  welche  über  den  Rand 
des  Fundamentalpolygons  in  der  (-Ebene  zu  erstrecken  sind. 

Hz. 

F.  Hofmann.  Methodik  der  stetigen  Deformation  von 
zweiblättrigen  Kieinann'schen  Flächen.  Ein  üebungs- 
buch    für    den    geometrischen    Teil    der    Functionen- 

theorie.     HaUe.  Nebert.  VI  u.  50  S.  8°. 

Der  Herr  Verfasser  bezeichnet  selbst  als  den  Zweck  der 
vorliegenden  Arbeit,  einfache  Methoden  anzugeben,  nach  welchen 
eine  Riemann'sche  Fläche  durch  stetige  Verzerrung  identisch  ge- 
macht werden  kann  mit  anderen,  besonders  charakteristisch  ge- 
stalteten „Normalflächen"  von  einer  solchen  Beschaffenheit,  dass 
sich  auf  ihnen  die  Untersuchung  von  topologischen  Fragen  be- 
sonders übersichtlich  gestaltet;  für  welche  insbesondere  jener 
den  Riemann'schen  Flächen  anhaftende  missliche  Umstand  weg- 
fällt, dass  die  geometrische  Vorstellung  durch  das  Auftreten  von 
Selbstdurchdringungscurven  gehindert  wird;  und  dann  weiter 
umgekehrt  Methoden  anzugeben,  welche  eine  directe  Umwand- 
lung einer  beliebig  vorgegebenen  geschlossenen  Fläche  in  eine 
Riemann'sche  (doppeltblättrige)  Fläche  gestatten.  Kr. 


H.  M.  FiGüEiRRDO.     Superficies  de  Riemann.     Coimbra. 

Dieses  Buch   enthält   eine  Untersuchung   der  Methode  Rie< 
mann's    betreffs    der   vieldeutigen   Functionen.     In    dem   ersten 
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Capitel  setzt  der  Verfasser  die  allgemeinen  Prineipien  der  Theo- 
rie der  Tieldeutigen  Functionen  auseinander.  Im  zweiten  folgt 
die  Theorie  der  Flächen,  die  Riemann  anwendet,  um  diese  Func- 
tionen darzustellen.  Im  dritten  und  vierten  Capitel  werden  die 
Integrale  der  Functionen  complexer  Variabein,  insbesondere  die 
elliptischen  Integrale,  untersucht.  Tx.  (Hch.) 


Jensen.     Sor  la  fonction  ^{s)  de  Riemann.       0.  R.    Civ. 

1156-1159. 

Setzt  man 

1 

so  ist  durch  diese  Gleichung  ^(s)  als  analytische  Function  von  s 
definirt,  so  lange  der  reelle  Bestandteil  dt(s)  von  s  grösser  ist 
als  1.  Wie  Riemann  gezeigt  hat,  lässt  sich  ^(s)  über  das  Ge- 
biet 9i(«)  <C  1  hinaus  fortsetzen  und  ergiebt  sich  dabei  als 
eine   in   der    ganzen   Ebene   eindeutige  Function,   welche   nur 

för  «  =  1  unstetig  wird  wie r-.     In  der  vorliegenden  Note 

wird  zunächst  dieser  Satz  auf  elementarem  Wege  bewiesen. 
Wenn  dt(s)  >  1  ist,  so  gilt  die  Identität 

mit  deren  Httlfe  sich  die  Gleichung  ergiebt: 

= i---f-^?^  -  ^'-^^'('+'^  +  -  ...1. 

TL  1.2.«'  1.2.3.«*       ^  J 

Diese  Gleichung  erklärt  nun  die  Function  ^(«)  für  alle  Werte 
von  $j  deren  reeller  Bestandteil  fSi{s)  grösser  ist  als  Null.  Denn 
die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  convergirt  gleichmässig 
in  jedem  endlichen  Bereiche  des  Gebietes  di{s)  >  0.  Aus  der 
Gleichung  (1)  folgt  ferner  für  3fl(4r)>0  die  Entwickelung: 
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(2)        2-  =  (s-l)  [eW-  1]  -  -^^f^  K(l+*)-l] 

Lä88t  man  hier  rechter  Hand  die  ersten  n  Glieder  fort,  so  bleibt 
eine  Reihe  übrig,  welche  gleichmässig  convergirt,  sobald 
fft(s)>—n  ist.  Es  ergiebt  sich  daher  aus  (2)  nach  und  nach 
die  Erklärung  von  ^(5)  für  alle  endlichen  Werte  von  «,  indem 
man  successive  n  =  1,  2,  3,  ...  setzt.  Die  Gleichung  (1)  kann 
zur  Entwickelung  von  («— 1)C(*)  in  eine  beständig  convergirende 
Potenzreihe  der  Gestalt 


00 


dienen.  Der  Verfasser  giebt  die  numerischen  Werte  der  ersten 
neun  Coefficienten  dieser  Reihe  bis  auf  neun  Decimalstellen. 
Der  Coefficient  C^  ist  gleich  der  Mascheroni'schen  Constante. 
Bildet  man  mit  Riemann  die  Function 

1(0  =  n~^  r(i  +  y)  (*-  i)S(*),   '  =  i  +  th 

80  hat  die  Gleichung  |(0  =0  nur  reelle  Wurzeln.  Werden 
diese  Wurzeln  mit  a  bezeichnet,  so  findet  der  Verfasser  die 
Gleichung 

-      ^      =l+K-log(2y/^), 


und  hieraus  für  die  kleinste  Wurzel  a  die  Ungleichung  a,  >  6,  56. 
Eine  weitere  Annäherung  ergiebt  a^  >  8, 4.  Hz. 


F.  Casorati.  Sopra  le  coupures  dal  sig.  Hermite,  i 
Querschnitte  e  le  superficie  di  Riemann^  ed  i  concetti 
d'integrazione  sl  reale  che  complessa.    Annali  di  Mat.  (2) 

XV.  223-234. 

Briot  und  Bouquet  stellten  in  der  Vorrede  zur  zweiten  Auf- 
lage ihrer  Theorie  des  fonctions  elliptiques  die  Behauptung  auf, 
dass  der  Begriff  der  mehrblätterigen  Riemann'schen  Flächen 
einige   Schwierigkeiten    biete,    und    dass    dieselben    trotz    der 


Capiiell.    Allgemeinei.  393 

schöDen  Resultate,  zu  denen  Riemann  durch  sie  gelangt  sei,  fbr 
ihre  Zwecke  nicht  von  Vorteil  seien.  Diese  Behauptungen  sucht 
Hr.  Casorati  in  der  vorliegenden  Mitteilung  zu  entkräften,  indem  er 
Dar  ein  genaues  Vertrautsein  mit  dem  Begriffe  der  Riemann'schen 
Fläche  ffir  notwendig  hält,  um  ihre  Verwendbarkeit  einzusehen. 
Es  wird  nun  zunächst  der  Unterschied  zwischen  den  von 
Hro.  Hermite  (J.  ftlr  Math.  XCI.,  siehe  F.  d.  M.  XIII.  1881.  307) 
mit  dem  Namen  „coupures^  belegten  Discontinuitätslinien  der 
Functionen  und  den  Riemann'schen  Querschnitten  auseinander- 
gesetzt, wobei  der  Verfasser  jedoch  den  Ursprung  des  Hermite'- 
schen  Querschnittes  nicht  in  der  Betrachtung  des  Integrals 


a>(«)=/' 


dt, 


sondern  bereits  in  den  elementaren  Functionen 

Ä»,  loga» 

saehen  zu  mtlssen  glaubt,  indem  auch  diese  schon,  wie  das  Inte- 
gral (Z>(js),  längs  des  Querschnittes  von  Punkt  zu  Punkt  eine  ver- 
änderliche Discontinuität  aufweisen. 

Mit  der  Bemerkung,  dass  auch  die  von  Cauchj  (Memoire 
sar  les  fonctions  irrationnelles)  eingeführten  lignes  d'arret  solche 
Hermite'schen  Querschnitte  sind,  geht  der  Verfasser  näher  auf 
den  Begriff  der  mehrblätterigen  Riemann'schen  Flächen  ein. 
Jedes  Blatt  ist  ihm  ein  Netz  von  unendlich  kleinen  Maschen, 
deren  Knoten  die  analytischen  Punkte  der  Schicht  (des  Blattes) 
darstellen,  d.  h.  die  Träger  der  Werte  der  Veränderlichen  sind, 
während  jedes  unendlich  kleine  Fadenstück,  das  zwei  Knoten 
Terbindet,  die  Continuität  der  Veränderung  der  Werte  von  einem 
Knoten  zum  andern  zeigt.  Diese  Netze  gehen  dann  längs  der 
Verzweigungsschnitte,  die  übrigens  eine  beliebige  geometrische 
Form  haben  können,  auf  bekannte  Weise  in  einander  über. 

Bm. 


Painlbvä.     Thfese  d'Analyse.     Sur  les  lignes  singuliferes 
des  fonctions  analytiques.     Paris.  136  s.  4^. 
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K.  GüURSAT.     Sur  les  fonctions  k  espaces  lacunaires. 

Darb.  Bull.  (2)  XI.  109-114. 

In  den  C.  R.  XCIV.  716  (F.  d.  M,  XIV.  1882.  336)  hat  der 
Verfasser  ein  sehr  allgemeines  Theorem  aufgestellt,  welches  er- 
laubt, eindeutige  monogene  Functionen  zu  bilden,  die  nur  im 
Innern  oder  ausserhalb  gewisser  beliebig  begrenzter  Gebiete  der 
Ebene  existiren.  Da  der  Beweis  dieses  Satzes  von  Herrn  Lerch 
(Prag.  Ber.  1886,  F.  d.  M,  XVIII.  1886.  330)  angegriffen  wurde, 
wird  derselbe  hier  mit  allen  Details  wiederholt  und  aufrecht 
erhalten.  Zum  Schlüsse  werden  aus  dem  Theorem  einige  Beispiele 
abgeleitet  Bm. 

G.  TfirxBiRA.    Exemples  de  fonctions  k  espaces  lacunaires. 

Nouv.  ADD.  (3)  VI.  43-45. 
Ist 

und 

und  bedeuten  F^(js)  continuirliche  Functionen,  so  ist  diese  Sumoie 

/"(0  =  J^.W  +  •••  +  ^.(*), 

wenn  die  Moduln  von  J5~a^>>  1  sind,  wird  aber  so,  wenn  sie 
<  1  sind;  also  ist  f(«)  eine  continuirliche  Function  in  dem  ganzen 
Bereiche  der  Ebene  mit  Ausnahme  der  Kreise,  die  um  die 
Punkte  Oj,  .. .,  a»  mit  dem  Radius  1  beschrieben  sind.  Die  Zahl 
dieser  LQcken  wird  unendlich,  wenn  die  Reihe  fQsi)  eine  con- 
vergente  unendliche  Reihe  ist.  ßm. 


G.  ViVANTi.       Ricerche    sulle    funzioni    uniformi    d'uu 
punto  analitico.      Batt.  G.  XXV.  54-72,  232-256. 

Die  Arbeit  kntipft  an  eine  Abhandlung  von  Hrn.  Appell  in 
Acta  Math.  I.  109  an:  Sur  les  fonctions  uniformes  d'un  point 
analytique  (cf.  F  d.  M.  XV.  1883.  333),  woselbst  unter  eindeutigen 
Functionen  eines  analytischen  Punktes  eindeutige  Functionen  zweier 
Veränderlichen  verstanden  sind,  welche  letzteren  durch  eine  alge- 
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braisehe  Gleicbung  mit  einander  verbunden  werden.  Ihre  Theo- 
rie gründet  sieb  auf  die  der  algebraischen  Functionen  und  der 
Aberscben  Integrale. 

VorzQglich  zwei  specielle  Fälle  finden  hier  ihre  Erledigung: 
1)  wird  Torausgesetzt,  dass  sämtliche  Wurzein  w  der  erwähnten 


m 


algebraischen  Gleichung  F(fr,  a)  =  0  ganze  Functionen  der 
onabbängigen  Veränderlichen  s  sind,  oder  dass  endlichen  Werten 
von  »  nur  wieder  endliche  Werte  von  w  entsprechen;  2)  werden 
die  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  als  reell  ange- 
nommen. Zur  Behandlung  dieser  Fragen  dienen  dem  Verfasser 
hauptsächlich  die  Riemann'schen  Anschauungen. 

Nach     einer    eingehenden     Erörterung    der    zur    Function 


m 


F(ip,  j5)  =  0  gehörigen  Riemann'schen  Fläche  R  und  der  zu- 
gehörigen Aberscben  Integrale  werden  die  Reihen-  und  Product- 
CDtwickelungen  solcher  Functionen  und  Eigenschaften  derselben 
aufgestellt  Hierauf  werden  die  unter  1)  angegebenen  Voraus- 
setzungen wieder  aufgenommen,  wodurch  sich  für  F  =  0  die  Form 

ergiebt,  in  welcher  /«(»)  =0  Polynome  vom  Grade  <n  be- 
deuten. Macht  man  dann  noch  die  Voraussetzung,  dass  unend- 
lich grossen  Werten  von  z  nur  wieder  unendlich  grosse  von  w 
entsprechen,  so  ergiebt  sich,  dass  die  grösste  Anzahl  von  Ver- 
zweigongspunkten  nur  (2n— m)(m— 1)  beträgt,  und  in  Folge 
dessen  das  Geschlecht 

sein  muss;  ferner  folgt  unter  anderem,  dass,  wenn  man  eine 
Function  /*(«),  die  fttr  keinen  endlichen  Wert  von  js  unendlich 
wird,  eine  ganze  Function  nennt,  jede  ganze  Function  auf  R  in 
die  Gestalt  einer  ganzen  rationalen  Function  von  tr,  z  gebracht 
werden  kann,  und  umgekehrt.  Hat  dagegen  f{z)  auf  R  einen 
einzigen  wesentlich  singulären  Punkt  im  Unendlichen,  so  wird 
sie  durch  eine  Reihenentwickelung  dargestellt,  die  nach  Inte- 
gralen zweiter  Gattung  fortschreitet,  welche  diesen  Unendlich- 
keitspunkt  zum  Unstetigkeitspunkt   haben.     Eine  solche  ganze, 
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auf  R  eindeutige  Fanetion  fC«),  die  in  keinem  ihrer  Verzweignngs- 
punkte  versehwindet,  bestimmt  auf  R  vier  Systeme  Ton  Curven- 
zQgen  m,,  M^y  m„  ilf,.  m,  und  M^  treffen  sich  abwechselnd  im 
Unendlichen  oder  in  Punkten,  in  welchen  die  Tangente  parallel 
zur  X'AxQ  vei läuft;  die  Curven  m,,  M^  dagegen  treJBTen  sich  ab- 
wechselnd im  Unendlichen  oder  in  Punkten,  deren  Tangente 
parallel  zur  y-Axe  ist;  m,,  M^  und  m,,  M^  bilden  ein  Orthogonal- 
system und  die  Schnittpunkte  (Ä,  Äf,),  (M^  m,),  (m,  Ä,)  sind  Null- 
punkte von  rWj  dio  Punkte  (m^m^)  aber  Nullpunkte  von  /*'(») 
oder  f(z)]  ferner  liegt  auf  jedem  Zuge  m^  oder  m,  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgenden  Nullstellen  von  f{x)  eine  ungerade 
Anzahl  Nullstellen  von  /*'(«).  Hieraus  folgt  als  specieller  Fall 
eine  Erweiterung  des  Theorems  von  Rolle  fflr  die  vorliegenden 
Functionen  in  der  Form:  Wenn  eine  reelle  eindeutige  ganze 
Function  f  («)  auf  ß,  die  einen  einzigen  wesentlich  singulären 
Punkt  und  keinen  Pol  besitzt,  auf  der  x-Axe  mehrere  Null- 
punkte hat,  so  hat  ihre  Abgeleitete  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Nullstellen  der  Function  eine  ungerade  Anzahl  von 
Nullpunkten. 

Macht  man  ferner  die  unter  Nummer  (2)  angeführte  Voraus- 
setzung, und  sind  die  sämtlichen  reellen  Verzweigungspunkte 
alle  getrennt,  so  folgt  zunächst,  dass  tr  in  den  conjngirten 
Punkten  von  R  selbst  conjugirte  Werte  besitzt,  und  dass  die 
Discontinuitätspunkte  eines  reellen  Aberschen  Integrales  auf  der 
2:-Axe  liegen  oder  zu  zwei  und  zwei  conjngirt  sind. 

Zum  Schlüsse  der  Abhandlung  wird  mit  Benutzung  der  Ein- 
gangs aufgestellten  Reihenentwickelung  unter  anderem  der  Satz 
bewiesen,  ^dass  die  Derivirte  einer  reellen  eindeutigen  Function 
auf  R  wieder  eine  eindeutige  reelle  Function  auf  R  ist,  wobei 
die  singulären  Punkte  einer  reellen  eindeutigen  Function  auf  R 
sich  auf  der  x-Axe  befinden  oder  zu  zwei  und  zwei  conjugirt 
sind.*'  Bm. 

A.  HüRwrTZ.      Ueber   diejenigen    algebraischen  Gebilde, 
welche  eindeutige  Transformationen   in  sich  zulassen. 

Gott;  Nachr.  85-107. 
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Der  Verfasser  beschäftigt  sieb  damit,  alle  irreducibeln  Glei- 
ebungen  f(s^  s)  =  0  zu  bestimmen,  welche  durch  eine  rationale 
eindeutig  umkehrbare  Transformation 

in  sieh  fibergefQhrt  werden  können,  oder  alle  diejenigen  Rie- 
mann'schen  Flächen  anzugeben,  auf  welchen  eine  eindeutige  al- 
gebraische Correspondenz  («,  s;  «',  t!)  existirt.  Es  ergeben  sich 
hierbei  hauptsächlich  folgende  Resultate: 

1)  Jedes  algebraische  Gebilde,  welches  eine  ein -eindeutige 
Transformation  in  sich  von  der  Periode  n  besitzt,  lässt  sich 
durch  eine  Gleichung  F(«",  2)  definiren,  und  zwar  so,   dass  die 

eindeutige  Transformation  durch  die  Gleichungen  «'  =  e  "  .  s 
%'  =^%  gegeben  sind. 

2)  Die  Periode  n  ist  ^10(p-l). 

3)  Besitzt  eine  Riemann'sche  Fläche  vom  Geschlechte  p  eine 
eindeutige  Transformation  in  sich,  deren  Periode  it>2(p— 1) 
ist,  so  lässt  sie  sich  durch 

n 

definiren,  und  ist  ii>4(p— 1),  so  kann  sie  durch 

dargestellt  werden;  a,  6,  c  sind  positiv  und  <n. 

4)  Jede  eindeutige  Transformation  eines  algebraischen  Ge- 
bildes in  sich  ist  periodisch. 

An  die  Beweise  dieser  Sätze  schliesst  sich  die  Aufstellung 
eines  allgemeinen  Satzes  über  Correspondenzen  an,  der  für  die 
mr  Riemann*schen  Fläche  gehörigen  t*- Functionen  wichtig  ist, 
sowie  die  Behandlung  der  Aufgabe:  alle  Riemann'schen  Flächen 
eines  gegebenen  Geschlechtes  p  zu  bestimmen,  welche  eine  ein- 
deutige Transformation  in  sich  zulassen.  Zum  Schlüsse  wird 
noch  das  gewissermassen  umgekehrte  Problem  behandelt:  wenn 
eine  endliche  Gruppe  von  N  Operationen  gegeben  ist,  diejenigen 
algebraischen   Gebilde   aufzustellen,    welche    eine   Gruppe   ein- 
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deutiger  Operationen  in  sich  besitzen,  die  mit  jener  Gruppe  von 
N  Operationen  holoedrisch  isomorph  ist. 

An  den  Aufsatz  pchliesst  sieh  ein  Nachtrag  polemischer 
Natur  an,  in  welchem  der  Verfasser  einen  von  ihm  an  Herrn 
Fuchs  gerichteten  Brief  zum  Abdruck  bringt.  Bm. 


L.  Fuchs.      Bemerkungen    zu    einer    Note    des    Herrn 

HnrwitZ.       G5tt.  Nachr.  502-504. 

Der  Verfasser  giebt  hier  eine  Erwiderung  auf  den  Nachtrag 
zu  der  vorstehend  besprochenen  Abhandlung  des  Herrn  Hurwitz. 

Red. 


L.  Fuchs.  Ueber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen,  und  über  eine  Anwendung  des- 
selben auf  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Berl  Ber.  159-166. 

Die  vorliegende  Note  enthält  einige  Berichtigungen  der   in 
den  Berl.  Ber.  1886  p.  797  f.  (cf.  F.  d.  M.  XVHI.  1886.  362)  auf- 
gestellten  Sätze,  indem  angegeben  wird,  dass  dort  stillschweigend 
die  Voraussetzung  gemacht  worden  sei,   dass  zwischen  den  Pe- 
rioden  ni  und  ük^  der   Normalintegrale   erster  Gattung   keine 
Relation  mit  ganzzahligen  Coefficienten  stattfinde,  was  sich  dar- 
aus ergiebt,   dass   in   einem  gewissen  (unter  {K)  angegebenen) 
Gleichungssystem  für  sämtliche  Gleichungen  gleichzeitig  entweder 
das   positive  oder   das   negative  Zeichen   gelten   muss.     Dabei 
wird  auf  eine  Arbeit  von  Hurwitz  in  den  Ber.  d.  E.  s&chs.  6. 
d.  W.  vom  11.  Januar  1886  (cf.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  626)  bin« 
gewiesen  und  bemerkt,  dass  die  Involution  unter  obiger  Voraus- 
setzung  eine  Wertigkeitscorrespondenz   sei.     Ferner   wird,    an- 
schliessend an  die  in  der  erwähnten  Note  enthaltenen  Sätze  über 
die    Integrale    einer    linearen    homogenen    Diflferentialgleichnng 
zweiter  Ordnung,    nachgewiesen,    dass   sich    die    Biemann'sche 
Fläche  («,  2),  in  welcher  dieCoefScienten  der  Differentialgleichung 
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rational  bestimmt  sind,  durch  eine  rational  eindeutig  umkehrbare 
Substitution  in  eine  andere  (/,  u)  von  der  Beschaffenheit  trans- 
formireo  lässt,  dass  i\  u'  eindeutige  Functionen  des  Quotienten 
C  eines  Fundamentalsystemes  von  Integralen  werden ,  und  dass 
zwei  algebraische  Gleichungen  daselbst  identisch  zu  befriedigen 
sind.  Diese  Resultate  bleiben  auch  fttr  den  Fall  bestehen,  dass 
zwischen  den  Perioden  m  und  a^^  Relationen  mit  ganzzahligen 
CoefBcienten  stattfinden  (der  Fall  der  singulären  Flächen  von 
Harwitz). 

Bezüglich  dieser  Arbeit  vergleiche  man  die  Arbeit  von  Hur- 
witz: lieber  diejenigen  algebraischen  Gebilde,  welche  eindeutige 
Transformationen  in  sich  zulassen  (s.  oben  S.  396  ff.)      Bm. 


F.  Klbin.  Ueber  CoDfiguratioDen,  welche  der  Kummer'- 
schen  Fläche  zugleich  eingeschrieben  und  umge- 
schrieben    sind.      Math.  ADD.  XXYIf.  106-142. 

Siehe  Abschn.  IX.  Capitel  3D. 


M.  NoETHKR.      Ueber    die    totalen   algebraischen   Diffe- 
rentiale.       Math.  Aqd.  XXIX.  339-381. 

Siehe  Abschn.  IX.  Capitel  3B. 


SncKELBKRGKR.     ücbcr  einen  Satz  des    Herrn  Noether. 

Math.  Ann.  XXX.  401-409. 

M.  NoBTHER.      Ueber  den  Fundamentalsatz  der  Theorie 
der  algebraischen  Functionen.    Math.  Aod.  XXX.  410-417. 

Bezeichnen  f^  g>y  \p  gegebene  ganze  rationale  Functionen 
Ton  X  und  y,  so  giebt  der  Noether'sche  Satz  ein  Kriterium  dafür, 
dass  eine  Gleichung  der  Gestalt 

besteht,    wo  A  und  B  ebenfalls  ganze  rationale  Functionen  von 
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X  und  y   bedeuten.     Der  Noether'sche  Satz   besagt,    dass    eine 

solche    Gleichung   statt   hat,    wenn   sich    fUr  jede   Schnitteteile 

a;  =  Xj,,   y  =  yo    ^®^  Curven  y  =  0,    y  =  0  die  Function  f  in 

die  Form 

/•  =  ^>  +  B*xp 

bringen  lässt,    unter  A\  B'  Potenzreihen  von  x—x^^   y— y©  ^^^' 
standen. 

Herr  Stickelberger  beweist  diesen  Satz  auf  functionentbeo- 
retischem*  Wege.  Die  Hülfssätze,  welche  dabei  zur  Anwendung 
kommen  und  welche  in  sehr  einfacher  Weise  begrQndet  werden, 
schliessen  sich  an  Sätze  von  Weierstrass  und  Hermite  an. 

Herr  Noether  giebt  zwei  neue  Beweise  seines  Satzes.  Der 
erste  beruht  auf  der  ZurOckführung  des  allgemeinen  Falles  auf 
den  in  einer  Note  des  Herrn  Voss  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  348) 
erledigten  einfachen  Fall,  wo  die  Curven  y  =  0,  xfß  =  0  sich 
an  jeder  Stelle,  wo  <p  =  0  einen  fc- fachen,  i^  =  0  einen  /^fachen 
Punkt  besitzt,  genau  in  kJ  Punkten  schneiden.  Der  zweite  Be- 
weis führt  das  für  den  allgemeinen  Fall  von  Herrn  Voss  gege- 
bene Kriterium  auf  das  Kriterium  des  Noether'schen  Satzes 
zurück.  Hz. 

O.  Stolz.     Bemerkungen   zur   Theorie    der   Functionen 
von    mehreren    unabhängigen    Veränderlichen. 

Innebr.  Ber.  5S. 

Der  Verfasser  bemerkt  zuerst,  dass  sich  die  Bedingung, 
unter  welcher  eine  eindeutige  Function  f(x^  y)  einen  bestimmten 
Grenzwert  c  erhält,  während  x  und  y  unabhängig  von  einander 
zu  den  endlichen  Grenzwerten  a  und  b  convergiren,  folgender- 
massen  formuliren  lässt:  Es  muss  f(a-fr  cosip,  &-f^Binf>)  bei 
lim  r  =  0  gleichmässig  für  alle  Werte  von  g>  im  Intervalle 
(— ^/r,  ^n)  zum  Grenzwert  c  convergiren.  Hieran  knüpft  sich 
ein  Beweis  des  folgenden  von  Peano  aufgestellten  Satzes:  Sind 
F  und  <Z>  ganze  Functionen  von  x  und  y,  welche  für  x  =  0, 
y  =  0  verschwinden,  und  bilden  die  Glieder  niedrigster  Dimen- 
sion von  0  eine  definite  Form,  deren  Ordnung  kleiner  ist  als 
die  Ordnung  der  Glieder  niedrigster  Dimension  von  F,   so  ist 
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F 

lim  -;-  =  0.     Es   folgt  die  Begründung  eines  bei  dem  Beweise 

de8  letzten  Satzes  benutzten  Hülfssatzes,  naeh  welchem  die  Werte 
einer  definiten  Form  von  a^^  :r,,  ...,  Xr^  absolut  genommen, 
nicht  unter  einer  positiven  Zahl  l  liegen,  wenn  die  Variabein  der 
Bedingung  xJ+a;J  +  •••  +  a?^  ==  1  unterworfen  werden.  Der 
Sehlnss  der  Mitteilung  bezieht  sich  auf  folgende  Bemerkung  des 
Herrn  Thomae:  Wenn  eine  eindeutige  stetige  Function  /'(x,  y) 
an    der    Stelle    x  =  a^    y  =  b    endliche    partielle    Ableitungen 

-TT^,  -TTT-  besitzt,  so  folgt  hieraus  nicht  die  Existenz  eines  voll- 
aa     ob  ^ 

ständigen  Differentials  an  jener  Stelle.    D.  h.,  wenn  man 
f(a+h,  b+k)^f(a,b)=^h-^  +  k^+hQ  +  ka 
setzt,    so    ist  nicht  notwendig  lim  ^  =  lim  a  =  0.     Nach  Herrn 

Thomae   ist   zur  Existenz   eines   vollständigen  Differentials  not- 

j-      j           f(a+rcosg),  6+r8ing))-./'(a,  6)      , 
wendig,  dass  -^ ^^ —  bei  limr  =  0 

gleichmässig  fttr  allö  Werte  von  q>  im  Intervalle  ( — ^tt,  ^n)  zum 

Grenzwert -J- cos y  + -^  sing)   convergire.     Herr  Stolz   zeigt, 

dass  diese  Bedingung  auch  hinreichend  ist.  Hz. 


0.  BiBRMANN.     üeber  das  algebraische  Gebilde  n*®'  Stufe 
im  Gebiete  von  (n+l)  Grössen.     Wien. Ber.  xcv.  802-824. 

Der  Verfasser  versucht  die  Grundlagen  der  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  von  n  unabhängigen  Veränderlichen 
za  entwickeln.  Dieser  Versuch  ist  indessen  nicht  gelungen. 
Wird  y  als  Function  von  x,,  x„  ...,  x^  durch  die  Gleichung 
f1[y,  X,,  x„  . . .,  x^  =  0  definirt,  so  bezeichnet  man  die  Gesamt- 
heit der  Wertsysteme  y,  a?,,  a?„  ...,  a?«,  welche  dieser  Gleichung 
genflgen,  als  algebraisches  Gebilde,  jedes  einzelne  Wertsystem 
als  eine  Stelle  des  Gebildes.  Es  bandelt  sich  nun  zuerst  darum, 
die  in  der  Umgebung  einer  fest  angenommenen  Stelle  liegenden 

FortMkr.  d.  Matb.  XIX.  1.  26 
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Stellen  durch  Potenzreihen  von  n  unabhängigen  Parametern  dar- 
zustellen. Die  Betrachtungen  des  Verfassers,  welche  diese  Auf- 
gabe erledigen  sollen,  haben  indessen  nur  Kraft  für  den  Fall, 
dass  f&r  die  betreffende  Stelle  die  Glieder  niedrigster  Dimen- 
sion in  der  Entwickelung  von  F  in  Linearfactoren  zerlegbar 
sind.  Die  Note  enthält  des  weiteren  einige  Bemerkungen  über 
die  in  Bezug  auf  die  Gleichung  F  =  0  betrachteten  rationalen 
Functionen  von  y,  x^^  a:„  . . .,  a?«.  Hz. 


F.  Meyer.     Zur  Theorie   der  reduciblen  ganzen  Func- 
tionen von  n  Variablen»    Math.  Ann.  xxx.  30-74. 

Der  Untersuchung  liegt  die  folgende  Fragestellung  zu  Grunde: 
Sind  /,,,  /*,,  ...,  fd  gegebene  ganze  Functionen  von  dem  m**» 
Grade  in  der  Variabein  l,  so  soll  man  alle  ganzen  Functionen 
u^j  ti,,  . . .,  ua  der  Parameter  ^^  ju,,  ...,  ^n  bestimmen,  für 
welche  der  Ausdruck 

einen  in  X  linearen  Teiler  besitzt  (§  I).  Dieses  Problem  wird 
schrittweise  auf  das  einfachere  zurückgeführt:  alle  solchen  Func- 
tionen 9>o,  ^,,  ...,  g^d  der  einen  Variabein  fi  zu  finden,  fttr 
welche  der  Ausdruck 

%(^)foW+<p^o)m)  +  •  •  •  +  Vä(^)fäW 

den  speciellen  Teiler  l—fi  zulässt  (§  II).  Die  letztere  Aufgabe 
ist  offenbar  gelöst,  sobald  man  alle  ganzen  Functionen 
9oi  9ii  ••*>  Vä  der  Variabein  X  kennt,  welche  der  Identität 

genügen.  Der  Verfasser  postulirt  nunmehr  die  Existenz  eines 
Systems  von  d  fundamentalen  Identitäten 

FW  =  ,^-)(A)/-.(A)  +  qpWCi)/-,  (A)  +  . . .  +  <P<f>WUl)  =  0, 

welches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  zwischen  den  linken  Seiten 
keine  Relation  von  der  Gestalt 

aO)FC»)  +  a^^^F^"'^  +  •  •  •  +  a^'^F^^^  =  0 
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stattfindet,  wo  a^^^  a^^\  ...,  a^**^  ganze  Functionen  von  l  sind, 
und  dass  ferner 

wird,  wo  allgemein  y('^  den  gemeinsamen  Grad  der  Functionen 
9fj  V^j  ' '  M  9d^  bezeichnet.  Mit  HOlfe  dieses  Postulates  ergiebt 
sieh  leichty  dass  ein  jedes  System  von  gesuchten  Functionen 
7«)  9^11  '•  M  Vd  sich  in  die  Gestalt 

^,  =  aO)9>(^)  +  a^^^q>P  +  •  •  •  +  a^^yj^)        (•  =  0,  1,  . . .,  d) 

bringen  lässt,  wo  a(^>,  a^^\  . . .,  a(*'>  ganze  Fünctioöen  von  X 
sind.  In  Folge  dieser  Thatsache  ist  insbesondere  eine  genaue 
Abzahlung  der  Mannigfaltigkeit  der  Lösungen  obiger  Identität 
möglich  (§  III).  Die  weiteren  £ntwickelungen  greifen  auf  das 
arsprfingliehe  Problem  zurück  und  ziehen  auch  den  Fall  in  Be- 
tracht, in  welchem  zwischen  den  Parametern  /i^  ju„  ...,  /i«  be- 
liebige algebraische  Relationen  stattfinden  (§  IV  -  §  V).  Zur 
Erläuterung  dient  der  Fall  zweier  Variabein,  wo  sich  die  Mannig- 
faltigkeitszahl der  Lösungen  in  zwei  unter  gewissen  Bedin- 
gungen zusammenfallende  Grenzen  einschliessen  lässt  (§  VI). 
Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  grenzt  der  Verfasser  den  Gültig- 
keitsbereich der  angegebenen  Methoden  ab  und  erörtert  zugleich 
die  Schwierigkeiten,  welche  eintreten,  wenn  man  verlangt,  dass 
der  Ausdruck 

^M  +  ^xfx  H ^-^^nfn 

einen  Teiler  von  höherem  Grade  in  X  besitzt  (§  VII). 

Ein  zweiter  Abschnitt  behandelt  specieirden  dreigliedrigen 

Ausdruck 

Der  Verfasser  discutirt  der  Reihe  nach  die  Fälle  m  =  2,  3, ...,  9 
und  findet  fQr  dieselben  in  der  That  das  obige  Postulat  zu- 
treffend. Zur  wirklichen  Aufstellung  der  fundamentalen  Iden- 
titäten dient  ein  Verfahren,  welches  zugleich  zeigt,  dass  der 
eigentliche  Kern  des  behandelten  Problems  der  Theorie  der 
'  Combinanten  mit  mehreren  binären  cogredienten  Variabeinreihen 
angehört.  Zum  Schlüsse  finden  die  gewonnenen  Resultate  eine 
geometrische  Deutung.  Ht. 

26* 
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L.  KOnigsbkrgbr.      Beweis   von    der  Unmöglichkeit  der 
Existenz    eines    anderen   Functionaltheorems    als    des 

Aberscben.      (Festschrift  zam  500jährig6D  Jabiläam  der  Universität 
Heidelberg.)   J.  für  Math.  0.  121-136,  CI.  1-72,  Manch.  Ber.  1885.  462-468. 

Diese  umfaDgreiche  Abhandlung  ist  der  Erledigung  folgen- 
der Frage  gewidmet:  „Giebt  es  ausser  den  Integralen  alge- 
braischer Functionen  und  deren  Umkehrungen  noch  andere 
Functionen,  deren  Werte  für  n  von  einander  unabhängige  Argu- 
mente in  algebraischem  Zusammenhange  mit  weniger  als  n  Werten 
eben  dieser  Functionen  für  algebraisch  von  jenen  n  Variabein  ab- 
hängige Argumente  und  jenen  Argumenten  selbst  stehen V** 

Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  aller  Functionen 
f(x)^  für  welche  eine  algebraische  Gleichung  der  Gestalt 

(1)  ^(f(^,), fK), ...,  fi^\  f(yt\  r^y.h  .^.,  fiyp)^  ^m  ^,, ...,  x«)  =  0 

besteht,  wobei  a:,,  a;„  . . .,  «„  unabhängige  Argumente,  y,,  y„  ...,  */» 
algebraische  Functionen  dieser  Argumente  bedeuten  und  p  <Zn 
ist.  Wie  leicht  zu  erkennen  ist,  darf  man,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beschränken,  die  Zahl  n  gleich  p-\-l  annehmen. 

Der  Verfasser  betrachtet  nun  zuerst  den  Fall  p  =  1,  »  =  2. 
Es  ergeben  sich  hier  aus  der  Voraussetzung,  dass  eine  Gleichung 
der  Form  (1)  statthat,  nach  und  nach  die  Sätze: 

„Die  Function  f{x)  muss  das  Integral  einer  algebraischen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  sein,  fOr  welche  das  allge- 
meine Integral  eine  algebraische  Function  eines  particulären, 
der  unabhängigen  Variabein  und  einer  willkürlichen  Con- 
stanten ist.'' 

„Diese  Differentialgleichung  muss  sich  durch  eine  in  der  ab- 
hängigen und  unabhängigen  Variabein  algebraische  Substitution 
aus  der  Differentialgleichung 

du 


di 

ableiten  lassen;  einen  Ausnahmefall   bilden  allein  die  Differen- 
tialgleichungen 
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-y-z  eine  algebraische  Function 

und   /  (o(x)dx  ein  nur  algebraisch  unstetig  werdendes  elliptisches 

/dz 
-^  den  Logarithmus    einer  algebraischen 

Function  darstellt,    während   /  tD(jr)dx  ein  elliptisches  Integral 

mit  nur  logarithmischen  Unstetigkeiten  bedeutet.^ 

In  allen  Fällen  dürfen  die  Functionen,  welche  einem  Fune- 
tiooaltbeorem  unterliegen,  als  algebraische  Verbindungen  alge- 
braischer, logarithmischer  und  elliptischer  Functionen  bezeichnet 
werden. 

Es  folgt  nun  die  Untersuchung  des  Falles  p  =  2,  n  =  3. 
Hier  zeigt  sich  zunächst,  dass  die  Function  f(x)  Lösung  einer 
algebraischen  Differentialgleichung  erster  oder  zweiter  Ordnung 
sein  muss.  Der  Fall  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
führt  zu  Functionen  f(x),  welche  im  wesentlichen  auf  die  Abel'- 
schen  Integrale  des  Geschlechtes  p  =  2  zurückkommen.  Da- 
gegen ergiebt  die  Discussion  der  Annahme,  f{x)  genüge  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  das  Resultat,  dass  die 
Lösung  einer  solchen  Differentialgleichung  nie  ein  zum  6e- 
schlechte  2  gehöriges  Functionaltheorem  besitzen  kann. 

Für  einen  beliebigen  Wert  von  p  lassen  sich  nun  ganz 
ähnliche  Schlüsse  anwenden,  wie  sie  ausführlich  für  p  =  1  und 
p  =  2  entwickelt  wurden.  Und  so  gelangt  der  Verfasser  zu 
dem  allgemeinen  Satze,  welcher  die  von  ihm  aufgeworfene  Frage 
beantwortet: 

„Die  einzigen  Functionen  einer  Variabein,  deren  Werte  für 
n  yon  einander  unabhängige  beliebige  Variable  in  algebraischem 
Zusammenhange  mit  weniger  als  n  Werten  eben  dieser  Function 
fOr  algebraisch  yon  jenen  n  Variabein  abhängige  Argumente 
stehen,  sind  im  wesentlichen  die  Integrale  algebraischer  Func- 
tionen, für  welche  das  AbeFsche  Theorem  jenen  Zusammenhang 
feststellt.*' 

E^  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  sich  im  Verlaufe 
der  Untersuchung   eine  Reihe   von  Sätzen  ergiebt,    die  an  sich 
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von  Interesse  sind.  Als  Beispiel  möge  hier  der  folgende  Satz 
eine  Stelle  finden:  „Alle  DiflFerentialgleichungen  erster  Ordnung, 
für  welche  das  allgemeine  Integral  eine  algebraische  Function 
zweier  particulären  Integrale,  der  unabhängigen  Variabein  und 
einer  willkürlichen  Constanten  ist,  lassen  sich  durch  (in  der  ab- 
hängigen und  unabhängigen  Variabein)  algebraische  Substitut 
tionen  aus  linearen  Differentialgleichungen  ableiten.^ 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  endlich  auf  den  letzten  Seiten 
der  Abhandlung  mit  der  Ausdehnung  der  erhaltenen  Resultate 
auf  Functionen  mehrerer  Veränderlichen.  Es  werden  hier  die 
beiden  Fälle  untersucht,  in  welchen  es  sich  nur  um  eine  Func- 
tion mehrerer  Variabein,  resp.  um  Systeme  von  Functionen  meh- 
rerer Variabein  handelt.  Die  Betrachtung  des  letzteren  Falles 
wird  durch  die  Form  des  Additionstheorems  der  Aberschen 
Functionen  nahe  gelegt.  lu  beiden  genannten  Fällen  gelangt 
der  Verfasser  wiederum  zu  dem  Resultate,  dass  es  im  wesent- 
lichen nur  die  AbeFschen  Integrale  und  ihre  Umkehrungsfunctionen 
sind,   welche  Functionaltheoreme   der  betrachteten  Art  besitzen. 

Hz. 

DixoN.     On  Abers  theorem.     Quart.  J.  xxii.  200-204. 

Wenn  auf  einer  algebraischen  Curve  ein  ct-fach  unendliches 
System  von  Punktgruppen  durch  eine  lineare  Curvenschar  aus- 
geschnitten wird,  so  kann  man  von  den  fi  Punkten  einer  Gruppe 
|u— a  vermöge  algebraischer  Gleichungen  durch  die  übrigen 
o  Punkte  bestimmen.  Es  wird  nun  durch  Gonstantenabzählungen 
untersucht,  wann  sich  diese  algebraischen  Gleichungen  durch  die 
Gleichungen  des  AbeFschen  Theorems  ersetzen  lassen.  Die  Re- 
sultate sind,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Form,  bekannt.  Auf 
Seite  201  der  Note  ist  in  der  sechsten  Zeile  „greater"  in  „less" 
zu  verbessern.  Hz. 

S.  PiNCHERLE.  Costruzione  dl  nuove  espressioni  ana- 
litiche  atte  a  rappresentare  funzioni  con  un  nnmero 
infinito  di  punti  singolari.    Rom.  acc.  L.  Reod  (4)111370-375. 
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Es  werden  analytische  Ausdrücke  construirt  zur  Darstellung 
eindeutiger  Functionen  mit  unendlich  vielen  singulären  Stellen, 
die  als  Wurzeln  der  Gleichungen 

f(jr,  ar)  =  0  (y  =  1,  2,  . .  .,  oo) 

gegeben  sind,    wo   /"(x,  y)   eine   ganze  Function  von  x  und  y, 

0  ^  a,  ^  a,  ^  a,  ... 

and  lim  o,.  =  cc  ist.  Hr. 


S.  PiNCHERLE.      Sul    confronto    delle    singolaritä  di  due 
fnnzioni  analitiche.      Rom.  Acc  L.  Read.  (4)  III,.  310-315. 

Zwei  ganze  Functionen  G(x)^  ^li^)  heissen  „ähnlich",  wenn 
man  zwei  Functionen  a(x)j  b(x)  finden  kann,  welche  rationalen 
Charakter  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  :=  oo  besitzen  und 
die  folgende  Gleichung  befriedigen: 

G^  (x)  =  a(x)G(x)  -f  6  (»). 

Diese  Relation  ist  umkehrbar,  denn  es  ist: 

^  "^       a{x)      *^  "^      a(x) 

Will  man  erkennen,  ob  zwei  vorgegebene  ganze  Functionen 
G(x),  G^(x)  ähnlich  sind,  und  bejahendenfalls  die  Function  a{x) 
auffinden  (wonach  sich  die  Function  hQxi)  von  selbst  bestimmt), 
80  nehme  man  eine  unendliche  Reihe  von  Zahlen  s,,  «„  ..., 
die  sämtlich  grösser  als  eine  willkürliche  Grösse  R  sind  und 
der  Relation 

lim  — i-^^ — —  ==  oo 


«=0D      -        -^ 


ftr  jede  positive  Zahl  p  gentigen.    Setzt  man  dann : 

lim  — _'J.  \    =  a. 


'Ol 


.=«    CG(»-) 


lim — r-^r =    flr, 

(r  =  1,  2,  . . .) 
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OD 

und  existiren  die  Grenzwerte  a^i  ^n  «j»  •  •  m   ßo   >8t   £  ctrX"^^^ 

die  gesuchte  Function  a(ar),  wenn  eine  solche  Function  überhaupt 
existirt. 

Zwei  analytische  Functionen  f(x\  /",  (rr),  welche  in  einem 
Gebiete  A  rationalen  Charakter  haben,  heissen  ^ähnlich*^,  wenn 
es  zwei  Functionen  a(x)^  h(x)  giebt,  die  rationalen  Charakter 
ausserhalb  A  upd  auf  dessen  Begrenzung  besitzen  und  die 
Gleichung : 

befriedigen.    Auch  diese  Relation  ist  umkehrbar.  Vi. 


V.  VoLTERRA.      Sopra    le    funzioni    che    dipendono    da 

altre   funzioni.     Rom.  Acc.  L.  Bend.  (4)  in,  97-105, 141-146, 153158. 

Ist  eine  Function  q>{x)  in  einem  Intervalle  A  .,.  B  bekannt, 
und  hängt  y  von  sämtlichen  Werten  von  q>(x)  ab,  so  heisst  y 
eine  „Functionsfunction",  und  wird  durch 

B 

y  =  »  I  [<P(^)]  I 

A 

bezeichnet.  Hängt  allgemeiner  y  von  den  sämtlichen  Werten 
der  im  Intervalle  A^  ...  ß,  gegebenen  Function  ^p,(x),  der  im 
Intervalle  ^4,  . . .  Ä,  gegebenen  Function  <]P,(^),  ...,  sowie  von 
den  Veränderlichen  /,,  /„  ...  ab,  so  schreibt  man 

B  Ä» 

A,  A, 

Die  Functionen  q>  können,  statt  in  je  einem  Intervalle  gegebene 
Functionen  einer  Variabein,  in  je  einem  n-dimensionalen  Gebiete 
gegebene  Functionen  von  n  Variabein  sein.  Jedenfalls  werden 
diese  Functionen  als  stetig  vorausgesetzt. 

Erteilt  man  der  Function  g>(x)  eine  Variation  tpix)^  und 
kann  man  die  obere  Grenze  des  absoluten  Wertes  von  tp(x)  im 
Intervalle  A  ..,  B  so  klein  annehmen,  dass  die  entsprechende 
Veränderung  von  y  kleiner  als  eine  willkürlich  gegebene  Grösse 
ausfällt,  so  sagt  man,  y  sei  „stetig". 
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Die  Begriffe  der  Ableitung  und  des  Differentiales  finden 
ihre  Analoga  in  der  Theorie  der  Fanetionsfunetionen,  wie  aus 
Folgendem  erbellt. 

Giebt  man  erstens  der  Function  qi{x)  auf  einem  innerhalb 
A  .. .  B  liegenden  Intervalle  k  eine  stetige  Variation  d(x)^  welche 
ihr  Vorzeichen  längs  dieses  Interralles  nicht  ändert  und  absolut 
kleiner  ist  als  eine  Grösse  «,  und  setzt  voraus: 

a)  dass  — y-  (wo   dy    die  Veränderung   von  y   bezeichnet) 

Btets  kleiner  als  eine  endliche  Grösse  M  ist; 

b)  dass  bei  unbeschränkter  Verkleinerung  von  «,  A,  wobei 

jedoch  h  einen  gewissen  Punkt  i  stets  enthalten  muss,  — ^  [wo 

0=  /    d{x)dx]   nach   einer  bestimmten  endlichen  Grenze  con- 

Tergirt,  und  zwar  gleichmässig  für  alle  möglichen  Functionen  q) 
and  Punkte  I;  dann  hängt  lim — ^  von  q>(x)  und  t  ab,  und  kann 
als  die  ^erste  Ableitung*'  von  y: 

y'  I  [v(h.  0 1 

Ä 

bezeichnet  werden.  Wir  nehmen  an,  sie  sei  stetig  in  Bezug  auf 
9(2)  und  L 

Giebt  man  zweitens  der  Function  qp(x)  auf  dem  ganzen 
Interralle  A  . . .  B  eine  stetige  Variation  dg>(x)  =  e .  xp(x)^  und  ist 
Jy  die  entsprechende  Veränderung  von  y,  so  heisst 


-  lim  ^  _  ^^^ 


dy  =  lim  — ^  =  i  -3—  1 


die  „erste  Variation^  von  y,  und  es  ist: 

B  rB 

'x 


(1)         iy  I  \if  (X)]  I  =  /   »'  I  [?>(«),  0  I  i(fiS)di. 

Wendet  man  den  Ableitungs-  bezw.  Variationsprocess  wiederholt 
an,  80  erhält  man  die  »**  Ableitung  bezw.  Varifition; 
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j,W  =  y(-)  I  [^(X),   «„   t„   ...,   /Jl, 


"  ^  de"  A=ü 


A 

Man  beweist,  dass  y^*^  in  Bezug  auf  die  Parameter  t^,  l„  .^.,  /, 
symmetrisch  ist;  darauf  wird  die  Taylor'sche  Formel  auf  unsere 
Functionen  ausgedehnt,  wobei  aber  nicht  die  Ableitungen,  son- 
dern die  Variationen  erscheinen. 

Ist  die  Bedingung  a)  nicht  erfüllt,  so  ist  die  Formel  (1) 
nicht  mehr  unbedingt  gültig.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
dieses  nur  in  der  Umgebung  eines  einzigen  Punktes  x^  (oder 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten)  geschieht,  untersucht  der 
Verfasser  folgende  drei  Fälle : 

1.  Bezeichnet  h  eine  Umgebung  von  j?,,  und  genügt  die 
Veränderung  Jy  von  y  für  eine  Veränderung  von  g>(a?),  welche 
absolut  kleiner  als  e  ist,  der  Bedingung: 

lim    ^  =  0, 

dann  behält  die  Formel  (1)  ihre  Gültigkeit  bei. 

2.  Ist  Q  der  Wert  der  Veränderung  im  Punkte  x^^  und 
findet  die  Relation: 

hm    — —  =  a,  lim-^ 
statt,  wo  a^  eine  bestimmte  endliche  Grösse  ist,    so  geht  (1)  in: 
iy  ^/%'\  [^ W.  0  I  ^<PCO dt  +  a,  d^fix,) 

A 

B 

über;  man  kann  auch  ^^(x,)  I  [^ C^)]  I  ^^^^^  ^i  schreiben,    um  an- 

zudeuten,  dass  a,  von  (f{x)  und  von  x^  abhängt.  Wir  sagen, 
dass  y  in  diesem  Falle,  ausser  von  den  Werten  von  q>ix)  im 
ganzen  Intervalle  4  . . .  ß,  auch  noch  „besonders"  von  q>(jx^)  ab- 
hängt, was  durch  die  Schreibweise: 

y  =  y  I  [<?(*)]  I  =  y  I  [<?(*)]  I  (<p(*.)) 

A  A 

ausgedrückt  werden  mag. 
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3.  (Dieser  Fall  schliesst  2.  als  besonderen  Fall  ein.)  Man 
erteile  der  Function  <p(x)  eine  Veränderung,  welche  samt  ihren 
Differentialquotienten  der  1**°,  2*«°,  . . .,  nij***»  Ordnung  absolut 
kleiner  als  €  in  der  Umgebung  h  von  x^  ist,  und  bezeichne 
durch  ^0,  ^,,  ^,,  . . .,  Q„^  die  Werte  dieser  Functionen  im  Punkte 
r,.    Ist  dann: 


lim    — ^  =  2:fl^^p, 


—  i;««  J?p 


wo  1^  =  lim  -^,    und  die  Op  bestimmte  endliche  Grössen  sind, 

die   auch    durch   yJ)Cp)(ar,)  |  W^K^)\  I    bezeichnet   werden    können, 
80  ist: 

iy  =  f  y'  I  [g>(^),  0 1  d(f(0ät+2:ap  dtp^p^x^). 

Auf  die   im  letzten  Paragraphen  behandelten  interessanten  Bei- 
spiele können  wir  nicht  eingehen.  Vi. 


V.  VoLTERRA.     Sopra  le   funzioni  dipendenti  da  linee. 

Born.  Acc.  L.  Rend.  (4)  III,.  225-230,  274-281. 

Die  „Linienfunctionen^  bilden  gewissermassen  eine  geome- 
trische Veranschaulichung  der  vom  Verfasser  untersuchten  Func- 
tionsfnnctionen  (s.  den  vorangehenden  Bericht).  Ordnet  man 
jeder  möglichen  geschlossenen  Linie  L  eines  ebenen  oder  räum- 
lichen Gebietes  einen  Wert  zu,  wobei  jeder  Linie  eine  bestimmte 
Richtung  zukommt,  so  bildet  der  Inbegriff  dieser  Werte  eine 
Linienfunetion,  welche  durch  die  Bezeichnung: 

dargestellt  wird. 

Führt  man  ein  Stück  l  =  AB  der  Linie  L,,  welcher  der 
Wert  y,  von  g)  entspricht,  durch  eine  zu  x  parallele  Ver- 
schiebung, deren  Grösse  e  sei,  in  CD  Ober,  und  verwandelt  sich 
y,  zufolge  der  Ersetzung  von  AB  durch  ACDB  in  q>^  +  JxVi 
80  heisst: 

lim    J^  =  X, 
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wenn  dieser  Grenzwert  überhaupt  existirt,  die  ^Ableitung''  yoa 
q>  in  Bezug  auf  x^  und  wird  durch  2 1  [L,  s]  |  bezeichnet,  wo  s 
die  (yon  einem  willkürlichen  Ursprung  aus  gemessene)  Bogen- 
länge eines  festen  Punktes  von  L  bedeutet,  der  bei  jeder  Ver- 
kleinerung yon  /  innerhalb  dieses  Bogens  liegen  muss.  Des- 
gleichen  werden   die  Ableitungen  r|[Jl/,  «]|,  Z|[J1/,  «]|  definirt 

Sind  die  Punkte  (a;,  y,  »),  (^p  y,,  «,)  zweier  Curven  L,  !#,, 
denen  die  Functions  werte  9),  qp,  entsprechen,  eindeutig  auf  ein- 
ander bezogen,  und  ist: 

x^—x  =  dx  =  el     y,  --y  =:  dy  —  «17,      ä,— «  =  da  =  e^, 

so  heisst: 

dg>  =  lim 

die  „Variation^  von  q>.    Man  findet: 

d(p=y  \Xox-i-  Ydy  +  Zöz\ds. 

L 

Zwischen  den  Ableitungen  X,  7,  Z  besteht  die  Relation 

aX^ßY+yZ  =  0, 
wo  o,  ß^  y  die  Richtungscosinus  der  Tangente  zu  L  sind;  woraus 
folgt,  dass  man  immer  setzen  kann: 

X  =  yB^ßC,     Y  =  aC-yA,    Z  =  ßA-aB. 
Diese  Gleichungen  bestimmen  sogar  nicht  eindeutig  A,  B^  C,  denn 
sie   werden    ebenfalls    durch    A+ka^  B+kß^  C+ky   für  willkQr- 
liches  k  befriedigt. 

Setzen  wir  yoraus,  zwei  Linien  L,,  L,  haben  ein  gemein- 
schaftliches Stück,  welches  entgegengesetzte  Richtungen  besitzt, 
jenachdem  es  als  zu  der  ersten  oder  der  zweiten  Linie  gehörend 
angesehen  wird.  Die  übrig  bleibenden  Teile  von  L^^  L,  bilden 
zusammengenommen  eine  einzige  Linie,  welche  durch  I», +  ^s 
bezeichnet  werden  kann.  Ist  nun  <p  eine  solche  Linienfunction, 
dass: 

so  heisst  (f  eine  „einfache''  Linienfunction. 

Ist  q>  eine  einfache  Linienfunction  in  einem  räumlichen  Ge- 
biete, so  entsprechen  jedem  Punkte  dieses  Gebietes  drei  Werte 
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If,  Ny  Py  welche  fttr  sämtliche  durch  jenen  Punkt  gehende  Linien 
statt  Ay  Bj  C  gesetzt  werden  können. 

Bezeichnet  S  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche,  deren 
Begrenzung  L  ist,  M  einen  Punkt  von  S  und  n  die  Normale  zu 
I  in  diesem  Punkte,  und  verkleinert  man  S  und  L  unbeschränkt, 
jedoch  derart,  dass  2  den  Punkt  M  durchgängig  enthält,  so  kann 
man  setzen: 

lim      '  ^  '' '  =  P  cosnx-^Q  cosny  +  Ä  cosits; 
die  Grössen  P,  0,  R  werden  bezw.  durch        ^  V  ^ 


bezeichnet  und  genögen  der  Gleichung: 

dx        dy         di 

Man  kann  demnach  zwei  Functionen  1,  fi  bestimmen,   die   den 

Gleichungen : 

dl    dpi         dX    dfi 


dy    da         dz    dy 
dl    djn         dl    dpi 


di    dx        dx    dz 
dl    dfx        dl    dfx 


=  (?, 


=  Ä 


dx   dy        dy    dx 
genOgen;  ii  ist  eine  Lösung  von: 

und  l  wird  durch: 

gegeben.    Setzt  man: 

80  ist: 

de         db  ^   p    da  ^_  de  ^  db         ^^  _  n 


dy         dz  ^        dz         dx  '   dx        dy 


Vi. 
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V,   VoLTBRRA.      Sopra    una    estensioiie    della    teoria    di 
Riemaim  sulle  funzioni  di  variabili  complesse.  Nota  T. 

Rom.  Acc.  L.  Read.  (4)  III,.  281-287. 

Eine  glüokliche  Anwendung  der  „Theorie  der  Lrnienfunc- 
tionen"  (s.  den  vorangehenden  Bericht)  ist  folgende.  Seien  F,  (£> 
zvyei  „einfache  Linienfunctionen"  in  einem  räumlichen  Gebiete, 
L  eine  Linie,  welcher  die  Werte  F,  O  dieser  Functionen  zu- 
kommen mögen,  JF^  JO  die  Veränderungen  Ton  F,  <Z>  fQr  eine 
Deformation  eines  einen  bestimmten  Punkt  M  enthaltenden  Linien- 
Stückes.  Ist  bei  anbeschränkter  Verkleinerung  der  Deformation 
und    der   Länge   des   deformirten    Bogens    der   Grenzwert    von 

--jTr  bestimmt  und  nur  von  der  Lage  des  Punktes  M  abhängig, 

so   sagt  man,    die   Functionen  F,  (D   seien    „im    Riemann'schen 
Sinne  mit  einander  verbunden.'' 
Setzt  man: 

dFt   _  dFt    _  dFt    _ 

ö(y*)  ■"  ^''       d(zx)  -  «"       d(xy)  -  ''^ 

P?+P;=«in     9;  +  9j  =  £«,     rj+rj  =  £.„ 

so  finden  die  folgenden  Gleichungen  statt: 

«»  -  Z>,  ~  I>,  ~  D,  ' 

^'~  />»  ■"  D,  -"  D. 

Die  Grösse: 

wo: 
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ist,  kann  der  „Differentialparameter  erster  Ordnung^  genannt 
werden;  sie  ist  immer  positiv  und  invariant  für  jede  Veränderung 
der  Variabein. 

Der  reelle   und   der   imaginäre  Bestandteil  von  (2>  genügen 
dem  Gleichungssystem: 

'  ö(y2)  'ö(zx)  d(xy) 


dx 


dtp         p      ö«^  1 


-E 


"ö(xy)  "0(2«) 


D. 


-^  dyy  D,  i 

F     J±--F     _^l 


+  ' 


a.  I  B,  )  -  "• 

Genügt  umgekehrt  eine  reelle  einfache  Linienfunction  diesen 
Gleichungen,  so  kann  sie  als  der  reelle  oder  als  der  (durch  t 
dividirte)  imaginäre  Bestandteil  einer  zu  F  verbundenen  Func- 
tion angenommen  werden.  Vi. 


E.  Cesaro.      Sur  une  distribution  de  z^ros.      Noav.  Ann. 

(3)  VI.  36-43. 

Der  Verfasser   hat  bemerkt,    dass   eine  von  Hrn.  d'Ocagne 
behandelte  Gleichung  in  die  Form 

d''  logM 


(A) 


dz' 


gesetzt  werden  kann,  wo  u  eine  ganze  Function  von  s  bedeutet, 
deren  Nullstellen  mit  c^  c,, . . .,  c»  bezeichnet  sind.  Es  wird  vor- 
ausgesetzt, dass  diese  Nullstellen  von  einander  verschieden  sind 
und  reelle  Werte  besitzen.  Aus  der  Form  der  Gleichung  (A) 
folgen  unmittelbar  die  nachstehenden  Sätze.  Wenn  v  eine  ge- 
rade Zahl  ist,  so  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (A)  paarweise 
coDJugirt;  wenn  dagegen  v  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  sind 
(n— l)(y — 1)  der  Wurzeln  paarweise  conjugirt,  die  übrigen 
(n— l)  Wurzeln  sind  reell  und  verteilen  sich  auf  die  Intervalle 
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(Cr . . .  Cr+i)*    För   die  Wurzel  A,   welche   zwischen  Cr  und   cv+i 
Hegt,  ergiebt  sich  die  Ungleichung 

l+Cfi-l)"  l+Cn-l)" 

aus  welcher  z.  B.  der  folgende  Satz  erschlossen  wird:  Wenn 
man  das  Intervall  (v . . .  Cr^i  in  n  unter  sich  gleiche  Teil- 
Intervalle  zerlegt,  so  f&Ut  die  Wurzel  l  nicht  in  die  äusseraten 
Teil -Intervalle.  Diese  Sfttze  modificiren  sich  nur  unwesentlich, 
wenn  man  annimmt,  dass  die  Nullstellen  c,,  c„  . . .,  c«  statt  auf 
der  Axe  der  reellen  Zahlen,  auf  einer  beliebigen  Geraden  liegen. 
Der  besondere  Fall  y  =  2  wird  auf  den  ersten  Seiten  der 
Kote  ausführlich  fQr  sich  behandelt,  wobei  die  Betrachtungen 
in  die  Terminologie,  welche  in  der  Theorie  der  Trägheitsmomente 
üblich  ist,  eingekleidet  werden.  Hz. 


E.  Beltrami.     Sulle  funzioni  complesse.      Lomb.  ist.  Rend. 

(2)  XX.  624-635. 

Als  das  Analogen  in  der  Ebene  zum  Newton'schen  Poten- 
tiale wird  gewöhnlich  die  logarithmische  Potentialfunction  be- 
trachtet. Der  Verfasser  schlägt  dafür  eine  andere  Function  vor, 
nämlich: 


"('. ')  =/-^- 


wo  c  =  a-f  frt,  s  =  x-f  ^t,  a,  b  die  laufenden  Goordinaten,  apy  y 
die  eines  festen  Punktes  bezeichnen,  h  eine  eindeutige,  endliche 
und,  mit  Ausnahme  einiger  Linien,  stetige  Function  von  a,  6  ist, 
die  als  „Dichtigkeit^  bezeichnet  werden  mochte,  und  die  Inte- 
gration über  ein  endliches  Gebiet  a  erstreckt  ist.  Die  Function 
U{xy  y)  ist  eindeutig,  endlich  und  stetig  in  der  ganzen  Ebene, 
und  es  ist: 

lim 


lim  (aU)  =:  —  fhda. 


Die    Differentialquotienten    von    U   sind    überall    endlich,    ver- 
schwinden fbr  2  =  oo,   ändern  sich  stetig,   ausgenommen  beim 
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Hiodurchgeben  durch  die  Begrenzung  Ton  a  und  durch  die  Un- 
Stetigkeitslinien  von  h^  und  erfüllen  die  Gleichung: 


oder 


du  ..  du        ^  . 


ds  ^'  du  ^     ^""^     ds 


wo  f,  n  irgend  zwei  rechtwinklige  Richtungen  sind  und  das 
Strahlenpaar  sn  dem  Strahlenpaare  xy  congruent  ist.  Aus  der 
ersten  dieser  Gleichungen  folgt,  dass  U  eine  Function  von  z  im 
Cauchy'schen  Sinne  ist  in  jedem  Gebiete,  wo  ä  =  0.  Sind  A,  h' 
die  Werte  von  h  zu  beiden  Seiten  einer  Unstetigkeitslinie  s  und 
n,  n'  die  entsprechenden  Richtungen  der  Normale  zu  $,  so  er- 
giebt  sich: 

du         au        ^    ...  d(x^iy) 

Endlich  findet  man  die  Gleichung: 

0*  ist  ein  willkürliches  Gebiet,  dessen  Begrenzung  s'  ist; 
C  =  §  +  tjy,  und  6=1  oder  =  0,  je  nachdem  der  Punkt  f  inner- 
halb oder  ausserhalb  a  liegt. 

Die  Analogie  dieser  Formeln  mit  denjenigen  der  Potential- 
theorie ist  von  selbst  ersichtlich.  Vi. 


P.  Appell.      Quelques    remarques    sur    la    thäorie    des 
potentiels   multiformes.      Math.  Aou.  xxx.  155-156. 

Die  Functionen  F  dreier  reellen  Variabein  x,  y,  ä,  welche 
der  Differentialgleichung  JF=0  gentigen,  lassen  sich  als  die 
Verallgemeinerungen  der  reellen  Bestandteile  analytischer  Func- 
tionen einer  Variabein  a?-fty  auffassen.  Herr  Appell  giebt 
folgendes  Beispiel  einer  Function  F,  welche  dem  reellen  Bestand- 
teile einer  zweiwertigen  algebraischen  Function  von  x-^iy 
analog  ist.     Es  seien  a,  ß^  y  imaginäre  Constanten,   ferner  sei 

(^-a)'.f(y-/9)'  +  (*-y)'  =  S  +  Pt, 

Foruchr.  d.  Math.  XIX.   1.  27 
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80  isf^F  durch  den  Ausdruck 


definirt,  wo  A,  fi  reelle  Constanten  bedeuten.  Diese  Function  F 
besitzt  den  Kreis,  in  welchem  sich  die  Kugel  8  =  0  und  die 
Ebene  P  =  0  schneiden,  zur  Unstetigkeitslinie.  Geht  man  von 
irgend  einem  Punkte  (^;^,  s)  aus  und  kehrt  auf  einem  geschlos- 
senen Wege  zu  demselben  zurück,  so  hat  F  den  ursprünglichen 
Wert  wieder  angenommen  oder  ist  in  — F  übergegangen.  Ob 
das  eine  oder  das  andere  eintritt,  hängt  yon  der  Lage  des  ge- 
schlossenen Weges  gegen  die  Unstetigkeitslinie  ab.  Es  wird 
noch  bemerkt,  dass  die  Function  F=  O+O^  der  Gleichung 
JF  =  0  genügt,  wenn  J0  =  0  ist.  Dabei  bedeutet  Ö),  die 
Function,  welche  aus  0  hervorgeht,  wenn  alle  in  0  enthaltenen 
Constanten  durch  ihre  conjugirt  imaginären  Werte  ersetzt  werden. 

Hz. 


P.  Appell.     D^veloppements   en  s^ries  trigonom^triques 
de  certaines  fonctions  p^riodiques  v(^rifiant   T^quatiou 

JF  =  0.      Journ.  de  Math.  (4).  III.  5-52. 

Der  Verf.  hat  sich  mehrfach  (C.  R.  XCVI.  368-371,  F.  d.  M. 

XV.  1883.  310 f.;   Acta  Math.  IV.  313-374,  F.  d.  M.  XVI.  1884. 

373  f.)  mit  denjenigen  eindeutigen  Functionen  F(x^  y,  js)  beschäftigt, 

ö'F        ö'F        d^F 
welche  der  Differentialgleichung  JF  =  -^-^  -f  -^-5-  +  -^-^  =  0 

genügen  und  im  Endlichen  nur  polare  Unstetigkeiten  in  von 
einander  durch  endliche  Entfernungen  getrennten  Punkten  be- 
sitzen, und  ihre  Eigenschaften,  die  denen  der  Functionen  einer 
complexen  Variabein  analog  sind,  studirt.  In  der  vorliegenden 
Abhandlung,  deren  Hauptresultate  sich  in  den  G.  R.  CIL  14394442 
(F.  d.  M.  XVIII.  1886.  352)  finden,  wird  eine  ausführliche  Dar- 
legung derjenigen  Methoden  gegeben,  welche  zur  Entwickelung 
der  einfachsten  periodischen  Functionen  der  genannten  Art  in 
trigonometrische  Reihen  führen;  diese  Reihenentwickelungen 
bieten  eine  interessante  Uebereinstiramung  mit  den  entsprechen- 
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den  Ent Wickelungen  der  einfach-  und  doppelt-periodischen  Func- 
tionen einer  complexen  Veränderlichen  dar  und  sind  fQr  die 
numerische  Berechnung  nützlich.  Zunächst  wird  als  einfachste 
derartige  Function 

öi(^,  y, »;  o)  =  -, — ^         +  £'  (—s^^.^- —  -tJ-^") 

(m  =  —  oo,     .  .  .,     —1,     +1,     +2,     .  .  .,     +cx>), 
welche  in  Bezug  auf  x  die  Periode  a  besitzt  und  sich  im  End- 
lichen regulär  verhält,  ausgenommen  die  Punkte  x  =  ma,  ^  =  0, 
f  =  0  (m  =  —  oo,  ...,  +oo),  in  denen  sie  polar  unstetig  ist,  in 

die  Reibe  A^+A,co9 !-•••  -fil^cos \-  •••  entwickelt. 

d& 
Zur   Bestimmung    der   A   wird        .  '   (u  =  y'-f »')   nach    einer 

Methode    von  Riemann   (Schwere,    El.  u.  Magn.  p.  88)   in    das 

1     /"*  -  ^- 

Integral /     «""'"^,(a?)d*transformirt,  wenn  q  =  e    "''  der 

0 

Modul  von  ^,  ist;  dann  liefert  die  trigonometrische  Entwicke- 
lung  von  ^,(a?)  die  Coefficienten  A  bis  auf  je  eine  additive 
Constante,  welche  mit  Httlfe  der  Differentialgleichung  JQ^  =  0 
ermittelt  wird;  das  Integral,  durch  welches  sich  Ay  auf  diese 
Weise  ausdrtlckt,  ist  dasjenige,  welches  von  Riemann  in  seiner 
Abhandlung:  Zur  Theorie  der  Nobili'schen  Farbenringe  (Ges. 
Werke  p.  54)  behandelt  worden  ist.  Dieselbe  Methode  wird 
dann  angewandt  zur  Entwickelung  der  in  Bezug  auf  x  und  y 
periodischen  Function 
^  ^  .N  1      .    w^//^    1  1  amx4'bny\ 

wo  die  Summe  Ober  alle  ganzzahligen  Werte  von  m  und  n  mit 
Ausnahme  des  Wertepaares  0,  0  zu  erstrecken  und 

ist  Zu  demselben  Ziele  führt  aber  noch  eine  zweite  Methode, 
analog  derjenigen,  deren  sich  Hermite  zur  Entwickelung  der 
doppelt-periodischen  Functionen  in  eine  trigonometrische  Reihe 
bedient;  sie  beruht  im  wesentlichen  auf  der  Anwendung  des 
Green'schen  Satzes.     Dieselbe  Methode   dient  dann   weiter   zur 

27* 
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Bestimmung  der  Coefficienten  der  trigonometrischen  ReihenoDt- 
Wickelung  einer  Function  Z(x^y^z,)y  welche  zwar  selbst  nicht 
periodisch  ist,  aus  der  sieb  aber  alle  eindeutigen  Functionen 
F(x,y^z)  dreier  reellen  Variablen,  welche  der  Gleichung  ^F  =  0 
genügen,  in  Bezug  auf  alle  drei  Veränderlichen  periodisch  sind 
und  nur  polare  Unstetigkeiten  besitzen,  linear  zusammensetzen 
lassen  (cf.  Acta  Math.  1   c.  p.  347  ff.).    Setzt  man 


r  =  |/aj'+y»4-a>,     q  =  |/4m'a'+4n'/?'+4pV'i 


r^cosqp  =  2maj?+2w/9y-l-2pya,     R  =  j/r'— 2r^cosy+^', 

so  ist  diese  Function  durch  die  Gleichung  definirt: 
Z(x,  y,  »;  2a,  2/9,  2y) 

r        m,n,p  L  ti  Q  Q  Q  J 

die  Summe  über  alle  ganzzahligen  Wertecombinationen  von  m,  /t,  p 
mit  Ausnahme  von  m  =  n  =  p  =  0  erstreckt;   sie  genügt   der 
Gleichung   JZ  =  0,    ist   im    Endlichen   regulär   ausser   in    den 
Punkten    x  =  2ma^   y  =  2ii/?,    z  =  2p^,    in    denen    sie   polar 
unstetig   ist,    und  reproducirt  sich    bei   einer   Vermehrung    von 
x^  y,  z  um  resp.  2a,  2ßj  2y  bis  auf  eine  lineare  Function  von 
X  resp.  y,  z.    Zu  einer  nochmaligen  VerificatioD  der  erhaltenen 
Formeln   dient   die  Bemerkung,    dass  Z   für  /  =  oc   sich    von 
©,(a?,y,»;  2a,  2/J)  nur   um  eine  Function  ila:'+^y*"-(-^  +  ß)** 
unterscheidet.     Die  behandelten  Functionen  spielen  bei  verschie- 
denen physikalischen  Problemen  eine  Rolle,  und   es  seien   hier 
die   verschiedenen  Arbeiten   zusammengestellt,    auf  welche    der 
Verfasser  in  Bezug  hierauf  verweist:  Riemann,  Schwere,  El.  u. 
Magn.  bearbeitet  von  Hattendorf  §23;   Boussinesq,  C.  R.  LXX. 
33-36,  177-181,  1279-1283  (F.  d.M.  II.  1870.  738ff.);  de  Saint- 
Venant,   C.  R.  XCIV.  904-909,  1004-1008,  1139-1144  (F.  d.  M. 
XIV.  1882.  779ff.);   de  Saint- Venant  et  Flamant,  C.  R.  XCVII. 
1027-1031,  1105-1111  (F.  d.M.  XV.  1883.  839f.);  Appell,  C.  R. 
XCVIII.  214  216,  Appell  et  Chervet  ibid.  358-360,  Cbervet  ibid. 
795-797    und    IC.   78-79  (F.  d.  M.   XVI.  1884.  982 f.),    Appell, 
Acta  Math.  VIII.  T. 
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G.  Giuliani.      SuUe    fnnzioni    di   n  variabili   reali    che 
soddisfano  alla   -^4"  +  -g-r  +  •••  +  -q^  =  0.       Bau.  G. 

XXV.  109-114.- 

Eis  wird  bemerkt,  dass  die  Sätze,  welche  Herr  Appell  in 
seiner  Abhandlung  in  den  Acta  Math.  IV.  313ff.  (F.  d.  M.  XVI. 
1884.  373f.)  för  Functionen  dreier  reellen  Veränderlichen  abge- 
leitet hat,  leicht  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Anzahl  von 
reellen  Veränderlichen  ausgedehnt  werden  können-,  dies  wird  an 
einem  derselben  näher  ausgefQhrt.  T. 


A.  Harnack.  Die  Grundlagen  der  Theorie  des  loga- 
rithmischen Potentiales  und  der  eindeutigen  Poten- 
tialfunction  in  der  Ebene.    Leipzig.  Tenbner. 

Siehe  Abschnitt  X,  Capitel  V. 


L.  Fuchs,     üeber  die  ümkehrung  von  Functionen  zweier 
Veränderlichen.     Berl.  Ber.  99-108. 

In  den  Differentialgleichungen 

dz.    ,    dz„        j 


(1)  {    y*  ^> 

seien  s,  und  a,  gegebene  Functionen  von  m,  und  u^^  wie  sind 
dieselben  zu  wählen,  damit  y,,  tr,  blosse  Functionen  der  Va- 
riabein 3,  und  y„  iTj  blosse  Functionen  von  ä,  werden?  Als 
die  allgemeinste  Lösung  dieses  Problems  ergiebt  sich,  dass 
s,  =  V'iCCi)»  «2  =  VaC?«)  willkürliche  Functionen  bezüglich  von 
Tj  und  ^  sein  müssen,  während  ^^  und  ^,  als  Functionen  von 
Ui,  ti,  den  Differentialgleichungen 

du^  ^  ^'  du,      ^' 
du.  "^  ^»  du.  " 
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genügen.  Unterwirft  man  ferner  die  Functionen  »,  und  a,  von 
i/j  und  M,  noch  der  Bedingung,  dass  »i+*j  und  ä,»,  innerhalb 
bestimmter  Gebiete  S^,  2^  der  Variabein  Mj,  m,  eindeutige  Func- 
tionen der  letzteren  sind,  so  ergiebt  sich  in  Uebereinstimmang 
mit  einem  schon  in  den  Göttinger  Abb.  vom  8.  Januar  1881 
mitgeteilten  Theorem  (s.  F.  d.  M.  XIII.  321),  dass  z  sich  derart 
als  zweiwertige  Function  einer  Veränderlichen  ^  darstellen  läset, 
dass  hierdurch  die  Gleichungen  (1)  in  die  Form: 

übergehen,  wo  V(t)  eine  eindeutige  Function  der  Veränderlichen 
^  bezeichnet.  Bm. 

L.  Fuchs,     üeber  Relationen   zwischen    den   Integralen 
von  Differentialgleichungen.     Berl.  Ber.  1077-1094. 

Ist   eine  Differentialgleichung  zwischen  ä,  y,  -5=—  =  y'  ge- 

dz 

geben,  so  nennt  der  Verfasser  das  System  zusammengehöriger 
veränderlicher  Werte  (ä,  y,  y'),  welches  der  Differentialgleichung 
genügt,  ein  Integral  derselben.  Dieses  Integral  ist  in  seinem 
Verlauf  durch  seine  Anfangswerte  a  =  a,  y  =  /?,  y'  =  y  voll- 
ständig bestimmt.  Der  Vorzug  dieser  Definition  besteht  haupt- 
sächlich darin,  dass  der  unabhängigen  und  abhängigen  Variabein 
eine  gleichwertige  Stelle  angewiesen  ist. 

Die  Mitteilung  knüpft  an  eine  frühere  Note  des  Verfassers: 
Berl.  Ber.  1884.  p.  699  (cf.  F.  d.  M.  XVI.  248)  an  und  hat  den 
Zweck,  die  Einwirkung  der  Anfangswerte  eines  Integrales  nicht 
linearer  Differentialgleichungen  auf  die  Wertbestimmung  des- 
selben an  jeder  beliebigen  Stelle  zu  untersuchen. 

Ist  die  Differentialgleichung  von  der  Form: 

F(z)dz  +  F(y)dy  =  0, 
so    beantwortet   der  Verfasser   zuerst  die  Frage  nach  dem  dem 
Euler'scben  Theorem  analogen  Satze,  wenn  F{z)  der  Differential- 
quotient eines  Aberschen  Integrales  erster  Gattung  vom  Range 
p  =-  2  ist,  dahin,    „dass  die  Elemente  eines  mit  beliebig  vorge- 
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schriebenen  Anfangs  werten  behafteten  Integrales  dieser  Differen- 
tialgleichung algebraische  Functionen  der  Elemente  eines  ein- 
zelnen durch  seine  Anfangswerte  bestimmten  Integrales  derselben 
Differentialgleichung  sind."  „Dieselben  algebraischen  Functionen 
bestimmen  die  Elemente  eines  beliebigen  Integrals  (21,^1,^1) 
der  Gleichung 

F,(Ä)rf*+F.(y)dy  =  0 

durch  diejenigen  eines  bestimmten  Integrales  («,  y,  y')  derselben 
Gleichung,  wenn  F^  (3)  einen  zu  derselben  Riemann'schen  Fläche 
gehörigen,  von  F(z)  linear  unabhängigen  Differentialquotienten 
eines  Integrals  erster  Gattung  bedeutet." 

Ein  ganz  analoger  Satz  ergiebt  sich  ftlr  den  allgemeinen 
Fall  der  Differentialgleichung  /*(«,  y,  y')  =  0,  wo  /"  eine  rationale 
Function  der  Argumente  ist.  Aus  den  weitern  Resultaten  der 
Abhandlung  greifen  wir  noch  folgende  heraus:  „Ist  («,  y,  y') 
ein  Integral  der  Gleichung  y'  =  y(Ä,  y),  wo  q>  eine  algebraische 
Function  von  z  und  y  bedeutet,  so  ist  (»^^  y,,  y\)  ein  Integral 
derselben  Gleichung,  wenn  s,,  y^  mit  s,  y  durch  die  algebraischen 
Beziehungen 

yi  =  G,(a,  y,  «,,y,) 

yerbunden  sind."  „Sind  ferner  (a,  y,  y')  und  (ä,,  y,,  y[)  Integrale 
derselben  Differentialgleichung,  so  ist  auch  (3,,  y,,  y',)  ein  Inte- 
gral  derselben,  wenn  is,,  y,,  y'^  mit  den  Elementen  der  beiden 
ersten  Integrale  durch  ähnliche  Beziehungen,  wie  oben,  zu- 
sammenhängen." 

Wird  endlich  die  Untersuchung  auf  ein  System  von  zwei 
Differentialgleichungen : 

y'  =  9>(«7  y»  v)i 

^'  =  V'C»,  y,  «5) 

ausgedehnt,  so  folgt  der  Satz:  „Wenn  (s,  y,  t?,  y',  t?')  ein  Inte- 
gral dieses  Systems  ist,  so  ist  auch  (s^,  y^,  t'n  y^  ^i)  ein  solches 
unter  der  Bedingung,  dass  die  sechs  Veränderlichen  durch  die 
Gleichungen 

yx  =  G,(»,  y,  t?,  »,,  y,,  t?j)  (x  =  1,  2,  3) 
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verbunden  werden,    worin  y^  feste  Werte  besitzen,   und  die  G^^ 
gewissen  partiellen  Dififerentialgleichungen  Genüge  leisten. 

Bm. 

E.  PiCARD.     Demonstration   d'un   thdorfeme  gdn^ral    sur 
les  fonctions  uniformes  liöes  par  une  relation  alg^brique. 

Acta  Math.  XI.  1-12. 

Der  Satz,  welchen  der  Verfasser  in  der  vorliegenden  Ab- 
handlung beweist,  lautet:  „Wenn  zwischen  zwei  eindeutigen 
analytischen  Functionen  einer  Veränderlichen  eine  algebraische 
Gleichung  besteht,  deren  Geschlecht  grösser  als  Eins  ist,  so 
können  diese  Functionen  keine  isolirt  liegende  wesentlich  sin- 
gulare Stelle  besitzen."  Der  Verfasser  giebt  zwei  Beweise,  von 
welchen  der  erste  im  wesentlichen  schon  vor  längerer  Zeit 
in  Darb.  Bull.  (2)  VII.  107  (F.  d.  M.  XV.  1883.  335)  veröffent- 
licht wur'  Dieser  erste  Beweis  stützt  sich  auf  die  Theorie 
der  linear  periodischen  (Fuchs'schen)  Functionen.  Der  zweite 
Beweis  ist  elementarerer  Natur.  Nach  directer  Erledigung  des 
Falles,  in  welchem  die  im  Satze  erwähnte  Gleichung  als  hyper- 
elliptisch vorausgesetzt  wird,  gelingt  es,  den  allgemeinen  Fall 
auf  diesen  speciellen  zurückzuführen.  Hz. 


F.  ScHOTTKY.  Ueber  eine  specielle  Function,  welche 
bei  einer  bestimmten  linearen  Transformation  ihres 
Argumentes  unverändert  bleibt    J.  für  Math.  ci.  227-272. 

Die  in  der  vorliegenden  Abhandlung  untersuchten  Functionen 
sind  Verallgemeinerungen  derjenigen,  welche  der  Verfasser  in 
einer  früheren  Arbeit  „Ueber  conforme  Abbildung  mehrfach  zu- 
sammenhängender ebener  Flächen"  (J.  für  Math.  LXXXIII.)  be- 
trachtet hat.  In  den  bekannten  Aufsätzen  von  Poincarä  bilden 
sie  die  dritte  Familie  der  „Klein*schen  Functionen".  Die  Gruppe 
dieser  Functionen  entsteht  durch  Zusammensetzung  von  2q  Sub- 
stitutionen faip\  /a'(«)  (a  =  1,  2,  . . .,  q\  welche  man  auf  fol- 
gende Weise  erhält.  Man  nehme  in  der  Ebene,  deren  Punkte 
die  Werte  der  complexen  Variabein  darstellen ,  2q  Kreise  Ka^  K^' 
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an,  Ton  welchen  jeder  alle  übrigen  ausschliesst.  Die  linear  ge- 
brochenen Functionen  f«Op),  fa'i^)  sind  dann  so  zu  bestimmen, 
das8  erstens  die  Gleichungen 

y  =  fa{x),  X  ==  fa'iy) 
neben  einander  bestehen,  und  dass  zweitens  vermöge  dieser 
Gleichungen  jedem  ausserhalb  des  Kreises  Ä'«*  gelegenen  Punkte 
X  ein  im  lunern  des  Kreises  Ka  liegender  Punkt  y  zugeordnet 
wird.  Die  durch  Zusammensetzung  der  /«(a:),  /a'(^)  entstehen- 
den Substitutionen,  deren  Gesamtheit  die  Gruppe  der  zu  unter- 
Bachenden  Functionen  bildet,  werden  in  folgender  Weise  be- 
zeichnet.    Es  wird  gesetzt: 

fa(fß(x))  =  faß(x\      faßifr  («))  =  faßr{x\    .  .  .; 

allgemein  entspricht  jeder  Combination  m  aus  den  2q  Indices 
1,  2,  . . .,  p,  1',  2',  . . .,  Q*  eine  Substitution  fm{x)\  und  es  besteht 
die  Identität 

Zu  jedem  Indea?  m  giebt  es  einen  entgegengesetzten  m',  so  be- 
schaffen, dass 

fmm'(x)  =  X 

ist.  Zur  Abkürzung  wird  für  fm(x)  auch  das  Zeichen  Xm  ge- 
braucht. Die  Gesamtheit  der  Werte  x,n  bildet  das  System  der 
zu  X  ^congruenten"  Werte.  Beschreibt  die  Variable  x  das  Ge- 
biet, welches  von  den  2q  Kreisen  Ufa,  Ä'«'  begrenzt  und  als  „Null- 
fläche" bezeichnet  wird,  so  beschreibt  x^  ein  Gebiet  (m),  welches 
ebenfalls  von  2^  Kreisen  begrenzt  wird.  Die  ganze  Ebene  wird 
durch  die  Gebiete  (m)  einfach  und  lückenlos  überdeckt.  Dabei 
sind  indessen  gewisse  Punkte  der  Ebene  auszuscheideu,  welche 
wesentlich  singulare  Stellen  der  weiterhin  zu  betrachtenden 
Functionen  sein  werden.  Eine  jede  nicht  abbrechende  Reihe 
von  Indices,  a,  /?,  y,  ...,  von  denen  keine  zwei  aufeinander- 
folgenden entgegengesetzt  sind,  definirt  einen  solchen  singulären 
Punkt  als  Grenzstelle  der  Reihe  Xa^  Xaß^  ^aßr^  •  •  •>  welche  Grenz- 
stelle von  der  Wahl  von  x  unabhängig  ist.     Zu  diesen  singulären 

(")  (h) 

Punkten  gehören  insbesondere  auch  die  Wurzelpunkte  A  und  B 
der  quadratischen  Gleichung 

fn(x)  =  X. 
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Im  Innern  eines  Gebietes  (m)  liegt  offenbar  niemals  ein  sin* 
gulärer  Punkt. 

Bedeuten  nun  a;,  y,  §,  rj  vier  Variable,  welche  alle  Werte 
mit  Ausnahme  der  singulären  annehmen  sollen,  so  erweist  sieb 
das  Product 

(1)  (^,  y,  I,  '?)  -  ^(a:-,7.)(y-§.) 

als  convergent,  falls  die  Summe  der  Radien  aller  Kreise,  welche 
die  Gebiete  (m)  begrenzen,  endlich  ist.  Die  Endlichkeit  dieser 
Summe  wird  unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  die  Null- 
fläche durch  Httlfskreise,  welche  einander  und  die  2^  Kreise 
Kai  ^a'  nicht  treffen,  in  lauter  dreifach  zusammenhängende  Teile 
zerlegbar  ist.  Ob  diese  Voraussetzung,  welche  gewisse  Un- 
gleichungen zwischen  den  Constanten  der  Kreise  Kaj  Ka*  bedingt, 
eine  notwendige  ist,  bleibt  dahingestellt.  Der  weiteren  Unter- 
suchung wird  nur  die  Annahme  zu  Grunde  gelegt,  dass  das 
Product  (1)  convergirt.  Dieses  Product  stellt  eine  Function  der 
vier  Variabein  a:,  y,  ?,  17  vor,  aus  welcher  alle  übrigen  zu  be- 
trachtenden Functionen  entspringen.  Zunächst  zeigt  es  sich, 
dass  diese  Function  durch  eine  andere  nur  von  zwei  Variabein 
a;,  §  abhängende  Function  £(«,  $)  in  der  Form 

darstellbar  ist.     Die  Function  E(aj,  ^)  wird   durch  das  Product 

(3)  £(»,9=(.-eng:gg:g 

definirt.  Die  Indices  «,  über  welche  sich  das  Product  erstreckt, 
sind  dabei  so  zu  bestimmen,  dass  sie  im  Verein  mit  ihren  ent- 
gegengesetzten Indices  n!  die  Gesamtheit  aller  Indices  ausmachen. 
Aus  der  Gleichung  (3)  geht  hervor,  dass  E(a?,  %)  nur  för  «  =  ^ 
und  für  die  zu  §  congruenten  Werte  von  der  ersten  Ordnung  Null 
wird,   und   dass    E(a?,  |)   nur  für  a?  =  00  von    der    ersten  Ord- 

E(x  i ) 
nung  unendlich  wird.     Die  Betrachtung  des  Quotienten  -^j-^=r 

welcher  für  keinen  Wert  von  x  Null  oder  unendlich  wird,  for- 
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dert  zur  Einfbbning  einer  neuen  Function 

(«) 
(4)         £,(a:)  =  JI -?=Md). 

aar.    Hier  sind  die  Indices  p  so  zu  bestimmen,  dass  in  der  Form 

pn^  (^k=^±l^  ±2,  ...) 

jeder  Index  und  jeder  nur  einmal  enthalten  ist. 

Das  Verbalten  der  Functionen  En{oB)  und  E(x^  D  bei  Er- 
setzung der  Argumente  durcb  congruente  Werte  spricht  sich  in 
folgenden  Gleichungen  aus: 

IJ5„(2?to)   =  En,mEn{x\ 
E(Xn,    fm)  £.(g)  E^(X)  En^,n 

E(x,  ö         En(x)  £„,(©  •    Ln  (X)  .  L„.($)  ' 

Hierbei  bedeuten  En,m  Constante,  welche  der  Gleichung  En^  =  £„,,« 

^enOgen,    und  es  ist  Ln(x)  eine  lineare  Function  von  Xj    deren 

dx  ' 

Quadrat  gleich  En^n--i —  ist 

aXn 

Die  Functionen  E«(rr)  befriedigen  ferner  die  Gleichungen 

(6)  En„,(x)   =  En(x)  .  Emix),       En{x)  .  £,.(0:)   =    1, 

vermöge  welcher  alle  diese  Functionen  als  Producte  von  Potenzen 
der  Q  Functionen  E^Qt)^  J5,(a;),  ...,  Eg{x)   ausgedrückt   werden 

könneo.     Endlich    ist  noch  bemerkenswert,    dass  die       \^ — ^ 

Grössen  E^^x  (x,  >l  =  1,  2,  . ..,  ^)  sich  in  Form  von  unendlichen 
Producten  darstellen  lassen,  aus  welchen  hervorgeht,  dass  diese 
Grössen  nur  von  3^—3  wesentlichen  Constanten  abhängen. 

Nunmehr  wird  der  BegriflF  der  „Integralfunction"  eingeführt. 
Hierunter  ist  jede  der  Gleichung 

genügende  Function  J(x)  zu  verstehen,  deren  Ableitung  f(x) 
überall,  ausgenommen  an  den  singulären  Stellen,  den  Charakter 
einer  rationalen  Function  besitzt.  Um  die  allgemeinste  Integral- 
function  aufstellen  zu  können,  entwickele  man  \og(§+t,  17;  x^  y) 
nach  Potenzen  von  <,  wo  f,  17,  a?,  y  irgend  welche  nicht  singu- 
lären und  incongruenten  Werte  bezeichnen,  und  wo,  falls  |  =  ^o 
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ist,  — -  an  Stelle  von  ^+i  zu  setzen  ist.     Der  Coefficient  t^  findet 
sich,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  gleich 

je  nachdem  §  endlich   oder  unendlich  ist.     Besondere  Integral- 
fuDCtionen  sind  nun 

1.  die  Q  Functionen  log£,(a:),  log£,(a?),  ...,  log£^(a7), 

2.  jede  Function  Fx(x)^ 

3.  jede  Function  log(x,  y;  ?,  17),  wenn  y,  f,  17  irgend  welche 
incongruenten,  nicht  singulären  Werte  bedeuten. 

Aus  diesen  Functionen,  welche  der  Reihe  nach  von  der 
ersten,  zweiten,  dritten  Gattung  genannt  werden,  setzt  sich  die 
allgemeinste  Integral function  linear  mit  constanten  Coefficienten 
zusammen.  Die  Coefficienten  eines  in  q-^-I  Integralfunctionen 
linearen  und  ganzen  «Ausdrucks  können  stets  so  bestimmt  werden, 
dass  dieser  Ausdruck  ungeändert  bleibt,  wenn  das  Argument 
durch  einen  congruenten  Wert  ersetzt  wird.  Derartige  Ausdrücke 
stellen  sogenannte  „invariante"  Functionen  vor.*  Unter  diesen 
invarianten  Functionen  lassen  sich  auf  mannigfaltige  Weise  zwei 
p  und  q  auswählen,  zwischen  welchen  eine  algebraische  Glei- 
chung vom  Range  oder  Geschlechte  q  besteht  Die  Integral- 
functionen decken  sich  mit  den  Integralen  der  rationalen  Func- 
tionen von  p  und  q.  (Beiläufig  möge  hier  bemerkt  werden,  dass 
die  Bezeichnung  „Geschlecht"  nicht,  wie  der  Verfasser  annimmt, 
von  Riemann,  sondern  von  Clebsch  herrührt.) 

Fasst  man  x  und  E(ar,  |)  als  Functionen  von  p  auf,  so  be- 
friedigen diese  Functionen  gewisse  DifiTerentialgleichungen,  welche 
der  Verfasser  im  letzten  Paragraphen  der  Abhandlung  aufstellt. 
Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  x  der  Quotient  zweier  Particular- 
Lösungen  der  Difl^erentialgleichung 
dh  1  dH  dz 
dp*        H    dp        dp 

ist,  wo  Hy  R,  B^   rationale  Functionen  von  p  und  q  bezeichnen. 
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Es  wird  gezeigt,  wie  die  Functionen  H  und  R  zu  bestimmen 
sind,  falls  die  Gleichung  zwischen  p  und  q  gegeben  ist.  Da- 
gegen bildet  die  Bestimmung  der  Function  R^  ein  noch  unge- 
löstes Problem.  Mit  der  Bestimmung  dieser  Function  würde  es 
möglich  werden,  den  vom  Verfasser  eingeschlagenen  Weg  umzu- 
kehren, nämlich,  ausgehend  von  einer  algebraischen  Gleichung 
vom  Range  ^,  zu  den  von  ihm  betrachteten  Functionen  zu  ge- 
langen. —  Auf  pag.  260  der  Abhandlung  sind  in  der  12'*"  Zeile 
von  oben  die  Worte  „notwendig  und"  zu  streichen.         Hz. 


/ 


E-  PiCARD.    Sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes  provenant 
des     s^ries     hyperg^om^triques     de     deux     variables. 

S.  M.  F.  Bull.  XV.  148-152. 

Die  Integrale 

**  „6,-1  (,!_  1)6.-1  (m  _  j;)u-I  (m  _ y)A -1  rfll^ 
ff 

WO  g  und  h  zwei  der  Grössen  0,  1,  x^  y,  oo  bedeuten,  genügen 
einem  System  von  drei  linearen  partiellen  Differentialgleichungen, 
welche  drei  gemeinsame  linear  unabhängige  Lösungen  besitzen. 
Sind  diese  tr^,  tr,,  tr,,  so  geben  die  Gleichungen 


«>,  -  IT, 


fQr  X  und  y  eindeutige  Functionen  von  z  und  /,  wenn  >l-f6,  — 1 
und  2 — i— fej  —  ftjj  und  die  analogen  Ausdrücke  die  reciproken 
Werte  ganzer  Zahlen  sind.  (Picard,  Ann.  de  TEc.  Norm.  1885, 
8.  F.  d.  M.  XVII.  412).  Für  dieses  allgemeine  Theorem  werden 
einige  specielle  Beispiele  angegeben  und  auch  der  bereits  C.  R. 
CIV.  896  erwähnte  Fall  eingehend  behandelt,  wobei  sich  ergiebt, 
dass  die  Umkehrung  der  Functionen  m(x,  y)  =  a,  v(a:,  y)  =  (, 
entgegen  der  Bemerkung  von  Goursat  (C.  R.  CIV.  893-896),  durch 
^-Functionen  einer  Variabein  geleistet  wird.  Bm. 


H.  PoiNCARÄ.    Les  fonctions  fuchsiennes  et  rArithm^tique. 

Jouro.  de  Math.  (4)  III.  405-464. 
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In  dieser  Arbeit  werden  die  „Fuchs'scben  Gruppen  und 
Functionen"  mit  den  ternären  quadratischen  Formen  in  einen 
engen  Zusammenbang  gebracht. 

Als  Hauptresultat  ergiebt  sieb  die  Lösung  der  Frage,  ob 
und  wann  fOr  die  Fucbs'schen  Functionen  ein  Additionstheorem, 
analog  dem  für  die  elliptischen  Transcendenten  geltenden,  be- 
stehen kann. 

Unter  den  linearen  Substitutionen  (von  der  Determinante 
Eins),  welche  die  quadratische  Form 

q>  =  y^—xz 
in  sich  OberfQhren,  ragen  besonders  hervor  die  durch 

cJ'  -cJy         y' 

S  =     -2cJ/J    ay+ßy     -2ay 
ß'  — a/J         a' 

dargestellten,  wo  die  a,  /?,  y,  d  reelle  Grössen  bedeuten,  welche  ^ 
der  Beschränkung 

ad—ßy  =  1 
unterliegen. 

Offenbar  lässt  sich  jeder  solchen  Substitution  S  eine 
„Fuchs*sche  Substitution"  mit  reellen  Goefficienten  a,  /},  /,  d: 

eindeutig  zuordnen  und  umgekehrt:  die  Gesamtgruppe  der  S 
ist  mit  derjenigen  der  s  holoedrisch  isomorph.  Folglich  entspricht 
auch  jeder  discontinuirlichen  Gruppe  von  S  eine  „Fucbs'sche 
Gruppe"  von  s  und  umgekehrt. 

Dies  erlaubt  sofort  eine  Uebertragung  auf  beliebige  ternäre 
quadratische  Formen  F. 

Nun  sei  T  irgend  eine  Substitution  (von  einer  Determinante  P), 
welche  O  \n  F  überführt,  so  entspricht  wiederum  die  Gruppe 
der  („mit  (2>  ähnlichen")  Substitutionen  S  der  Gruppe  der  „mit 
F  ähnlichen"  T-^ST  =  S.  Demnach  sind  sich  auch  die  Gruppen 
der  2  und  s  holoedrisch  isomorph  zugeordnet,  und  jeder  discon- 
tinuirlichen Gruppe  von  ^  correspondirt  eine  „Fuchs*8che  Gruppe** 
von  s. 

Unter  den  mit  F  ähnlichen  Substitutionen  2^  welche  die  als 
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gvizzahlig  vorausgesetzte  Form  F  reproduciren,  spielen  seit 
laogem  eine  besonders  wichtige  Rolle  die  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  versehenen.  Diese  bilden  fQr  sieh  eine  discontinuir- 
liebe  Gruppe  G,  die  sogenannte  „arithmetische^  Gruppe  von  F,  und 
dieser  ist  also  ebenfalls  eine  bestimmte  Fuchs'sche  Gruppe  und 
ein  dadarch  mitbedingtes  System  Fuchs'scher  Functionen,  „der 
arithmetischen  Fuchs'schen  Functionen^,  zugeordnet. 

Mit  Bezug  auf  die  ebengenannte  Gruppe  G  zerfallen  die 
Formen  F  in  vier  Kategorien,  je  nachdem  G  elliptische  und 
parabolische  Substitutionen  enthält  oder  nicht  Eine  endliche 
Anzahl  von  „Aequivalenzversuchen^  genügt,  um  zu  erkennen, 
welcher  Kategorie  eine  vorgelegte  Form  F  angehört.  Die  corre- 
spondirende  Fuchs'sche  Gruppe  ist  dann  immer  Glied  einer  ganz 
bestimmten  „Familie^.  Die  Anzahlen  der  Seiten,  Cyklen  etc. 
der  zugehörigen  „erzeugenden  Polygone^  lassen  sich  aus  arith- 
metischen Eigenschaften  der  Form  F  ableiten. 

Ist  nun  F(z)  eine  beliebige  Fuchs'sche  Function,  und  S  eine 
ausserhalb  von  deren  Gruppe  stehende  Substitution,  so  ist  bald 
ZQ  bemerken,  dass  „im  allgemeinen^  zwischen  F(s)  und  F^zS) 
(wo  sS  das  bedeutet,  was  entsteht,  wenn  auf  z  die  Substitution 
S  angewandt  wird)  keine  algebraische  Relation  besteht. 

Der  Verfasser  findet  andererseits  das  Kriterium: 

„Soll  eine  algebraische  Relation  zwischen  F(z)  und  F(aS) 
herrschen,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Gruppe  G  von  F  und  S-^GS,  d.  i.  die  durch  S  transformirte 
Gruppe  von  G,  commensurabel  sind."  Dabei  heisseu  zwei  Gruppen 
commensurabel,  wenn  ihre  gemeinsame  Gruppe  für  jede  von 
beiden  eine  Untergruppe  von  endlichem  Index  ist. 

In  der  That  lässt  sich  das  für  den  bekannten  Fall,  wenn  F 
sich  auf  die  Modularfunction  J  reducirt,  leicht  bestätigen.    Dann 

ist  z.  B.  för  äS  =  —    die    betrachtete    algebraische    Gleichung 

die  Modulargleichung.  Der  Verfasser  ist  nunmehr  im  Stande, 
eine  unendliche  Anzahl  neuer  Fälle  von  Fuchs'schen  Functionen 
anzugeben,  für  die  eine  algebraische  Relation  der  genannten  Art, 
d.  i.  ein  Additionstheorem,  existirt. 
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Ist  nämlich  F  irgend  eine  (ganzzahlige,  indefinite)  ternäre 
quadratische  Form,  f(z>)  eine  der  zugehörigen  „arithnietiscben" 
Fuchs'schen  Functionen  mit  der  erzeugenden  Gruppe  (7,  femer 
S  eine  Substitution  mit  gebrochenen  Goefficienten,  welche  F  repro- 
ducirt,  und  s  die  correspondirende  Fuchs'sche  Substitution,  dann 
bildeu  die  s  eine  continuirliche  Gruppe  jT,  und  es  zeigt  sich  das 
obige  Kriterium  erfüllt,  insofern  G  mit  s~^Gs  commensurabel  wird. 
Daher  lässt  sich  der  Satz  aussprechen: 

„Ist  /*(«)  eine  arithmetische  Fuchs'sche  Function,  so  besteht 
zwischen  f(z)  und  f(a8)  eine  algebraische  Relation,  wenn  s  eine 
beliebige  Substitution  der  continuirlichen  Gruppe  F  ist"*. 

Die  Modularfunction  erscheint  dabei  als  der  specielle  Fall, 
wo  F  die  Form  2y* — 2xä  darstellt.  Voraussichtlich  werden 
demnach  die  arithmetischen  Fuchs'schen  Functionen  für  gewisse 
Klassen  von  Gleichungen  eine  ähnliche  Rolle  spielen,  wie  die 
Modularfunctionen  für  die  Gleichungen  fünften  Grades. 

Die  durchgehende  Wechselbeziehung  zwischen  den  Formen  F 
und  den  coordinirten  Fuchs'schen  Functionen  liefert  noch  eine 
grosse  Anzahl  merkwürdiger  Eigenschaften  beider;  es  sei  hier 
nur  noch  angedeutet,  dass  die  Frage  nach  der  Reduction  einer 
Form  F  mit  der  Einteilung  der  Fuchs'schen  Gruppen  in  eigent- 
lich und  uneigentlich  discontinuirliche,  sowie  mit  den  „Invarianten'' 
solcher  Gruppen  in  engstem  Connex  steht.  My. 


Humbert.     Sur  le  th^oifeme  d'Abel  et  quelques-iines  de 
ses    applications    g^om^triquee.      Joum.  de  Matb.  (4)  in. 

327-404. 

Der  Verfasser  giebt  als  Zielpunkt  der  Arbeit  die  Aufstellung 
einer  Formel  an,  welche  es  erlaubt,  wenn  eine  algebraische 
Curve  w**'  Ordnung  und  ein  zugehöriges  Abersches  Integral 
gegeben  ist,  a  priori  die  Summe  der  Variationen  zu  bestimmen, 
die  das  Integral  auf  den  Linien  erleidet,  die  durch  die  Schnitt- 
punkte der  vorgelegten  Curve  mit-  einer  veränderlichen  alge- 
braischen Curve  erzeugt  werden,  welche  einem  Büschel  angehört 
Als  Mittel  dienen  ihm  die  von  Poincar^  in  die  Curventheoric 
eingeführten  Fuchs'schen  Functionen. 
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Im  ersten  Teile  der  Arbeit  werden^  aaschliessend  an  des 
Verfassers  Aufsatz:  Application  de  la  tb^orie  des  fonetions 
fuchsiennes  etc.  Journ.  de  Math.  (4)  IL,  F.  d.  M.  XVIII.  1886. 
363  die  drei  homogenen  Coordinaten  x^  y,  s  eines  Punktes  der 
Gurre  n*"  O.rdnung  /"  =  0,  an  welcher  das  Integral  hinerstreckt 
ist,  ala  Tbeta- Fuchs' sehe  Functionen  yom  Grade  ju  ausgedrückt: 

Mit  Einfnhrung  derselben  gelingt  es  dann,  die  rechte  Seite  der 
GleiehoDg  des  AbeFschen  Theorems  fbr  Integrale  beliebiger  Gat- 
tung auszuwerten.    Hierdurch  gewinnt  man  die  Formel 

welche  das  Fundament  der  folgenden  Untersuchungen  bildet. 
Q  und  S  sind  hier  Polynome  von  den  Graden  q  und  q-\-2^  xl 
und  Xi  entsprechen  bezüglich  den  Schnittpunkten  der  Curven 
»^  Grades 

f'C^,  y,  »)-«*o9P(^>  y»  ä)  =  0  und  F(x,  y,  »)-wg)(a:,  y,  »)  =  0, 
und  Srß  ist  die  Residuensumme  der  eindeutigen  Function 

and  entspricht  den  Nullpunkten  von  S,  während  x'  und  z*  die 
Abgeleiteten  von  x  und  js  nach  i  bedeuten.  Als  Hauptresultat 
des  ersten  Teiles  heben  wir  den  aus  dieser  Formel  folgenden 
Satz   hervor:     Die    Summe   der    Werte,    welche   eine    rationale 

homogene  Function  vom  Grade  Null     ;.;  '  ^'  ^{   in  den  Punkten 

annimmt,  in  welchen  eine  algebraische  Curve  f  =  0  von  jeder 
Curve  eines  Büschels  F — m  y  =  0  geschnitten  wird,  ist  constant, 
wenn   die   Gurven    des   Büschels,   welche   bezüglich    durch   die 

Schnittpunkte    der    Curven  f  =  0   und  V  =  0   laufen   und   -yr 

onendlieh  machen,  in  jedem  dieser  Punkte  mit  der  Curve  /"  =  0 
einen  Contact  besitzen,  dessen  Ordnung  mindestens  gleich  dem 
Unterschiede   2wischen  den  Ordnungen  der  Contacte  der  Curve 

Fort«clir.  d.  Math.  XIX.   1.  28 
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^  =  0  mit  den  Curven  K  =  0  und  0  =  0  im  belracbteten  Punkte 
ist.  Ein  ganz  ähnlicher  Satz  ergiebt  sich  för  das  Product  dei 
Werte  einer  solchen  Function. 

Der  zweite  Teil  beschäftigt  sich  mit  den  geometrischen  Fol- 
gerungen. Es  werden  hier  Sätze  aufgestellt:  1)  Aber  die 
Flächenräume,  welche  ein  Radiusvector  überstreicht,  der  von 
irgend  einem  Punkte  der  Ebene  nach  den  Schnittpunkten  einer 
Curve  f  =  0  mit  den  Curven  des  Büschels  F^ug>  =  0  läuft; 
2)  über  die  Richtungen  dieser  Radienvectoren;  3)  über  die 
Abstände  der  beweglichen  Schnittpunkte  von  festen  Linien,  ins- 
besondere über  das  Centrum  der  mittleren  Entfernungen  eines 
Systems  von  Punkten  und  über  homofocale  Curven.  Die  in 
grosser  Anzahl  aufgestellten,  teils  neuen,  teils  bereits  bekannten 
Sätze  lassen  sich  mit  grosser  Leichtigkeit  aus  der  angeführten 
Formel  gewinnen. 

Bemerkenswerte  Folgerungen  enthält  der  dritte,  umfang- 
reichste Teil  der  Abhandlung;  sie  beziehen  sich  auf  die  Curven, 
die  Laguerre  unter  dem  Namen  „courbes  de  direction"  in  die 
Geometrie  eingeführt  hat,,  d.  h.  jene  Curven,  die  als  Einhöllende 
einer  Geraden  mit  bestimmtem  Richtungssinn  erhalten  werden. 
Für  sie  ist  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  der  Ebene  von 
einer  Tangente  eine  rationale  Function  der  Coordinaten  ihres 
Berührungspunktes.  Soll  f(xj  y,  a)  =  0  eine  solche  Richtungs- 
curve  vorstellen,  dann  muss  die  Identität  bestehen 

f  ist  vom  Grade  «,  v  und  %  ^^^^  Polynome  von  den  Graden 
n— 1  und  n — 2.  Der  Bogen  einer  solchen  Curve  drückt  sich 
durch  ein  zu  der  Curve  gehöriges  AbeVsches  Integral  aus,  und 
daher  lassen  sich  die  Formeln  des  ersten  Teils  mit  Vorteil  auf 
diese  Curven  anwenden. 

Nach  einigen  allgemeinen  Untersuchungen  werden  die  Ricb- 
tungscurven  3^'  Ordnung  behandelt  und  zwei  Klassen  derselben 
unterschieden,  deren  Gleichungen  die  Formen  annehmen: 

Q^  C093ü}  =  a*;     q^  co9^(o  =  mi. 
Dann  folgen  Untersuchungen  über  die  cyklischen  Riohtungs- 
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eurren,  d.  h.  jene  Gurven,  welehe  die  unendlich  ferne  Gerade 
nur  in  den  Kreispunkten  schneiden.  Diese  Curven  charakterisiren 
sieh  dadurch,  dass  die  allgemeine  Gleichung  yj(x^  y^  %)  derselben 
Ton  der  Form  %\f)^  ist,  woselbst  ^^  =  0  eine  adjungirte  Curve  der 
fraglichen  Richtungscurve  darstellt  Falls  diese  Curve  nur  in 
getrennten  Aesten  durch  die  Kreispunkte  geht,  kann  man  die 
Summe  der  Bogen  leicht  berechnen,  welche  durch  zwei  beliebige 
Curven  m'«*»  Grades  auf  ihr  ausgeschnitten  werden,  woraus  sich 
mehrere  Sätze  folgern  lassen.  Weiter  werden  noch  die  Richtungs- 
carven  bestimmt,  auf  welchen  die  Summe  solcher  Bogen  stets 
gleich  Null  ist,  wobei  sich  die  interessante  Folgerung  ergiebt, 
dass  der  Bogen  aller  Curven  mit  der  Gleichung 

a^-^cos3w  +  /?j^''-^cos4ai  +  •••  +  ilcos(2n-}-l)a>  =  ^j'»+* 

darch  ein  Abersches  Integral  erster  Gattung  ausgedrückt  wird, 
wenn  die  Abgeleitete  der  Function 

in  Bezug  auf  d  das  Quadrat  eines  ganzen  Polynoms  ist.  Den 
Scblusd  der  inhaltreichen  Abhandlung  bildet  die  Auswertung  der 
Summe  der  Bogen,  welche  von  zwei  Curven  gleicher  Ordnung 
auf  einer  beliebigen  Richtungscurve  ausgeschnitten  werden;  es  er- 
geben sich  dabei  einige  aligemeine  Sätze,  an  die  sich  noch  drei 
specielle  Ober  die  Schwerpunkte  dieser  Bogen  anschliessen. 

Bm. 
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Besondere  Functionen. 

A.    Elementare  Functionen  (einschliesslich  der  Gamma- 
functionen und  hypergeometrischen  Reihen). 

Ch.  Hbrmite,  Hadamard.      Solutions  of  questions  8510, 

8596.      Kd.  Times  XLVI.  50-51,  73-74. 

28* 
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Der  allgemeinste  Ausdruck  eines  Polynomes  F(x)  vom  Grade 
2m,  das  den  Bedingungen  genügt: 

ist: 

J^x'(l^xy  CCx^+iy^"^  +  ..•  +  a:'<(l~a:*)«L(j?»+l)«-* 

Diese  von  Hrn.  Hermite  gelöste  Aufgabe  verallgemeinert  Hr, 
Hadamard  dahin,  dass  er  die  Polynome  F(x)  vom  Grade  2p 
bestimmt,  welche  den  Bedingungen  genügen: 

(c+bxfP  j(-?=g-)=  (c*+aby  F(x), 
(c'+'"x)^Ki^)^(c'^+<^'f>')"'(->  Lp. 


T.  R.  Terry,  H.  London,  Sircom.     Solution  of  question 

8339.      Kd.  Times  XLVI.  35. 

Eine  Function  y(p,  q)  von  p  und  q  werde  durch  die  Glei- 
chungen bestimmt: 

(2?-2p— l)g)(p,  q)  =  g>(p,?-l)  =  — (P+I)9)(p+1,?) 
mit  der  Anfangsbedingung  q>(l,  0)  =^  l,  dann  ist 

»^('''^)-^-^)'^?!T2(^p-)lT-  Lp. 


A.  Martin.      Methods    of    finding    ii*^-power    numbers 
whose  8um  is  an  n^^  power;  with  examples.    Wash.  Bull. 

X.  107-110. 

Die  Methoden  bestehen  in  einem  systematischen  Probiren 
an  den  Bernoulli'schen  Functionen.  Von  Beispielen,  welche  für 
n  =  2,  3,  4,  5  berechnet  sind,  mögen  die  fQr  n  =  5  hergesetzt 
werden : 

4»+5»+6*4-7*+9»4-ll»  =  12», 
6H10*+11*+16»+19H29»  =  30», 
3*+6»+7»+8*+10»+ll*+13»+14»+16»+16»+18»+31»  =  32\ 
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Fflr  n  =  2  und  3  sind  nach  Angabe  des  Verfassers  die  Zer- 
le^ngen  durch  Hrn.  Hart  geleistet  in  „The  Mathematical  Maga- 
zine" Edited  and  published  by  Arteroas  Martin.  4°.  Erie,  Pa. 
1882-1884.     Vol. I  No.  1  (p.  89),  No.  11  (p.  173-176).         Lp. 


J.  M.  SchAberlb.     A  short  demonstration  of  the  expo- 
nential  theorem.    Ann.  of  Math.  Iil.  156. 

Durch  Quadriren   von   a*  =  1 -fCjiB-J-Cjaj* -|- •••   und  Ver- 
gleichen mit  a^  =  l+2c,  a?-}-4c,«*  +  •••  ergiebt  sich  c«  =  — r  07. 

M. 


J.  L.  W.  V.  Jbnskn.      En    Funktionalligning.       Zenthen 

T.  (5)  V.  90-94. 

Es  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  eindeutigen  analytischen 
Functionen  zu  bestimmen,  welche  die  Functionalgleichung  be- 
friedigen : 

(1)      rC^  f  y)  =  ö^C^)f(y)  +bKx'\-w).f(y+w), 

wo  a,  &,  Ol  gegebene,  von  Null  verschiedene  Constanten  sind. 

Man  hat  entweder  f(x)  =  0,  oder 
{2)afix-i-y)+af(x+y+io)  =  {af(x)i-af(x  +  w)){af{y)i'af(y+w)), 
wenn  k  eine  gewisse  Constante  und  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 

ka  +  ab  =  a* 
ist.    Wird  nun  af(x)+af(x+ioi)  =  F(x)  gesetzt,  so  hat  man 

F(x+y)  =  F(x).F(yX 
also  F(x)  =  0  oder  F(x)  =  e^',  wo  c  eine  willkürliche  Constante 
ist    Die  Gleichung  (1)  hat  dann  folgende  vier  Lösungen: 

r(x)  =  0,     f(x)  =    ^^^^^^  ,     ^(a,)  =  _  _-p^-^— — , 
wo 

c'  =  -^-^^^ c,     r(a.)=i-{l-^).« 

In  der  zweiten  und  dritten  Lösung   muss  jedoch  a-ffcc^^*^  von 
Null  verschieden  sein.  V. 


438  ^"-  Abscbaitt.    FaDctiouentheorie. 


ur 


sich    auch    durch     -^  ^    /    — q ^.  ,      darstellen   lässt,    eii 


M.  Lkrch.    Note  sur  la  fonction  ^{w.x.s)  =  ^  .     .  ,^ 

Acta  Math.  XI.  19-24. 

Durch  Anwendung  der  Methode,  deren  Riemann  sieb  in 
seiner  Abhandlung  über  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer 
gegebenen  Grösse  (Berl.  Mooatsber.  Nov.  1859;  Ges.  W.  p.  136flF.) 
bedient  hat,   wird  gezeigt,  dass  die  obige  Reihe  ^(to,  x, «),  die 

i_  ant-»      darstellen    lässt,    eine 

0 

ganze,  transcendente  Function  von  s  ist,  und  die  Relation  her- 
geleitet 

Ä(tr,  a?,  1—*)  = 

wenn  der  imaginäre  Teil  von  x  positiv,  to  ein  positiver,  echter 
Bruch  und  der  reelle  Teil  von  s  positiv  ist;  liegt  dieser  in  dem 
Intervall  0...1,  so  gilt  die  Formel  auch  für  reelle  Werte 
von  X,  Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  die  von  Herrn  Kronecker 
(Berl.    Ber.    April    1883    und    Juli    1885)    benutzte    Gleichung 

^^^^  =  lim   2;    4 (Lipschitz  in  J.  für  Math.  LIV. 


320).     Man    vergleiche   die  inzwischen   erschienene  Arbeit   des 
Herrn  Lipschitz  in  J.  für  Math.  CV.  127  flF.  T. 


0.  ScHLöMiLCB.      üeber  eine   Entwickelung    des   Loga- 
rithmus.     Leips.  Ber.  53-54. 

Die  Entwickelung,  welche  dadurch  bemerkenswert  ist,  dass 
sie  sich  aus  zwei  Reihen  zusammensetzt,  von  denen  die  eine 
nach  aufsteigenden,  die  andere  nach  absteigenden  Facultäten 
fortschreitet,  lautet: 

C  C  t* 


•  *  *. 


r 
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iro  C  die  Coostante  des  Integrallogaritbmus  und 

c«  =  —  /'/(l— 0(2-0  ...  («-1-0^' 

0 

ist    Sie  wird  durch  Umwandlung  der  Formel 

gewonnen. T. 

Haro.      Note    sur    une    nouvelle  m^thode    de  notation 
graphique  des  logarithmes.     Ast.  Frao^.  Tonloase  123-132. 


G.  B.  Mathews,  W.  J.  Barton,  G.  G.  Storr.     Solution 

of  question   8356.      Ed.  Times.   XL  VI.  47. 

I8t 

_     sin  g~2fcco8g-2Af'(l  + sing) 
tangqp  -  co8Ö  +  2Ä(l+8inö) 

^'^  ^^  l+ÄCOSÖ     '  l+Äl  +  /fC^» 

Lp. 

.1.  Wolstenholme,  G.  B.  Mathews,  A.  M.  Nash.     So- 
lution  of  question    7840.      Ed.  Times  XLVI.  45-46. 

Es  sei  0  ein  beliebiger  Winkel  zwischen  —\n  und  +in, 
80  ist  für  alle  reellen  Werte  von  n: 

-^^^=nsinÖ  +  ii(2»-i»»).3P+„(2»-0(4'-ii')-^+..., 

1^^  -  ^+(^  -'^  ''"^T"  +(^ ""  ^(^  "'^  ^  ~4r~  +  "•• 

c  »  A                     •   /j            sinifö     ,           cosfiö  ..       ,. 

öetzt  man  x  =  sind,  y  = ^-oder  = s-,    so    gilt    die 

^  COSÖ  C08Ö    '  ^ 

Differentialgleichung 
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A.  Saporetti.  Metodo  analitico  dello  sviloppo  di  na 
arco  circolare  iu  funzione  trigonometrica  di  un  altro 
arco  cognito  il  quoto  costante  delle  loro  taiigenti   trigo- 

DOmetricbe.      Bologna  Mem.  (4)  VIII.  57-62. 

Besteht  zwischen  den  Grössen  x,  y,  m  die  Gleichung 

(1)        igy  =  mtgx, 

so  lässt  sich  y  nach  Potenzen  von  6  =  -rj-; in  die  einfache 

Reihe 

(2)        y  =  a;  +  ^«  ^"^  sin2n« 

entwickeln.  Es  handelt  sich  darum,  dieses  direct  zu  beweisen, 
ohne  die  imaginären  Ausdrücke  der  Tangente  durch  die  E^- 
ponentialfunction  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Zu  dem  Ende  gebt  der 
Verfasser  von  der  mit  (1)  äquivalenten  Gleichung 

d  sin  2a; 
+öcos2a? 

aus.  Die  zu  beweisende  Entwickelung  ergiebt  sich  dann,  indem 
man  entweder  den  Arcus  tangens  nach  Potenzen  seines  Argu- 
mentes entwickelt^  sodann  die  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung 
n  Potenzreihen  von  d  umformt  und  endlich  die  mit  denselben 
{Potenzen  von  0  multiplicirten  Terme  zusammenfasst;  oder  indem 

sin  2«!/ 
man  q>'{0)  =   i  i  og  co62a;4-g*    ^^^^  Potenzen  von  6  entwickelt, 

welches  leicht  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coef&cienten 
geschieht,  und  aus  dieser  Entwickelung  die  Werte  der  Coefficienten 
in  der  Maclaurin'schen  Reihe  für  q>{d)  ableitet.  Uz. 


®     '-»  =  «*(tII^)=»w 


T.  R.  Terry,  W.  J.  C.  Sharp,  W.  W.  Taylor.    Solution 

of  question   8410.      Bd.  Timee  XLVI.  28. 

Es  sei  q>(x)  =  a^,  so  ist 

9»(')y(3)9>(5)  . . .  <p(2n-l)  >  \t/>{n)]\  Lp. 
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A,  LiNDHAGBN.      Studier    öfver    Gammafunktionen    och 
nagra  beslägtade  tianscendenter.      üpsala.  Diseert. 

Darstellung  der  Theorie  der  Gammafunetion  in  unmittel' 
barem  Anschluss  an  die  Theorie  der  trigonometrischen  Func- 
tionen, und  Untersuchung  einiger  mit  der  Gammafunction  ver- 
wandten Transcendenten.  K. 


M.  Lebch.  Demonstration  nouvelle  de  la  propri^t^  fon- 
damentale  de  Tint^grale  eul^rienne  de  premifere  espfece. 

S.  lÄ.  F.  Bull.  XV.  173-178. 

Die  Formel  B(*,  0  =  -7—^ — ^  wird,     mit    Voraussetzung 

der  zwei  ersten  Relationen  der  Function  T,  auf  Grund  des 
Caucby'schen  Satzes  tlber  die  Integrale  zwischen  imaginären 
Grenzen  hergeleitet.  H. 

A,  Gbnocchi.  Intorno  alla  funzione  r{x)  cd  alla  serie 
dello  Stirling  che  ne  esprime  il  logaritnio.  Nap.  Mem. 
(3)  VI. 

Seit  1883  als  Separatabdruck  erschienen.  Vi. 


U.  BiGLBR.      lieber    Gammafunctionen    mit    beliebigem 
Parameter.     J.  für  Math  CII  237-254. 

Witt  man  die  T- Function  bei  unbeschränkter  Veränderlich- 
keit ihres  Argumentes  durch  ein  Integral  darstellen,  so  kann 
man  nach  Hermann  Hankel 

r(a)        2m  y  ^*    "^ 

setzen,  wo  das  Integral  auf  einem  Wege  zu  erstrecken  ist^  wel- 
cher von  —  cx>  ausgeht,  in  positivem  Sinne  um  den  Nullpunkt 
föhrt  und  wieder  nach  —00  zurückkehrt  Auf  Grund  dieser 
Darstellung  beweist  der  Verfasser  zunächst  die  Haupt  -  Eigen- 
schaften der  JT- Function.    In  ähnlicher  Weise  wird  sodann  die 
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Function  -wA-^»  welche  für  geeignet  beschränkte  Werte  von 

a,  ß  durch  das  Euler'sche  Integral  erster  Art  dargestellt  wird, 
behandelt.  Eine  allgemeingültige  Integraldarstellung  dieser  Func- 
tion findet  der  Verfasser  in  der.  Form 

r{a-\-ß)  2t8in7ra  2x%ixinß 

Hier   bedeutet  V  das  Integral  /  ««-*  (1  —  a:)^-' da?,    welches   in 

positivem  Sinne  um  den  Punkt  a;  =  0  von  einem  beliebigen 
Werte  /  nach  demselben  Werte  zurück  zu  erstrecken  ist,  wäh- 
rend W  dasselbe  Integral  bezeichnet,  nur  dass  der  Integrations- 
weg, an  Stelle  des  Punktes  a?  =  0,  den  Punkt  a?  =  1  umkreist 
Besondere  Integralformen  ergeben  sich  unter  der  Annahme,  dass 
eine  Gleichung  von  der  Form  ma  +  nß  =  fi  besteht,  wobei  m 
eine  positive,  n  und  ju  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Auf  den  letzten  Seiten  der  Abhandlung  werden  die  Werte 
von  r(})  und  r(})  durch  vollständige  elliptische  Integrale  erster 
Gattung  ausgedrückt.     Der  Verfasser  findet: 

wobei  die  Bezeichnungen  von  Jacobi  zu  Grunde  liegen.       Hz. 


L.  Saalschutz.      Bemerkungen    über    die    Gammafunc- 
tionen mit  negativen  Argumenten.      Schiömiich  z.  xxxii. 

246-250. 

Mit  der  Gauss' sehen  (^unction  n(iLi  +  l)  stimmt  für  positive 
Werte  von  ju  das  hierfür  gültige  Integral  r(in)  überein;  als  ein 
Integral,  welches  dies  für  negative  Werte  des  Argumenta  thut, 
wird  das  folgende  aufgestellt: 

r,(^)=/V->(c-'-i4--f-^±-  +  (-i)»+'^).'fa 

X-k>fi>-k-i). 
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Di^e  Function  lässt  sich  als  Fortsetzung  von  r{^)  betrachten; 

denn  es  ist 

JlCfi+l)  =  itir.Ciu)     für    0>^>-l, 

r,Ou+i)  =  ^r,(fi)   für   iti<-i. 

Femer  ist 

r,(—  a  —  Ä)  =    J^.    .  I.  .  1 N T—: — V-  Cot  positiver,  echter  Bruch), 

also  abwechselnd  positiv  und  negativ,  und  erreicht,  absolut  ge- 
nommen^  in  jedem  Intervalle  ein  Minimum,  dessen  Stelle  in  den 
einzelnen  Intervallen  (mit  wachsendem  &)  dem  Endpunkte  des- 
selben immer  näher  rückt,  und  dessen  Wert  immer  kleiner  wird. 
Ebenso  wie  die  von  Herrn  Prym  (J.  für  Math.  LXXXII.  165, 
F.  d.  M.  VIII.  1876.  303)  eingeführten  Functionen  P(iti)  und  Q{^\ 
dorch  deren  Summe  die  Function  il(ju— 1)  dargestellt  ist,  für 
reelle  positive  Werte  von  ix  mit 

/   xf''^.e''*dx     resp.      /    xf^-^.e^*dx 

fibereinstimmeU;  ist  dies  für  negative  ^  mit  den  Ausdrücken 
^lO)  -?>(a*)  ^^^  (?i(i")  +  qp(i")  der  Fall,  wo 


^  1.(^+1)-^  •  '  '  kKfi+k) 
für  — Ä>f4> — fc— 1  ist,  und  H^  und  Q,  aus  ^^(^)  hervorgehen, 
wenn  die  Grenzen  dieses  Integrals  in  0  und  1,  resp.  1  und  oo 
verwandelt  werden.  T. 

P.  ScHAFHEiTLiN.      Ucbcr    die    Darstellung    der    hyper- 
geometrischen    Reihe  durch    ein   bestimmtes    Integral. 

Math    Ano.  XXX.   157-178. 

SoNiNB.     Sur  les  fonctions  cylindriques.     Math.  Add.  XXX. 

5:52  583 

Die  neue  Integraldarstellung  der  hypergeometrischen  Reihe 
noterscheidet  sich  von  der  bekannten  Euler'schen  dadurch,  dass 
Bie  unter  dem  Integralzeichen  Bessersche  Functionen  enthält 
und  in  ihrer  Gültigkeit  auf  Punkte  der  reellen  Axe  beschränkt 
ist.    Die  Function 

/  N  /^  J^(x)J^(xz)dx 

u 
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worin  J^*>(a?)  die  Bessersche  Function  n**'  Ordnung  bezeichnet, 
genügt  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  die  Substitutionen 

ip(z)  =  z-ip(z),     »•  =  $ 
in  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  Qber- 
geht,  wenn  man  setzt  f*  =  o — ß^  y  =  y— 1,  i  =  y^a—ß.    Nach 
bekannten  Principien  folgt  hieraus  zunächst  die  Darstellung  dea 
bestimmten  Integrals  in  der  Form 


r 


U 

=  Azr-^Fia,  /?,  y,  a»)+B»»-''F(a-y+l,  /J-r  +  1,  2-y,  «')• 

Die  Bestimmang  der  Constanten  A  und  B  bildet  den  Haopt- 
gegenstand  der  Arbeit,  in  deren  einleitendem  Teil  die  HOlfsformel 

r*  J'(x)dx     ^  ^VT~^/  /  «>— i\ 

/  entwickelt  wird.    Das  Resultat  der  Untersuchung  wird  folgender- 

massen  zusammengefasst:  Ist  weder  a—ß^  noch  /— 1  eine  nega- 
tive ganze  Zahl  und  sowohl  a  als  auch  y—a-^ß-^'l  grösser  als 
Null,  so  ist 


fjN  /*    J'''^(,^)Jr'\xz)dx    _ 


u 


»X 


(»>1) 
mit  Ausnahme  von  s  =:  0,  1,  oo. 

Bemerkenswert  ist  die  Discontinnität,  welche  bei  dem  Inte- 
grale unter  Umständen  fOr  s  =  1  auftritt.  So  erhält  man  (hr 
/?  =  0,  y  =  o 

1       ^.  [!(»'<  1), 


II 


I0(a»>l), 
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woraaa  sich  als  specielle  Fälle,  indem  a  =  1  und  a  =  ^  g:e8etzt 
wird,  bezfiglieh  der  Weber'sche  (J.  für  Math.  LXXV.  80,  F.  d.  M. 
V.  1873.  569)  und  der  Diriehlet*8che  discontinuirliche  Factor 
ergeben.  Uebrigens  werden  aus  der  allgemeinen  Formel  (1) 
durch  Specialisirung  von  a,  /},  y  viele  zum  Teil  bekannte  Integral- 
formeln  abgeleitet,  u.  a.  die  von  Dirichlet  und  Mehler  angege- 
benen Integralformeln  der  Kugel functionen. 

In  der  zweiten  Note  reclamirt  Herr  Sonine  fQr  Herrn  Hankel 
und  sich  die  Priorität  mehrerer  in  vorstehender  Arbeit  veröffent- 
lichter Formeln.  Hr. 


E.  GouRSAT.     Sur  des  fonctions  uniformes  provenant  des 
s^ries  hypergöom^triques  de  deux  variables,    c  R.  CIV. 

893-896, 

Die  Integrale 

9 

wo  g  und  h  die  Grössen  0,  1,  ^,  y,  oo  bedeuten,  genQgen  einem 
System  von  drei  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  welche  drei  gemeinsame  linear  unabhängige  Auf- 
lösungen zulassen.  Während  nun,  wenn  co^,  cn„  ta^  solche  drei 
Auflösungen  sind,  die  Gleichungen 


Gl,    __  w. 


= »,   e-  = ' 


Cd,  cc;, 


ftlr  X  und  y  dann  hyperfucbssche  Functionen  ergeben,  falls 
i-f^—l,  2--i — fe,— 6,  und  die  analogen  Ausdrücke  die  reciproken 
Werte  ganzer  Zahlen  sind  (Picard,  Ann.  de  l'^c.  Norm.  (3)  II. 
357,  und  C.  R.  CL.  1127,  s.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  412),  liefern 
sie  fQr  X  und  y  vierfach  -  periodische  Functionen  von  z  und  /, 
wenn  man 

Betzt  Der  Beweis  wird  mit  Hülfe  der  hypergeometrischen  Reihen 
gefÄhrt.  Bm. 
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E.   PiCARD.      Sur   les   s^ries  hypcrg^omötriques  de  deux 
variables.      0.  R,  civ.  896. 

Anschliessend  an  die  vorstehend  besprochene  Note  des  Htd. 
Goursat,  weist  Hr.  Picard  nach,  dass  der  daselbst  betrachtete 
Fall  als  Grenzfail  der  allgemeineren  auf  hyperfuchsscbe  Func- 
tionen führenden  Fälle  angesehen  werden  kann,  dass  aber  die 
auftretenden  Functionen  nicht  eigentlich  vierfach  -  periodisch, 
sondern  in  Bezug  auf  jede  einzelne  Variable  doppelt- periodisch 
sind.  Zugleich  bemerkt  er,  dass  die  Annahme  Ä  =  /i  =  fej  =  |-, 
6,  =  J  auf  wirkliche  hyperfuchsscbe  Functionen  führt       Bm. 


B.     Elliptische  Functionen. 
DE  Sparhe.     Cours  sur  les  fonctions  elliptiques.     Seconde 

partie.     Bmx.  S.  sc,  XI.  200-292. 

Dieser  zweite  Teil  (s.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  390)  enthält 
die  Productentwickelung  der  Thetafunctionen,  die  von  der  Zer- 
legung dieser  Functionen  in  Primfactoren  ausgeht.  Der  Verf. 
beweist  nach  dem  Vorgaiige  von  Hrn.  Herraite  die  Sätze  der 
Herren  Weierstrass  und  Mittag-Leffler.  Die  Productentwicke- 
lungen  der  Thetafunctionen  werden  in  einer  Form  gewonnen, 
aus  welcher  sich  unmittelbar  die  Transforraationsformeln  ersten 
Grades  in  diesen  Functionen  ableiten  lassen.  Bei  der  Theorie 
der  Multiplication  weist  Hr.  de  Sparre  nach,  wie  man  hierzu  die 
Weierstrass'sche  Function  pu  gebrauchen  kann.  Zuletzt  stellt 
er  die  partielle  Differentialgleichung  für  die  Function  au  auf. 
Folgendes  ist  die  Anordnung  des  Stoffes:  I.  Beschaffenheit  der 
Punkte  einer  Function.  IL  Zerlegung  der  holomorphen  Func- 
tionen in  Primfactoren.  III.  Bestimmung  des  Geschlechts  einer 
holomorphen  Function  nach  der  Verteilung  ihrer  Kullen.  IV. 
Zerlegung   von   smnx  in  Primfactoren.     V.  Definition  der  dop- 
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peltperiodiscben  Functionen  dritter  Art.  VI.  Zerlegung  von  au 
in  Primfaetoren.  VII.  Theorem  von  Mittag- Leffler.  VIII.  Aus- 
druek  für  die  doppeltperiodisehen  Functionen  erster  Art,  die 
wesentlich  singulare  Punkte  haben.  IX.  Productentwickeiung 
der  ©-Functionen.  X.  Transformation  ersten  Grades  der  ©Func- 
tionen. XI.  Multiplication  des  Argumentes  in  den  Functionen 
pu.  XIL  Partielle  Differentialgleichung,  der  die  Function  au 
^nOgt.  Mn.  (Lp.) 


G.  Pick.      Zur  Theorie    der   elliptischen   Functionen. 

Math.  ADD.  XXVIII.  309-318. 

Es  ist  eine  fundamentale  Aufgabe  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen,  die  elementaren  elliptischen  Functionen,  deren 
Argument  durch  ein  in  irgend  welcher  Form  gegebenes  ellip- 
tisches Integral  erster  Gattung  ersetzt  wird,  als  cxplicite  Aus- 
drücke in  den  Grenzen  und  den  Constanten  dieses  Integrals 
darzustellen.  Das  erforderliche  Formelsystem  ist  seinem  allge- 
meinen Bildungsgesetze  nach  erst  vervollständigt  durch  die  Auf- 
fassungsweise des  Herrn  Klein,  wonach  die  verwendeten  Aus- 
drücke als  Covarianten  einer  binären  Grundform  vierten  Grades, 
des  homogen  gemachten  Polynoms  unter  der  Wurzel,  erscheinen. 
(„Ueber  hyperelliptische  Sigmafunctionen",  Math.  Ann.  XXVII. 
431-464,  §.  11,  s.  F.  d.  M.  XVIII.  1886,  418).  In  der  voriiegen- 
den  Arbeit  wird  die  obige  allgemeine  Aufgabe  unter  der  Vor- 
aussetzung gelöst,  dass  das  elliptische  Gebilde  in  Form  einer 
allgemeinen  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  vorgelegt  ist  (vgl. 
Wien.  Ber.  Juni  1886.  F.  d.  M.  XVIII.  381).  Entsprechend  zwei 
verschiedenen  Annahmen  fQr  das  Argument,  werden  zwei  Reihen 
?on  Formeln  gefunden.  Die  ersteren  sind  das  genaue  Analogon 
der  Klein'schen  Formeln  für  das  binäre  Gebiet,  die  zweite  Reihe 
enthält  als  speciellen  Fall  die  Formeln,  welche  Hermite  und 
Brioschi  (J.  für  Math.  LXIU.  30)  für  die  Transformation  einer 
Carve  dritter  Ordnung  auf  die  Weierstrass'sche  Normalform 
gegeben  haben.  M. 
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V.  Dantscher  v.  Kollesberg.  Bemerkung  zur  Defini- 
tion eines  primitiven  Periodenpaares  einer  doppelt- 
periodischen   Function.     lonsbrock.  Ber.  1886.  5  S. 

Eriterium  für  die  Existenz  eines  primitiven  Perioden paares. 

M. 

C.  V.  L.  Charlier.  Om  utvecklingen  af  dubbelperio- 
diska   funktioner  i   Fourierska    serier.      stockh.   Vetensk. 

Bibang  1887. 

Entwickelung  von  doppeltperiodischen  Functionen    in    Fou- 
rier*6che  Reihen.  E. 


A.  Johansson,     ündersökningar  öfver  vissa  algebraiska 
likheter,  som  leda  tili  elliptiska  integraler.     Stockh.  Oft. 

XLIV.  No.  10.  691-703. 

Der  Verfasser  studirt  die  Gleichung 

F(x)y^  +  G(x)yP  +  H(x)  =  0, 
stellt  eine  allgemeine  Formel  (für  den  Rang  derselben  aaf,  be- 
stimmt die  Fälle,  wo  dieser  gleich  1  ist,  und  berechnet  suletet 
die  Weierstrass'schen  Functionen.  K. 


A.  Johansson.      Vilkoren   för   att  en  algebraisk   likhet 

af  formen   y"  =  (a?— aO"*' (x— a^)"*»"    skall    leda    tili 

elliptiska  integraler.     Stockb.  ö(v.  XLIV.  No.  io.  703-713. 

Durch  ein  analoges  Verfahren  wie  in  der  vorigen  Abhand- 
lung werden  die  Fälle  aufgestellt,  wo  eine  Gleichung  dieser 
Form  vom  Range  1  wird.  E. 


M.  Krause,  üeber  die  Entwickelung  der  doppeltperio- 
dischen Functionen  zweiter  und  dritter  Art  in  trigo- 
nometrische  Reihen.     Matb.  Add.  XXX.  425-436,  516-534. 

Die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter 
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Art,  dereD  Theorie  von  Herrn  Hermite  auf  die  Primfunetion 
e^  ^'^^I^^N  basirt  ist  (J.  für  Math.  XCIII.),  wurde  durchgeführt 

von  Jacobi,  Scheibner  und  Hermite  (s.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  460). 
Die  Theorie  der  Functionen  dritter  Art  war  Gegenstand  der 
Arbeiten  von  Hermite,  Biebler  und  Appell  (s.  F.  d.  M.  XI.  1879. 
281,  XV.  1883.  340,  XVI.  1884.  383,  XVII.  1885.  385).  Die 
Resultate  dieser  Arbeiten  sind  in  eleganter  Weise  zusammen- 
gestellt in  dem  Werke  von  Halphen:  „Traitö  des  fonctions  eilip- 
tiqnes^,  Paris  1886.  Besonders  Herrn  Appell  ist  es  gelungen, 
eine  grosse  Anzahl  von  Functionen  in  trigonometrische  Reiben 
zu  entwickeln. 

Da  aber  bei  dieser  Behandlungsweise  einmal  die  Functionen 
zweiter  und  die  dritter  Art  ganz  von  einander  getrennt  werden, 
da  ferner  neue  Primfunctionen  eingeführt  werden,  die^bisher  in 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  noch  keine  Verwendung 
gefunden  haben  und  mit  den  bisher  betrachteten  in  keinem  ein- 
fachen Zusammenhange  stehen,  da  drittens  der  Umstand  hinzu- 
kommt, dass  in  demjenigen  Falle,  wo  die  Zahl  der  Nullpunkte 
kleiner  als  die  der  Unendliche  ist,  die  Primfunctionen  nicht 
denselben  Bedingungsgleichungen  Genüge  leisten,  wie  die  zu 
eonstruirenden ,  da  es  ferner  nicht  möglich  war,  analoge  Prim- 
functionen im  Gebiete  der  Functionen  mehrerer  Veränderlichen 
herzustellen,  und  da  endlich  der  Fall,  wo  die  Zahl* der  Null- 
stellen grösser  ist  als  die  Zahl  der  Unendliche,  der  endgültigen 
allgemeinen  Lösung  noch  harrt:  so  hat  Herr  Krause  das  Problem 
der  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  in  trigo- 
nometrische Reihen  hier  von  einem  neuen  Gesichtspunkte  be- 
handelt. 

Zunächst  wird  gezeigt,  dass  für  den  Fall,  wo  die][Zahl  der 
Nnllstellen  grösser  oder  gleich  der  Zahl  der  Unendliche  ist,^die 

Primfunetion  — ^~~ ^r-^  gewählt   werden    kann,    die   der 

Transformationstheorie  entnommen  ist,  und  es  wird  die  Bestim- 
mung der  linear  auftretenden  Constanten  in  zwei?  Fällen  un- 
mittelbar  in  expliciter  Form  gegeben.    Im  Folgenden  geschieht 

FortKhr.'d.  Math.  XIX.  1.  29 
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dann  die  Bestimmung  sämtlicher  Constanten  in  expliciter  Form. 
Indem  die  Functionen  zweiter  und  dritter  Art  unter  einem  ge- 
meinschaftlichen Gesichtspunkte  betrachtet  werden,  werden  als 
Primfunctionen  die  Grössen 

gewählt.  Das  Problem  der  Verwandlung  in  trigonometrische 
Keihen  ist  nunmehr  nur  für  die  Primfunctionen  zu  lösen,  und  dies 
geschieht  mit  Hülfe  elementarer  Methoden.  Die  Lösungen,  welche 
in  der  zweiten  Abhandlung  wirklich  ausgeführt  werden,  sind  in- 
directe.  Sie  bestehen  im  wesentlichen  darin,  dass  die  einge- 
führten Primfunctionen  *mit  Hülfe  gewisser  „Restfunctionen'*  in 
trigonometrische  Reihen  entwickelt  werden.  Diese  Restfunctionen 
stehen  in  enger  Beziehung  zu  den  von  Herrn  Appell  eingefQhrten 
Primfunctionen.  AI- 

DE Preslb.  D^veloppement  en  produit  des  fonetions  6 
et  H  de  Jacobi  et  recherche  des  valeurs  de  ces  fone- 
tions quand  les  p^riodes  sont  divis^es  par  un  nombre 
entier.    s.  m.  f.  Bull.  XV.  216-222. 

Die  Weierstrass'sche  Methode  für  die  Prodnctentwickelung 
analytischer  Functionen  wird  hier  auf  die  Function  Q  ange- 
wandt, aber  insofern  modificirt,  als  die  Null  werte  nicht  nach 
wachsenden  Moduln  geordnet  werden,  sondern  nach  d6n  wach- 
senden Werten  des  einen  Parameters,  während  der  andere  als 
constant  angenommen  wird,  worauf  alsdann  die  so  erhaltenen 
Functionen  nach  wachsenden  Werten  des  zweiten  Parameters 
gruppirt  werden.     Indem  man  also  in  der  Doppelsumme 

«^00  m^oo    x^(2m+\)K--(2n+l)K'i 
mit  den  Parametern  2m-}-l  und  2n-f  1  verfllhrt,  erhält  man 

0,(a')  =  ^ 77(1  + g'"+*e*)  (!  +  ?*•+•«    '), 

00 

wo  P=  i7(l  — 9'^""*"^^))  ebenso  H^  und  daraus  die  Entwickelungen 
von  @  und  ff.  M. 
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Ä.  Catlbt.     Comparison  of  the  Weierstrassiau  aud  Ja- 
cobian  elliptic  fanctions.     Hess.  (2)  xvi.  129-132. 

Ermittelang  der  genauen  Beziehungen  zwischen  dem  Weier- 
Btrass'schen  a(u)  und  Jacobi's  £r(tt)  einerseits,  sowie  zwischen 
pii  and  sn  ti  andererseits.  61r.  (Lp.) 


J      'MG\^^^^^^^  |logz/(Ö)-Iog8inÖco8Ö} 


Malbt,  D.  Edwardks,  S.  Marks.     Solution  of  question 

7707.     Bd.  Times  XL VII.  68. 

Ist  /l(ß)  =  (1-Ä»8in'(?)»,  ik'+*"  =r  1,  und  sind  K,  K'  voU- 
st&ndige  elliptische  Integrale  erster  Gattung  mit  den  Moduln 
k,  k\  so  ist: 

/*"  :^^*'«.''°*'  \\ogtgd-logJ(d)] 

/*"  -^  log  cosÖ  jlogcotgÖ-  log^(ö)}  =  WK, 

Jiß) 

=  iÄ-log*  logA'+lTiüf'  log*'. 
Lp. 

G.  ToRBLU.    Alcane  formole  relative  agl'integrali  ellittici. 

Aonali  di  Mat  (2)  XV.  67-71. 
Es  werden  folgende  Formeln  bewiesen: 

y  jr<tt  =  (l-;?,)*£f  +  *kE  +  con8t., 

f  K'dk  =  {\—»,)kK'+»k(K'—E')+  -^  arc8in*+  const, 

+  (*'x'-e)£+  |- / -i^  +  const., 

+  Qt'*'-e)(K'—E')  +  const, 

29* 
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WO   mit  Bierens  de  Haan   folgende  Functionen  eingeführt  sind: 


TT 


f  "F(rp,  k)dq>  =  e,  f  \oiq>F(fp,k)-^-^  =  &, 


0  u 

71 


/%099,F(<p,Ä')^i^^=«', 


0 

TT 


y  *E(7>,  *)  d(p  =  «„        y  %08ff  £(<)P,*) -^7^  =  *.. 


71 


f\oB<pE(<p,k')^,^  =  ^\ 


Damit  sind  die  Integrale   i  ha^Kdk^     1  k'^K'dkj   wo  m  irgend 

eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet,  jetzt  vollständig 
bestimmt,  wenn  die  Resultate  einer  früheren  Arbeit  des  Herrn  Ver- 
fassers (Battaglini  G.  XI.  17-37 ;  s.  F.  d.  M.  V.  260)  berück- 
sichtigt werden.   (Siehe  das  folgende  Referat).  M. 


G.  ToRELLi.    Alcune  formole  relative  agrintegrali  ellittici. 

Napoli  Aon.  Ist.  Teoo.  e  Naot. 

Der  Verfasser  gebraucht  in  dieser  Note  die  einst  klassischen 
Bezeichnungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen;  wir 
werden  seinem  Beispiele  folgen  und  ausserdem  nach  seinem  Vor- 
gange setzen: 

/  ^  F((Pi  *)<'9>  =  «»  J^  ß(9>»  *)rf«P  =  «11 


o  u 


/i«  da  r\^  da> 

cos,,.  F(9,  k).  ^^  =e,  J   C0B:g>.E(q>,k).  j^  =  d„ 

Dann  bestehen  die  folgenden  vier  Kelationen: 
fKdk  =  (l-e,)kK+0kE  +  conBt., 

f  K'dk  =  (l-Ö,)Aff'  +  eA(r-E')  +  J«arc8inÄ-|-con8t., 
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1— Ä' 

+  (*'ti'-fi)  (/ir'-£')  +  const 

Zum  Beweise   der   beiden   ersten   betrachtet   der  Verfasser 
die  beiden  folgenden  Hülfsfunctionen: 

,  X  =  kd  —  üfaresinA, 

y  =  ik(l-Ö,)+EarcsinÄ 
und  zeigt,  dass  sie  eine  Lösung  der  beiden  folgenden  simultanen 
Differentialgleicbungen  darstellen: 

dk  ^  k   ^   kk''        "'  dk         k        k       ^  ~  ^' 

oder  auch  der  anderen  beiden: 

**"'ä^  +  *""^  +  **~^*'*  =  ^- 

Durch  Integration  dieser  letzteren  auf  zwei  Arten  und  durch 
Vergleichung  der  Resultate  gelangt  er  zu  dem  angeführten  Er- 
gebnisse. 

Ebenso   betrachtet   der   Verf.   zum   Nachweise    der   beiden 
letzten  die  anderen  Hülfsfunctionen: 

1— ik' 

^1   =  *'<*'  — «  +  i  log  y-j-y, 

y,  =  -*'(u'-u;)  +  6,-ilogi^(ir'-.£')-(l-*') 

welche  den  beiden  folgenden  Differentialgleichungen  genügen: 

^-L^-L-^-O       A_^_y       1-0- 
d*   ^  Ä  ^  Ä*"  ""  "'        dk        k        ik  ^  ft  ""  ^' 

ihre  Integration  führt  zu  den  beiden  letzten  der  obigen  Relationen. 

(Siehe  das  vorstehende  Referat).  La.  (Lp.). 
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Battaglini.      Intonio  ad   un'   applicazione    della    teoria 

delle  forme  binarie  quadratiche  all'  integrazione  deH'e- 

quazione  difFerenziale  ellittica.     NapoHRend.xxiv. 200-201. 

M. 


R.  RusSKLL.      On    the    transformations    of    the  general 

elHptic  dement  Z7====  j  where 

V  ^» 

Lood.  M.  8.  Proc.  XVIII.  48-58. 

Auf  der  Basifl  der  Theorie  der  Covarianten  werden  die  Trans- 
formationen  des  elliptischen  Integrals  mittels  einer  Substitution 
ersten,  zweiten,  dritten  oder  vierten  Grades  erörtei*t.         M. 


E.  Vorsteher.     Zur  Rednction  der  elliptischen  Integrale 
in  die  Normalform.    Sohiomiich  z.  xxxii.  145-151. 

Die  Richelot'schen  Reductionsformeln  bei  linearer  Substitution 
werden  unter  der  Annahme,  dass  die  vier  Wurzeln  des  Polynoms 
unter  der  Quadratwurzel  alle  reell  sind,  hergeleitet,  indem  nicht 
von  vornherein,  wie  bei  Richelot  und  Durege,  k  als  positiv  ange- 
nommen wird.  M. 


A.  WiNCKLBR.     lieber  den  Multiplicator  der  allgemeinen 
elliptischen  Di£Perentialgleichung.    Wien.  Ber.  xcv.  209-210. 

Eine  directe  Herleitung  *  des  Multiplicators,  welche  die 
Kenntnis  des  algebraischen  Integrals  nicht  voraussetzt.  Die 
Relationen  ergeben  sich  aus  der  Bedingung,  dass  die  Coefficienten 
der  beiden  Functionen 

X  =  aoaJ*+a,x'+a,a:*+aa^+Ö4t  ^  =  «oy^+öiy^+^^y'+flsy+ö* 
einander  gleich  sind.  Bildet  man  nämlich  die  Differential- 
quotienten erster  und  zweiter  Ordnung  X',  F',  X",  Y",  so  hat  man 
sechs  Gleichungen,  woraus  entweder  die  drei  letzten  oder  alle 
Coefficienten  a  eliminirt  werden  können.     Hieraus  ergiebt  sich: 
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und  aas  diesen  Gleichungen  kann  mittels  leichter  Umformungen 
sowohl  der  Multiplicator  als  das  algebraische  Integral  der  ellip- 
tischen Differentialgleichung  abgeleitet  werden.  M. 


Ol.  Olsson.     Harleduing  af  Additionsteoremen  för  nagra 
Elliptiaka  Integralen.     Zenthen  T.  (5)  V.  33-44. 

Indem  das  Additionstheorem  für  die  elliptischen  Inte- 
grale erster  Gattung  als  gegeben  angesehen  wird,  wird  das 
Additionstheorem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  auf 
sehr  einfache  Weise  hergeleitet.  Weiter  werden  analoge  Theo- 
reme entwickelt  fQr  Integrale  von  den  Formen 

/^sin*©    .  /'^coa*©    .  /*»  sin'cpcos'o)   , 

J  -j^'^'f^  J  -ä^^'f^  J  — % — ^'^^ 

O  ^  0  ^  0  ^ 


wobei  ä(p  =  1^1 — Ä*sin*y. 

Schliesslich    wird,    indem    man    das   Additionstheorem    fflr 
Integrale   dritter  Gattung   als   bekannt  annimmt,   dasjenige  für 

Integrale    von    den   Formen    /   — ^  dg>  und   /   — ^  dy 
entwickelt.  V. 


M.  L.  Albbggiani.      Intoruc    ad    alcune    formole    nella 
teorica  delle  fanzioni  ellittiche.      Palermo  Rend.  i.  350-378. 

Die  Note  betrifft  die  Cayley-Glaisher'sche  Formel 

1  ft" 

— k'*snM8ni?snrsn*+cniicnt?cnrcn* — rr^^**^"*'^°''^"'  =  — IT 

för 

und  deren  Verallgemeinerung  (s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  287),  sowie 
die  Formeln  von  St.  Smith  für  die  Multiplication  von  vier  Theta- 
fanctionen  (F.  d.  M.  XI.  314).  Es  werden  aus  den  bekannten 
Additionsformeln  Jacobi's  in  seiner  Abhandlung:  ^Sur  la  rotation 
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d'un  Corps"  (Ge8.  Werke  II.  289-352)  andere  Formeln  vom  Typus 
der  oben  genannten  gewonnen,  aus  denen  sich  wieder  die  von 
Cayley  und  Smith  ergeben;  ebenso  analoge  für  die  Weierstrass'- 
schen  a  Functionen.  M. 


L.  J.  Rogers,  J.  Hammond.     Solution  of  question  8462. 

Ed.  Times  XLVI.  39-40. 
Ist  w-f  f  +  tt?  =  ^)  80  ist 

Zu+Zv+Ztr  =  -TT  cniicnocn  IT. 
Ist  w+u+M?  =  Ä'+tüf',  SO  ist 

•  • 

Zu-^-Zt-^-Zw-^—^riT  =  -Tj-dnudnudniD.        , 

Ja  K  Lip. 


O.  ToGNOLI.      Sulla  funzione   au.       Battaglini  O.  XXV,  367-378. 

Eine  einfachere  Darstellung  des  Inhaltes  von  Chap.  VIII  des 
„Traitä  des  fonctions  elliptiques''  von  Halphen.  Es  enthält  dieses 
Capitel  die  Reihenentwickelung  von  au  und  die  Beziehungen  der 
Thetafunctionen  zu  den  Functionen  a^u^  a,ii,  a,ti,  sowie  die  drei- 
gliedrige Fundamentalformel  für  die  a-Functionen,  die  zu  Jaeobi's 
Fundamentalformel  für  die  Thetafunctionen  analog  ist.      M. 


F.  Caspary.  Ueber  die  Verwendung  algebraischer 
Identitäten  zur  Aufstellung  von  Relationen  ftlr  Theta- 
functionen einer  Variabein.     Math.  Add.  xxviu.  493-498. 

Einfache  algebraische  Identitäten  werden  benutzt,  um  die 
Weierstrass'sche  Thetaformel  für  Producte  aus  je  vier  Theta- 
functionen (Berl.  Ber.  1882.  505;  Schwarz -Weierstrass,  Formeln 
etc.  art.  38;  Enneper,  Gott.  Nachr.  1883.  177),  das  Jacobi'sche 
Fundaraentaltheorem  (Ges.  Werke  I.  507)  und,  bei  specieller 
Annahme  für  die  Variabein,  die  Cayley*sche  Gleichung  (Darboux 
Bull.  I.  215)  herzuleiten.  Ferner  ergiebt  sich  eine  allgemeine 
Relation  zwischen  Producten  von  sechs  Thetafunctionen.      M. 


Capilel  2.    Besoadere  FoDCtioneo.  457 

F.  Caspary.  Sur  une  m^thode  ^l^mentaire  pour  obtenir 
le  thdorfeme  fondamental  de  Jacobi,  relatif  aux  fonc- 
tions   thSta  d'un  seul  argument.      c.  r.  CIV.  1094-1096. 

Das  Jacobi'Bche  Fundamentaltheorem  (Ges.  Werke  I.  499) 
fbr  die  Thetafunctionen  wird  hier  unter  Zugrundelegung  der 
Bezeichnung  von  Hermite  (C.  R.  LXXXVI.  852) 

und  mit  Httlfe  der  Formel 

^^.r(M+r,  7)^/*,v(m-»,  q) 

=  ^o.o(2i*,  9')*;,.o(2r,  ,»)+ (_l)''^,,o(2ii,  q')^^^^,o(2v,  q") 
hergeleitet  M. 


W.  Scheibner.     Ueber  die  Producta  von  drei   und  vier 
Thetafunctionen.     J.  für  Math.  CIL  255259. 

Herr  Kiepert  hat  zuerst  die  Beziehung  zwischen  xM  ^^d 
dem  Product  a,ua^ua,u  abgeleitet  (J.  f.  Math.  LXXXVII.  213); 
deshalb  nennt  Herr  Scheibner  die  Functionen  xMi  Xi^i  X^^i  Xm^ 
die  Kiepert*8chen  Functionen.  Zwischen  ihnen  und  den  Theta- 
functionen bestehen,  wie  hier  gezeigt  wird,  die  Gleichungen: 

»,u»(2u,  q')  =  29ix. (?•)%, (f,  q). 
»,u»,(2u,  q")  =  2qixriq'Mu,  ql 
^,u»(2u,  q")  =  2qh,{q')x,(y\ 
^ii^,(2a,  q')  =  2qhM'')X^(M\ 

und  aus  diesen  folgt: 

yX^         \l  ^  X^  1      ^  X^ 

xsin<;p  =  -^5i_^     |/^       cosg)  =  -^^— ,    --^  ^/g)  =  -^— . 

X,u  x'  ;f,fi         yx'  X.w 

In  einem  zweiten  Paragraphen  betont  Herr  Scheibner  die 
Aequi Valenz  der  von  Herrn  Weierstrass  (Bert.  Monatsber.  v. 
27.  April  1882)  gegebenen  dreigliedrigen  a- Formel  mit  der 
Jacobi'schen  ^-Formel  (Ges.  Werke  I.  507)  und  leitet  die  erstere 
aus  der  letzteren  her.  M. 
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L.  Kronecker.       Bemerkungen    über    die    Jacobi*schen 
Thetaformelü.     J.  für  Math.  cii.  260-272. 

Durch  Betrachtung  der  Functionen 

na»,  S„  C,  C)  =  **(S.+C.)**(?:o-U»*(C,+Q»*(?,-S,), 

WO 

ergiebt  sich,  dass  T,+T,  eine  symmetrische  Function  der  vier 
Grössen  ^  ist.  Dieses  Resultat  ist  nichts  anderes  als  die  be- 
rühmte Fundamentalgleichung  fttr  die  Theorie  der  Tbetafunetio- 
nen,  die  Jacobi  gegeben  hat.  Ferner  ist  die  Summe  der  drei  con- 
jugirten  Werte  von  T,  gleich  Null,  und  dieser  Satz  ist  identisch 
mit  der  Weierstrass'schen  dreigliedrigen  a- Formel  (Berl.  Monats- 
her.  1882.  505).  Vgl.  die  vorstehend  angeführte  Abhandlung. 
Nach  Herleitung  allgemeinerer  Thetaformeln  bemerkt  Herr  Kro- 
necker, daf^s  die  Möglichkeit  der  Ableitung  der  Jacobi'schen 
Formel  aus  der  Weierstrass'schen  sich  schon  in  dem  Werke  von 
Briot  und  Bouquet:  „Theorie  des  fonctions  elliptiques"  p.  495 
finde,  und  leitet  umgekehrt  die  Weierstrass'sche  Formel  aus  der 
Jacobi'schen  Thetaformel  her.  M. 


A.  Delislk.      Bestimmung  der  allgemeinsten  der  Func* 
tionalgleichung  der  a-Function  genügenden  Function. 

Math.  ADD.  XXX.  91-119. 

In  der  von  dem  jung  verstorbenen  Verfasser  hinterlassenen 
und  von  der  Redaction  der  Annalen  abgedruckten  Abhandlung 
wird  eine  Andeutung  des  Herrn  Weierstrass  weiter  ausgeführt, 
die  in  Berl.  Ber.  1882.  508  über  die  dreigliedrige  Fuuctional- 
gleichung 

.5cy(t«+i/,)a(ti-ii,)a(M,+t«,)cy(ti,-ii,)  =  0 

für  die  a  -  Function  (siehe  Weierstrass  -  Schwarz,  Formeln  und 
Lehrsätze  etc.  art.  38)  gemacht  wurde.  Es  wird  zunächst  eine 
Potenzreihe  bestimmt,  welche  formell  der  obigen  Functional- 
gleichung  genügt;   alsdann   wird  die  Convergenz   dieser  Reihe 
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QDtereucht,  und  endlich  wird  der  Zusammenhang  der  allgemeinen 
SigmafuQCtion  mit  der  speciellen,  von  Herrn  Weierstrass  einge- 
führten a-Fanetion  und  mit  den  elliptischen  Functionen  Überhaupt 
erörtert.  In  einer  Fussnote  bemerken  die  Herausgeber,  dass  die 
Arbeit  in  §  5  eine  vom  Verfasser  selbst  hervorgehobene  Annahme 
betreffs  des  Nichtverschwindens  einer  gewissen  Determinante 
enthält,  die  noch  einer  weitergehenden  Begründung  bedarf. 

M. 


J.  W.  L.  Gl  AISHER.      On   the  dediiction   of  the  ^-series 
for  the  elliptic  functions   from  the  ^-products.       Mese. 

(2)  XVI.  133-139. 

In  jeder  ausf&hrlichen  Behandlung  der  elliptischen  Functionen 
geht  gewöhnlich  die  Betrachtung  der  9-Producte  derjenigen  der 
^-Reihen  voran,  indem  die  letzteren  aus  den  erstefen  abgeleitet 
werden.  Im  XVII.  Bande  des  Quart.  Journ.  („A  chapter  in 
elliptic  functions''  F.  d.  M.  XII.  1880.  362)  hat  der  \erfasser  die 
Art,  in  welcher  dieser  Uebergang  von  Jacobi  und  danach  von 
Dur^e  bewerkstelligt  wurde,  kurz  vorgeführt,  darauf  aber  einen 
systematischen  Gang  zur  Ableitung  des  Systems  der  zwölf  Reihen 
aus  den  Producten  angegeben;  hierbei  wurde  hauptsächlich  der 
Gedanke  benutzt,  die  Producte  in  binomische  Factoren  aufzulösen 
und  an  diesen  Factoren  die  Ueberführung  zu  vollziehen.  Diese 
Methode  ist  direct  und  geht  gerade  auf  das  Ziel  los;  mehrere 
Jahre  hindurch  bediente  sich  auch  der  Verfasser  ihrer  in  seinen 
Vorträgen;  doch  fühlte  er  immer  das  Bedürfnis  nach  einem 
kürzeren  und  fördersameren  Wege  zur  Erlangung  der  Reihen. 
Der  vorliegende  Aufsatz  enthält  die  Methode,  durch  welche  der 
Verfasser  sehr  bequem,  wie  er  meint,  von  den  Producten  zu  den 
Reihen  übergeht. 

Von  den  9-Producten  für  snu,  cnu,  dnu  ausgehend,  leitet 
er  die  Reihen  für  logsnu,  logcnu,  logdnti  und  ihre  Ableitungen 

cntfdnti  dnusnu         ,,     snticnu 

Q — i:rr — 1    Q — ::;:t — ?     *P 


sna  ^       CUM  ^       dnw 

nach    der  gewöhnlichen  Art  ab.     Die  Reihen  für  nst/,  dsti,  csu 
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werden  dann  yermittelst  der  Formeln  gewonnen: 

^     ^            cnudnii    ,     dnusnu    .  ,,  snticnti 
2n82M  = 1 f-ft' 


Büu  cnu  dnt« 

9H  9      —    cnudnu         dnusnu       .^  snticnti 


snti  cnti  dnu 

^     ^            cnridnti         dnusnu    ,  ,,  snticnti 
2e82«i  = |-Ä* 


snti  cnu  dnu 

Die  anderen  neun  Reihen  werden  aus  diesen  durch  eine  Trans- 
formation des  Arguments  abgeleitet.  Die  Abhandlung  enthält 
auch  ein  System  von  Formeln,  welche  im  Zusammenhange  mit 
den  Reihen  vorkommen.  61r.  (Lp.) 


N.  M.  Ferkers.     Sqnaring  Qdnu.    Mess.  xvi.  189-190. 

Die  9- Reihe  für  ^'dn'u  wird  durch  Benutzung  des  Umstandes 
erhalten,  dass  ^dnu-f-^^cnu  dieselbe  Function  von  qi  und  x 
ist,  wie  ^dnu  von  q  und  2x,  GIr.  (Lp.) 


J.  W.  L.  Gl  AISHER.     On   the   process    of   sqnaring    the 
^-series  for  kg^nu^  kpcnu^  pdnii.    Mess.  (2)  XV l.  145-149. 

Im  §41  der  Fundamenta  nova  erhält  Jacobi  die  9- Reibe 
fDr  k^Q^Bu^u  durch  Multiplication  der  7- Reihe  für  ft^snu  mit  sieb 
selbst.  In  der  gegenwärtigen  Note  giebt  der  Verf.  zur  Qua- 
drirung  der  ^-Reihen  fdr  ^^snu,  ft^cnu,  ^dnii  eine  directe  Me- 
thode^  welche  einfacher  und  förderlicher  erscheint  als  die  Jacobi'- 
sehe.  Glr.  (Lp.) 

J.  W.  L.  Gl  AISHER.     On   the  process   of  squaring   the 
Zeta-function.     Mess.  (2)  xvi  150-151. 

Die  in  der  vorangehenden  Arbeit  gebrauchte  directe  Methode 
wird  zur  Gewinnung  des  Quadrates  der  g- Reihe  für  ^Z(w)  be- 
nutzt. Glr.  (Lp.) 
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J.  W,  L.  Glaisber.  On  the  trausformation  and  devel- 
opments  of  the  twelve  elliptic  functions  and  the  four 
Zeta-functions.    Mes».  (2)  xvii.  i-is. 

Der  Zweck  der  Abhandlung  ist  besonders,  die  Transfor- 
mation der  16  Functionen  zu  geben  (12  elliptische  und  4  Zeta- 
functionen),  die  von  der  Verwandlung  von  q  in  — g,  q*  und  9* 
herröhren.  Die  ersten  Glieder  (im  allgemeinen  vier)  der  Ent- 
wickelungen  der  16  Functionen  nach  aufsteigenden  Potenzen  des 
Arguoients  werden  auch  gegeben. 

Die  Transformationen  werden  in  Tabellen  geordnet  und  be- 
treffen  nicht  bloss  sno?,  cno;,  ...,   sondern    auch    snti,  cnti,  ... 

2K 
und  kQSnUj  ft^cnti,  . . .,  wo  ti  =  po?  und  q  = • 

7m 

Andere  Tafeln  betreffen  die  Vermehrung  des  Argumentes 
um  K,  iK'  und  K+iK'. 

Die  Abhandlung  kann  (insofern  sie  die  elliptischen  Func- 
tionen betrifft)  als  die  Fortsetzung  der  beiden  Aufsätze  „On 
elliptic  functions**  in  Mess.  (2)  XI.  81-95,  120-138  angesehen 
werden.  Glr.  (Lp.) 


Ch.  Hermitb,  G.  B.  Mathrws.    Solution  of  question  8717. 

Kd   Times  XLVL  111. 

Man  hat 


e^JT 


wo 


(K)       '  ©"(0)  Lp. 


A.  Caylby.     On  the  transformation  of  elliptic  functions. 

American  J.  IX.  193-224,  X.  71-98. 

Die  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
wird  hier  in  folgender,  von  der  Jacobi*schen  verschiedenen  Weise 
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behaudelt.    Statt  der  Gleichung 


Mdy  dx 


legt  Herr  Cayley  die  ga/J-Form,  wie  er  sie  nennt,  nämlich 

dy  __  gdx 

zu  Grunde.  Durch  Entwickelung  einer  jeden  Seite  in  eine  Reihe, 
durch  Integration  und  Umkehrung  der  resultirenden  Reihe  f&r  y 
erhält  man  y  in  der  Form: 

y  =  Qx(l+n,x^+n,x*+  ...), 
wo  77,,  77„  .. .  gegebene  Functionen  von  ^,  a,  ß  bezeichnen.   Ist 
n  ungerade,  =  2ä+1,  so  wird  für  y  ein  Ausdruck 

x(A,  +  A,^ix*  H +  ^1  a?^*''  +^) 

^  ^  1+A^x'  +  •  •  •  +  A^^ix^'-^  +  AsX^ 
-angenommen,  wo  A,  =  q.  Durch  Yergleichung  mit  der  obigen 
Reihe  für  y  erhäU  man  eine  unendliche  Reihe  von  Gleichungen. 
s  derselben  geben  die  Coefficienten  il„  il,, . . .,  As  als  Functionen 
der  77,  d.  h.  von  q^  a^  ß\  die  beiden  folgenden  bestimmen  q^  ß 
als  Functionen  von  or;  die  übrigen  müssen  identische  Gleichungen 
sein.  Am  schwierigsten  ist  die  Bestimmung  des  vollständigen 
Systems  der  Gleichungen  zwischen  ^,  a,  /?,  oder  der  „Multi- 
plicator-Modular-Curve".  In  Verbindung  mit  dieser  Theorie  be- 
trachtet Herr  Cayley  die  Lösungen  des  Transformationsproblems 
durch  Jacobi^s  partielle  Differentialgleichung  (Grelle  J.  IV. 
185  -  193)  und  durch  die  Jacobi  -  Brioschi'schen  Differential- 
gleichungen (Grelle  J.  IV.  376,  und  Trattato  elementare  delle 
funzioni  ellittiche,  Milano  1880).  Ferner  werden  die  Resultate 
verwertet  aus  des  Herrn  Verfassers  Abhandlungen:  On  the  trans- 
formationofellipticfunctioDS,  Phil.  Trans.  CLXIII.  1873.  397456, 
und  CLXXXVIIL  1878.  419-424.  In  den  vorliegenden  beiden 
Abhandlungen  ist  die  Transformation  für  n  ==  3,  5  und  7  durch- 
geführt. M. 

A.  Cayley.      Note    sur    la   transformation   du    septifeme 

ordre,  des  fonctions  elJiptiques.   Ass.  Fran^.  (Tooloase.) 211-213. 
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J.  Griffiths-      Note  on  two  annibilators  in  the   theory 

of  elliptic   functions.     Lood.  M.  8.  Proc.  XVIII.  164-169. 

P 
Jede  algebraische  elliptische  Transformationsgleichung  y  =  t^^ 

welche  giebt: 

dy  ^j^  dx 


B\V(u+a)  +  ^,k\  =  Ce''«'^-»0»u.Ä(8ntt),  R  =  yQ*-l*P\ 

8 1  Jr(w + o),  A}  =  C  ]/%'  «"•'+'•  0»  H .  (?  (sn  w), 

**"    dX 
m=  n 


IX'*    dk  ' 

bat  2  „Annihilatoren"  i2  und  0,   d.  h.:   werden  die  Functions- 
zeiehen 

ß  =  nkk'*  -^  +  (l-x')(l-A'a>')  <p(x,  Ar)  -^  , 

nA'aj  1      rf 

P 

WO  S'  =  0^ — P*  ist,  auf  y  oder  —  angewandt,  so  ist 


Qod 


ßy     =     fi^=0 


OAy  =  OA-^  =  0. 


Es  werden  noch  andere  Formen  für  Q  und  0  angegeben. 

M. 


J.  Griffiths.     Second    note    on    elliptic    transformation 

annibilators.       Lood.  M.  S.  Proc.  XVIII.  377-388. 

In  gegenwärtiger  Note  werden  die  Eigenschaften  der  beiden 
Fanctionen  G(x^  k)  und  g(x^  k)  untersucht,  welche  in  den  Anni- 
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hilatoreii 

dk        '  dx 

vorkommen  und  welche,    wie  gezeigt  wird,  von  grosser  Bedea- 
tuDg  für  die  Theorie  der  Transformation  sind.  H. 


Faa  de  Bruno.      Demonstration    directe  de   la  formale 
Jacobienne    de    la    transformation    cubique.      Americmo 

J.  X.  169-172. 

Aus  den  Gleichungen  für  die  Transformation  dritten  Grades: 

y  =  ^-ff6;^«~'     a,  =  l+2a, 

wird  die  Formel 

sn'(tt) 


1- 


^"'^^  '  V  ~       ^      •     l-jc'sn'u.sn'fÄ- 
der  Fundamenta  Jacobi's  hergeleitet.    Zugleich  wird  ein  Resultat 
des  Herrn  Cayley  (Am.  J.  IX),   die  Darstellung   der  Modular- 
gleichung 

als  Function   von   2a  =  x-\ ,   2/?  =  A+-r-   betreffend,    auf 

anderem  Wege  gewonnen.  M. 


H.  Stlow.     Sur  la  multiplication  complexe  des  fonetions 

elliptiques.       Jonrn.  de  Math.  (4)  III.  109-254. 

Die  von  Abel  (Oeuvres  compl.  I.  M£m.  XIX.  XX)  inaugu- 
rirte,   von  Hermite  und  Eronecker  weitergeführte  Theorie   der 
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complexen  Hultiplication  der  elliptischen  Functionen  ermangelte 
bisher  einer  zusammenhängenden  und  systematischen  Begründung 
ond  Darstellung;  eine  solche  giebt  der  Verfasser  in  der  vorliegen- 
den umfangreichen  Arbeit. 

Die  moderne  Auffassung,  derzufolge  der  ganzen  Theorie  der 
eUiptiachen  Moduln  nicht  die  Grösse  Ar',  sondern  die  absolute 
Invariante  J  als  der  einfachste  Modul  zu  Grunde  gelegt  wird, 
ist  vom  Verfasser  wohl  absichtlich  bei  Seite  gelassen  worden: 
daftlr  geniesst  seine  Arbeit  des  Vorzuges,  mit  möglichst  elemen- 
taren Mitteln  zu  operiren,  und  die  Methode  ist  daher,  abgesehen 
von  den  (erst  im  weiteren  Verlaufe  auftretenden)  gruppen-theore- 
tischen  Entwickelungen,  eine  wesentlich  rechnerische.  Als  Funda- 
ment des  Ganzen  dient  der  Abersche  Satz:  „Soll  eine  com- 
plexe  Multipiication  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  % 
stattfinden,  d.  h.  soll  eine  Relation  von  der  Art  bestehen: 

A(6»+a,  Ä)  =  f[A(«,  Ä)L 
wo   e  den  complexen  Multiplicator,    a    eine   additive  Constante 
und  f  eine  rationale  Function  bedeutet,    so  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,   dass  die  Elementarperioden  2&),  cci'  von  %  den 
Bedingungen  genügen: 

e.2c(;  =  p.2fti-|-gw', 

wo  die  ganzen  Zahlen  p,  g,  p',  9'  durch 

pq'-p'q  =  n 
verbunden  sind,    n  ist  dann  zugleich  der  Grad  von  f." 

Unterwirft  man  noch  die  2iOj  w*  linearen  Transformationen, 
so  liefert  der  Satz  zugleich  alle  mögliehen  Multiplicationen. 

Das  Verhältnis  C  =  -0 —  ^^^  beiden  Perioden  genügt  dann 
einer  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung: 

nur  im  Falle  der  „gewöhnlichen^  Multipiication  wird  ^  unbe- 
stimmt Das  letztere  bleibt  von  jetzt  ab  ausgeschlossen.  Jedem 
5  eutspricht  eine  unendliche  Menge  von  Werten  €  =  p+9^.  Die 
einfachsten  s  erhält  man,   wenn  n  zu  einem  Minimum  gemacht 

Fortichr.  d.  Math.  XIX.  1,  30 
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wird,  und  zwar  wird  s  =  t}^n,  n  =  ac—b^  für  ein  gerades  B  =  26, 
für  ein  ungerades  B  =  26+1  aber: 

*  =  — '—^ ,    n  =  ac— 6(6  +  1), 

woraus  alle  anderen  Multiplicationen  leicht  abzuleiten  sind,  und 
demnach  in  zwei  Klassen  zerfallen.  Den  beiden  genannten 
Klassen  entsprechend  heisst  k^  ein  „singulärer^  Modul  der  ersten 
oder  zweiten  „Art",  »  sein  „Grad",  — n  resp.  —(4«— 1)  die 
zugehörige  „Determinante^. 

Umgekehrt  definirt  jede  ganzzahlige  quadratische  Form  (oder 
Gleichung)  von  negativer  Determinante  einen  singulären  Modul. 
Damit  zwei  Werte  von  ^  zu  dem  nämlichen  Modul  ftthren,  ist 
notwendig,  dass  die  bezüglichen  quadratischen  Formen  eigentlich 
äquivalent  sind.  Mithin  gehört  jeder  singulare  Modul  der  ersten 
Art  zu  einer  eigentlich  primitiven  Klasse  der  Determinante  — n, 
und  ein  jeder  der  zweiten  Art  zu  einer  uneigentlich  primitiven 
Klasse  der  Determinante  —  (4n— 1). 

Aus  der  Theorie  der  linearen  Transformationen  von  ^  gebt 
hervor,  dass  zu  ein  und  derselben  Klasse  quadratischer  Formen 
sechs  verschiedene  Werte  von  k*  gehören,  die  nur  im  Falle  der 
„linearen  singulären"  Moduln  zu  je  zweien  resp.  dreien  coincidiren. 

Neben  die  Einteilung  der  singulären  Moduln  k*  in  solche 
erster  und  zweiter  Art  stellt  sich  eine  andere  in  solche  der 
ersten  resp.  zweiten  „Kategorie",  je  nachdem  der  erste  Coef- 
ficient  A  der  bez.  quadratischen  Form  gerade  oder  ungerade  ist. 
Die  reellen  Werte  von  k*  gehören  immer  zu  ambigen  quadra- 
tischen Formen  und  umgekehrt. 

Um  nun  zunächst  für  die  „einfachsten"  Werte  von  e  die 
Formeln  der  complexen  Multiplication,  sowie  die  algebraische 
Bestimmung  der  zugehörigen  Moduln  zu  finden,  werden  die 
bez.  Transformationsformeln  wirklich  aufgestellt  Die  n  ver- 
schiedenen Werte  von  l(z),  die  einem  und  demselben  Werte  von 
il(6  2-f  a,  Ar,)  entsprechen,  sind  in  der  Gestalt 

aG+-^)  (P=0,  1,2,  ...,(«-!)) 

angebbar,    wo  die  „Periode"  ß  eine  gewisse  lineare  Form  der 
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2a»,  u>'  vorstellt.    Sei,  in  Primfactoren  zerlegt, 
so  liefert 

Jv  =  gf'-Kg.+i)9l-*(9,+i)... 

die  Anzahl  der  zu  verschiedeneH  Transformationen  Veranlassung 
gebenden  Perioden  Sl\  jedem  der  letzteren  Werte  correspondiren 
wiederum  mehrere  Transformationen,  unter  denen  eine  einfachste 
als  die  „Haupttransformation^  herausgehoben  wird.  Dann  ge- 
nttgen  die  bezüglichen  Moduln  ein  und  derselben  algebraischen 
Gleichung,  die  bereits  von  fremden  Lösungen  befreit  ist.  Aus  je- 
der ^Haupttransformation'^  lassen  sich  immer  die  andern  mittels 
linearer  Transformationen  ableiten. 

Setzt  man  nachträglich  wieder  die  transformirten  Elementar- 
Perioden  2&)j,  (a\  sowie  den  transformirten  Modul  \  gleich  den 
ursprünglichen  201,  o}\  ät,  so  hat  man  X{6%'\'a^lt)  als  rationale 
Functionen  von  X{z)  und  zugleich  eine  algebraische  Gleichung 
F  =  0  für  *,  oder  Ar',  oder  auch  j/Ä. 

Diese  letztere  Gleichung  besitzt  aber  fremdartige  Lösungen, 
vor  allem  die  zu  kleineren  n  gehörenden  Moduln,  und  es  bandelt 
sieh  im  weiteren  um  die  Ausscheidung  derselben.  Es  ergiebt 
sich,  dass  dies  mittels  rationaler  Processe  möglich  ist,  und  das 
Gleiche  gilt  für  die  Reduction  der  eigentlichen,  aber  vielfach 
auftretenden  Wurzeln  von  F  =  0  auf  einfache. 

Die  Beweise  werden  verschieden  geführt,  je  nach  der  Art 
und  Kategorie,  der  &'  angehört,  und  je  nachdem  der  Grad  n 
von  der  Form  4Ä+1  oder  4Ä+3  ist.  Zur  Erläuterung  werden 
die  bekannten  Modulargleichungen  für  die  niedrigsten  Zahlen  n 
noch  einmal  abgeleitet.  Die  so  entwickelte  Theorie  der  Modular- 
gleichungen erlaubt  als  wichtige  Anwendung  den  vollständigen 
Beweis  der  bekannten  Eronecker'schen  Elassenanzahl formein 
fQr  einen  ungeraden  Transformationsgrad.  Es  erweist  sich  dabei 
als  zweckmässig,  mit  gewissen  Formen  reducibler  Modular- 
gleichungen zu  operiren.  Der  Verfasser  wendet  sich  darauf  zur 
Untersuchung  der  „Teilungsgleichungen**  F=  0  des  Grades  »•— 1 
(wo  n  als  ungerade  vorausgesetzt  wird),  deren  Goefficienten 
ganzzahlige  Functionen  von  Ar'  sind.. 

30* 
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Sei  ein  solcher  Perioden  teil  bezeichnet  durch 

r.2fa»+5ctf^ 
n  ' 

80  fliesst  aus  der  Theorie  der  Modulargleicbungen  unter  anderem 

das  wichtige  Theorem,  dass  fQr  s  =  i^D  die  elliptische  Function 
-^^-^ — - — I    als    eine    rationale    Function    der    einfacheren 

x( — J  darstellbar  ist,  deren  Coefficienten  sowohl  in  k*  wie  in 

£  ganz  sind.  Darauf  beruht  ein  einfacher  Beweis  des  Haupt- 
satzes, dass  die  Teilungsgleichung  F  =  0,  wenigstens  nach  Ad- 
junction  von  e,  eine  AbeFsche  Gleichung  wird.  Ein  eingehen- 
deres Studium  der  Auflösung  dieser  Gleichung  erfordert  jedoch 
die  Untersuchung  ihrer  Gruppe. 

Wenn  n  eine  ungerade  Primzahl  (auf  welchen  Fall  man  sich 
beschränken  darf),  so  ist  die  gemeinte  Gruppe  identisch  mit  der 
„linearen^  Gruppe  des  Grades  n'— 1,  welche  sich  nach  Adjunction 
der  11^"  Einheitswurzeln  auf  die  Gruppe  der  „Honodromie*" 
reducirt;  in  der  letzteren  sind  enthalten  die  linearen  Substitutionen, 
deren  Determinante  der  Einheit  nach  dem  Modul  n  congruent  ist. 

Es  werden  drei  Hauptfälle  unterschieden,  je  nachdem  die 
Determinante  —D  quadratischer  Rest  resp.  Nichtrest  von  ti,  oder 
durch  n  teilbar  ist;  jedesmal  tritt  wieder  eine  andere  Zerlegung 
der  Gleichung  F  •=  0  ein,  und  wird  damit  ihre  Auflösung  be- 
werkstelligt. 

Das  Folgende  beschäftigt  sich  mit  der  Transformation  der 
singulären  Moduln;  der  ursprüngliche  und  der  transformirte 
(wiederum  singulare)  Modul  genügen  bei  gegebener  Determinante 
— D  derselben  algebraischen  Gleichung.  Für  die  Wurzeln  der 
letzteren  hat  Abel  einen  berühmt  gewordenen  Satz  ausgesprochen, 
den  der  Verfasser  folgendermassen  präcisirt:  „Nach  Adjunction 
der  Grösse  iYD  drückt  sich  das  Quadrat  jedes  singulären  Moduls 
rational  aus  durch  das  Quadrat  eines  jeden^  andern,  zur  näm- 
lichen Determinante,  Art  und  Kategorie  gehörigen  Moduls". 

Die  gemeinte  Gleichung,  als  solche  für  k*  aufgefasst,  wird 

also  nach  Adjunction  von  lyo  eine  Abersche.     Die  Zerlegung 
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dieser  Gleichung  in  irreducible  Factoren  fOhrt  wiederum  zu 
Beweisen  bekannter  Sätze  flber  die  Composition  quadratischer 
Formen. 

Zum  Schlüsse  wird  auf  den  (nur  unerheblichen)  Unterschied 
zwischen  der  Eroneck er' sehen  Elassification  der  singulären  Moduln 
und  der  vom  Verfasser  gewählten  hingewiesen.  My. 

A.  Cayley.     Note  on  Kiepert's  L-equations,  in  the  trans- 
formation  of  elliptic  fuuctions.    Math.  Ado.  XXX.  75-78. 

Die  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Gleichungen  für  die 
Grossen  L,  die  Herr  Kiepert  in  seiner  Abhandlung:  „U^bcr 
Teilung  und  Transformation  der  elliptischen  Functionen^,  Math. 
Ann.  XXVI.  369-454  (s.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  444)  aus  den 
f- Gleichungen  durch  die  Substitutionen 

L  =  O^'-^f     V   =  -^      V   =  -^ 
*^  —  vr       /)     7j  —    QB  1     jt  —  ^77 

erhalten  hat.  Herr  Cayley  bemerkt,  dass  aus  einer  Vergleicbung 
mit  Herrn  Kleines  Abhandlung:  „lieber  die  Transformation  u.  s. 
w.'^  in  Math.  Ann.    XIV.    144,    dieses  L   als   das  Quadrat   des 

Multiplicators  für  das  durch  Y^  normirte  Integral  erscheint.  Es 
wird  dies  fflr  n  =  5  gezeigt.  M. 

W.  BuRNSiDB.      On    the    trisection    of    the    periods    for 
Weierstrass's  elliptic  funetions.    Mess.  (2)  XVL  177-180. 

Der  Verf.  berechnet  den  Wert  von  js>(3fi)  in  |;>(fi)^  aus- 
gedrückt und  wendet  das  Ergebnis  an,  um  Ausdrücke^, für 
p||(2iicci-f-2n'fti')}  für  verschiedene  Werte  von  n  und  n'  zu  er- 
halten. GIr.  (Lp.) 

A.  6.  Greenhill.      Complex    multiplication    of   elliptic 

funetions.      Quart.  J.  XXII.  119-150,  174. 

Die  Aufgabe  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen  besteht  darin,  die  Modulargleichung  in  dem  Fallezu 
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lösen,  wo  das  Verhältnis  der  Perioden  der  elliptischen  Functionen 
die  Quadratwurzel  aus  einer  rationalen  Zahl  J  ist,  die  entweder 
eine  ganze  Zahl  oder  ein  rationaler  Bruch,  und  die  elliptischen 

Functionen  des  complexen  Arguments  (a  +  6t|//i)ti  durch  die 
elliptischen  Functionen  des  Arguments  u  auszudrücken.  Im  Vor- 
liegenden wird  diese  Theorie  für  die  Weierstrass'scbe  Function 
pkky  für  welche  sie  sich  weit  einfacher  als  für  snti  oder^cnu  ge- 
staltet, durchgeführt.  M. 

P.  Biedermann.     Ueber  Multiplicator-Gleichungen  höhe- 
rer   Stufe    im   Gebiete     der    elliptischen    Functionen. 

Hoppe  Arcb.  (2)  V.  1-90,  Dies.  Leipzig. 

Da  die  den  Jacobi'schen  Multiplicatorgleichungen  zu  Grande 
gelegte  Modulform  nach  Weierstrass'scher  Bezeichnung 

also  eine  wirkliche  Modulform,  aber  bei  den  ModulargleichuDgen 

4 

speciell  eine  Modulfunction  F(ft)„  cu,)  =  F(l,  cü)  =  j/fc  ist,  so 
nennt  der  Herr  Verfasser  überhaupt  die  betreffenden  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  transformirten  und  nicht  -  transformirten 
Grössen  Multiplicator-  resp.  Modular- Gleichungen,  je  nachdem 
es  sich  dabei  um  transformirte  ModuIFormeu  resp.  Modul-Func* 

94 

tionen  handelt     Die  Multiplicatorgleichungen  für  ^„  ^,,  ^J  sind 

8  4 

erster  Stufe,  da  die  Modulformen  ^„  ^,,  "^ J  der  Gesamtgruppe 
der  linearen  Substitutionen  der  Perioden  cti^,  co,  zugehören,  resp. 

ihr  adjungirt  sind.  Da  aber  die  Modulformen  ^ei  —  eu  der  Gruppe 
der  linearen  Substitutionen  der  Perioden,  welche  mod.  2  zur  Iden- 
tität congruent  sind,  adjungirt  sind,  so  sind  die  Jacobi'schen 
Multiplicator-Gleichungen  als  solche  zweiter  Stufe  zu  bezeichnen. 
In  diesem  Sinne  werden  hier  Multiplicator  -  Gleichungen 
höherer  Stufe  behandelt,  indem  fundamentale  Modulformen 
höherer  Stufe  für  die  Transformationen  zu  Grunde  gelegt  wer- 
den, nämlich  die  Teilwerte  der  a-Function: 


GapiteI2.    Besondere  FaDotioneo.  471 

(vgl  Klein,  Leipz.  Ber.  1884).  Zuerst  werden  die  Multiplicator- 
gleichungen  der  Teilwerte  der  a  •  Functionen  allgemein  bei  be- 
liebigem s  untersucht,  im  zweiten  Abschnitt  aber  die  niedrigsten 
Stufen  specieller  eingehend  behandelt.  M. 


R.  P^RicKE.      Die  Congruenzgruppen  der  sechsten  Stufe. 

Math.  ADD.  XXIX.  97-122. 

Die  Resultate  der  vorliegenden.  Arbeit  sind  bereits  im  4'*" 
Capitel  der  Dissertation  des  Herrn  Verfassers:  „lieber  Systeme 
elliptischer  Modul functionen  von  niederer  Stufenzahl",  Leipzig  1885 
(8.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  403)  veröflFentlicht.  Da  für  zusammen- 
gesetzte Stufenzahlen  die  gefundenen  Modulsysteme  noch  nicht 
die  einfachsten  sind,  so  ist  die  ausfuhrliche  Behandlung  der- 
selben von  Wichtigkeit.  Der  Herr  Verfasser  hat  gerade  die 
sechste  Stufe  gewählt,  weil  in  den  Untersuchungen  des  Herrn 
Klein  nur  ungerade  Stufenzahlen  aufgestellt  werden  und  die  Er- 
weiterung des  Herrn  Hurwitz  (die  Literatur  «iehe  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  404)  den  Fall  w  =  6  nicht  urafasst.  Ueberdies  stehen 
die  Stufenzahlen  2p,  wo  p  eine  der  ersten  ungeraden  Primzahlen 
ist,  in  specieller  Beziehung  zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen. So  erscheinen  z.  B.  die  Relationen  zwischen  den  Null- 
werten der  Functionen  ^„,  ^j,  ^,  und  den  aus  ihnen  durch 
Transformation  p*^  Ordnung  entstehenden  Grössen  in  einheit- 
lichem Zusammenhang.  M. 


R.  Fricke.  Ueber  die  ausgezeichneten  Untergruppen 
vom  Geschlechte  p  =  1,  welche  in  der  Gruppe  der 
linearen    cu- Substitutionen    enthalten    sind.     Math.  Add. 

XXX.  345-400. 

In  der  oben  angeführten  Arbeit:  „Ueber  die  Congruenz- 
gnippen  der  sechsten  Stufe^  ist  von  einer  transcendenten  Modul- 
function  mehrfach  Gebrauch  gemacht,  welche  bei  den  Substitu- 
tionen, die  der  Identität  (mod.  6)  congruent  waren,  sich  bis  auf 
eine  additive  Gonstante  reproducirt: 
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u( — ^ )  =  M  (c(i)  4- const. 

^  yfti  +  o  ^^ 

Hier  wird  nun  die  Bedeutung  dieser  Function  u{(o)  fllr  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  erschöpfender  nach- 
gewiesen. Zu  dem  Zweck  werden  alle  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen des  Geschlechtes  p  =  1  eingebend  betrachtet.         H. 


A.  HüRWiTZ.  üeber  endliche  Gruppen  linearer  Sub- 
stitutionen, welche  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Transcendenten  auftreten.    Math.  Ann.  xxvil.  183-233.(1886.) 

Die  Arbeit  bietet  eine  Weiterführung  der  EntwickeluDgen, 
welche  Herr  Klein  über  Modulfunctionen  der  N^  Stufe  gegeben 
hatte  (cf.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  453-456). 

Als  Basis  des  Ganzen  dient  ein  bekannter  Satz  von  Hermite, 
demzufolge  alle  doppelt-periodischen  Functionen  X(u),  die  n-mal 
im  Perioden-Parallelogramme  verschwinden,  aus  n  von  einander 
unabhängigen  linear  und  homogen  zusammensetzbar  sind.  Be- 
zeichnet man  ein  solches  System  mitX,,Cw),  ^iW»  •••»  X»-i(«)> 
so  ist  insbesondere  deren  Verhalten  bei  linearen  Transformationen 
der  Perioden  w^^  co,  zu  untersuchen.  Dabei  darf  man  über  die 
Constanten  a^,  6,,  a,,  &,,  welche  in  den  Fundamentalformeln 

X{u+w,)  =  c«i«*+«''J(fi),     X(ti-f  ciij  =  e^+^  J(fi) 

auftreten,  beliebig  verfügen ;  man  wählt  sie  zweckmässig  so,  dass 
die  !!*•  Potenz  der  Weierstrass'schen  Fuuction  o(u)  der  Reihe 
der  X(u)  angehört,  da  a(u)  bei  allen  linearen  Transforma- 
tionen der  Perioden  ungeändert  bleibt  Dann  lassen  sich  die 
n  Functionen  XaC")  leicht  durch  die  a- Function  darstellen.  De- 
finirt  man  mit  Herrn  Klein: 

so  kommt  (a  =  0,  1,  ...,  n— 1): 

WO  e  =  I  oder  =  0  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  n  eine  gerade 
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oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  wo  ferner  G^  eine  bestimmte  Con- 
Staate  ist  und  die  fia  Proportionalitätsfactoren  bedeuten. 

Daraus  folgt,  dass  Xa+,(w)  =  Xa(w),  Xa(— «)  =  (— l)"X,-a(w), 
und  wenn  man  das  Argument  um  einen  w^  Periodenteil  ver- 
mehrt,  so  wird  Xa(n-\ — ^~^)»    bis    auf   Exponeutialfac- 

toren,  proportional  mit  Ja-A,(**)'  Ferner  verschwindet  Xa(u)  im 
Periodenparallelogramm  an  den  n  Stellen 

«  =  *(^>  +  -^)  +  «  -T"  +  *  "^  (*  =  0, 1,  2,  ...,  fi-1). 

Endlich  lassen  sich  die  Xa(t')  auch,  mittels  der  „Discriminante^ 
J^  durch  ^-Functionen  ausdrücken. 

Werden  jetzt  die  Perioden  ci;,,  cti,  einer  ganzzahligen  linearen 
Transformation  von  der  Determinante  1  unterworfen,  so  erfahren 
die  Xa(u)  vermöge  des  Hermite'schen  Satzes  eine  homQgene 
lineare  Substitution  mit  von  u  unabhängigen  Coefficienten. 

Ueber  die  letzteren  lässt  sich  noch  Genaueres  aussagen. 

Beducirt  man  die  unwesentlichen  (oben  erwähnten)  Factoren 
fie  auf  einen  einzigen,  indem  man  setzt 

so  lässt  sich  über  ^  noch  so  verfügen,  dass  die  Grösse 


1^ 


ZU  einer  solchen  Function  der  o»,,  co,  wird,  welche  sich  bei  allen 
lineareo  Transformationen  bis  auf  einen  numerischen  Factor 
reproduclrt. 

Dann  aber  erhalten  die  Substitutionen  der  Xa  rein  numeri- 
sche Coefficienten,  wie  dies  bereits  von  Herrn  Klein  für  ein  un- 
gerades n  dargelegt  worden  ist. 

Das  Hauptinteresse  wendet  sich  nunmehr  der  Substitutionen- 
gnippe  G  der  Xa  zu,  welche  der  Gesamtheit  T  der  linearen  Trans- 
formationen der  Perioden  zugeordnet  ist.  Insofern  immer  unzählig 
vielen  Substitutionen  der  Perioden  ein  und  dieselbe  Substitution 
der  Xa  entspricht,  wird  es  erklärlich,  dass  die  Gruppe  G  der 
letzteren  nur  eine  endliche  Anzahl  N  von  Substitutionen  umfasst, 
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Und  zwar,  wenn  p,  9,  . . .  die  verschiedenen  in  n  aufgeheni 
den  Primzahlen  bedeuten,  und 

gesetzt  wird,  so  fällt 

iV  =  f(w),     resp.  =  i^(2fi),     resp.  =  if(4ii) 
aus,  jenachdera 

w  =  1  (mod.  2),  resp.  »  ^  0  (mod.  4),  resp.  «  ^  2  (mod.  4)  ist 
Die  Gruppen  G  und  T  repräsentiren  zwei  (meriedrisch)  isomorph« 
Substitutionssysteme.  Man  kann  sich  nach  dem  Vorgange  Ton 
Herrn  Klein  die  Aufgabe  stellen,  überhaupt  bei  zwei  (meriedrisch) 
isomorphen  Gruppen  Functionen  der  Variabein  der  einen  Gruppe 
zu  construiren,  welche  sich  wie  die  Variabein  der  anderen  Gruppe 
substituiren.  Für  den  vorliegenden  Fall  ist  die  bez.  Aufgabe 
durch  die  Xa(n)  gelöst,  und  somit  liefert  die  vorangegangene 
gruppentheoretische  Betrachtung  das  functionentheoretische  Re- 
sultat: 

„Die  Functionen  Xa(u)  sind  Functionen  der  Variabein  01,,  w„ 
welche  sich  wie  die  Variabein  der  Gruppe  G  substituiren,  wenn 
0)^^  w,  den  Substitutionen  der  Gruppe  T  unterworfen  werden.** 
Dabei  kann  man  dem  Argument  u  unendlich  viele  Werte  beilegen. 

Die  soeben  für  zwei  isomorphe  Gruppen  skizzirte  Aufgabe 
lässt  sich  verallgemeinern  (und  führt  dadurch  zur  Herstellung 
neuer  zugehöriger  Functionssysteme),  wenn  man  den  BegriflF  des 
Isomorphismus  zweier  Gruppen  auf  drei  und  mehr  überträgt, 
und  z.  B.  für  den  Fall  Drei  die  Substitutionen  der  Gruppen  in 
analoger  Weise  zu  „Tripeln"  zusammenfasst,  wie  es  bei  zweien 
in  Paaren  geschieht.  In  der  That  lassen  sich  dann  ebenfalls 
„zugehörige"  Functionssysteme  bilden. 

Dies  erlaubt  eine  sofortige  Anwendung  auf  das  Frühere,  denn 
die,  den  verschiedenen  Werten  von  n  correspondirenden,  unend- 
lich vielen  Substitutionssysteme  der  X^  sind  alle  auf  die  Gruppe 
T  und  damit  auch  auf  einander  isomorph  bezogen. 

Die  80  erzeugten  ^neuen"  Functionssysteme  sind  den  in- 
äquivalenten primitiven  quadratischen  Formen  der  Determinante 
—  4ii  in  einfacher  Weise  zugeordnet.  My. 
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R.  HopPB.      Darstellung  der  ersten  Gattung  elliptischer 
Integrale  darch  Curvenbogen  zweiten  Grades.     Hoppe 

Arch.  (2)  V.  216-217. 

Eine  Darstellung  durch  Ellipsen  und  Hyperbelbogen,  die 
»eh  durch  Einfachheit  der  geometrischen  Beziehungen  aus- 
zeichnet. M. 


H.  F,  W,  Burstall.     Note  on  the  arc  of  a  sphero-conic. 

Lond.  M.  S.  Proc.  XVIIL  58-60. 

Es  wird  das  Analogen  zum  Fagnano'schen  Satze  fflr  einen 
sphärischen  Kegelschnitt  hergeleitet  M. 


6.  DE  LoNGCHAMPS.     Sur  la  rectification  de  la  trisectrice 
de   Maclaurin,    au    moyen    des    integrales  elliptiques. 

C.  a  CIV.  676-678. 

Mit  Hfllfe  elliptischer  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
kann  Maclaurin's  Trisectrix  (Trait6  des  fluxions,  1749.  PI.  X. 
Fig.  134.  198)  rectificirt  werden,  indem  man  folgende  Erzeugungs- 
weise derselben  zu  Grunde  legt.  Von  den  Endpunkten  eines 
Radius  OA  eines  Kreises  ziehe  man  in  den  Kreis  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  den  Badius  OB  und  die  Sehne  AC^  dann 
besehreibt  der  Pol  von  BC  die  verlangte  Curve.  M, 


G.  DB  LoNGCHAMPS.    Rectificatioii  des  cubiques  circulaires, 
unicursales,  droites,  au  moyen  des  integrales  elliptiques. 

C.  R.  CIV.  964-966. 

Der  Inhalt  der  vorhergehenden  Note  wird  dahin  erweitert, 
das«  alle  die  unicursalen  Curven  dritter  Ordnung,  die  Zahradnik 
(Grunert  Arch.  LVI.  134-153,  s.  F.  d.  M.  VI.  1874.  418)  und 
der  Herr  Verfasser  (N.  C.  M.  V.  403-408,  s.  F.  d.  M.  XL  1879. 
515)  untersucht,  sich  mittels  elliptischer  Integrale  rectificiren 
lassen.  M. 
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A.    (jr.  Grebnhill.      Some    applications    of    WeierstrasBi 

elliptic   fanctions.       Lond.  M.  8.  Proc.  XVII.  355-379. 

Herr  Greenhill  giebt  eine  direete  Anwendung  der  Weierstrass*- 
seben  Theorie  auf  die  folgenden  geometriscben  Probleme,  Der 
erste  Abschnitt  enthält  die  Vectorgleichung  confocaler  Cartesischer 
Ovale  in  symmetrischer  Form  (vgl.  Darboux,  Ann.  de  r£c. 
Norm.  IV.  1867),  und  orthogonale  Curven  vierten  Grades,  die 
mit  den  Cartesischen  Ovalen  associirt  sind.  Der  zweite  wendet 
die  |;>- Function  auf  Sylvester's  „Reciprocanten"  an  (s.  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  73);  die  „gemischte  Reciprocante" 

dx    dx*  dx*    dx^ 

führt  auf  die  Functionen 

t-^  ^  p(x',  0,  -4),  t'  =  p(y;  0,  -4) 
(vgl.  J.  Hammond  und  L.  J.  Rogers,  Lond.  M.  S.  Proc  XVIII. 
128-138  u.  220-231;  F.  d.  M.  XVIII.  85  u.  90).  Im  dritten  Ab- 
schnitt werden  Euler's  Beweguugsgleichungen  und  im  vierten  das 
sphärische  Pendel  und  der  Kreisel  behandelt.  Der  fünfte  giebt 
die  Bahn  eines  Projectils  im  widerstehenden  Mittel,  wenn  der 
Widerstand  proportional  dem  Kubus  der  Geschwindigkeit  ist.  Der 
sechste  knüpft  an  zwei  vom  Verfasser  in  Quart.  J.  XVII.  a. 
XVIII.  behandelte  Probleme  der  Wärme  und  Elektricität  an,  und 
im  letzten  Abschnitt  wird  das  Potential  eines  homogenen  Ellip- 
soids  auf  einen  äussern  Punkt  umgeformt.  M. 


A.  G.  Greenhill.      Note    on    the    Weierstrass    elliptic 
functions,    and     their     applications.       Lond.  M.  8.   Proc. 

XVIIL  263-288. 

Es  werden  auf  elementarem  Wege  diejenigen  Formeln  ab- 
geleitet, die  nach  der  Bezeichnung  von  Weierstrass  denjenigen 
Formeln  entsprechen,  die  Herr  Glaisher  in  seiner  ^Note  on  the 
functions  Zu,  0w,  n(u,ay^  Lond.  M.  S.  Proc.  XVII.  152-157, 
(s.  F.  d.  M.  XVIII.  391)  in  Jacobi'scher  Bezeichnung  gegeben  hat. 
Alsdann  werden  diese  Formeln  auf  die  Lam^'sche  Gleichung  und 
auf  eine  Reihe   bekannter  physikalischer  Probleme  angewandt, 
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deren  mehrere  in  Herrn  Hermite's  Buche:  „Sur  quelques  appli- 
eations  des  fonctions  elliptiques^;  Paris  1885,  behaudelt .  sind. 
Der  Aufsatz  ist  gleichsam  eine  Fortsetzung  des  soeben  be- 
sprochenen. M. 


C.     Hyperelliptiscbe,    AbeTsche   und    verwandte 

Functionen. 

0.  BoLZA.  üeber  die  Reduetion  hyperelliptischer  Inte- 
grale erster  Ordnung  und  erster  Gattung  auf  ellip- 
tische   durch     eine    Transformation    vierten    Grades. 

Mftth.  ADD.  XXVIII.  447-456. 

Wiedergabe  des  Gedankenganges  und  der  Resultate  der 
Diwertation,  über  welche  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  407  berichtet 
worden  ist.  M. 

F.  G,  Teixkira.     Sur  la  reduetion  des  integrales  hyper- 

elliptiques.        Teixeir»  J.  VIII.  164-170. 

In  diesem  Aufsatz  giebt  der  Verfasser  einen  neuen  Beweis 
Hir  die  Sätze,  die  sich  auf  die  ZurückfÜhrung  der  hyperellip- 
tiseben  Integrale  auf  die  Normalintegrale  erster,  zweiter  und 
dritter  Gattung  beziehen.  Tx.  (Heb.) 


K.  ToROPOFF.      Ueber    die    Reduetion    hyperelliptischer 
Inte^ale  auf  elliptische.     Perm.  (Rossiscb), 

Wenn  man  ein  elliptisches  Integral  /  '^j^^  ^     transformirt, 

indera  man  y  =  V(x)  setzt,  wo  V(x)  eine  ganze  Function  von 
X  ist,  80  erhält  man  ein  ultraelliptisches  Integral,  welches  sich 
jedoch  augenscheinlich  auf  das  elliptische  Integral  reduciren  lässt. 
Der  Verfasser  stellt  sich  die  umgekehrte  Aufgabe,  zu  erkennen, 

/F(x)dx 
~z4^^=r  durch  die 
yR  (x) 
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Transformation  y  =  U(x)  in  ein  elliptisches  übergehen  kann.    Ei 
findet  z.  B.,    wenn  ein  hyperelliptisches  Integral  erster  Gattung 

/Xdx 
.  ,  wo  Ä(a?)  ein  Polynom  «*•"  Grades  ist,   sich  infolge 

V  Ä  (x) 

der  Transformation   y  ==    einer  ganzen  Function  von  x  auf  ein 

elliptisches  reducirt,  so  muss  sein: 

a+b 


R(x)  =  (x+aXx+b)' 


X  4" 

i^  +  ÄcosSarccos  — 


6~a 


Wi. 


G  V.  Alth.      Ueber  die  Reduetion   einer  Gruppe  Aber- 
scher   Integrale    auf   elliptische    Integrale.      Wieo.  Ber, 

XCV.  702-713. 

Die   hier   betrachteten  14  Integrale  vom   Geschlecht  p  =  2 
sind  von  der  Form 

dx 


=/ 


m 


R(x)  =■  («— o,)"'  (x— c,)"»  . . .  (x—a^Ye 


Väixj 
und 
j(0  ^  f  %(x)dx 


? 


[f  1                                     f 
die  in  enthaltene  grösste  ganze  Zahl  bedeutet, 
tu  J                 fn 

/  kann  nur  die  Werte  2,  3,  . . .,  (m~l)  und  von  diesen  in  jedem 

speciellen    Fall    wieder    nur    einen    annehmen.      Um   derartige 

Integrale    in    hyperelliptische,    eventuell    elliptische    von    ganz 

unbestimmt  gelassener  Gestalt  xn  traaBformirenf   hat  man   nur 

eine    im    allgemeinen    rationale   Function  f(x)    so   zu    wibleff, 

dass     r^\-i^     nach    Streichung   der   dem  Zähler   und    Nenner 
[f{x)Y 

gemeinschaftlichen  Factoren  eine  rationale  Function  von  höchstcDS 

dem  zweiten  Grade  in  x  wird.    Ist  tu  gerade,  so  kann  man  fQr 
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{(x)  auch  die  FuDCtion  }^q>(x)  wählen,  doch  so,  dass 

in  X  linear  wird.  M. 


/G  (x)  dx 
-—=='      CR.    CIV. 
yR{x) 

1494-1496. 

Den  Inhalt  dieser  Note  bildet  die  yorläufige  Mitteilung  der 
Besoltate  einer  Untersuchung  über  die  hyperelliptischen  Integrale, 
leren  baldige  Veröffentlichung  in  den  Annales  de  T^cole  Nor- 
male der  Herr  Verfasser  in  Aussicht  stellt.  Er. 


M.  Krause,      üeber    hyperelliptische   Integrale    zweiter 

und   dritter   Gattung.      Anoali  di  Mat.  (2)  XV.  187-208. 

Bei  der  Darstellung  der  hyperelUptischen  Integrale  zweiter 
Qod  dritter  Gattung  durch  Thetafunctionen  treten  gewisse  Ver- 
bJDdungea  dieser  Functionen  auf,  die  auch  losgelöst  von  der  Art 
ihrer  Entstehung  und  als  selbständige  Grössen  betrachtet,  von 
Interesse  sind.    Im* Falle  p  =  2  sind  es  die  folgenden: 

z;((«)),  =  ^i5^i((ü))-,  (,  =  1,2) 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  in  der  vorliegenden  Arbeit  die 
wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Functionen,  insbesondere  in  §  2 
ihr  Verbalten  bei  einer  Aenderung  der  Variabein  t>  um  ein  System 
eorrespondirender  Halber  der  Perioden,  in  den  §§  3  und  4  das 
Additioiislheoreoi  und  in  den  §§  5  und  6  die  Transformation 
der  Functionen  Z  und  P.  Es  ergeben  sich  dabei  gleichzeitig 
neue  Differentialgleichungen,  denen  Zähler  und  Nenner  der  ge- 
wöhnlichen Transformationsgleichungen  GenQge  leisten.  Im 
Schiassparagraphen ,  §  7,  werden  aus  den  Functionen  Z  und  P 
ne^ie  Functionen  E«((ii)),  /ra((ti,  cu))  abgeleitet,  welche  den  Cha- 
rakter von  hyperelliptischen  Integralen  zweiter  und  dritter  Gat- 
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tuog    haben,    und    deren    Eigenschaften    aus   den    entwickeitel 

^^  I 

Eigenschaften  der  Functionen  Z  und  P  unmittelbar  folgen. 

Kr. 


J.  Thomab.     üeber  Integrale  zweiter  Gattung.    J.  färMitl 

CI.  826-336. 

Der  Herr  Verfasser  hat  früher   (J.   für  Math.  XCIII.  69-8( 
F.  d.  M.  XIV.  1882.  418)  den  Ausdruck: 

a log ;»((!?))      „   ^^  f„  r\      y«  /^^    .  ^ 

* 

vollständig  durch  Integrale  zweiter  Gattung  und  durch  algebraj 
sehe  Functionen,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Variabein  «,  s  al 
auch  in  Bezug  auf  das  Parameterwertepaar  a,  ^  dargestellt.  De 
algebraische  Teil  enthält  dabei  eine  Function  q^  deren  Quadra^ 
Wurzel  in  der  Fläche  T  zweiwertig,  in  der  Fläche  T  aber  eii^ 
wertig  ist,  und  die  in  p  gewissen  von  a,  ^  abhängigen  Punkte^ 
0'  wird.  Im  Falle  einer  zweiblättrigen  Fläche  T  oder  einet 
dreiblättrigen  Fläche  T  mit  lauter  doppelten  Verzweigungspunktei 
war  es  leicht,  diese  algebraische  Function  herzustellen,  währen^ 
im  allgemeinen  Falle  die  Construction  derselben  noch  übrig  blieb 
Später  (J.  für  Math.  XCIV.  241  -  250)  hat  der  Herr  Ver 
fasser  versucht,  im  Falle  p  =  3  das  Resultat  von  dieser  Fune 
tion  q  zu  befreien;  er  hat  dabei  aber  fttr  die  die  Verzweigung 
der  Fläche  T  darstellende  Grundgleichung  F(«, «)  =  0  ein« 
Form  gewählt,  bei  der  die  Verzweigungspunkte  nicht  von  ein 
ander  unabhängig  sind,  während  andererseits  die  Voraussetzung 
dieser  Unabhängigkeit  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt  wurde 
Durch  diesen  Mangel  wird  der  Herr  Verfasser  veranlasst,  noch* 
mals  auf  den  genannten  Gegenstand  zurückzukommen.  Da  ihn] 
aber  inzwischen  auch  im  allgemeinen  Falle  einige  Vereinfachungeu 
gelungen  sind,  so  nimmt  er  die  ganze  Untersuchung  wieder  aul 
und  teilt  sie  in  der  Gestalt  mit,  die  er  ihr  jetzt  nach  den  vop 
ihm  gewonnenen  neuen  Einblicken  zu  geben  vorzieht.  Die  Re- 
sultate sind  von  den  früher  mitgeteilten  nicht  wesentlich  ver- 
schieden. Er, 
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J.  LüROTH.     üeber  die  kanonischen  Perioden  der  Abel'- 

schen    Integrale.        Zweite    AbhaDdlang.     MuocheD.    Abb.     XVI|. 
199-241. 

Dureb  die  algebraische  irreducible  Gleichung  /'(x,  y)  =  0 
werde  .  eine  y-wertige  Function  y  von  x  mit  a  Verzweigungs- 
paukten  tr,,  tr,,  ...,  Wa  definirt.  Ist  dann  ya  einer  der  y  Werte 
von  y  f&r  einen  bestimmten  Wert  x^  von  x^  der  keinem  Ver- 
zweigungspunkte entspreche,  so  geht  derselbe  durch  den  Umlauf 
om  einen  Verzweigungspunkt  to  in  einen  Wert  y^  Über,  der 
aach  mit  y«  identisch  sein  kann.  In  diesem  Sinne  entsprechen 
jedem  Verzweigungspunkte  v  und  daher  allen  a  Verzweigungs- 
pankten  va  „Uebergänge^.  Unter  ihnen  können  stets  v — 1  so 
aasgewählt  werden,  dass  man  mit  ihrer  Hülfe  von  jedem  Werte 
fa  ZU  jedem  anderen  gelangen  kann;  solche  v — 1  Uebergängc 
Iieissen  fundamentale.  Setzt  man  aus  denselben  einen  geschlos- 
senen, d.  h.  zu  dem  Anfangswerte  y  zurückführenden  Weg  zu- 
sammen, so  ist  ein  Integral  erster  Gattung  einer  rationalen  Func- 
tion von  X  und  y,  über  einen  solchen  Weg  genommen,  Null. 
Andere  geschlossene  Wege  können  aus  einem  gegebenen  nicht 
fundamentalen  Uebergange  und  passend  dazu  gewählten  funda- 
mentalen hergestellt  werden;  ein  Integral  erster  Gattung,  erstreckt 
Ober  einen  solchen  Weg,  ist  nicht  Null,  und  man  erhält  auf 
diese  Weise  in  den  Integralwerten,  den  va—(v—])  nicht  funda- 
mentalen Uebergängen  entsprechend,  ya— (v— 1)  Perioden  der 
Integrale  erster  Gattung;  unter  ihnen  können  2^  „normale^  oder 
„kanonische^  ausgesucht  werden,  aus  denen  sich  dann  alle  Pe- 
rioden linear  und  ganzzahlig  zusammensetzen  lassen.  Mit  der 
Bildung  der  den  Perioden  überhaupt  und  speciell  den  2^  kano- 
nischen zu  Grunde  liegenden  geschlossenen  Wege  beschäftigen 
sich  die  Art.  4-7.  In  Art.  8  und  9  werden  im  Anschlüsse  daran 
zwei  bekannte  von  Riemann  in  den  Art.  20,  21  seiner  Theorie 
der  Aberschen  Functionen  mitgeteilte  Relationen  abgeleitet. 

Kr. 

P.  Baumbr.      Ueber  die  ultraelliptischen  Integrale    der 

dritten   Ordnung.     Fr.  Progymn.  Striegau.  8  s.  40. 

FortMhr.  d.  Math.  XIX.  1.  31  * 


482  ^^^'  Absohnitt.    FoootioneDtheorie. 

Es  wird  für  die  hyperelliptischen  Functionen  von  vier  Va- 
riabein unter  Zugrundelegung  einer  Function  10^°  Grades  unter 
dem  Wurzelzeichen  und  unter  der  nicht  ausgCBprochenen  Vor- 
aussetzung, dass  die  sämtlichen  Wurzeln  dieser  Function  reell 
sind,  nach  Riemann'scher  Methode  die  mehrfach  zusammen* 
hängende  Fläche  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende verwandelt  und  eine  Discussion  der  allgemeinen  Eig^en- 
schaften  der  Integrale  erster  Gattung  angestellt.  Zum  Schluss 
wird  der  Uebergang  zu  den  Thetafunctionen  gemacht  und  einiger 
Eigenschaften  derselben  Erwähnung  gethan.  Heb. 


F.  Klein.     Zur  geometrischen  Deutung  des  Aberschen 
Theorems  der  hyperelliptischen  Integrale.       Math^  Add. 

XXV in.  533-660. 

In  §  1  wird  der  Satz  bewiesen:  Bezeichnet  man  die  Wur- 
zeln Aj,  A„  A,,  welche  sich  bei  festgehaltenen  Werten  der  ar. 
aus  der  Gleichung 

in  der  die  x/  irgendwie  gegebene  von  einander  verschiedene 
Grössen,  die  Xi  aber  beliebige  Tetraedercoordinaten  bedeuten 
sollen,  fQr  k  als  Unbekannte  ergeben,  als  die  elliptischen  Coor- 
dinaten  des  Punktes  x^  so  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte 
X,  deren  elliptische  Goordinaten  den  Differentialgleichungen  des 
Aberschen  Theorems: 

3   -I-  i."  dil 

js^h^^o        (.-  =  0,1), 

genOgen,  eine  gerade  Linie,  welche  die  Flächen  l  =  a  und 
A  =  6  berührt. 

Diesen  Satz,  den,  wie  der  Herr  Verfasser  angiebt,  zuerst 
Liouville  (Journal  de  Math^matiques  (1)  XII)  aufgestellt  hat, 
nach  mehreren  Richtungen  hin  zu  erweitern  und  hierauf  die  an- 
gestellten Untersuchungen  auf  den  Raum  von  beliebig  vielen 
Dimensionen  zu  übertragen,  bildet  den  Inhalt  der  §§  2-7. 
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In  den  §§  8  und  9  werden  sodaon  die  gewonnenen  Resul- 
tate f&r  die  Liniengeometrie  verwertet;  es  ergiebt  sich  hiebei 
IL  a.  eine  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  Eummer'schen 
Fliehe  ffir  den  Fall  der  hyperelliptischen  Functionen,  deren 
Gesehlecht  p  >2  ist.  Kr. 


Cr.  Pick.      Zur    Theorie    der    Aberseben    Functionen. 

Math.  AoD.  XXIX.  259-271. 

Fflr  den  Fall  der  hjperelliptischen  Functionen  erster  Ord- 
nung hat  Herr  Klein  (Ueber  hyperelliptische  Sigmafunctionen. 
Math.  Ann.  XXVII.  §  7)  gezeigt,  dass  es  unter  den  Integralen 
dritter  Gattung  ein  „Normalintegral^  giebt,  das  dadurch  ausge- 
zeichnet ist,  dass  der  Zähler  des  Integranden  eine  ganze  Cova- 
riante  der  Grundform  f  ist,  und  weiter  (§  9),  dass  durch  Ein- 
führung dieses  Normalintegrals  in  die  bekannte  Definitions- 
gleichung der  Thetafunction  durch  Integrale  dritter  Gattung  die 
in  dieser  Formel  auftretenden  Tbetafunctionen  in  die  von  Herrn 
Klein  eingeftthrten  er -Functionen  übergehen. 

Von  dem  Herrn  Verfasser  werden  in  der  vorliegenden  Ab- 
handlung die  analogen  Untersuchungen  für  die  zu  einer  ebenen 
algebraischen  Gurre  ohne  Doppel-  und  BUckkebrpunkte  gehörigen 
AbeFschen  Functionen  durchgeftlhrt. 

Ein  Teil  der  Resultate  wurde  von  dem  Herrn  Verfasser 
schon  früher  (Wien.  Ber.  XCIV.  367-371  und  739-747)  mitgeteilt. 

Kr. 

E.  GoURSAT.     Note  sur  quelques  integrales  pseudo-ellip- 
tiqaes.     S.  M.  f.  Ball.  XV.  106-120. 

Ein  Differential  von  der  Form 

f(x)dx 

wo  f(x)  irgend  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet,   werde 
durch  die  Substitution 


a<»  +  6<  +  c    _ 


31* 
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ttbergefabrt  in 

F(t)dt 


V  Ä(0 

Alsdann  existirt  eine  lineare  involutive  Substitution 

_  Nz^M 

welche  paarweise  die  Wurzeln  der  Gleichung  R(i)  =  0  permutirt, 
80  dass  man  identisch  hat: 

<-£^)=-^«- 

/,     ,      >.  J  eine  Substitution  von  der  Periode  2, 

welche   paarweise  die   vier  Wurzeln  a,  &,  c,  d  der   Gleichung 
R(t)  =  0  permutirt,    und  F(i)  eine  rationale  Function,   so  dass 

so  ist  das  Integral 


/ 


F(t) 


Vä(0 

ein  pseudo  -  elliptisches  Integral.  Dies  ergiebt  eine  Beziehung 
zwischen  pseudo  •  elliptischen  Integralen  und  den  linearen  Sub- 
stitutionen,  die  die  Wurzeln  der  Gleichung  R(i)  =  0  permutiren. 
Hiermit  hängt  das  Problem  der  Beduction  pseudo  -  elliptischer 
Integrale  zusammen;  vgl.  S.  Günther,  S.  M.  F.  Bull.  X,  s.  F.  d.  M. 
XIV.  1882.  377.  Es  folgt  die  Untersuchung  der  Gruppe  der  12 
linearen  Substitutionen,  welche  die  vier  Grössen  oc,  1,  a,  a*  per- 
mutiren. M. 

M.  NöTHKR.      Zum  Umkehrproblem   in  der  Theorie  der 
AbeFscheu  Functionen.     Math.  Add.  xxviii.  354-380. 

In  den  ersten  vier  Paragraphen  beschäftigt  sich  der  Herr 
Verfasser  mit  der  Herstellung  einer  möglichst  symmetrischen 
Gestalt  für  die  Formel,  durch  welche  einfache  Thetaquotienten 
algebraisch  durch  die  oberen  Grenzen  derjenigen  Integralsummen 
ausgedruckt  werden,  welche  die  Argumente  der  Thetafunctioneu 
bilden.      Die  Endformel   des  Herrn  Verfassers,    in    welcher    als 
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Argamente  der  Tbetaquotieoten  Summen  von  2p— 2  Integralen 
auftreten,  ist  auch  noch  symmetrisch  in  den  unteren  festen  Grenz- 
punkten  dieser  Integrale;  sie  enthält  ferner  den  sonst  in  den 
unteren  Grenzen  formal  eingeführten  einen  Punkt  der  Grund- 
eurve  mit  den  p  Berührungspunkten  einer  zu  diesem  Punkte 
gehörigen  Berührungscurve  auch  explicite  nicht  mehr,  und  es 
treten  endlich  auf  ihrer  rechten  Seite  nur  reine  Bertlhrungscurven 
auf.  §  5  enthält  einen  einfachen  Uebergang  von  dicHer  Formel 
zu  einer  neuen  Lösung  des  Jacobi'scheu  Umkehrproblems.  Der 
letzte  Paragraph,  §  6,  der  mit  dem  vorangehenden  Teile  der 
Arbeit  nicht  in  unmittelbarem  Zusammenhange  steht,  bebandelt 
eine  Frage,  welche  fttr  die  Theorie  der  linearen  Transformation 
der  Thetafunctionen  von  allgemeinem  Interesse  ist.  Vermöge 
einer  beliebigen  linearen  Transformation  T  wird: 

^«((11,  au))  =  ce/((-0)  ^a'((u\  aU)), 
wobei  die  Grössen  ti',  a'  von  den  Grössen  ti,  a  in  der  bekannten 
Weise  abhängen,  wobei  weiter  f((u'y)  eine  homogene  ganze  Func- 
tion zweiten  Grades  der  u\  c  aber  eine  von  den  ti'  freie  Constante 
ist,  und  wobei  endlich  die  Elemente  der  Charakteristik  {a')  sich 
aus  den  Elementen  der  Charakteristik  (a)  den  Gleichungen  (31) 
pag.  376  gemäss  zusammensetzen.  Indem  man  nun  ausschliess- 
lich die  Charakteristiken  (a),  (a')  ins  Auge  fasst,  pflegt  man 
auch  zu  sagen,  dass  die  Charakteristik  (a)  durch  die  lineare 
Transformation  T  in  die  Charakteristik  (o')  übergehe,  wenn  eben 
zwischen  den  Elementen  der  beiden  Charakteristiken  (a),  (a') 
die  Gleichungen  (31)  bestehen,  und  es  entspricht  so  jeder  linearen 
Transformation  eine  Charakteristikensubstitution.  Da  nun  weiter 
solchen  Transformationen,  welche  mod.  2  einander  congruent 
sind,  dieselbe  Charakteristikensubstitution  entspricht,  und  sich 
die  Substitutionen  in  der  nämlichen  Weise  wie  die  Transforma- 
rionen zusammensetzen,  so  erhält  man  der  Gruppe  der  mod.  2 
incongruenten  linearen  Transformationen  entsprechend  eine  end- 
liche Gruppe  von  Charakteristikensubstitutionen.  Der  Herr  Ver- 
fasser zeigt  von  ihr,  dass  sie  mit  jener  Gruppe  von  Charak- 
teristikensubstitutionen identisch  ist,  welche  er  frQher  (Math. 
Ann.  XVI)  betrachtet  und  als  die  Gruppe  jener  Charakteristiken- 
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Substitutionen  definirt  hat,  welche  die  GharakteristikenbeziebuBgen 
unverändert  lassen.  Kr. 


O.  Staude,      üeber  eine   Gattung   doppelt    reell  perio- 
discher Functionen  zweier  Veränderlichen.     M^th.  Ado. 

XXIX.  468-485. 

Neben  dem  durch  Thetafunctionen  von  p  Argumenten  ge- 
lösten „yollständigen^  Umkehrproblem  der  hyperelliptischen 
Integrale  erster  Gattung  vom  Geschlecht  p  steht  eine  Reihe 
anderer  „unvollständiger^  Umkehrprobleme,  die  besonders  bei 
Anwendungen  auf  Mechanik  von  Wichtigkeit  sind.  Das  erste 
derselben  knflpft  sich  an  die  Gleichungen 

und  verlangt  die  rationalen  symmetrischen  Functionen  der 
Yariabeln  Xi  durch  die  Yariabeln  U  auszudrücken.  Ein  zweites 
unvollständiges  Umkebrproblem  knüpft  eine  ähnliche  Fragestellung 
an  ein  entsprechend  weiter  reducirtes  System  von  p— 2  Olei- 
chungen  zwischen  p— 2  Variabein.  So  geht  ein  (p — 2y^  und  ein 
(p— -1)*^  Problem  resp.  von  den  Gleichungen 


/*'   x^dx^  7*^   x^dx^ 

und  der  Gleichang 


=  '. 


/ 


'1     dx. 


aus  und  verlangt  die  symmetrischen  Functionen  von  a;,,  x^^  resp. 
x^  selbst  durch  (,,  t„  resp.  (,  auszudrücken.  Dabei  bleibt  R{x) 
überall  vom  Grade  2p -fl. 

Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  zunächst  mit  dem 
vorletzten  dieser  unvollständigen  Umkehrprobleme,  das  zugleich 
in  wesentlich  verallgemeinerter  Gestalt  behandelt  wird.  Die 
Betrachtung  ftihrt    zu    einer  Gattung  doppelt  reell   periodischer 
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FanetioneD  zweier  reellen  Veränderlichen,  zu  denen  als  specielle 
Fälle  die  hyperelliptischen  Functionen  zweier  Variabein  vom 
Geschlecht  p  =  2  gehören.  M. 


F.  Hrioschi.      Zur  Trausformation    dritten    Grades    der 
hjperelliptischeii  Functionen  erster  Ordnung.      (Aoeiag 

eines  Briefes  an  M.  Kraase  io  Rostock).    Math.  Add.  XXVIII.  594-596. 

M.  Krause.      Zur    Transformation    dritten    Grades    der 
by perelliptischen  Functionen  erster  Ordnung.     (Aasaug 

eioes  Briefes  ao  Fr.  Brioschi  in  Mailand).    Math.  Add.  XXVIII.  597-GOO. 

Die  beiden  Noten  behandeln  die  Transformation  dritten 
Grades  der  Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  und  insbe- 
sondere jene  Relationen,  welche  in  diesem  Falle  zwischen  den 
Nullwerten  der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Theta- 
functionen bestehen.  Kr. 


H,  Möller.      Zur   Transformation   der  Thetafunctionen. 

Diss.  Rostock.  37  S.  8®. 


F.  Caspary.     Sur  les  systfemes  orthogonaux,  formös  par 
les  fonctions  thgta.     0.  R.  civ.  490-493. 

Wenn  man  bei  den  Thetafunctionen  einer  Variabein  vier 
Argumente  tr,  x^  y,  %  mit  to',  x\  y',  ;&'  durch  die  Formeln 
2w'  =  tt?+«+y+»  u.  s.  w.  mit  einander  yerkndpft  und 

^«(«,  7)^a(«,  q)  =  Mw,  v)  (a  =  0,  1,  2,  3) 

setzt,  so  bilden  die  16  Grössen 

abgesehen  vom  Vorzeichen,  ein  orthogonales  System. 

Durch  Anwendung  der  bekannten  Transformationen  zweiten 
Grades  auf  die  Thetaproducte  erscheinen  die  Formeln,  welche 
das  orthogonale  System  bestimmen,  in  Form  von  Identitäten. 

Dieser  Beweis  lässt  sich  direct  aufTheta  von  ^  Argumenten 
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fibertragen.    Nach  einer  von  Herrn  Weierstrass  gegebenen  Formel 
flfir  die  Transformation  zweiten  Grades  ist 

(a)     J  J^ ; ; ;  J'  =  2:(-i)* «  ^a,b,,      (k  =  i, 2, ...,  2^), 


wo 


A 


gesetzt  ist,  Q  die  Tbetafunction  mit  den  doppelten  Moduln  2t«^ 
bedeutet  und  jedes  k  den  Wert  0  und  1  annimmt 

Mit  HOlfe  dieser  Formel  ergeben  sich  ffir  ^  =  2  die  ent- 
sprechenden Identitäten,  und  man  findet  so  die  bekannten 
16  Producte  der  Thetafunctionen  zweier  Variabein,  welche  ein 
orthogonales  System  bilden. 

Giebt  man  in  (a)  ^—2  der  Grössen  d  die  speciellen  Werte 
di  und  darauf  di  +  1  und  addirt  die  Formeln,  so  enthält  die 
rechte  Seite  nur  noch  vier  der  Grössen  A  und  vier  der  Grössen 
JB.  Wenn  man  diese  Grössen  entsprechend  den  Formeln  fllr 
^  =  2  ordnet  und  mittels  der  Gleichung  (a)  durch  die  Theta 
mit  Q  Argumenten  ausdrfickt,  so  gelangt  man  zu  orthogonalen 
Systemen.  Heb. 

BoLZA.     Ol)  binary    sextics  with   linear  transformations 

intO   tbemselves.       American  J.  X.  47-70. 

BoLZA.       üeber     Binärformen     sechster     Ordnung     nait 
linearen  Substitutionen  in  sich.     Math.  Add.  xxx.  546-552. 

Bericht  auf  S.  119ff.  dieses  Bandes. 


HoLZA.  Darstellung  der  rationalen  ganzen  Invarianten 
der  Binärformen  sechster  Ordnung  durch  die  Null- 
werte der  zugehörigen  £►- Functionen.     Gott  N.  418-421, 

Math.  Ann.  XXX.  478-495. 

Bericht  auf  S.  122  dieses  Bandes. 
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F.  Brioschi.     SuUe  funzioni   sigma  iperelHttiche.       Rom. 

Aeo.  L.  Reod.  (4)  III.  245-250,  311-315. 

Fortsetzung  der  Arbeit  in  IL  199-203,  215-221  (s.  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  418).    Es  werden  für  die  Function 

<^y.    'O    -    e*  ©(0)  ' 

WO 

D  =  K2i4.«*;  +  ^t*.ti,+2.4.tiJ), 
und  ftlr  die  besonderen  Sigmafunetionen  Or^{u^^  ti,)  analoge  Diffe- 
rentialgleichungen hergeleitet,  wie  Formel  (10)  in  §  25  der 
, Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Func- 
tionen" von  Weierstrass-Schwarz,  Den  c,,  e„  e,  der  elliptischen 
Sigmafunction  entsprechen  simultane  quadratische  Covarianten 
(7^)s)  welche  betrachtet  werden,  ebenso  die  Functionen  Pr«(««,9  ^^^ 
welche  dem  ip{u)  der  elliptischen  Sigmafunction  entsprechen. 

M. 

E.  WiLTHBiss.  lieber  eine  partielle  Differentialgleichung 
der  Thetafunctionen  zweier  Argumente  und  über  die 
Reihenentwickelung  derselben.      Math.  aod.  xxix.  272-298. 

Der  Verfasser  st&tzt  sich  in  vorliegender  Abhandlung  auf 
seine  im  Bande  IC  des  Joum.  ftlr  Math,  veröffentlichten  Unter- 
suchungen (F.  d.  M.  XVIL  1885.  480)  und  auf  die  des  Herrn 
Brioschi  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IL  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  418). 
Er  giebt  die  Differentialgleichungen,  die  zwischen  den  Ableitungen 
der  Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  nach  den  Argumenten 
und  den  Parametern  bestehen,  sowie  die  aus  diesen  Differential- 
gleichungen abgeleiteten  Recursionsformeln  für  die  Coefficienten 
der  nach  Potenzen  der  Argumente  entwickelten  Thetafunctionen 
mit  besonderer  Berücksichtigung  ihrer  Eigenschaft  als  Invarianten 
und  Covarianten  nach  der  von  Herrn  F.  Klein  in  seiner  Ab- 
handlung „lieber  hyperelliptische  Sigmafunetionen*'  Math.  Ann. 
XXVIL  (siehe  F.d.  M.  XVIII    1886.  418)  gegebenen  Anregung. 

Zu  diesem  Zwecke  ist  es  notwendig,  dass  A(a;)  vom  sechsten 
Grade  ist,  ausserdem  wird  statt  @(u,,ti,)  eine  Function 
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eingeführt  und  für  diese  die  Differentialgleichung  zwischen  den 
zweiten  und  ersten  Ableitungen  nach  u^  und  ti,  und  ihrer  Ab- 
leitung nach  einer  Wurzel  von  R(x)  sowie  der  Function  selbst 
aufgestellt.  Den  drei  hierbei  auftretenden  unbestimmten  Constanten 
werden  darauf  solche  Werte  gegeben,  dass  die  Glieder  gleicher 
Dimension  in  der  Reibenentwickelung  der  Thetafunctionen,  ab> 
gesehen  von  gewissen  Pactoren,  unmittelbar  Govarianten  werden ; 
hierbei  ergiebt  sich  zugleich  der  Ausdruck  für  die  Glieder 
zweiter  Dimension  der  geraden  Theta,  und  es  wird  der  der 
dritten  für  die  ungeraden  berechnet. 

Die  betreffende  Differentialgleichung  wird  darauf  umgeformt 
und  zunächst  in  einer  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  von  A(«)  symme- 
trischen Form  gegeben. 

Hierbei  zeigt  sich,  dass  die  Glieder  der  gleichen  Dimension 
in  ti,  und  ti,  bei  den  geraden  Theta  simultane  Covarianten  der 
beiden  kubischen  Formen  sind,  in  die  R(x^^x^)  sich  zerlegen 
lässt,  und  ebenso,  dass  die  der  ungeraden  Theta  solche  einer 
linearen  Form  und  der  dazu  gehörigen  Form  fünfter  Ordnung 
sind.  Ferner  werden  die  Ableitungen  nach  den  Coef&cienten 
dieser  Formen  eingeführt,  also  entweder  nach  denen  der  beiden 
kubischen  oder  nach  denen  der  ersten  und  fünften  Ordnung,  die 
Differentialgleichung  entsprechend  umgeformt  und  die  Recursions- 
formeln  für  die  Glieder  gleicher  Dimension  gegeben.  Die  Glieder 
werden  einerseits  bis  zur  siebenten,  anderseits  bis  zur  sechsten 
Dimension  durch  Covarianten  unter  Anlehnung  an  die  Clebsch'sche 
Bezeichnungsweise  vollständig  gegeben.  Hch. 


M.  Krause.      Ueber  einige   Differentialbeziebungen    im 
Gebiete    der  Thetafunetionen    zweier    Veränderliehen. 

ADDali  di  Mat.  (2)  XV.  173-185. 

Man  bezeichne  die  ursprünglichen  Moduln  der  hyperellip- 
tischen Functionen  erster  Ordnung  mit  x',  Jl',  ^^  ihre  Argumente 
mit  u^j  fi„  ihre  Perioden  mit  2ür,,,  2J5f,,,  2Ä',j,  2ff„,  ferner  die 
entsprechenden  mit  Hülfe  einer  rationalen  Transformation  ti^ 
Grades  transformirten  Grössen  mit  c*,  /',  m',  ii',,  w',,  2C,„  2C,„ 
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2C,,,  2C,3  beziehlich.  Die  transformirteB  Argumente  ti',,  ii',  sind 
dann  homogene  lineare  Functionen: 

ii;  =  *,tt,+iif,ii, 

der  ursprQngliehen,  und  die  dabei  auftretenden  Coefficienten 
M^y  Mp  if,,  üf,  sind  die  sogenannten  Multiplicatoren.  Diese 
Multiplieatoren  genOgen,  als  Functionen  von  x,  A,  ju  oder  von 
c,  /,  in  betrachtet,  einer  Reihe  yon  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  und  einer  Reihe  von  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.  Die  ersteren  werden  in  §  1 ,  die  letzteren  in  §  3  der 
Torliegenden  Abhandlung  von  dem  Herrn  Verfasser  abgeleitet. 
In  §  2  werden  ferner  Differentialgleichungen  aufgestellt,  denen 
die  Perioden  2(7,,,  2C,,,  als  Functionen  von  c,  /,  m  aufgefasst, 
Genüge  leisten,  und  in  §  4  endlich  werden  Differentialgleichungen 
zwischen  den  ursprünglichen  und  den  transformirten  Moduln 
abgeleitet.  Die  Resultate  der  §§  2  und  4  sind  zum  grössten 
Teile  auch  in  die  §§  31,  45  und  43  des  Werkes  des  Herrn  Ver- 
fassers: ^Die  Transformation  der  hyperelliptischen  Functionen 
erster  Ordnung*'  (Leipzig  1886)  aufgenommen.  Kr. 

F.  Caspart.     Bar  les  tbäorfemes  d'addition  des  fonctions 

th^ta.     C.  R.  CIV.  1255.1258. 

F.  Caspart.      üeber  einen  einfachen  Beweis  der  Rosen- 
hain'schen  Fundamentalforroeln.    Math.  Add.  XXX.  571-577. 

Bezeichnet  man  mit  ^(ti;  ^d,  ie)  eine  allgemeine  Theta- 
fanction  von  q  Variabein,  so  ist  nach  einer  Weierstrass'schen 
Formel 

=  2:(-l)«  "  ©(2110»);  0,  iA(*))  ©(2u«;  0,  iA*  +  i«), 
wo  Ä  =  0,  1,  .. .,  2?--l  und  &  die  Thetafunction  mit  doppelten 
Moduln.    Ist  nun  A^^  eine  von  il^*>  abhängige  Grösse  und  A\^^^ 

dieselbe  Grösse,  wenn  man  AW  durch  X^^^'\-X^*^  ersetzt;  ferner 
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80  wird  das  Product 

h  k 

Setzt  man  hierin 

4"^  =  0(2ii(-);  0,  iiW),     Ai^'l  =  ©(2ti(-);  0,  iA^  +  ^A-). 

und 

80  erhält  man 

A^u^9)  =  2:4«>;^i^'«)  (Ä  =  0, 1, . . .,  Ä). 

Giebt  man  jetzt  den  Indices  p,  q  die  Werte  1,  2,  3,  4,  so  erh&lt 
man  in  Folge  der  Identität 

(/40)^(2))(^(3)^O))   =  (^(0^(3))  (4(2) ^W) 

die  Formel 

2:«!')  *i^^)  j:e(*)  ^p  =  2:«f^^^''^^j:«i*^i^'^ 

die   ein    sehr   allgemeines  Additionstheorem  darstellt  und  durch 
Specialis! rung  eine  grosse  Menge  bekannter  Sätze  ergiebt. 

Zum  Schluss  bemerkt  der  Verfasser,  dass,  wenn  mau  den 
Indices  p,  q  die  Werte  1,  2,  . . .,  2m  giebt,  wo  m  >  2,  man  auf 
dieselbe  Weise  noch  andere  Additionstheoreme  erhält 

In  der  zweiten  Arbeit  giebt  Herr  Gaspary  im  §  1  die  auf 
die  quadratische  Transformation  der  Thetafunctionen  zweier  Va- 
riabein beztlglichen  Relationen  in  dem  Umfange,  wie  er  sie  im 
zweiten  Paragraphen  zum  Beweise  der  Rosenhain'schen  Funda- 
mentalformeln braucht;  im  §  2  schlägt  er  denselben  Weg  wie  in 
der  ersten  Arbeit  ein.  Indem  er  die  Formeln  vollständig  fOr  die 
Theta  zweier  Variabein  aufstellt,  gelangt  er  zu  der  im  ersten 
Teil  des  Referats  angegebenen  Schlussformel  und  entwickelt  aus 
dieser  als  speciellen  Fall  die  von  Rosenhain  gegebenen  Relationen. 

Hch. 

M.  Krause.      Sur    les    fonctions    quadruplement    p^rio- 
diques  de  deuxi^me  et  de  troisifeme  espfece.      Joorn.  de 

Math.  (4)  III.  87-107. 

Der  Herr  Verfasser    wurde  durch   die  Lecttlre   von  Herrn 
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Hermite's  Abhandlungen:  „Sur  quelques  applications  des  fonetions 
elliptiques"  veranlasst,  analoge  Untersuehungen  im  Gebiete  der 
hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  dadurch  vorzube- 
reiten, dass  er  den  Hermite'schen  Fundamentalfunctionen  ent- 
sprechende Functionen  aus  den  Thetafunctionen  zweier  Verän- 
derlichen zusammensetzt  und  deren  hauptsächlichste  Eigenschaften 
untersucht.  Insbesondere  wird  gezeigt,  welchen  Functional- 
gleidiungen  dieselben  genfigen,  und  welche  Systeme  von  Diffe- 
rentialgleichungen mit  ihrer  Hülfe  gelöst  werden  können. 

Kr. 


P.  M.  PoKROWSKY.     Theorie   der   ultraelliptischen  Func- 
tionen   erster  Klasse.     Moskaa.  (Bussiscb). 

Die  umfangreiche  Arbeit  bezweckt  die  Untersuchung  der 
ultraelliptischen  Functionen  AI  (ti^  ti,)a,  welche  Herr  Weierstrass 
in  den  berfihmten  Abhandlungen  eingeffihrt  hat:  „Zur  Theorie 
der  AbeFschen  Functionen"  und  „Theorie  der  Aberschen  Func- 
tionen''. Der  Verfasser  scheint  mit  den  späteren  Weierstrass*- 
schen  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  ultraelliptischen 
Functionen  unbekannt  zu  sein;  demnach  benutzt  er  diejenigen 
Vorstellungsweisen,  wie  mehrblättrige  Fläche,  Perioden  weg, 
kanonisches  Querschuittsystem  u.  s.  w.,  auf  welchen  Riemann 
seine  Theorie  aufgebaut  hat.  Die  Arbeit  ist  in  sechs  Gapitel 
geteilt: 

I.  Theorie  der  ultraelliptischen  Integrale  erster  Klasse  nach 
der  Riemann'schen  Methode.  In  diesem  Gapitel  führt  der  Ver- 
fasser die  Integrale  ein,  welche  er  als  analog  zu  den  normalen 
Riemann'schen  ansieht.  Es  sind  zwei  Integrale  erster  Gattung, 
welche  die  Perioden  1,  0,  id,,,  tJ,,  resp.  0,  1,  id,,,  id,,  haben. 
Dabei  ist  ^^^  =  dj,. 

IL  Ueber  die  Functionen  0  von  zwei  Argumenten.  Als 
Gmndfunction  wird  die  Function  ÖCu^fj)  behandelt,  welche  das 
folgende  System   der   simultanen   Moduln    der  Periodicität    hat: 

(1,0),   (0,1),   (tcJ,.,!!!,,),   (Id,,!*,,). 

III.      Das    AbeFsche    Theorem    und    die    Jacobi'sche    Um- 
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kehrungsaufgabe.     Diese  Aufgabe    wird  naefa  der  Weierstrass'- 
sehen  Methode  mit  Hülfe  der  Funetionen  AI(ti„  u,)«  gelöst. 

IV.  Beziehungen  zwischen  den  6- Functionen  und  den 
Functionen  von  Bosenhain,  Riemann  und  Weierstrass.  Ultra- 
elliptische Functionen. 

V.  Die  Grundeigenschaften  der  ultraelliptischen  Functionen 
und  die  allgemeinsten  Eigenschaften  derselben.  Es  werden  die 
Beziehungen  zwischen  Quadraten  und  Producten  der  ultraellip- 
tischen Functionen,  sowie  die  Ausdrücke  fttr  die  partiellen  Ab- 
leitungen der  ultraelliptischen  Functionen  gegeben.  In  diesem 
Capitel  beweist  der  Verfasser  mehrere  Formeln,  welche  von 
Herrn  Weierstrass  ohne  Beweis  gegeben  wurden. 

VI.  Die  Entwicklung  der  ultraelliptischen  Functionen  in 
trigonometrische  und  hyperbolische  Reihen.  Wi. 


F.  Klein.     Zur  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen 
beliebig  vieler  Argumente.     Gott.  N.  515-521. 

Diese  Arbeit  giebt  eine  Erweiterung  der  vom  Verfasser  in 
den  Math.  Ann.  XXVII.  (s.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  418)  „Ueber 
hyperelliptische  Sigmafunctionen"  geführten  Untersuchungen  auf 
hyperelliptische  Functionen  beliebig  vieler  Argumente.  E^  wird 
eine  homogene  binäre  Form  (2p +  2)'^  Grades  /ip+2(»„  »,)  xu 
Grunde  gelegt  und  diese  auf  jede  Weise  in  das  Product  zweier 
Factoren  vom  Grade  p+1  — 2/i  und  p  +  l  +  2/i  zerlegt,  wo 
ju  =  0,  1,  ...,  i(p+l)  ist,  also  f2p+2  =  ^Pp+i-3^.Vp+i+2^;  ferner 
werden  die  überall  endlichen  Integrale  erster  Gattung  von  der 

Form    /  *?-'•»;-*(« da) (/ä)-»  mit  «?,,...,  tCp  bezeichnet  und  die 

Summen  der  Integrale  von  dwa  zwischen  den  Grenzen 
a,  x'\  ...;  a,  x(^>'>  mit  Wa>  Bildet  man  nun  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  V  hinreichend  gross,  die  2v- reihigen  Determinanten: 

so  verhalten  sich  die  2'^*  Thetafunctionen  ^(tt>„  ...,  lOp)  einfach  wie 
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die  mit  gewissen  Constanten  maltiplicirten  Z>,  in  der  Art,  dass 
geraden  und  angeraden  fi  gerade  und  ungerade  ^  correspondiren. 

Herr  Klein  bezeichnet  darauf  das  allgemeine  Integral  dritter 
Gattung  ^^9  wenn  a;  mit  a/^  y  mit  y*  zusammenfallen,  die  zu- 
gehörigen Quadratwurzeln  von  f  aber  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  mit  i^y,   bildet  den  Ausdruck 

Ü{x,  y)  =  (xy)  e*'^^ .  (fx .  fy^i 
und    aus   diesem   einen   zweiten   X(x)^    indem    er   y  =  x    und 
y  fy  -=  — yjx  setzt;  dann  ist 

wo  G  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  to  und  C 
eine  Constante  ist,  die  von  der  einzelnen  Thetafunction  9  zur 
anderen  wechseln  kann,  während 


V 


(4f  ^  g  (/IX  (a;(0))l- 

(ilVfxCO)» 
(t,  Ä  =  1,  .. .,  2v;  t^*) 

Jetzt  führt  der  Verfasser  statt  des  allgemeinen  Integrals  dritter 
Gattung  ein  dem  in  der  Arbeit  in  den  Math.  Ann.  XXVII.  ent- 
sprechendes ausgezeichnetes  Q  ein  und  gelangt  so  zu  6 -Func- 
tionen, die  den  in  jener  Arbeit  gegebenen  <f- Functionen  ent- 
sprechen  und  also  auch  mit  a  bezeichnet  werden.  Dieselben 
haben  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  sie  in  nach  Potenzen 
Ton  IT,,  ...,  tTp  fortschreitende  Reihen  entwickelt,  die  Coef- 
ficienten  dieser  Entwickelung  ganze  rationale  Functionen  der 
(üoefBcienten  jener   anfangs   erwähnten    Formen  9,  \^   werden. 

Es  sei  (tr,  9,  ^)  eine  homogene  Function  k^""  Grades  in  den  «?, 
m**"  Grades  in  den  Coefficienten  von  y  und  n**"  in  denen  von 
(^,  dann  schreibt  sich  die  Reihenentwickelung  des  einzelnen,  zur 
Zerlegung  f  =,  q>,\f;  gehörigen  a  in  der  Form 

a(»„...,  Wp)  =  (ir,  g>,  tp)  +  (w,  9,  tp)  +  •••  +  («>,  9,  V')  +  • '  •• 
Jeder  einzelne  in  Klammem  stehende  Teil  erweist  sich  dabei 
als  simultane  Invariante  von  q>(x)^  xp(x)  und  einer  Form  (p— 1)^° 
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Grades 

Dann  wird  auf  den  ersten  Term  der  Entwickelang  von  a(w^^ .. . ,  t^p) 
besonders  eingegangen  und  sein  Ausdruck  genauer  gegeben. 
Zum  Schluss  wird  noch  der  Zusammenhang  zwischen  den  o  und 
^  kurz  besprochen. 

Die  Arbeit  ist  in  äusserst  gedrängter  Form  geschrieben,   die 
Beweise  sind  grösstenteils  nur  angedeutet.  Hch. 


A.  y.  BraunmOhl.  Untersuchungen  Ober  p-reihige  Charak- 
teristiken, die  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind, 
und  die  Additionstheoreme  der  zugehörigen  Thetafanc- 

tionen.      München  Abb.  XVI,.  327-368. 

Die  vorliegende  Arbeit,  deren  Resultate  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser teilweise  schon  frOher  (Elrlang.  Ber.  1886)  yeröffentlicht 
wurden,  enthält  in  ihrem  ersten  Abschnitte,  §§  1—7,  eine  Theorie 
der  p-reihigen  Drittelcharakteristiken,  welche  sich  ziemlich  strenge 
an  jene  Gesichtspunkte  hält,  die  Herr  Frobenius  (J.  fllr  Math. 
LXXXIX)  fttr  die  Behandlung  der  Theorie  der  gewöhnlichen 
Charakteristiken  angegeben  hat 

Entsprechend  der  Einteilung  der  gewöhnlichen  Charak- 
teristiken in  gerade  und  ungerade  teilt  der  Herr  Verfasser  die 
S^p  Drittelcharakteristiken,  die  er  unter  Fortlassung  des   allen 

Elementen  gemeinsamen  Nenners  3  mit  (  )  * '  *    f )    bezeichnet, 

in  drei  Arten  ein,  indem  er  eine  Charakteristik  von  der  ersten, 

zweiten  oder  dritten  Art  nennt,  je  nachdem  a^a\-\ [-Ofaif^Oy  1 

oder  —1  (mod.  3)  ist.  Dass  die  Anzahlen  Sp^  rp,  r'p  der  Charak- 
teristiken erster,  zweiter,  dritter  Art  gewisse  von  dem  Herrn 
Verfasser  angegebene  Werte  besitzen,  beweist  derselbe  durch  den 
Schluss  von  p—1  auf  p.  Da  aber  dieser  Beweis  keine  Bestim- 
mung der  Anzahlen  5p,  Vp^  rp  liefert,  vielmehr  deren  Kenntnis 
schon  voraussetzt,  so  wäre  es  wohl  vorzuziehen  gewesen,  die  von 
Herrn  Prym  (Unters,  ü.  d.  Riemann'schen  Thetafunctionen  p.  52) 
angegebene  Bestimmung  der  Anzahlen  der  geraden  und  ungeraden 
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Charakteristiken  nachzubilden  und  aus  den  Gleichungen 
Sp  =  5*p-i+2rp-.i+2r;,-i,    r^  =  2fp_i+6rp-.i4-2r;,-i, 

r'p  =25p-i+2rp.i+6r^-i 
die  folgenden 

und  hieraus  die  weiteren 

abzuleiten,  aus  denen  dann  sofort  Vp  =  Vp  folgt,  während  sie 
zur  Bestimmung  von  5p  und  tp  die  Gleichungen: 

ip+2rp  =  3^,    Sp-^Tp  =  3p 
liefern. 

Zur  Erläuterung  und  teilweisen  Berichtigung  des  im  Anfange  des 
§  2  Auseinandergesetzten  mag  hier  das  Folgende  bemerkt  werden. 
Wenn  irgend  eine  Relation  zwischen  beliebigen  Thetafunctionen 

^[«KC»)),    '»[«((")),    ^\yW)\    •  •  • 

vorliegt,  so  kann  man  aus  ihr  auf  zwei  verschiedene  Weisen 
weitere  ähnliche  Relationen  ableiten,  erstens,  indem  man  die 
Argumente  der  Thetafunctionen  um  die  einer  Charakteristik  [x] 
entsprechenden  Teile  der  Perioden  vermehrt,  zweitens,  indem 
man  auf  die  Thetafunctionen  eine  lineare  Transformation  T  an- 
wendet. Im  ersten  Falle  erhält  man  eine  Relation  zwischen  den 
Functionen  ^[xa]((c)),  ^[x/?]((o)),  ...,  im  zweiten  Falle  (wenn 
man  schliesslich  noch  die  früheren  Argumente  und  Moduln 
wiederherstellt)  zwischen  den  Functionen 

^[«KW),    *[/^'J(W),   *[/](W),    .  .  ., 

wobei  allgemein  die  Elemente  der  Charakteristik  [«']  =    tJ  *"  if  1 

LA, ...  yipJ 

sich  aus  den  Elementen  der  entsprechenden  Charakteristik 
[«]  =  [J    * '  H  den  Gleichungen 

e  t 

(y  =  1,  2,  ...,  p) 
gemäss  zusammensetzen,  wenn  man  sich  in  der  Bezeichnung  der 

Forucbr.  d.  Math.   XU.  1.  32 
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die  Transformation  T  charakterisirenden  ganzen  Zahlen  der 
Dissertation  des  Herrn  Thomae  anschliesst.  Man  kann  daher 
sagen,  dass  den  genannten  Operationen,  nämlich  den  Ver- 
mehrungen  der  Argumente  am  Periodenteile  und  den  linearen 
Transformationen,  gewisse  Charakteristikenänderungen,  die  kurz 
Gharakteristikenadditionen  und  Charakteristikentransformationen 
zu  nennen  erlaubt  sein  möge,  entsprechen.  Man  erkennt  nun 
aber  sofort,  dass  für  die  Gharakteristikentransformationen  das 
Gebiet  der  3^^  Drittelcharakteristiken  kein  geschlossenes  ist;  in- 
dem im  allgemeinen  aus  einer  Gharakteristik,  die  ans  Dritteln 
ganzer  Zahlen  gebildet  ist,  durch  Transformation  eine  solche 
hervorgeht,  deren  Elemente  Sechstel  ganzer  Zahlen  sind;  weiter 
ist  bekannt,  dass  durch  Gharakteristikentransformationen  der 
Wert  des  Symbols  a\ß  nicht  ungeändert  bleibt,  endlich  aber 
auch,  dass  keine  Vertauschbarkeit  der  Gharakteristikentransfor- 
mationen  mit  den  Gharakteristikenadditionen  besteht.  Alle  diese 
Eigenschaften  besitzt  vielmehr  nur  jene  Gruppe  von  Gharak- 
teristikenänderungen,  bei  der  die  Elemente  g\  h!  der  neuen  Gharak- 
teristik mit  den  Elementen  9,  h  der  ursprünglichen  durch  die 
Gleichungen 

g'r  =  2:(cCey9€—ßr€he)\   K  =  üi—yyege+iyeK)    (v  =  1,  2,    .  .  .,  p) 

verknüpft  sind.  Diesen  Gharakteristikenänderungen  aber  liegen 
nicht,  wie  der  Herr  Verfasser  behauptet,  unimodulare  lineare 
Transformationen  der  Perioden  oder,  was  dasselbe  ist,  lineare  Trans- 
formationen der  Thetafunctionen  zu  Grunde,  sondern  vielmehr 
lineare  Transformationen  verbunden  mit  Aenderungen  der  Variablen 
um  halbe  Perioden. 

Der  zweite  Abschnitt  §§8-14  behandelt  die  zwischen  den 
Thetafunctionen  mit  Drittelcharakteristiken  bestehenden  Relationen. 
In  §  9  wird  eine  erste  Gruppe  von  Thetaformeln  abgeleitet;  die- 
selben entsprechen  genau  jenen  Formeln,  welche  Herr  Frobenius 
in  §  3  seiner  oben  erwähnten  Arbeit  für  die  gewöhnlichen  Theta- 
functionen mitgeteilt  hat;  auch  die  Herstellungsweise  der  Formeln 
ist  derjenigen  des  Herrn  Frobenius  nachgebildet.  Die  als  Funda- 
mentalformeln erscheinenden  Formeln  (9),  (10),  (11)  sind  einander 
äquivalent,  insofern  als  aus  jeder  von  ihnen  die  beiden  übrigen 
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direet  erhalten  werden  können.  Die  Formel  (11)  ist  als  specieller 
dem  Werte  r  =  3  entsprechender  Fall  in  jener  Thetaformel  (ö,) 
enthalten,  welche  Herr  Prym  und  der  Referent  schon  früher 
Acta  Math.  III.  veröffentlicht  haben. 

In  §  12  beabsichtigt  sodann  der  Herr  Verfasser,  eine  Theta- 
formel herzustellen,  welche  der  von  den  Herren  Frobenius 
(a.  a.  0.  pag.  219,  Gig.  9)  und  Nöther  (Math.  Ann.  XVI.  327 
Gig.  V)  ftlr  die  gewöhnlichen  Thetafunctionen  mitgeteilten  Funda- 
mentalformel entspricht,  und  versucht  auch  hier  das  Herstellungs- 
verfahren des  Herrn  Frobenius  nachzubilden.  Der  Herr  Verfasser 
fibersieht  aber,  dass  Herr  Frobenius  zu  der  am  Ende  der  S.  217  seiner 
Abhandlung  stehenden  Gleichung  nur  deshalb  gelangen  kann, 
weil  ein  Teil  der  bei  ihrer  Ableitung  auftretenden  Charakteristiken 
ungerade  wird  und  in  Folge  dessen  die  ihnen  entsprechenden 
das  Argument  Null  besitzenden  Thetafunctionen  verschwinden, 
und  bedient  sich  zur  Gewinnung  der  entsprechenden  Formeln  am 
Beginne  der  Seite  361  einer  falschen  Schlussweise.  Es  entbehren 
in  Folge  dessen  die  weiteren  von  ihm  abgeleiteten  Formeln, 
insbesondere  die  Fundamentalformel  (5)  und  die  aus  ihr  in  den 
§§  13  und  14  gezogenen  Folgerungen  der  Begründung.  Will 
man  eine  Thetaformel  ableiten,  deren  eine  Seite  von  der  Summe 
der  ^  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (5)  stehenden  Tbeta- 
producte  gebildet  wird,  so  wird  man  mit  Vorteil  von  der  Gig.  (11) 
des  §  9  ausgehen  und  auf  sie  ein  Verfahren  anwenden,  welches 
demjenigen  analog  ist,  dessen  sich  Herr  Prym  (Unters,  über 
die  Riemann'sche  Thetaf.  p.  94)  im  siebenten  Artikel  seiner 
ftlnflen  Abhandlung  bedient;  man  wird  dann  entsprechend  der 
Formel  (II)  jener  Abhandlung  zu  einer  Formel  gelangen,  welche 
an  Stelle  der  Formel  (5)  des  Herrn  Verfassers  zu  setzen  ist.  Von 
der  Aufstellung  derselben  mag  hier  aber  umsomehr  abgesehen 
werden,  als  die  vom  Herrn  Verfasser  aufgestellten  Fundamental- 
systeme so  lange  der  Existenzberechtigung  entbehren,  als  nicht 
an  den  ihnen  entsprechenden  Thetafunctionen  gewisse  sie  aus- 
zeichnende Eigenschaften  nachgewiesen  werden  können,  wie  sie 
den  Thetafunctionen  der  Fundamentalsysteme  des  Herrn  Fro- 
benius in  der  That  zukommen.  Kr. 

-  32« 
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J.  Thomak.     Bemerkung  über  ThetafunctioneD  vom  Ge- 
schlecht 3.       Leips.  Ber.  lOO-lll. 

Die  Darstellung  von  ^((0))  durch  die  Elassenmoduln,  d.  h.  die 
Coefificienten  der  GrandgleichuDg  F(5,  »)  =  0,  zu  welcher  die 
ThetafuDCtionen  gehören,  bildete  den  Gegenstand  einer  von  dem 
Herrn  Verfasser  im  LXVI.  Bande  des  Journals  fhr  Mathematik 
veröffentlichten  Abhandlung;  die  damals  mitgeteilte  Formel  für 
den  Fall  p  =  3  in  eine  einfachere  Gestalt  zu  bringen,  ist  die 
Aufgabe  der  vorliegenden  Arbeit. 

Die  von  dem  Herrn  Verfasser  früher  mitgeteilte  Formel 
(Formel  (1)  pag.  104)  kann  nämlich,  wie  Herr  Fuchs  im  LXXIII. 
Bande  des  genannten  Journals  gezeigt  hat,  von  den  in  ihr  vor- 
kommenden Wurzeln  der  Gleichung 

((m(5,  »)— m(«„  »,)-w(*„  »,)  -w(*„  »,)))  =  ((0)) 

befreit  werden.  Wird  dies  jedoch  durchgeführt,  so  treten  in  die 
Formel  (Formel  (3)  pag.  106)  drei  willkürliche  Grössen  f,,  f,,  ^, 
ein,  die  notwendig  nur  formal  in  ihr  enthalten  sein  können. 
Der  Herr  Verfasser  zeigt,  wie  die  Formel  in  eine  solche  Gestalt 
gebracht  werden  kann,  dass  sie  diese  Grössen  ^  auch  explieite 
nicht  mehr  enthält,  und  gelangt  so  zu  der  einfachen  Endformel 
(6)  pag.  108. 

In  der  ersten  Zeile  der  Abhandlung  muss  es  „Im  IC.  Bande" 
statt  „Im  LXXXIX.  Bande""  und  pag.  101  Zeile  11  „im  LXXI. 
Bande*"  statt  „im  LXXII.  Bande""  heissen.  Kr. 


P.  Appell.      Siir   quelques  applications  de   la   fonction 
Z{XjyjZ)  ä  Ih  physique  math^raatique.    Acta  Math,  vi  iL 

265-294.  (1886.) 

Die  in  der  früheren  Abhandlung:  „Sur  les  fonctions  de  trois 
variables  reelles  satisfaisant  k  T^quation  JF  =  0",  Acta  Math. 
IV.  313-374  (8.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  373)  definirte  Function 
Z(x,  y,  i)  wird  hier  auf  die  Lösung  yersohiedener  physikalischer 
Fragen  angewendet.  Diese  Anwendungen  basiren  auf  einer 
Ausdehnung  des  Mittag  -  Leffler'schen  Satzes   und  umfassen  als 


Capitel  2.     BeBoodere  Fooctiooeo.  501 

speciellen  Fall  die  Bestimmung  der  Oreen'schen  Function  fttr 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon  im  Riemann'schen  Sinne,  so- 
wie die  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  einer  sich  auf  dem 
Grande  eines  prismatischen  Geftsses  bewegenden  FlQssigkeit 
nach  den  Methoden  von  Boussinesq,  de  Saint-Venant  und  Flamant 
(C.  R  1870,  1882,  1883).  Die  Einführung  der  Function  Z(x,y,  »), 
die  durch  eine  absolut  convergente  Reihe  definirt  wird,  gestattet, 
die  Anwendung  der  nicht  absolut  convergenten  Reihen  zu  ver- 
meiden, auf  welche  die  genannten  Physiker  bisher  ausschliess- 
lich gefOhrt  wurden.  Beispiele  für  die  hier  befolgte  Methode 
worden  von  dem  Herrn  Verfasser  schon  frtther  in  den  C.  R. 
XCVIII  (8.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  982)  veröffentlicht.  M. 


A.  WiTTiNG.  üeber  Jacobi'sche  Functionen  Ar^«' Ordnung 
zweier  Variabein.     Math.  Add.  xxix.  157-170. 

A.  WiTTiNG.  lieber  eine  der  Hesse'schen  Configuration 
der  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  analoge  Configu- 
ration im  Räume,  auf  welche  die  Transformations- 
theorie der  hjperelliptischen  Functionen  (p  =  2)  führt. 

Dias.  Göttiogeo.  58  S.  9^. 

Die  von  Herrn  F.  Klein  im  Falle  p  =  1  eingeföhrten  Func- 
tionen Xa(u)  (vergl.  Klein,  Ueber  die  elliptischen  Normalcurven 
etc.  Leipz.  Abhandlungen  1885,  pag.  371)  besitzen  die  Eigen- 
schaft, dass  das  System  der  k  Functionen  Xa(a  =  0,  1,  ...,  ^--1) 
bei  einer  linearen  Transformation  der  Perioden  in  ein  System 
von  *  Functionen  Xa(a  =  0,  1,  ...,  Ä— 1)  tibergeht,  von  denen 
jede  aus  den  ursprflnglichen  Functionen  Xa  sich  linear  und 
homogen  mit  constanten  Coefficienten  zusammensetzt.  Die  Auf- 
stellung analoger  *•  Functionen  Xaß(a^ß  =  0,  1,  . . .,  *— 1)  fttr 
den  Fall  p  =  2  und  die  Untersuchung  dieser  Functionen  sowie 

Ä'  +  1 
der    daraus    zusammengesetzten  ^ geraden    Functionen 

fc'  —  1 
ITa^  =  Xa/9  +  ^-«, ik-)?  und    ^ ungeraden      Functionen 

Zaß -=  Xaß—X^^a,k^ß  bildet   den  Inhalt  der   ersten   sowie   des 
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ersten  Abschnitts  der  zweiten  der  beiden  vorliegenden  Abband- 
langen. 

Fasst  man  weiter  die  vier  im  Falle  A  =  3  existirenden 
Functionen  Z  als  homogene  Goordinaten  eines  Raumpunktes  auf, 
so  entsprechen  den  linearen  Transformationen  der  Perioden  Colli- 
neationen  des  Raumes;  deren  Gesamtheit  zu  untersuchen  und 
übersichtlich  darzustellen,  ist  die  Aufgabe  des  zweiten  Abschnittes 
der  zweiten  Abhandlung.  Er. 


W.  Rbichardt.     Ueber  die   Darstellung   der    Kummer'- 
sehen     Fläche     durch      hyperelliptische     Functionen. 

Nova   Acta   der   Ksl  Leop.  •  Garol.  Deatscheo  Akademie   der   Natar- 
forecher.  L.  375-483. 

Die  Eummer'sche  Fläche  wird  definirt  als  die  Singnlaritäten- 
*fläcbe  der  einfach  unendlich  vielen  confocalen  Liniencomplexe 
zweitenT  Grades: 

Während  nämlich  eine  Gerade  im  allgemeinen  vier  Gomplexen 
dieser  Schar  angehört,  deren  Parameterwerte  k\  A",  X'",  X"" 
die  elliptischen  Liniencoordinaten  der  Geraden  genannt  werden, 
gehört  eine  Tangente  T  der  Eummer'schen  Fläche  einem  Com- 
plexe  l  doppelt  zählend,  zwei  anderen  l\  l'*  aber  einfach  an. 
Da  die  singuläreu  Linien  der  beiden  letzteren  Complexe  die 
Haupttangenten  des  Berührungspunktes  von  T  sind,  so  heissen 
X\  V^  die  Haupttangentenparameter  dieses  Punktes.  Von  diesem 
Paare  algebraischer  Parameter  eines  Punktes  der  Eummer'schen 
Fläche,  durch  deren  Angabe  Qbrigens  der  Punkt  nicht  eindeutig 
bestimmt  ist,  indem  zu  jedem  Wertepaare  X\  V*  32  Punkte  der 
Fläche  gehören,  gelangt  man,  wie  Herr  F.  Elein  (Math.  Ann. 
XX VII.  106)  gezeigt  hat,  zu  einem  transcendenten  Parameter- 
paare, indem  man  die  hyperelliptischen  Integrale 

'''  "/  l/TW'   '"'"^  MW)' 
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auf  der  durch  Simultansteliung  der  fttnf  Verhältnisse: 

y  i—k, :  y  ;i— *,  :  ...  :y  l-K 

definirten  32  blättrigen  Riemann'schen  Fläche  von  einem  festen 

unteren  Grenzpunkte  einmal  zum  Punkte  q'^  V^ki^  das  andere 

Mal  zum  Punkte  ^"  yA"— /r,-  hinerstreckt  und  die  Differenzen 
u\  —  u"  1 1#3  —  t«','  der  erhaltenen  Integral  werte  als  Parameter 
U^  I  (7,  des  nunmehr  eindeutig  bestimmten  entsprechenden  Punktes 
der  Kummer'schen  Fläche  einftthrt.  Eine  zweite  ähnliche  Me- 
thode (§  6),  den  Punkten  der  Eummer'schen  Fläche  transcendente 
Parameter  zuzuweisen,  knüpft  sich  an  eine  von  Hrn.  Darboux  her- 
rührende algebraische  Parameterverteilung.  In  jedem  Falle  ge- 
hören infolge  der  Periodicität  der  Integrale  zu  jedem  Punkte 
der  Eummer'schen  Fläche  unendlich  viele,  um  Systeme  additiver 
Constanten  unterschiedene  Parameterwertepaare  U^  \  (7,,  und  eine 
eindeutige  Function  0{U^  \  U^)  des  Ortes  der  Kummer'schen 
Fläche  muss  eine  vierfach  periodische  Function  von  17,  |  (7,  mit 
bestimmten  Perioden  sein.  Insbesondere  werden  daher  Quo- 
tienten von  Thetafunctionen  mit  den  Variablen  U^  \  U^  und  pas- 
send gewählten  Parametern  eindeutige  Functionen  des  Ortes  der 
Kummer'schen  Fläche  sein.  Setzt  man  eine  solche  Function 
(Z)(f7j  1 17,)  einer  Constanten  gleich,  so  wird  dadurch  eine  Be- 
ziehung zwischen  (7,  und  (7,  geschaffen,  also  eine  Curve  auf 
der  Enmmer'schen  Fläche  definirt.  Die  Discussion  solcher  Cur- 
ven  bildet  den  hauptsächlichsten  Inhalt  der  Capitel  III-V. 

Aber  abgesehen  davon,  dass  man  in  der  hier  angedeuteten 
Weise  die  Theorie  der  Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen 
ffir  die  Geometrie  auf  der  Eummer'schen  Fläche  verwenden  kann, 
ist  die  Eummer'sche  Fläche  selbst  einer  Darstellung  durch'solche 
Thetafunctionen,  wie  zuerst  Herr  Weber  (J.  für  Math.  LXXXIV. 
332)  gezeigt  hat,  fähig.  Der  Verfasser  zeigt,  wie  solche  Glei- 
chungen der  Eummer*schen  Fläche  auf  verschiedene  Weisen  und 
in  verschiedenen  Formen  erhalten  werden  können  (cf.  pag.  408, 
428  u.  f ,  446).  Er, 
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K.  BoBEK.     üeber  hyperelliptische  Curven  III.  Wien.  Ber. 

XCV.  31-41. 

Siehe  AbschD.  IX,  Cap.  2. 


G.  KoBB.      Om    bäglängden    af  algebraiska  kroklinier. 

Stockh.  öfv.  XLIV.  No.  10.  713-719. 

Es  werden  die  notwendigen  and  hinreichenden  Bedingungen 
aufgestellt,  dass  das  Bogenintegral  einer  algebraischen  Cnrve 
ein  Abersches  Integral  erster  Gattung  wird.  K. 


R.  NosKE.      Die    kürzesten    Linien    anf  dem    Ellipsoid. 

Teil  II.     Pr.  Königsberg  i.  Pr. 

Fortsetzung  der  Abhandlung  vom  Jahre  1886  (s.  F.  d.  M. 
XVIII.  761).  Die  laufenden  Coordinaten  und  der  Bogen  der 
kQrzesten  Linien  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid  lassen  sich  be- 
kanntlich iui  allgemeinen  durch  hyperelliptische  Functionen  und 
Transcendenten  bestimmen,  in  gewissen  Fällen  aber  durch  ellip- 
tische. Es  werden  zur  Lösung  des  Problems  die  von  Rosenhain 
in  seinem  „Memoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  a 
quatre  p6riodes",  Paris  1850,  entwickelten  Formeln  benutzt.  Von 
der  einschlägigen  Literatur  werden  die  Abhandlungen  von 
Weierstrass  (Berl.  Monatsber.  1861.  986-997)  und  H.  Weber 
(J.  für  Math.  LXXXII.  133)  angeführt.  M. 


O.  Staude,     üeber  eine  Gattung  transcendenter  Raum- 
coordinaten.     Acu  Math.  x.  183-200. 

Herr  Staude  fasst  in  der  Einleitung  den  Inhalt  seiner  Ab- 
handlung mit  folgenden  Worten  zusammen. 

„Die  bekannte  Darstellung  der  geodätischen  Linie  auf  den 
Flächen  2**°  Grades  durch  hyperelliptische  Functionen  zweier 
Veränderliehen  und  verschiedene  ähnliche  Anwendungen  der  ge- 
nannten   Functionen    weisen    auf   eine   Gattung    transcendenter 
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Banmcoordinaten  hin,  darch  deren  Einführung  jene  Anwendungen 
auf  einen  gemeinsamen  Ausgangspunkt  zurückgeführt  werden. 
Statt  zur  Darstellung  einzelner  Baumgebilde  einen  oder  zwei 
Paranaeter  durch  die  Integralsummen  des  JacoJbi'schen  Umkehr- 
problems zu  definiren,  kann  man  nämlich  zuerst  darauf  aus- 
gehen, alle  Punkte  des  Raumes  durch  drei  unabhängige  Summen 
von  je  drei  hyperelliptischen  Integralen  darzustellen  und  die 
geometrische  Discussion  der  entsprechenden  räumlichen  Gebilde 
an  den  Gebrauch  dieser  transcendenten  Goordinaten  zu  knüpfen. 
Im  Folgenden  sind  als  typische  Formen  drei  unabhängige  Para- 
meter der  angedeuteten  Art  in  Kürze  zusammengestellt. 

Dabei  ist  nicht  sowohl  auf  die  mannigfachen  geometrischen 
Sätze  Rücksicht  genommen,  welche  als  gemeinsame  Folgerungen 
aus  jeder  einzelnen  dieser  Darstellungen  sich  ergeben,  als  viel- 
mehr auf  mechanische  Bedeutungen  der  letzteren.  An  den  her- 
angezogenen einfachsten  Beispielen  mechanischer  Vorgäoge,  deren 
analytische  Behandlung  auf  hyperelliptische  Functionen  1^  oder 
2^  Ordnung  führt,  wird  überdies  auf  eine  charakteristische 
Unterscheidung  der  betreffenden  Bewegungsvorgänge  hingewiesen. 
Bei  der  Anwendung  der  hyperelliptischen  Functionen  auf  die 
Darstellung  der  Bewegungen  kommt  nämlich  wesentlich  in  Frage, 
wie  viele  von  den  reellen  Periodicitätsmoduln,  respective  Systemen 
zusammengehöriger  Periodicitätsmoduln  bei  dem  einzelnen  Falle 
2ur  Geltung  gelangen.  Dieser  Frage  parallel  geht  die  andere, 
ob  die  betreffende  Bewegung  eine  unmittelbar  periodische  oder 
eine  nur  unter  gewissen  Bedingungen  periodisch  werdende  ist. 
Eine  darauf  beruhende  Gruppirung  aller  Bewegungsvorgänge 
findet  an  den  hier  behandelten  Darstellungen  der  Raumpunkte 
ihre  einfachste  Erläuterung."  Hch. 


D.    Kugel-  und  verwandte  Functionen. 
E.  Bbltrami.      Sülle   funzioni   sfericbe   d'una   variabile. 

Lomb.  Ist.  Beod.  (2)  XX.  469-478. 
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Bezeichnet  man,  wie  üblich,  mit  Pn(p)  und  Qn(x)  die  ein- 
fachen Kugelfanctionen  erster  und  zweiter  Art  and  setzt 

(1)        APn{x)JtBQn{x)  =  R^(ixl 

wo  die  Constanten  A^  B  vom  Index  n  unabhängig  sind,  so  gelten 
för  die  R  die  Kecursionsformeln 

dRn^i  dRn 


^-jf-+(n  +  l)Bi., 


^^v  .       äx  dx 

(2)  AR  AR 

-IT-  =  '-di — "'^- 

Diese  Gleichungen  finden  sich  schon  bei  F.  Neumann  (Beiträge 
zur  Theorie  der  Kugel functionen;  cf.  F.  d.  M.  X.  1878.  333-336). 
Doch  sind  sie  dort  für  die  Functionen  erster  und  zweiter  Art 
gesondert  abgeleitet,  auch  ist  ihre  wahre  Bedeutung  bisher 
nirgends  erkannt.  Sie  aHein  genQgen  nämlich,  um  mit  Hinzu- 
nahme der  Werte  von  P^  und  Q^  das  ganze  System  der  Kugel- 
functionen  einer  Veränderlichen  zu  definiren.  Der  Verfasser 
leitet  die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  folgendermassen  ab. 
Setzt  man 

(3)        Bn  =  x^+mq>, 

so  ergiebt  sich  aus  der  Differentialgleichung  für  A«,  falls  m  ent- 
weder =  n— 1  oder  =  —(«+2)  ist,  dass  q>  der  Gleichung 

gentigt.    Daher  ist  -^  'selbst  eine  der  Functionen  A;  und  damit 

folgen  aus  (3)  leicht  die  Gleichungen  (2). 

Diese  Gleichungen  werden  dann  benutzt,  um  die  Reihe 


2:s-Rn  =  F{x,  s)  [x^  <!,*'<  1] 

zu  Summiren.    Zu  dem  Zwecke  wird  das  vollständige  Differential 
der  Function  u,F  gebildet,  wo 

w'   =    1— 25«+J* 

ist,  und  mittels  der  Gleichungen  (2)  auf  die  Form 


l^sx    .         1— «•    .  )  dR 


d(uF)  =  \J—^dx^  — 
\       u  u 


ds 


*0 


dx 


Capitel2.    Besoodere  FonetiODeo.  507 

gebracht.     Da 

ist,  so  folgt  durch  Integration 

(4)        Fix,  s)  =  i,.Ä,  =  A  +  J.  lg  }/^^=^ . 
Damit  ist  die  Summe  der  Reibe 

0 

auf  neue  Art  abgeleitet. 
In  (4)  kann  man 

setzen.     Benutzt  man  ausserdem  die  bekannte  Entwickelung 

W  0 

80    folgt 

eine    zuerst   von    Hermite  (cf.  F.  d.  H.  XVI.  1884.  452)   abge- 
leitete Formel.  Wn. 


F.  G.  Teixeira.    Sur  une  Hmite  relative  aux  polynömes 

de    Legen  dre.       Prag.  Ber.  1886.  19-20. 

Aus    der    bekannten    Recursionsformel    zwischen    drei    auf 
einander  folgenden  Eugelfunctionen  ergiebt  sich 

lim  -^^  =  x±ix^^', 

und  zwar  ist  von  den  beiden  Werten  derjenige  zu  wählen,  der 
den  kleineren  Modul  besitzt.  Wn. 


0.  Zanotti  Bianco.     Alcuni  teoremi   sui  coefficienti  di 
Legendre.    ToHdo  Atti  xxii.  225-239. 
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Aus  bekannten  Formeln,  insbesondere  aus  der  Entwickelang 
von  yi  —  x^  =  sin^  und  von  C08(2n^)  nach  Kugel functionen 
mit  dem  Argumente  x  =  cos^  werden  die  Werte  folgender  Inte- 
grale ermittelt: 

y  ^  8\rt^.Pn(x)dx,     J^\in^&,Pn(x)P^(x)dx, 
-i  —1 


COS'^.  Pn{x)Pm(x)dx^ 


-1 


f^  cob(2 &)Pn(x)P„Xx)dx,     J^  cos(2n^)P,(x)P,(x)dx, 


-1  -1 

+1 


y^      cos^»*.  P,{x)P,{x)dx,        J  "^^  sin«"  ^.  P,{x)P,{x)dx. 

-1  -1 

Wn. 


G.  Giuliani.     Sopra  carte  funzioni  analoghe  alle  sferiche. 

Bau.  G.  XXV.  203-218. 

Die  Functionen,   deren  hauptsächlichste  Eigenschaften  hier 
abgeleitet  werden,   sind  die  Coeffioienten  der  Entwickelung  von 

(l-2aa;+a*)  * 
nach  steigenden  Potenzen  von  o.  Die  sich  ergebenden  Resul- 
tate sind  nicht  neu,  wie  der  Verfasser  glaubt,  sondern  sftmtlicb 
bereits  von  andern  Autoren  gefunden  [cf.  F.  d.  M.  IX.  1877. 
373;  XVI.  1884.  452  etc.].  Ein  näheres  Eingehen  auf  den  Inhalt 
hält  Referent  aus  diesem  Grunde  für  überflQssig.  Kur  das  eine 
sei  noch  erwähnt,  dass  einige  Formeln  hier  nicht  richtig  ange- 
geben sind.  So  heisst  z.  B.  der  Integralsatz  fttr  die  Function 
i,  (den  Coeffioienten  von  a*  in  obiger  Entwickelung)  nicht 

f^'Xn^(\-x'y~'dx  =  0  (m^n), 

sondern 

f  ^'  X^XJl-^xy'^dx  =  0  (m^n); 

—1 
und  analog  ist  die  fttr  m  =  n  geltende  Gleichung  zu  verbessern. 

Wn. 
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A.  Gaylbt.     Note  on  the  Legendrian  coefficiento  of  the 
second  kind.     Mess.  (2)  XVIL  21-23. 

Der  Verf.  meint,  man  beachte  nicht  genag  die  Lösung 

WO  P«,  das  Legendre'sche  Integral  erster  Art,  eine  rationale  und 
ganze  Function  n^**  Grades  von  o?,  und  Z«  eine  rationale  und 
ganze  Function  («—!)*«"  Grades  ist.  Wir  haben  somit  eine 
Lösung,  welche  keine  andere  transcendente  Function  als  den 
Logarithmus  enthält,  und  welche  also  als  ein  zweites  particulares 
Integral  lieber  angenommen  werden  sollte  als  die  Form  y  =  Qn^ 
in  welcher  wir  die  unendliche  Reihe  Qn  haben,  die  eine  unbe- 
kannte transcendente  Function  ist.  Femer  ist  der  gewöhnlich 
f&r  Zn  gegebene  Ausdruck,  nämlich 

_    2n^l  211-6  ,      211-9 

sehr  einfach  und  elegant;  aber  die  natürlichere  Definition  (durch 
welche  auch  Z,  sehr  bequem  berechnet  wird)  ist  die,   dass  Zn 

der  ganze  Bestandteil  von  iPn\og — ^^L.  igt^   wenn    der   Loga- 

X—  1 

rithmoB  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  wird.  Die 
Werte  von  Z,,  Z„  ...,  Z,^  sind  der  Arbeit  angehängt. 

Glr.  (Lp.) 

E.  Brand.     Notice  sui*  la  tböorie  de  la  fonction  X^  de 

Legendre.        Paris.    Gaatbier-Villars. 


P.  Alexander.      Expansion    of   functions    in    terms  of 
linear  cylindric  spherical  and  allied  fnnetions.     Bdinb. 

Tran«.  XXXIII.  313-320. 

Der  Verf.  bezieht  sich  auf  Abhandlungen  von  König  in 
Math.  Ann.  V,  von  Sonine  ebenda  XVI  und  von  Lord  Rayleigh 
in  seiner  Theorie  des  Schalles.  Das  allgemeine  Problem  ist 
dasjenige   der    Bestimmung   der   Coefficienten  A   in   einer    Ent- 
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wiekelai^  yon  der  GeBtalt: 

wo  (joi  Gi^  ö„  ...  durch  irgend  ein  gegebenes  Gesetz  zusammen- 
hängen; und  fQr  einen  besonderen  Fall  von  beträchtlicher  All- 
gemeinheit gewinnt  der  Verf.  einen  Operator  0»,  so  dass 
OnGm  =  0,  ausser  wenn  m  ^  n^  und  gelangt  so  zu  einer  Lösung 
der  Aufgabe.  Cly.  (Lp.) 

L.  SchlAfli.  Verbesserungen  und  Zusätze  zu  den  Be- 
merkungen über  die  Lamä'schen  Functionen  (Collec- 
tanea   mathematica  in   memoriam  D.  Chelini  p.  277). 

Roma  Acc.  L.  Mem.  (4)  IV.  37-44. 
lieber  die  im  Titel  angeführte  Abhandlung  wurde  schon  an 
der  geeigneten  Stelle  (F.  d.  M.  XIIL  188L  405)  berichtet.  Der 
vorliegende  Aufsatz  enthält:  1)  die  Vervollständigung  des  Be- 
weises des  Satzes,  nach  welchem  die  Wurzeln  der  Gleichung 
Q  z=z  0  (oder  nach  Heine  JBC/i)  =  0)  sämtlich  reeirsind;  2)  die 
Berichtigung  einiger  Druckfehler;  3)  die  Bestätigung  der  in  der 
früheren  Abhandlung  ausgesprochenen  Vermutung,  dass  die  als 
JV  bezeichnete  Grösse  sich  durch  ein  einziges  Product  darstellen 
lasse,  und  die  Aufstellung  dieses  Productes.  Vi. 


L.  Gegenbaubr.      Ueber    die    Besserseben    Functionen. 

Wien.  Ber.  XOV.  409-410. 
Ohne  Beweis   wird    folgendes  Resultat   mitgeteilt:     Ist    die 
Function  /*(r,  qi)  so  beschaffen,  dass  das  Integral 

J     J      f(rjg>)rdrd(p 

0  0 

absolut  convergirt,  so  kann  dieselbe  für  beliebig  gegebene  Werte 
r,,  9,  der  Variabein  entweder  durch  die  Formel 

oder  durch  die  Formel 

^  -^  0  0  0 
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aasgedrflckt  werden.     Dabei  ist  0  <  y  <:  |  and 

ii'  =  r*  +  r\  —  2iT,  008(9—9,). 
Die  erste  Gleichung  führt  für  v  =  1  auf  eine  von  Herrn  C.  Neu- 
mann, die  zweite  für  y  =  ^  auf  eine  von  P.  Du  Bois-  Reymond 
tafgestellte  Formel.  Ws. 

G.  Giuliani.      Sopra  aicune  fuozioni  analoghe  alle  fun- 
zioni  cilindriche.      Bau.  G.  XXV.  198-202. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Function 

1     /*" 
Hn(%)  =  —  /      co8(s*8in*tr  — fi«>)£(ir, 

U 

in  der  n  eine  ganze  Zahl  ist,   und   findet  u.  a.,   dass  B^{%)  der 
Differentialgleichung  genügt 

Dies  Resultat  ist  falsch.     Denn  der  letzten  Gleichung  genügt  die 

BeaseFsche  Function 

1     /*'» 
JJ)i%)  =  —  /      cos(A2  8inti?— iitr)(/ir. 


n 
u 


Auch  die  Entwickelungen,   die   zu   der   genannten  Differential- 
gleichung führen,  sind  unrichtig.  Wn. 


R.  Olbricht.      Studien   Ober  die  Kugel-  und    Cylinder- 

functionen.       (Nova  Acta  d.  Kais.  Leop.-Carol.  Deatscben  Akad.  d. 
Natarf.  Bd.  LH).    Dias.  Leipzig.  48  S.  4®. 


P.  ScHAFHEiTLiN.      Ueber    die    Darstellung    der    hyper- 
geometrischen  Reihe  durch   ein  bestimmtes   Integral. 

Math.  Ann.  XXX.  157-178. 

SoNiNE.     Sur  les  fonctions  cylindriques.     Math.  Ann.  xxx. 

582-583.     . 

Referat  in  Abschnitt  VII,  Gap.  2A.  443. 


\ 


Achter  Abschnitt 

Reine,  elementare  und  synthetische 

Geometrie. 

Capitel  L 

Principien  der  Geometrie. 
H.  PoiNCARÄ.     Sur  les  hypoth&ses  fondamentales  de  la 

göomötrie.      8.  M.  P.  BqU.  XV.  203-216. 

Gegenstand  der  vorliegenden  Studie  ist  die  Frage  nach  den 
notwendigen  und  hinreichenden  Hypothesen,  welche  allen  mög- 
lichen Arten  zweidimensionaler  Geometrie  gemeinsam  sind,  und 
nach  denjenigen,  welche  noch  hinzugefügt  werden  mOssen,  nni 
zu  speciellen  Formen  dieser  Geometrie  zu  gelangen.  Der  Ver- 
fasser betrachtet  zuerst  die  „quadratische^  Geometrie  auf  den 
centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung,  wobei  als  ,,Gerade^  ein 
ebener  Diametralschnitt,  als  „Kreis"  jeder  andere  ebene  Schnitt 
definirt  wird.  Der  Winkel  zweier  durch  einen  Punkt  A  gehen- 
den Geraden  ist  der  Logarithmus  des  anharmonischen  Verhält- 
nisses zwischen  den  beiden  durch  A  gehenden  Erzeugenden  der 
Fläche  und  den  in  A  an  die  beiden  Diametralschnitte  gezogenen 
Tangenten.  Die  Länge  einer  Strecke  AB  ist  der  Logarithmus 
des  anharmonischen  Verhältnisses  zwischen  den  Punkten  Ä  und 
B  und  den  unendlich  fernen  Punkten  des  Diametralschnittes. 
Die  Logarithmen  sind  durch  t  zu  dividiren,  wenn  im  ersten  Falle 
die  Erzeugenden,  im  zweiten  die  unendlich  fernen  Punkte  ima- 
ginär sind.     Man  gelangt  nun  zur  Riemann'schen,  Lobatschewsky'- 
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sehen  oder  euklidischen  Geometrie,  je  nachdem  die  zu  Grunde 
gelegte  Fläche  ein  Ellipsoid,  zweischaliges  Hyperboloid  oder 
elliptisches  Paraboloid  ist.  Zu  diesen  drei  Hauptarten  kommen 
noch  die  Geometrien  des  einschaligen  Hyperboloids  und  die- 
jenigen der  verschiedenen  Grenzfälle  und  Ausartungen  der  Flä- 
chen. Eine  übersichtliche  Einteilung  aller  auf  den  Flächen 
zweiten  Grades  möglichen  Geometrien  nebst  den  zu  ihrer  Auf- 
stellung erforderlichen  Hypothesen  wird  aber  erst  durch  Anwen- 
dung der  Lie'sehen  Gruppentheorie  vermittelt.  Der  Verfasser 
gelangt  hiermit  zu  folgenden  Resultaten:  Legt  man  nur  die 
beiden  Hypothesen  zu  Grunde:  1)  Die  Ebene  hat  zwei  Ausdeh- 
nungen, 2)  die  Lage  einer  ebenen  Figur  in  ihrer  Ebene  ist 
durch  drei  Bedingungen  bestimmt,  so  hat  man  die  Wahl  zwi- 
schen den  quadratischen  Geometrien  und  zwei  anderen  durch 
specielle  Gruppen  ausgezeichneten.  Letztere  werden  beseitigt 
durch  die  Hypothese:  3)  Eine  ebene  Figur  ist  in  ihrer  Ebene  un- 
beweglich, sobald  zwei  ihrer  Punkte  fest  sind.  Die  Geometrie  des 
einschaligen  Hyperboloids  wird  ausgeschlossen  durch  zwei  weitere, 
von  einander  abhängige  Hypothesen:  4)  Der  Abstand  zweier 
Punkte  kann  nur  dann  Null  sein,  wenn  die  Punkte  zusammen- 
fallen. 5)  Von  zwei  sich  schneidenden  Geraden  kann  die  eine 
durch  Drehung  um  den  Schnittpunkt  zur  Deckung  mit  der  andern 
gebracht  werden.  Ferner  wird  6)  durch  die  Annahme,  dass  zwei 
Gerade  sich  nur  in  einem  Punkte  schneiden  können,  die  sphä- 
rische, und  7)  durch  die  Festsetzung  einer  constanten  Winkel- 
summe des  Dreiecks  die  Lobatschewsky'sche  Geometrie  ausge- 
schlossen. Hiermit  ist  also  der  Inbegriff  der  für  die  euklidische 
Geometrie  notwendigen  und  hinreichenden  Postulate  gewonnen. 
Der  Aufsatz  schliesst  mit  einem  Hinweis  auf  die  abweichenden 
Voraussetzungen,  welche  für  Riemann's  Einteilung  der  Geometrien 
massgebend  sind,  und  mit  der  Bemerkung,  dass  alle  diese  Arten 
ebener  Geometrie,  rein  wissenschaftlich  betrachtet,  gleich  wahr 
und  gleich  berechtigt  sind,  während  die  euklidische  nur  wegen 
der  Uebereinstimmung  ihrer  Resultate  mit  den  Tbatsachen  un- 
serer Weltordnung  den  Vorrang  beanspruchen  kann.       Schg. 


Foruohr.  d.  Math.  XIX.  2.  33 
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G.  fjORiA.  Le  definizioni  di  spazio  a  n  dimensioni  e 
Tipotesi  di  continuitk  del  nostro  spazio  secondo  le 
ricercbe  di  G.  Cantor.    Batt.  G.  XXV.  97-108. 

Dieser  Aufsatz  kennzeichnet  sich  als  eine  Einführung  in 
das  Studium  der  Cantor'schen  Arbeiten  Ober  Punktmengen, 
namentlich  soweit  es  auf  das  Verständnis  der  aus  denselben  ge- 
zogenen geometrischen  Folgerungen  ankommt.  Auch  die  ein- 
schlägigen Arbeiten  Dedekind's  sind  berücksichtigt.  Die  Dar- 
stellung empfiehlt  sich  durch  Klarheit  und  Uebersichtlichkeit. 

Schg. 

J.  Petersen.  Bemerkungen  über  den  Beweis  des  Satzes 
von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks.      Math.  Ann.  XX ix. 

239-246. 

Uebersetzt  aus  Zeuthen  Tidsskr.  (5)  I.  3-11  durch  Hrn. 
R.  V.  Fischer- Benzon;  vgl.  das  Referat  in  F.  d.  M.  XV.  1883.  456. 

Lp. 

V.  Rkyes  y  Pröspkr.     Sur  la  göome'trie  non-Euclidienne. 

Math.  Ann.  XX IX.  154-156. 

Der  von  Hrn.  Klein  mit  HQlfe  vollständiger  Vierecke  geführte 
Beweis  des  Satzes,  dass  die  Lage  des  vierten  harmonischen 
Punktes  auch  in  gekrümmten  Räumen  nur  von  der  Lage  der 
drei  gegebenen  Punkte  abhängt,  wird  in  vereinfachter  Gestalt 
vorgetragen.  Schg, 

M.  Pasch,  üeber  die  projective  Geometrie  und  die 
analytische    Darstellung    der    geometrischen    Gebilde. 

Math.  ADD.  XXX.  127-131. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  von  Herrn  Ventura  Reyes 
y  Prösper  im  XXIX.  Bande  der  mathematischen  Annalen  ver- 
öflFentlichte  Mitteilung:  „Sur  la  göomötrie  non-Euclidienne**  schon 
in  seinen  „Vorlesungen  über  neuere  Geometrie,  Leipzig  1882" 
enthalten  ist,  und  knüpft  hieran  eine  kurze,  gehaltvolle  üeber- 
sicht  d^r  Gesichtspunkte,  die  bei  der  Abfassung  dieses  Werkes, 
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sowie  des  geometrischeB  Teiles  seiner  „Einleitung  in  die  DifTe- 
rential-  and  Integralrechnung,  Leipzig  1882"  masngebend  waren. 

Js. 

V.  Schlegel.     Sur  les  distances  moyennes  entre  un  point 
et    des    vari^t^s    de    points,    discrfetes    ou    continues. 

Ass.  FraD9.  (Tooloase.)  266-281 


Tarry.      Essai   sur  la  gdom^trie  des  figures  imagiiiaires. 

Abs.  FraD9.  (Tooloose.)  IS-i-lSS. 


EiGiL  Schmidt.      Ora    Planers  uendelig   Qerne   Punkter. 

ZeotheD  T.  (5)  V.  9-13. 

Von  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene.  V. 


A.  S.  Bang.      Nogle    Maximumsproblemer    i    den    ikke 
euklidiske   Geometri.      Zeothen  T.  (5)  v.  136-14L 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  gewöhnlichen  Sätze  über  isoperi- 
metrische Figuren  auch  in  der  nichteuklidischen  Geometrie  ihre 
GQltigkeit  behalten,  so  z.  B.  dass  unter  allen  geschlossenen  Linien 
mit  derselben  Länge  der  Kreis  den  grössten  Flächeninhalt  hat. 

V. 


Capitel  2. 

Continuitätsbetrachtungen  (Analysis  situs). 
W.  Dyck.     Beiträge  zur  Analysis  situs.     III.     Leipz  Ber. 

40-52 

Im  Anschluss  an  die  beiden  ersten  gleichbetitelten  Aufsätze 
(8.  F.  d.  M.  XVIL  1885.  523;  XVIII.  1886.  454)  wird  hier  die 
Frage  aufgestellt:    Welche  Anzahlbestimmungen  sind  (unter  Vor- 

33* 
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aussetzuog  eines  aDalytischen  Datums)  an  einer  Mannigfaltigkeil 
durchzufQhren,    um   dieselbe   im  Sinne   der  Analysis  situs    hin- 
reichend und  vollständig  zu  charakterisiren?    Diese  Frage  wird 
speciel]  fQr  ebene  Curven  und  fOr  Flächen  beantwortet     Ist  im 
ersten  Falle  die  Curve  durch  die  Gleichung  F(x^  y)  =  0  gegeben, 
so    wird   ihr  Verlauf  bestimmt    1)  durch  ihre  horizontalen  Tan- 
genten (y  =  ffi)  nebst  Angabe,    auf  welcher  Seite  der  Tangente 
der   berührte  Gurvenzweig   liegt,    2)  durch  das  LagenverhSltnis 
des  Berührungspunktes  jeder  dieser  Tangenten  zu  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  Curve,    ausgedrückt   durch   gewisse  Zahlen  li, 
die  mittels  des  Sturm'schen  Satzes  bestimmt  werden.     Im  zweiten 
Falle  wird  die  gegebene  Fläche  auf  eine  Ebene  projicirt,  wobei 
eine    Umrisscurve    und    verschiedene    Doppelcurven    entstehen, 
letztere  als  Projectionen  der  Raumcurven,   in  denen  die  Fläche 
sich   selbst   durchsetzt.      Die  Anordnung   der  Flächenteile    wirti 
hier  bestimmt   1)  durch  die  Umrisscurve  und  die  Doppelcarven, 
nebst  Angabe,   auf  welcher  Seite  der  Gurve  die  beiden  in  der 
Projection  sich  bedeckenden  Flächenstttcke  liegen,  2)  durch  die 
Art  der  Ueberkreuzungen  des  entstandenen  Curvensystems   und 
der  Berührungen   von  Umriss-  und  Doppelcurven,    3)  durch  die 
Schnittpunktzahlen   (1)    derjenigen    Projectionsstrahlen,    welche 
durch  je  einen  Funkt   der  Umrisscurve   und   der  Doppelcurven 
gehen.      Diese    Bedingungen    werden    als    notwendig   und    hin- 
reichend nachgewiesen.    Schliesslich  findet  sich,  dass  ein  beliebig 
gegebenes  System   ebener   geschlossener  Gurven   stets   auf  ver- 
schiedene Arten  als  Abbildung  des  vollständigen  Umrisses  einer 
Fläche  angesehen  werden  kann,    und    zwar   auch    dann,    wenn 
diese  Gurven  sich  selbst  durchsetzen.  Scbg. 


Fr.  Meter,     üeber  algebraische  Knoten.   Edinb.  Proc.  xiii. 

981  -  946. 

Eine  Anwendung  der  zuerst  von  Hrn.  Tait  aufgestellten  topologi- 
schen  Theorie  der  ^Knoten**  auf  ebene  algebraische  Gurven  (A«) 
hat  der  Verfasser  schon  1878  (Münchener  Dissertation)  gegeben. 
Die  dort  mehr  empirisch  gefundenen  Resultate  hat  der  Verfasser 
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neoerdiDgs  algebraisch  begrOndet  und  erweitert,  und  der  vor- 
liegrende  Aufsatz  giebt  eine  Uebersicht  dieser  Untersuebungen. 
Nach  ZusammenstelluDg  der  ftlr  die  Behandlung  algebraischer 
Knoten  nötigen  Grundbegriffe  und  Bezeichnungen  werden  die 
bei  rationalen  Curven  vierter  und  fönfter  Ordnung  auftretenden 
Knoten  ermittelt,  tabellarisch  zusammengestellt  und  durch  Figuren 
erläutert.  Gelangt  man  auf  diese  Weise  einerseits  zu  den  von 
Hrn.  Tait  aufgestellten  „topologischen^  Knoten,  so  lassen  sich  auch 
umgekehrt  die  Tait'schen  Knoten  mit  3-7  Knotenpunkten  an 
Curven  sechster  Ordnung  nachweisen.  Die  verschiedenen  Ge- 
stalten  der  R^  und  R^  können  zunächst  algebraisch  durch  qua- 
dratische Transformationen  gefunden  werden,  sodann  die  der 
R^  mehr  anschaulich  durch  einen  „Auflösungsprocess^,  welcher 
eine  von  einer  Geraden  (/2,)  geschnittene  R^  in  eine  R^  ver- 
wandelt Endlich  kann  eine  beliebige  Rn  in  Verbindung  mit 
einer  Geraden  R^  durch  Projection  einer  Raumcurve  Cn+i  dar- 
gestellt werden  und,  noch  allgemeiner,  durch  algebraische  Pro- 
eesse  aus  einer  Rm  und  einer  Rn  eine  Rm^n^  Mit  der  Angabe 
von  Beziehungen  zwischen  den  Doppelpunktsargumenten  einer 
Ä,  schliesst  die  Arbeit.    (Vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  457.) 

Schg. 


O.  SiMONY.  Ueber  den  Zusammenhang  gewisser  topo- 
logischer  Thatsachen  mit  neuen  Sätzen  der  höheren 
Arithmetik  und  dessen  theoretische  Bedeutung.      Wien. 

Ber.  XCVI.  191-286. 

Die  topologischen  Untersuchungen  des  Verfassers  hängen 
bekanntlich  mit  der  Aufgabe  zusammen,  die  verschiedenen  in 
sich  znrfickkehrenden  Schnitte  auf  der  Oberfläche  eines  geschlos- 
'  senen  Ringes  und  die  Verschlingungen  und  Knoten  der  hierdurch 
entstehenden  Streifen  zu  studiren.  In  der  vorliegenden  Abhand- 
lung beschreibt  der  Verfasser  zuerst  einen  Apparat,  welcher  es 
ermöglicht,  aus  einem  System  paralleler  gespannter  Fäden  durch 
Rotation  solche  Verschlingungen  und  Knotenverbindungen  beliebig 
zu  erzeugen.    Mittels  dieses  Apparates  ergiebt  sich  fQr  die  ein- 
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fächeren  Fälle  eine  Reihe  von  Erfahrungssätzen,  welche  durch 
Analogieschluss  als  Specialfälle  allgemeiner  mathematischer  Sätze 
dargestellt  werden.  Der  Gang  der  Untersuchung,  die  sich  an 
frühere  Arbeiten  des  Verfassers,  z.  B.  „Eine  Reihe  neuer  That- 
sachen  aus  dem  Gebiet  der  Topologie"  (s.  F.  d.  M.  XVI.  1884. 
466)  anschliesst,  ist  im  allgemeinen  folgender:  Die  Typen- 
gleichung einer  Knotenverbindung  enthält  nur  zwei,  diejenige 
einer  Verschlingung  mehrere  Argumente.  Durch  geeignete  Trans- 
formation einer  solchen  Verschlingung  läset  sich  dieselbe  aber 
ebenfalls  von  zwei  Argumenten  abhängig  machen.  Dies  hatte 
sich  für  primäre  Versclilingungen  in  einfacher  Weise  schon  früher 
herausgestellt.  Hier  nun  wird  dasselbe  für  secundäre  Verschlin- 
gungen festgestellt,  und  zwar  ergiebt  sich  die  in  zahlentheore- 
tischer Hinsicht  wichtige  Thatsache,  dass  die  sogenannten  Win- 
dungszahlen dieser  Verschlingungen  vollständig  durch  die  Prim- 
factoren  der  beiden  Argumente  m  und  t  bestimmt  werden.  Bei 
der  erwähnten  Transformation  bleibt  eine  durch  ein  symbolisches 
Product 

P^  =   F"'  l/"-'  F"^  ...  t/"2"'  V' 

dargestellte  Knotengruppe  unverändert  Dieselbe  wird  nun  ana- 
lytisch durch  eine  Function  jF  dargestellt,  und  zwar  in  Form 
eines  Kettenbruchs,  dessen  Nenner  die  Zahlen  a,,  o„  , . .,  c  sind, 
wobei  vorläufig  statt  der  variabeln  Umlaufszahl  u  eine  bestimmte 
a  angenommen  ist.  Um  P^  auch  als  Function  von  u  darzu- 
stellen, müssen  specielle  Werte  von  P,  untersucht  werden,  wozu 
mit  Rücksicht  auf  die  Darstellung  von  P,  durch  zwei  Argumente 
eine  Darstellung  der  Zahlen  durch  das  dyadische  Zahlensystem 
erforderlich  ist.  Hierbei  ergiebt  sich  nun  folgendes  Gesetz :  Die 
charakteristischen  Exponenten  a,,  a^,  ...  der  stabilen  Knoten- 
gruppe jeder  secundären  transformirten  Knotenverschlingung 
bestimmen  als  Exponenten  des  (symbolischen)  dyadischen 
Productes 

r« 0^ V' ...  0^ r 

eine  Primzahl  von  der  Form  6/— 1  oder  61+1^  je  nachdem  die 
der  Knotenverschlingung  zugehörige  Umlaufszahl  ungerade  oder 
gerade  ist.     Von  hier  an  tritt  die  topologische  Grundlage  der 
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zahleutheoretischen  Resultate  mehr  in  den  Hintergrund,  während 
die  Wichtigkeit  des  dyadischen  Zahlensystems  bestehen  bleibt 
Die  folgenden  Sätze  begründen  die  Zuordnung  einer  Primzahlen- 
gmppe  zu  einer  ungeraden  Zahl,  ferner  die  Einteilung  aller 
Primzahlen  in  die  drei  Gruppen  [2,3],  [6/— 1],  [6/-|-l],  und 
liefern  eine  theoretische  Grundlage  für  die  Formulirung  der 
Frage,  wie  viele  Primzahlen  zwischen  1  und  x+l  liegen.  Es 
ergeben  sich  hierbei  Sätze  über  Kettenbrüche,  aus  welchen  wieder 
rückwärts  Schlüsse  über  Umlaufszahlen  von  Knotengruppen  ge- 
zogen werden.  Es  stellt  sich  ferner  ein  Unterschied  heraus 
zwischen  der  topologisch- arithmetischen  und  der  rein  arithme- 
tischen Zuordnung  gewisser  Primzahlen  zu  einer  ungeraden  Zahl, 
und  es  wird  auf  Grund  umfangreicher  Tabellen  festgestellt,  wie 
viele  Primzahlen  in  der  einen  und  in  der  andern  Hinsicht  zu 
einer  gegebenen  ungeraden  Zahl  gehören.  Mit  der  Aufstellung 
einiger  Fragen  ähnlichen  Charakters  schliesst  die  inhaltreiche 
Abhandlung.  Schg. 

T.   P.  KiREMAN.     Solution  of  questions  8886  and  9009. 

Ed.  Times  XLVII.  125-127. 

Beide  Aufgaben,  deren  Lösungen  vom  Verfasser  gegeben 
werden,  betreflfen  die  Theorie  der  Polyeder.  Die  erste  lautet: 
Zwei  28-Flache  haben  die  folgenden  Dreiecke,  wenn  die  Ecken 
mit  a,  bj  c^  ,..,  n^  p^  q  bezeichnet  werden: 
abg^  abCj  acd,  ade^  aef,  afg^  bjc^  bih^  bjh^  big^  cjl,  clk^  ckd^ 
dkm,  dfm,  def^  fmq^  fgq^  ghq,  ghi^  hpj\  hpq,  jlk^  jkp,  mnq^  mnp, 
mpk,  pqn. 

abg^  afg,  afe^  aed^  abc^  acd^  bhg^  &At,  6c»,  cji^  cdj^  djk^  dkl, 
dfl,  def,  fkl,  fkm,  fgm,  ghm,  ijq,  ihp,  ipn^  inq^  jkn,  jnq, 
kmn^  hmn,  hpn. 

Gesucht  wird  die  ganze  Symmetrie  beider. 

Die  zweite  ist  die  folgende.     P  und  Q  sind  ein  regelmässiges 
Ikosaeder  und  Oktaeder.    K^  L,  If,  N  sind  Tetraeder,  jedes  über 
einer  Grundfläche,  die  mit  einer  Fläche  von  P  oder  Q  zusammen- 
fallt.    Gesucht  wird  die  Anzahl  der  Polyeder,  von  denen  keines' 
die  Wiederholung  oder  das  Spiegelbild  eines  anderen  ist,   und 
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die  dadurch  entstehen,  dass  man  ein  oder  mehrere  ÜT,  L,  Jf,  N 
auf  ebenso  viele  Flächen  von  P  oder  Q  stellt;  femer  eine  Be- 
schreibung der  Ecken  und  der  Symmetrie  der  constrairten 
Körper. 

In  einem  Nachwort  erhebt  der  Verfasser  in  scharfer  Form 
PrioritätsansprQche  gegen  Herrn  C.  Jordan's  Aufsätze  „Becherehes 
sur  les  poly^dres«  im  J.  für  Math.  LXVI  und  LXVIII  (1866 
und  1868),  und  gegen  den  Aufsatz  von  Beiss  ebenda  LVI.  326 
(1859).  Wenn  Hr.  Kirkman  eingesteht,  dass  er  erst  jflngst 
(recently)  die  Existenz  der  Aufsätze  des  Hrn.  Jordan  erfahren 
habe,  so  dtirfte  er  nicht  mit  der  Ansicht  durchdringen,  dass  an- 
dere Autoren  eine  grössere  Pflicht  der  Literaturkenntnis  hätten 
und  von  ihm  des  bewussten  Plagiats  beschuldigt  werden  könnten. 

Lp. 

K.   RüDKL.      üeber  eine  Gattung    von   Körpern  höherer 

Dimension.      Fürth.  EBsmann.  (S.-Abdr.)  32  S. 

Von  den  drei  Reihen  regelmässiger  Körper,  welche  sich  bis 
in  Räume  mit  beliebiger  Dimensionenzahl  fortsetzen  lassen,  hatte 
der  Verfasser  schon  in  einer  früheren  Abhandlung  (Vom  Körper 
höherer  Dimension,  s.  F.  d.  H.  XIV.  1882.  437)  die  beiden 
ersten  behandelt,  welche  mit  den  Gliedern:  Dreieck,  Tetraeder, 
bezw.  Viereck,  Hexaeder  beginnen.  In  der  vorliegenden  Arbeit 
gelangt  er  auf  analogem  Wege  zu  der  dritten  Reihe  (Viereck, 
Oktaeder  etc.).  Bei  dieser  Gelegenheit  ergeben  sich  auch  Sätze 
über  die  Zahlen  der  Grenzgebilde  an  den  Körpern  der  beiden 
vorhergehenden  Reihen.  Schg. 

Sir  W.  Thomson.    On  the  division  of  space  with  minimum 
partitional  area.     Phil.  Mag.  (5)  xxiv.  503514. 

Die  Aufgabe  wird  hauptsächlich  um  des  dynamischen  Krite- 
riums willen  behandelt,  dass,  wo  drej  oder  mehr  Zwischenflftchen 
zwischen  den  Zellen,  in  welche  der  Raum  geteilt  angenommen 
ist,  in  einer  Curve  oder  geraden  Linie  sich  schneiden,  ihre  Tan- 
gentialebenen durch  jeden  Punkt  der  Treff linie  sich  unter  solchen 
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Winkeln  sehneiden,  dass  gleiche  Kräfte  in  diesen  Eb^i^^^  umk^ 
recht  SU  ihrer  Schnittlinie  sich  im  Gleichgewicht  halten.  Das 
Bhombendodekaeder  wird  als  eine  Lösung  nachgewiesen,  aber 
die  Tetraederwinkel  sind  wesentlich  instabil.  Die  Betrachtung 
dieser  Instabilität  an  idealen  Zellen  aus  Seifenschaum  führt  zu 
dem  Theoreme,  dass  der  Raum  in  gleiche  und  ähnliche  tetrakai- 
dekaedrische  Zellen  eingeteilt  werden  kann,  jede  begrenzt  durch 
zwei  kleine,  zu  einander  parallele  ebene  Vierecke,  durch  vier 
grosse  Vierecke  in  Ebenen,  die  parallel  zu  den  Diagonalen  der 
kleinen  sind,  und  durch  acht  nicht  ebene  Sechsecke;  jedes  hat 
zwei  Kanten  mit  den  kleinen  Vierecken  und  vier  Kanten  mit 
den  grossen  gemeinschaftlich.  Die  Anweisung  zur  Gonstruction 
eines  Modells  des  Minimal  •  Tetrakaidekaeders  wird  gegeben, 
ebenso  eine  Losung  zur  ersten  Annäherung  für  die  mathematische 
Aufgabe  Ober  die  Berechnung  der  Formen  der  ebenen  Bogen- 
kanten  und  der  gekrümmten  Oberfläche  der  sechseckigen  Flächen 
dieses  Tetrakaidekaeders.  6bs.  (Lp.) 


Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Trigonometrie, 

Stereometrie.) 

J.  S.  Mackay.     The  Elements  of  EucHd:   Books  I  to  VI 
and  parts  of  Books  XI  and  XII.     Londoo  and  Edioburgb. 

W.  Ä  R  Chambers.  VI  -H  406  8.  (1888). 

H.  8.  Hall  and  F.  H.  Stevens.     A  textbook  of  Euclid's 

Elements:    Books    I-  VI.      London.  MacmillaD  and  Co.  XIII  -f- 
382  8.  (1888). 

H    Deighton.     The  Elements  of  EucHd.      Books  I  -  VI 

and   parts   of  Books   XI   and   XII.    London.  George  Bell  and 
Sons.  VI -f- 419  8. 

Diese   drei   Ausgaben   bezeugen   das    grosse   Ausehen   der 
Elemente  des  Euklid  im  englischen  mathematischen  Unterrichte. 
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Zur  AnbequemuDg  an  die  Bedürfnisse  der  Studirenden  der  Neu- 
zeit ist  die  Behandlung  solcher  Gegenstände  wie  Potenzlinie, 
Pol  und  Polare,  Transversalen,  geometrische  Oerter,  u.  dgl.  m. 
hinzugefügt  worden,  und  wenn  auch  die  euklidische  Folge  der 
Sätze  beibehalten  ist,  so  hat  eine  Vereinfachung  bei  der  Her- 
leitung Eingang  gefunden,  indem  man  die  neuere  Terminologie 
gebraucht  und  in  einzelnen  Fällen  mehrere  Beweise  zur  Auswahl 
gegeben  hat.  In  allen  drei  Ausgaben  sind  zahlreiche  Uebungen 
beigebracht,  um  Gewandtheit  in  der  Handhabung  der  in  die 
Sätze  gekleideten  Lehren  zu  verschaffen.  Hrn.  Mackay's  Aus- 
gabe ist  in  Sonderheit  reich  an  historischen  Noten,  deren  Genauig- 
keit durch  seine  ausgebreitete  Kenntnis  der  euklidischen  Geo- 
metrie verbürgt  wird.  In  Hrn.  Deighton's  Ausgabe  liegt  eine 
neue  Uebersetzung  aus  dem  griechischen  Texte  vor.  Eine  ein- 
gehende Charakterisirung  der  drei  Ausgaben  ist  in  einer  kurzen 
Anzeige  für  das  Jahrbuch  kaum  möglich.  Alle  sind  mit  klarem 
Drucke  ausgestattet  und  mit  guten  Figuren  versehen,  so  dass 
ein  Schuler  in  Besitz  irgend  einer  derselben  aller  Beibülfe  teil- 
haftig ist,  die  billiger  Weise  für  eine  Einführung  in  die  „Ele- 
mente des  Euklid"  verlangt  werden  kann.  Gbs.  (Lp.) 

E.  d'Ovidio.      II    libro    primo    di    Euclide   esposto    dal 

Prof.    E.    d'ü.       Napoli.  Pellerano.  112  S. 

Bei  der  Abfassung  der  im  Titel  genannten  Broschüre  hat 
der  Verf.  einen  Auszug  aus  denjenigen  Teilen  der  von  ihm  und 
Herrn  Sannia  verfassten  „Elementi  di  Geometria"  gemacht,  in 
welchen  die  im  ersten  Buche  des  Euklid  gelehrten  Theorien  dar- 
gelegt werden,  indem  er  dieselben  überarbeitet  und  nebengeordnet 
hat.  Der  Grund  dieser  Veröffentlichung  ist  in  einer  Ministerial- 
Verfttgung  zu  suchen,  welche  den  Gymnasien  die  Durchnahme 
des  ersten  Buches  vorschreibt.  Wir  begnügen  uns  mit  dieser 
Mitteilung,  da  wir  uns  im  nächsten  Jahrgange  der  F.  d.  M.  mit 
der  siebenten  Auflage  der  Elementi  di  Geometria  der  Herreu 
Sannia  und  d'Ovidio  zu  beschäftigen  haben  werden. 

La.  (Lp.) 
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H.  Sekger.      Die    Elemente    der    Geometrie.      3^®  Aufl. 

Wismar.  Hiostorff.  211  S. 

Der  erste,  theoretische  Teil  dieses  Buches  behandelt  in  fünf 
Abschnitten    1)   die   geometrischen  Grundgebilde    und    ihre  ele- 
mentaren Eigenschaften,  2)  die  Lehre  von  der  Congruenz,  3)  die 
Lehre  von  der  Äehnlichkeit,  4)  Anwendung  der  Algebra  auf  die 
Geometrie,  5)  Bruchstftcke  aus  der  neueren  Geometrie  und  giebt 
im  Anhange  einige  für  dea  systematischen  Zusammenhang  nicht 
notwendige   Sätze,    wie    den    Bertrand'schen    Beweis    für    das 
XL  Euklidische  Axiom,  das  grösste  gemeinschaftliche  Mass  zweier 
Strecken  etc.     Der  Lehrgang  ist  von  Anfang  bis  zu  Ende  durch- 
aus eigenartig  und  anregend,  so  namentlich  die  Art,  wie  durch 
die  Gongruenz  und  Aehnlichkeit  die  Collineationslehre  vorbereitet 
wird,   ferner  die  Auflösung  des  Apollonischen  Tactionsproblems, 
bei    welcher   auch    die   specielien   Fälle    nach  der  Steiner'schen 
Methode  behandelt  werden.     Didaktisch  richtig  ist  es,    dass  die 
vier  Congruenzsätze  unmittelbar  hintereinander  erledigt   und  die 
vier  Aehnlichkeitssätze  gleichmässig  an  derselben  Figur  bewiesen 
werden,      üeberflüssig    erscheinen    nefcen    den    guten    deutschen 
Ausdrücken    die  veralteten  Fremdwörter  Triangel,    Perpendikel, 
Diameter,  Multiplnm  etc.  —  Im  zweiten  Teile  sind  333  geschickt 
ausgewählte  Aufgaben  so  zusammengestellt,  „dass  es  dem  Schüler 
in  die  Augen  springt,  wie  mit  der  Verallgemeinerung  der  Unter- 
suchungen auch  das  Gebiet  der  lösbaren  Probleme  sich  erweitert 
und  wie  man  allmählich  die  Mittel  gewinnt,  immer  allgemeineren 
Bedingungen  Genüge  zu  thun."      Bemerkenswert  ist  hier  neben 
dem    Bertihrungsproblem    die    (von    Steiner   gelöste)   allgemeine 
Schlussaufgabe:    Unter    der  Voraussetzung,    dass    in    der  Ebene 
ein  vollständig  construirter  Kreis  samt  seinem  Mittelpunkte  ge- 
geben ist,  jede  geometrische  Aufgabe,    die    mittels  Lineals    und 
Zirkels    gelöst   werden    kann,    allein   mit  Hülfe  des  Lineals  zu 
lösen.     Im  Anhang    werden    noch    sieben  Aufgaben    als  Muster- 
beispiele   auf   verschiedene  Weisen  behandelt  und  zum  Schluss 
des  Ganzen  ein  Verzeichnis  der  im  Buche  definirten  Ausdrücke 
gegeben.  Lg. 
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E.  Glinzkr.     Lehrbuch  der  Elementargeometrie.  I.  Teil 

Planimetrie.      3^^  Aufl.      Hamburg.  Nestler  &  Melle.  118  8. 

Die  erste  Auflage  dieses  Buches  ist  im  Jahrbuch  XII  S.  417 
besprochen.  Der  unterzeichnete  Referent  kann  dem  dort  gefällten 
gtlnstigen  Urteile  nur  zustimmen.  Das  Buch  ist  einfach  und 
verständlich,  dabei  frisch  und  lebendig  geschrieben  und  bebandelt 
die  Geometrie  bis  zur  Ereisberechnung.  Hervorgegangen  ans 
dem  Unterricht,  den  der  Verfasser  seit  langen  Jahren  an  den 
vereinigten  gewerblichen  Bildungsanstalten  Hamburgs  erteilt,  ist 
es  zunächst  für  diese  Art  von  Schulen  geschrieben;  es  genügt 
aber  auch  weiter  gehenden  Ansprüchen  durch  zahlreiche  und 
geschickt  gewählte  Aufgaben  sowie  durch  die  Beigabe  der  Sätze 
über  harmonische  Teilung,  Pol  und  Polare  am  Kreise  etc.  Das 
Bestreben,  fremde  Ausdrucke  durch  deutsche  zu  ersetzen,  ist 
zwar  zeitgemäss,  geht  aber  doch  oft  Ober  das  Ziel  hinaus,  z.  B. 
wenn  „Geviert"  für  Quadrat  gesagt  wird;  letzterer  Ausdruck  ist 
bei  den  Einheiten  „Quadratmeter''  etc.  gesetzlich  eingef&hrt. 
Verbesserungsfähig  scheint  auch  an  manchen  Stellen  der  Ausdruck 
zu  sein,  X  7c  Anm.  „Man' beschreibe  mit  EC  um  E  einen  BogeUf 
welcher  in  X  schneidef*  (wen?),  oder  Anhang  1  4  „Ueber  BC  Halb- 
kreis, Bertihrende  von  Ä  ziehen,  DE  X  ^^-^  ^^  darf  kein  ScbOler 
sich  ausdrücken.  Seite  117,  Aufgabe  258  ist  statt  des  siderischen 
Jahres  zu  365,25637  Tagen  das  tropische  zu  365,2422  Tagen  zu 
setzen.  Der  vierte  Congruenzsatz  ist  noch  weiter  als  in  andern 
Lehrbüchern  von  den  übrigen  getrennt,  bei  geringer  Aenderung 
des  Stoffes  lässt  er  sich  sehr  gut  auch  früher  geben.        Lg. 


F.  W.  Fischer.     Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien 
und  höhere  Lehranstalten.     Zweite  Ausgabe.     Freibarg 

im  Breiagao.    Herder'acbe  VerlagBhaodloDg. 

Dieses  Werk  enthält  drei  Teile  in  einem  Bande,  nämlich: 
Planimetrie,  Stereometrie  und  ebene  und  sphärische  Trigonometrie. 
Es  findet  sich  darin  alles  dasjenige,  was  auf  höheren  Schulen 
in  den  angegebenen  Disciplinen  verlangt  werden  kann,  in  guter 
Ausführlichkeit   und   ohne  Weitschweifigkeit   dargestellt     Aach 
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zam  Selbstunterricht  wird  dies  Buch  brauchbar  sein.  Es  enthält 
ausserdem  eine  grosse  Zahl  von  Uebungsbeispielen.  Druck  und 
Figuren  lassen  gleichfalls  nichts  zu  wünschen  übrig.  Besonders 
zu  loben  ist  es,  dass  die  Lehrsätze  durch  grossen  Druck  hervor- 
gehoben sind.  (Vgl.  das  Referat  Ober  die  erste  Auflage  F.  d.  M. 
XVI.  1884.  477).  Mz. 

H.  Lieber  und  F.  von  LOhmann.  Leitfaden  der  Ele- 
mentar-Matbematik.  Erster  Teil:  Planimetrie  mit 
sechs  Figuren  tafeln.     Fünfte  Auflage.      Berlin.    Leonhard 

Simioo. 

In  diesem  Bande  ist  der  Unterrichtsstoff  der  elementaren 
Planimetrie  klar,  ohne  Weitschweifigkeit,  aber  andrerseits  auch 
wieder  in  nicht  zu  knapper  Form  gegeben;  so  dass  dasselbe  sich 
zum  Gebrauche  in  der  Schule  vorzüglich  eignet.  Der  billige 
Preis  und  die  gute  Ausstattung  dienen  dem  Buche  gleichfalls 
zur  Empfehlung.  Mz. 

Greve.       Lehrbuch     der    Mathematik.       (Stereometrie.) 

Bielefeld  und  Leipzig.     Velhagen  und  Rlasiog. 

In  diesem  Buche  ist  der  Gursus  der  Stereometrie,  soweit  sie 
auf  höheren  Schulen  gelehrt  wird,  gegeben.  Es  zeichnet  sich 
durch  Klarheit  und  Vollständigkeit  der  Darstellung,  sowie  durch 
eine  reiche  Anzahl  von  Uebungsaufgaben  aus.  120  sehr  gute  in 
den  Text  gedruckte  Figuren,  sowie  ein  sehr  deutlicher  Druck 
gereichen  dem  Buche  zur  Empfehlung.  Mz. 


R.  FoTH.    Anfangsgründe  der  Zahlen-  und  Eaumgrössen- 

Lebre.       Dritte   Auflage.       HanDOver.   Carl  Meyer. 

Dieses  Buch  ist  im  Auftrage  der  Königlich  Preussischen 
Generalinspection  der  Artillerie  bearbeitet  worden  zum  Ge- 
brauch bei  dem  mathematischen  Unterricht  in  den  Regiments* 
Schulen  der  Artillerie,  sowie  zur  Benutzung  beim  Selbstunterrichte. 
Es  enthält  284  Seiten  und  135  in  den  Text  gedruckte  Holzschnitte. 
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Der  erste  Teil,  die  Zahlenlehre,  giebt  die  vier  Grund rechnunga- 
arten  mit  unbenanuten,  später  mit  benanpten  Zahlen,  dann  die 
Proportionslehre,  Potenzen,  Wurzeln  und  das  Wurzelauszieben ; 
dann  einfache  Bestiramungsgleichungen.  Der  zweite  Teil,  die 
Geometrie,  giebt  die  Planimetrie  bis  zur  Ausmessung  des  Kreises 
einschliesslich  und  in  der  Stereometrie  die  Erklärung  der 
wichtigsten  Eörperformen  und  Berechnung  der  Körper.  In  einem 
Anhang  wird  das  Abstecken  von  Linien  und  Winkeln  auf  dem 
Felde,  sowie  das  Elementare  aus  der  Vermessungskunst  gelehrt. 
Eine  sehr  grosse  Zahl  von  Beispielen  aus  dem  praktischen  Leben, 
und  besonders  solche,  die  auf  militärische  Dinge  Bezug  haben, 
zieht  sich  durch  das  ganze  Buch.  Mz. 

J.  Menger.  Grundlehren  der  Geometrie.  Ein  Leitfaden 
für  den  Unterricht  in  der  Geometrie  und  im  geome- 
trischen Zeichnen  an   Realschulen.     Wien.    Alfred  Holder. 

Dieses  durch  Erlass  des  K.  K.  Ministeriums  für  Gultus  und 
Unterricht  vom  30.  Juni  1887  zum  Unterrichtsgebrauche  an  Real- 
schulen zugelassene  Buch  enthält  auf  163  Seiten  mit  132  in  den 
Text  eingedruckten  Figuren  den  Lehrgang  der  elementaren 
Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes.  Auch  sind  die  ersten 
Sätze  aus  der  Projectionslehre  und  am  Scbluss  die  Kegelschnitts- 
linien in  synthetischer  Darstellung  behandelt.  Zahlreiche  Uebungs- 
aufgaben  dienen  zum  eingehenderen  Studium  des  Inhalts.      Mz. 


O.  Baer.     fildments   de  göom^trie   plane  a  l'usage   des 

^Ifeves    du    College    Royal   Fran<;ai8.      Berlin.   Georg  Reimer. 
IV -hl  13  S.  80 

Für  das  französische  Gymnasium  zu  Berlin  hatte  einst 
Joachimsthal  die  Elemente  der  Planimetrie  in  französischer 
Sprache  bearbeitet.  Da  dieses  Werkchen  vergriffen  ist,  so  hat 
Herr  Baer  eine  Neubearbeitung  der  Planimetrie  erscheinen  lassen, 
welche  zwar  in  vielen  Einzelheiten  von  dem  Joachimsthalschen 
Lehrbuche  sich  unterscheidet,  die  ganze  Auffassung  und  Ein- 
teilung des  Stoffes  jedoch  im  wesentlichen  beibehält,  von  den  in 
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neuerer  Zeit  gemachten  Abänderungsvorschliigen  daher  unberührt 
geblieben  ist.  Die  neun  Capitel  sind  betitelt:  I.  VorbegriflFe. 
IL  Lage  gerader  Linien.  III.  Dreiecke.  IV.  Vierecke  und 
Vielecke.  V.  Kreis.  VI.  Gleichheit.  VII.  Proportionalität  von 
Linien.  VIII.  Vergleichung  und  Ausmessung  der  Vielecke. 
IX.  Ausmessung  des  Kreises.  Lp. 

Lacroix.     Elements  de  göomdtrie,  suivi.s  de  notions  sur 
le«  courbes  usuelles.    ^3®  Edition,  revne  par  E.  Prouhet. 

Paris.    Oaathier- Villars. 


H.  BOrner.     Geometrischer  Anschauungs-  und  Zeichen- 
unterricht    für     die     Quinta     höherer     Lehranstalten. 

Fr.  Realgymn.  Elberfeld    (No.  446).    31  S.    S». 

Der  Verfasser  verknüpft  in  dem  propädeutischen  Carsus  den 
Anschauungsunterricht  mit  den  Zeichenübungen,  wie  dies  aus  deu 
Ueberschriften  der  einzelnen  Abschnitte  erhellt:  I.  Kugel  und 
Kreis.  II.  Würfel  und  Quadrat.  III.  Gerade  Quadratsaule,  gerade 
Oblongsäule  und  Rechteck.  IV.  Das  Rhomboeder  und  der  Rhom- 
bus. V.  Schiefe  Rhombsäule,  schiefe  Rhomboidsäule  und  Rhom- 
boid.  VI.  Das  Parallelogramm.  VII.  Das  Dreieck.  VIII.  Flächen- 
messung.    IX.  Körpermessung.  Lp. 


A.  Andriani.      Eleraenti   di   geometria    euclidea   esposti 

COn    nuovo  metodo.      NapoH.    B.  Pellerano.  XVI-h369S. 

Referat  in  Besso  Per.  mat.  II.  125. 


G.  V.  SiciLiANi.     Trattato  elementare  di  geometria  piana 
e  solida  pei  Licei.      i  vol.  in  s^. 


R.  Rusch.  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Geometrie 
und  zwar  aus  der  Planimetrie,  Trigonometrie,  Stereo- 
metrie und  analytischen  Geometrie  der   Kbene.      Wien. 

Pichler*8  Wittwe  o.  Soho.    147  Seiton. 
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Nur  im  ersten  Teile  finden  sich  auf  angefähr  25  Seiten  zu 
beweisende  Lehrsätze  und  CoDstructionsaufgaben,  alle  übrigen 
sind  Rechenaufgaben  und  zwar  durchschnittlich  einfache  und  in 
bestimmten  Zahlen  gegebene.  Die  Geometrie  wird  nur  bis  zur 
Ereislehre  vorausgesetzt  Die  Sammlung  ist  fQr  österreichische 
Mittelschulen  bestimmt  und  empfiehlt  sich  im  flbrigen  durch  den 
billigen  Preis.  Lg. 

O.  Rausicnbergbr.     Die  Elementargeometrie  des  Punktes, 
der  Geraden  und  der  Ebene.     Leipsig.  Teabner. 
Der  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  die  im  Titel  genannte 
Oeometrie  nur  für  den  elementaren  Unterricht  ausser  der  geraden 
Linie  auch  den  Kreis  als  grundlegendes  Gebilde  zu  nehmen  hat, 
dass  aber  eine  wissenschaftliche  Darstellung  der  Raumlehre  nur 
Punkt,    Strahl    und  Ebene   als   grundlegende   Elemente    zu    be- 
trachten hat.      Dies   ist   eine  Forderung,    welche    die    Verfasser 
wissenschaftlicher  Entwickelungen    der  Raumlehre  vielleicht  als 
berechtigt  kennen,    grösstenteils   aber   nicht  consequent  genug 
durchführen,  sodass  man  noch  gar  zu  häufig  mitten  unter  modern- 
geometrischen  Betrachtungen   ein   fossiles  Stück  Euklid    durch- 
schimmern sieht.     Der  Verfasser  entwickelt  mit  äusserster  wissen- 
schaftlicher   Strenge.      Ganz    naturgemäss    sieht    man    den    die 
Planimetrie   behandelnden  Teil    in    die   folgenden    Paragraphen 
zerfallen:  die  begrenzte  Gerade;  der  Winkel;  Dreiseit  und  Drei- 
eck;   die  zwei  ersten  Gleichheitssätze;    parallele  Gerade;    Sätze 
über  die  Seiten  und  Winkel  eines  Dreiecks;  zwei  weitere  Gleich- 
heitssätze, Punkt  und  Gerade,  der  fünfte  Gleichheitssatz;    Drei- 
ecke, welche  nur  in  einzelnen  Stücken  Obereinstimmen;  mögliche 
Constructionen  von  Dreiecken;  das  Parallelenaxiom;  die  unendlich 
fernen  Punkte;   Vierseit  und  Viereck,  Allgemeineres;  das  Paral- 
lelogramm;  das  Parallel trapez ,    die  Aehnlichkeit;   der  Satz  des 
Menelaos;  der  pythagoreische  Lehrsatz;  die  dritte  metrische  Re- 
lation   beim  Vierseit;    die   metrischen  Relationen    beim  Viereck; 
Flächeninhalt    und   Flächen  Verwandlung;    Flächenmessung;    Be- 
ziehungen  zwischen    Seiten    und  Winkeln   des  Dreiecks    (ebene 
Trigonometrie);    Allgemeineres   über  Strecken   und  Winkelrela- 
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tionen;  die  Doppel  Verhältnisse;  die  harmonische  Teilung;  das 
erste  Fundamentalgebilde  der  Geometrie  der  Lage;  das 
zweite  Fundamentalgebilde  der  Geometrie  der  Lage;  die  Collinea- 
tion;  die  Reciprocität,  das  Prineip  der  Dualität.  Das  erste  der 
beiden  erwähnten  Fundamentalgebilde  der  Geometrie  der  Lage, 
auf  welche  die  systematische  Entwickelung  des  Verfassers  führt, 
ist  die  den  folgenden  Satz  enthaltende  bekannte  Figur:  „Liegen 
die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Seiten  zweier  Dreiecke  auf 
derselben  Geraden,  so  gehen  die  Verbindungslinien  ihrer  ent- 
sprechenden Eckpunkte  durch  denselben  Punkt."  Dieser  Satz 
wird  natürlich  nicht  stereometrisch,  sondern  aus  dem  Mcnelaos 
erkannt  Das  zweite  Fundamentalgebilde  ist  die  Figur  des 
PascaVschen  Lehrsatzes.  Der  zweite  stereometrische  Teil  des 
Boches  zerfällt  in  die  folgenden  Paragraphen:  Fundamentalver- 
bältnisse;  senkrechte  Geraden  und  Ebenen,  Neigungswinkel; 
Einführung  des  Parallelenaxioms;  die  unendlich  ferne  Ebene;  der 
Strahlenbündel;  die  dreiseitige  Ecke;  metrische  Relationen  bei 
der  dreiseitigen  Ecke;  der  Inhalt  der  Ecken;  vier  und  mehr 
Ebenen  oder  Strahlen  im  Strahlenbündel;  vier  Ebenen  und  Punkte, 
die  Pyramide;  fünf  sich  schneidende  Ebenen  und  fünf  Punkte; 
die  Polyeder;  der  Rauminhalt;  die  räumliche  Geometrie  der  Lage; 
die  CoUineation  räumlicher  Systeme,  das  Prineip  der  Dualität. 
Da  der  Verfasser  in  dieser  eleganten  systematischen  und  kri- 
tischen Behandlung  der  Elementargeometrie  von  Punkt,  Strahl 
und  Ebene  auch  die  einschlägige  Literatur,  namentlich  alles,  was 
sich  auf  Begründungsstrenge  bezieht,  ausführlich  citirt,  so  dürfte 
das  Buch  wohl  Verbreitung  finden.  Seht. 


0.  Raüsenberger.  Vortrag  über  die  metrischen  Relationen 

bei   geradlinigen    Figuren.       Ber.    d.   Freien   Dentschen  Hoch- 
Btiftes.    233-241. 

Bei  Annahme  des  Parallelenaxioms  bestimmen  n  Gerade 
stets  ^«(fi  — 1)  Punkte  und  in(n — 1)  Winkel.  Es  handelt  sich 
um  Beziehungen  zwischen  den  letzteren  und  den  n(n—2)  von 
Schnittpunkten  begrenzten  Strecken,  von  denen  n— 2  nicht  un- 

Fort»chr.  d.  Math.   XIX.   2.  34 
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mittelbar  linear  abhängige  auf  jeder  der  n  Geraden  angenommen 
sind.  Da  die  gegenseitige  Lage  von  drei  Geraden  durch  drei 
Strecken,  die  jeder  folgenden  aber  durch  zwei  Strecken  yöllig 
festgelegt  werden  kann,  so  bestehen  zwischen  Strecken  allein 
(n— l)(w— 3),  zwischen  Strecken  und  Winkeln  ^(n— l)(n  — 2) 
Beziehungen.  Da  weiter  die  Winkel,  unter  denen  eine  Gerade 
die  Übrigen  schneidet,  alle  übrigen  bestimmen,  so  ergeben 
sich  ^w(w— 1)  — (n  — 1)  oder  i(»— 1)(«— 2)  von  einander  unab- 
hängige lineare  Winkelrelationen,  von  denen  jede  ausdrückt, 
dass  die  Winkel  eines  vorkommenden  Dreiecks  zwei  Rechte 
betragen.  Beim  Viereck  treten  zuerst  metrische  Relationen 
zwischen  Strecken  allein  auf,  und  zwar  drei  verschiedene.  Zwei 
von  ihnen  liefert  der  Satz  des  Menelaos,  die  andere  kann  aus 
der  Vergleichung  der  Werte  gefunden  werden,  welche  sich  für  den 
Cosinus  des  irgend  zwei  Dreiecken  gemeinsamen  Winkels  ergeben. 

Referent  meint  aber,  dass  diese  Relation  vom  vierten  und 
nicht,  wie  Herr  R.  angiebt,  vom  dritten  Grade  ist.  Auch  die 
andere  Methode,  welche  auf  mehrmaliger  Anwendung  des  Pythago- 
reischen Lehrsatzes  und  der  Proportionslehre  beruht,  liefert  nicht 
eine  Relation  dritten  Grades. 

Die  im  allgemeinen  vorkommenden  Beziehungen  sind  alge- 
braisch in  den  Strecken  und,  wenn  Winkel  vorkommen,  in  den 
trigonometrischen  Functionen  derselben.  Lässt  sich  eine  trigono- 
metrische Beziehung  durch  eine  andere  zwischen  Winkeln  selbst 
ersetzen,  so  muss  letztere  die  Form  haben 

±«+/'±y±-"  =  const.  E.  K. 


C.  RoDECKi.  Anwendung  geometrischer  Zeichnungen 
zum  Auflösen  algebraischer  und  arithmetischer  Auf- 
gaben.     Prog.  Lemberg.  (Polnisch.) 

Constructive  Lösung   einiger  der  bekannten   arithmetischen 
Schulaufgaben.  Dn. 

A.  Andrbini.  Alcuni  teoremi  sulla  equivalenza  stabiliti 
col   metodo  intuitivo.      Besso  Per.  mat.  II.  6-13. 
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Wenn  eine  beliebige  endliche  Fläche  gegeben  ist,  uod  wenn 
man  auf  ihr  Figuren  so  verteilt,  dass  sie  nicht  teilweise  zu- 
bammenfallen,  so  lassen  die  frei  bleibenden  Flächen  bei  jeder 
Verteilung  jener  Figuren  den  gleichen  Flächenraum  uobedeckt. 
Sind  für  zwei  verschiedene  Verteilungen  die  übrig  bleibenden 
Stacke  leicht  zu  berechnen,  so  kommt  man  durch  Nieder- 
schreiben ihrer  Gleichheit  leicht  zu  einem  Satze  der  Flächen- 
gleichheit. Dies  giebt  eine  Methode  zum  Beweise  von  Sätzen, 
die  unter  diese  Theorie  fallen,  eine  Methode,  die  der  Verf.  zur 
Ableitung  einiger  meistens  ganz  bekannter  Sätze  verwendet. 

La.  (Lp.) 

A.  Andreini.      Dimostrazione  del   teorema   di    Tolomeo 

col    metodo   intuitive.  Beeso  Per.  mat.  11.  175-178. 

Anwendung   der   im    vorigen  Berichte    erläuterten  Methode 
auf  den  Lehrsatz  des  Ptolemäus.  La.  (Lp.) 


G.  Weill.      C!oudition   d'ögalit^  de   deux   figures  symö- 

triques.     C.  E.  CV.  1237-1238. 

Sind  zwei  Figuren  symmetrisch,  so  decken  sie  sich  im  all- 
gemeinen nicht.  Wohl  aber,  wenn  sie  ein  Centrum  oder  eine 
Symmetrie- Ebene  haben.  Diese  Bedingung  ist  aber  keine  not- 
wendige. Es  gilt  vielmehr  folgender  Satz:  „Damit  eine  Figur 
mit  der  ihr  symmetrischen  entsprechenden  sich  decken  kann, 
ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  jedem  Punkte  M  ein 
anderer  Punkt  P  symmetrisch  entspreche,  der  erhalten  wird,  in- 
dem man  M  um  eine  feste  Gerade  d  dreht,  sodass  der  Drehungs- 
winkel constant  ist,  und  indem  man  dann  zu  dem  neuen  Punkte 
den  Punkt  construirt,  der  ihm  bezüglich  einer  festen,  zu  d  senk- 
rechten Ebene  symmetrisch  entspricht.^  Seht. 


D.  Besso.     Di  alcune  proprietk  del  triangolo.    Beeso  Per. 

mat.  II.  1-6. 

34* 
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Man  wähle  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  drei  Punkte 
A\  B',  C  derart,  dass 

BA'  _  CB'   _  AC  _ 

A'C  -  B'A  ~"  C'/?  ""  ^ 
ist.     Setzt  man  den  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  gleich  J,  den  des 
Dreiecks,  dessen  Seiten  AA\  BB\  CC^  sind,  gleich  J*  und  end- 
lich den  des  Dreiecks  A'B'C  gleich  J"^  so  ist 

J        ^ J' ^         J'' 

(m-\'iy  ~  m'-j-w+l    ~"  m^—m  +  1 

Ausserdem    haben    die    Dreiecke    ABC   und   A'B'C*    denselben 
Schwerpunkt.     Bezeichnet  man  noch 

A,  =  BB' .  CC\     B^  =  CC  .  AA',     C,  =  AA' .  BB' 
und  nennt  J^  den  Inhalt  des  Dreiecks  A^B^C^^  so  ist 


und  die  Dreiecke  ABCmhA  A^B^C^  haben  denselben  Schwerpunkt. 

La.  (Lp.) 

G.  Pesci.    Trasversali  nel  triangolo.    BessoPer.mat.  ll.  65-71. 

Es  seien  ß,,  Äj,  B^  drei  beliebige  Punkte  der  Seiten  eines 
Dreiecks  A^A^A^^  ferner  setze  man,  unter  i,  ä,  /  eine  Permutation 
von  1,  2,  3  verstehend, 

Ni  =  A,B,  .  A,Br,      B[  =  A.Ai .  B,Br,      4^  =  —  y 

AiAt  qi 

so   finden    die  Beziehungen   statt   (wobei  J  den  Inhalt  des  be- 
treffenden Dreiecks  bezeichnet): 

^^.W= (P}Mt  TJ^Mi)!. 

^Ä,A,A,         (p^+5rj(p,  +  g,)(p3+gj    ' 

^g;g;g;  ^ pIpIpi-  ^loioi 

JÄ,A,A^         (p.p.-q.q.Xp^p.-q^qJCp.p^-q.q,)    ' 
Verallgemeinerungen    der    von    Hrn.    Besso    bewiesenen    Eigen- 
schaften  (in   dem  eben   besprochenen  Artikel:    „Di  alcune  pro- 
prietä.  del  triangolo").  La.  (Lp.) 
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W.    J.   C.   Miller,    G.    dk    Longchamps.      Solution    of 

question    8814.     Ed.  Times  XLVII.  59-60. 

Das  Dreieck,  dessen  Ecken  in  den  Mitten  der  drei  Höhen 
eines  Dreiecks  liegen,  ist  ein  Viertel  vom  Fusspunktendreieck. 
Derselbe  Satz  gilt  für  drei  beliebige  Ecktransversalen  durch 
einen  Punkt  der  Dreiecksebene.  Lp. 


M.   d'Ocagne.     Quelques  propri^tös  du  triangle.    Mathesia 

VII.  265-271. 

Verschiedene  Eigenschaften  der  Figur,  die  man  durch  Ver- 
längerung der  Seiten  eines  Dreiecks  um  eine  und  dieselbe  ver- 
änderliche Strecke  in  bestimmtem  Sinne  erhält. 

Mn.  (Lp.) 

Kr,  Birkbland.     En  Generalisation  af  Sylvesters  skjäve 

PantOgraf.     Zeuthen  T.  (5)  V.  17-18. 

Ueber  den  Seiten  eines  Parallelogramms  ACEG  sind  Drei- 
ecke construirt,  ABC  über  AC,  CDE  über  C£,  EFG  über  EG, 
GHA  über  GAj  so  dass 

Z.  HAB  =  Z.  BCD  =  Z.  DEF=  Z.  FGH, 
und 

AHiAB  =  DC:  CB  =  DE  :EF  =  HG  :  GF. 

Dann  sind  die  Dreiecke  ähnlicli: 

HAB  (\)  DCB  C\J  DEF  C\J  HGF. 
Ist  das  Parallelogramm  beweglich,  so  dass  seine  Winkel  sich 
ändern  können,  während  seine  Seiten  ungeändert  bleiben,  so  ist 
das  Viereck  HBDF  in  allen  Stellungen  sich  selbst  ähnlich.  Wird 
eine  Ecke  des  Vierecks  festgehalten,  während  eine  andere  eine 
gegebene  Curve  durchläuft,  so  beschreiben  die  zwei  übrigen 
Ecken  Curven,  die  der  gegebenen  Curve  ähnlich  sind.        V. 

A.  8.   Bang.      Lösning    af  nogle   Konstruktionsopgaver. 

Zeutbeo  T.  (5)  V.  153-155. 

Eis  wird  der  Satz  bewiesen:   Ein  Viereck  sei  einem  Kreise 


^ 
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umscbreibbar;  die  Seiten  des  Vierecks  sind  gegeben.  Die  eine 
Seite  ist  unbeweglich,  dann  is^  der  geometrische  Ort  des  Mittel- 
punktes des  eingeschriebenen  Kreises  ein  Kreis,  dessen  Centram 
auf  der  festen  Seite  liegt. 

Später   werden    verschiedene  Constructionsaufgaben    gelöst, 
deren  Lösung  auf  dem  genannten  Satz  beruht.  V. 


W.  J.  Macdonald.     Proof  of  a  georaetrical  theorera. 

Edinb.  M.  S.  Proc.  V.  51. 

Beweis  des  Satzes:    Die  Mitten  der  Diagonalen  eines*  voll- 
ständigen Vierseits  liegen  in  einer  Geraden.  Gbs.  (Lp.) 


R.  E.  Allardice.     The  equilateral  and  the  equiangular 

polygen.       Edinb.  M.  S.  Proc.  V.  28-38. 

R.  E.  Allardice.     Geometrical  notes.    Edinb.  M.  8.  Proc.  v. 

78-83. 

Da  ein  fi-Eck  durch  2n-3  Bedingungen  bestimmt  ist,  and 
n  — 1  durch  die  Bedingung  der  Gleichseitigkeit  gegeben  sind,  so 
bleiben  n— 2  noch  zur  Bestimmung  übrig.  Diese  n~2  können 
nicht  alle  in  Winkelbeziehungen  gegeben  sein;  es  müssen  3  an- 
abhängige Beziehungen  vorhanden  sein,  welche  die  Winkel  eines 
jeden  gleichseitigen  n-Ecks  verbinden.  In  dem  vorliegenden 
Artikel  werden  die  Bedingungen  durch  Projection  des  Umfangs 
auf  drei  Seiten  des  fi-Ecks  hergeleitet.  In  ähnlicher  Art  müssen 
für  das  gleichwinklige  n-Eck  zwei  unabhängige,  die  Seiten  des 
n-Ecks  verbindende  Beziehungen  vorhanden  sein.  Verschiedene 
Formen  der  Beziehungen  werden  gegeben  und  besondere  Fftlle 
betrachtet.  Gbs.  (Lp.) 

Ij.  Certo.    Suir  fj-agono  inscritto  isoclino  in  un  n-agono 

piano   semplice   dato.      Annuario  1886  d.  R.  iBt.  Tecn.  di  Bari. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Erweiterung  des  Billard- 
problems auf  ein  beliebiges  n-Eck,  und  zeigt  zuerst,  dass,  wenn 
im  Innern  eines  Polygons  zwei  Punkte  A,  B  gegeben  sind,    die 
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zwischen  ihneu  gezogene  gebrochene  Linie  A  ...  B^  deren  Ab- 
schnitte mit  den  Seiten  des  Polygons  gleiche  Winkel  bilden, 
unter  allen  dem  Polygon  einbeschriebenen  Linien  A  . . .  B  den 
kleinsten  Umfang  hat.  Die  Aufgabe,  in  ein  gegebenes  n-Eck 
ein  anderes  n-Eck  mit  Seiten  gleicher  Neigung  zu  beschreiben, 
hat  eine  Lösung,  wenn  n  ungerade,  keine  oder  unendlich  viele, 
wenn  n  gerade  ist.  Die  derartig  einbeschriebenen  Polygone 
besitzen  ebenfalls  Minimumseigenschaft.  Hieran  schliesst  sich 
eine  specielle  Untersuchung  dieser  verschiedenen  Fälle.  Zum 
Schluss  werden  die  von  gewissen  Httlfspunkten  der  Construction 
gebildeten  Polygone  betrachtet  und  Sätze  über  dieselben  abge- 
leitet. Auf  verwandte  Arbeiten  von  Steiner,  Sturm  u.  a.  wird 
Bezug  genommen.  Schg. 

C.  Reinhardt.     Ueber  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zweier  Kreise.      Schlömilch.  z.  XXXII.  183-185. 

Sieben  einfache  Sätze,  die  der  Verfasser  beim  Schulunter- 
richt gefunden  hat,  und  die  ihm  neu  zu  sein  scheinen.  Wer  ein 
Dreieck  z.  B.  aus  b+c,  Qt  und  Qc  zu  zeichnen  hat,  kann  dieselben 
unmöglich  übersehen,  sie  finden  sich  auch  teilweise  in  Lehr- 
bOchern;  z.  B.  V  heisst  bei  Spicker  §  129:  „Legt  man  an  zwei 
Kreise  die  gemeinschaftlichen  Tangenten,  so  sind  die  Abschnitte 
der  innern  zwischen  den  äussern  Tangenten  gleich  den  Ab- 
schnitten der  äussern  zwischen  den  Berührungspunkten''.  VII.  „Die 
Mittelpunkte  der  Centralen  der  sechs  Berührungskreise  liegen 
auf  dem  Umkreise''  ist  die  Fundamentaleigenschaft  des  Neun- 
punktekreises und  findet  sich  u.  a.  bei  Spieker  §  220.  Die 
hieraus  und  aus  der  symmetrischen  Lage  der  Berührungspunkte 
auf  den  Seiten  sich  ergebenden  Vorteile  bei  der  Construction  der 
Berührungskreise  wird  sich  kein  praktischer  Schulmann  entgehen 
lassen.  Lg. 

M.  Rembacz.      Ein   Beitrag    zu    den    Apollonischen   Be- 

rührungsaufgaben.       Progr.  d.  Realschale  iD  Stanislau.  (PoIoiBcb). 

D. 


536       VIIT.  AbscboUt.    Reine,  elementare  u.  sjothetische  Geometrie. 

B.  NiEWENGLOwsKi.  ApplicatioD  d'un  thöorfenie  de  Stewart 

Noov.  ADD.  (3)  VI.  173-175. 

Der  Satz  des  Stewart,  von  welchem  hier  eine  Anwendung 
gezeigt  wird,  ist  folgender:  Hat  man  drei  Punkte  A^  fi,  C  in 
gerader  Linie,  und  einen  vierten  Punkt  0,  so  ist: 


(1)       OA\BC+OB\CA+OC\ABi-AB.BC.CA  =  0, 

wo  die  Segmente  AB^  BCy  CA  in  dem  einen  Sinne  positiv,  im 
andern  negativ  zu  nehmen  sind.  Depkt  man  sich  nnn  O  als 
Centrum  eines  Kreises  mit  dem  Radius  R  und  setzt 


OA'=a  +  R']    OB' =  ß+R';     OC  =  y+R\ 

so  sind  a,  /9,  y  die  Potenzen  von  A,  Ä,  C  in  Bezug  auf  diesen 
Kreis,  und  Gleichung  (1)  geht  über  in: 

(2)        a.BC+ß.CA  +  y.AB  +  AB.BC.CA  =  0. 

Soll  nun  durch  die  Punkte  A^  B  ein  Kreis  gelegt  werden,    der 
den  um  0  angenommenen  berührt,  so  sei  C  der  Punkt,  in  welchem 
AB  von  der  im  Berührungspunkte   beider  Kreise   an  den  einen 
construirten  Tangente  geschnitten  wird,  so  ist  y  =  CA.CB. 
Führt  man  dies  in  Gleichung  (2)  ein,  so  kommt: 

CA  ff 

a.BC+ß.CA  =  0,    oder    -^-  =  4, 

LiS  p 

wonach  C  construirt  werden  kann.     Der  Stewart'sche  Satz    ist 
hier  also  auf  eine  Kreisaufgabe  angewandt.  Mz. 


T.  F.  KiRKMAN,  S.  Tebay.  Solution  of  questions  8584,  8687. 

Ed.  Times  XLVI.  65-67. 

1)  Eine  gerade  Linie  zu  ziehen,  auf  welcher  durch  zwei 
gegebene  Kreise  drei  gleiche  Strecken  ausgeschnitten  werden. 
2)  Gegeben  sind  zwei  beliebige  Kreise,  durch  welche  eine  durch 
keinen  der  Mittelpunkte  gehende  Gerade  £  in  drei  Strecken  ge- 
schnitten wird;  die  der  Reihe  nach  zu  A^  ß,  C  proportional  sind. 
Gesucht  wird  eine  zweite  Gerade,  nicht  gleich  S,  deren  drei 
Abschnitte  in  derselben  Folge  dasselbe  Verhältnis  haben.     Lp. 
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F.  GiUDiCE.     Lemmi  per  la  misura  della  circonferenza  e 

deir   area   del  circolo.       Beeeo  Per.  mat  IL  75-77. 

I.  Der  Unterschied  zwischen  den  Umfangen  des  einem  Kreise 
uoigeechriebenen  und  des  ihm  eingeschriebenen  regelmässigen 
n-Ecks  ist  kleiner  als  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
dessen  andere  Kathete  das  Achtfache  des  Radius  und  dessen 
spitzer,  dieser  letzteren  anliegender  Winkel  '^2n/n  ist. 

IL  Jede  beliebig  kleine  Strecke  ist  grösser  als  der  Unter- 
schied zwischen  den  Umfangen  des  einem  Kreise  umgeschrie- 
benen  und  des  ihm  eingeschriebenen  regelmässigen  n-Ecks,  falls 
n  hinlänglich  gross  ist. 

III.  Der  Unterschied  zwischen  den  Inhalten  des  einem 
Kreise  umgeschriebenen  und  des  ihm  eingeschriebenen  regel- 
mässigen ft-Ecks  ist  kleiner  als  der  Inhalt  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,  dessen  eine  Kathete  das  Achtfache  des  Radius  und 
dessen  spitzer  ihr  anliegender  Winkel  >27r/w  ist. 

IV.  Jede  beliebig  kleine  Fläche  ist  grösser  als  der  Unter- 
schied zwischen  den  Inhalten  des  einem  Kreise  umgeschriebenen 
und  des  ihm  eingeschriebenen  regelmässigen  fi-Ecks,  falls  n 
genügend  gross  ist.  La.  (Lp.) 

J.  KüRSCHAK.     Ueber  dem  Kreise  ein-  und  umgeschrie- 
bene  Vielecke.       Math.  Ann.  XXX.  578-581. 

Der  Beweis  des  Satzes:  „Bei  den  einem  Kreise  eingeschrie- 
benen (umgeschriebenen)  regelmässigen  Polygonen  bilden  die 
Inhalte  und  Umfange  eine  steigende  (abnehmende)  Reihe^,  welcher 
bei  der  elementaren  Kreismessung  auf  den  Fall  der  Verdoppelung 
der  Seitenzahl  beschränkt  wird,  ist  hier  allgemein  gegeben. 

Lg. 

I  G.  Kbrschbäum.  Beweis,  dass  es  eine  Quadratur  des 
Kreises  gieht,  und  dass  die  bisher  zijr  Berechnung  des 
Kreises  benutzte  Ludolph'sche  Zahl  etwas  zu  klein  ist. 

Coburg.   RiemaDD  jr.    13  S.   S^  n.  1  Taf. 


l 
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W.  F.  LoLLiNG.  Die  Quadratur  des  Zirkels.  Sichere 
Lösung  einer  bislang  als  Problem  betrachteten  wissen- 
schaftlichen   Frage.      Hamburg.   G.  Kramer.   15  S.  8^ 

Nach  der  ersten  Schrift,  bei  welcher  der  Fehlsehluss  in  der 
weitläufigen  Betrachtung  einer  complicirten  Figur  versteckt  ist, 
ergiebt  sich  n  =  3,1446054.  Die  zweite  Schrift  beherrscht  nicht 
die  Elemente  der  Mathematik;  unter  heftigen  Ausfällen  gegen 
die  Mathematiker  ermittelt  der  Verfasser  nach  einer  Reihe  von 
Trugschlüssen  n  =  3,0976.  Lp. 


W.  G.  Zbierschowski.      Ueber    die    Richtungszahl    im 
mathematischen  Unterrichte   an   Mittelschulen.      Progr. 

Jaroslan.   (Polnisch). 

Die  Theorie  der  Richtungszahlen,  die  im  Grunde  genommen 
mit  der  der  complexen  Zahlen  identisch  ist,  wird  an  den  vier 
Operationen  entwickelt*  und  auf  das  Potenziren  und  Radiciren 
sowie  auf  die  trigonometrische  Auflösung  der  Gleichungen  dritten 
Grades  angewandt.  Dn. 

J.  B.  Lock.      A    treatise    on    elementary    trigonometry. 

Stereotyped   edition.      London.    Macmillan  and  Co.  VII -H  306  Ö. 

J.  B.  Lock.     A  treatise  on  higher  trigonometry.     Second 

edition.      London.    Macmillan  and  Co.  VIII  +  199  S. 

J.  Casey.     A  treatise  on  elementary  trigonometry.    Second 

edition.      Dnblin.    Hodges,  Figgis  and  Co    VIII +  144  8. 

J.  Casey.      Plane   trigonometry;    containing  an   account 

of  the  hyperbolic  functions.      Dublin.    Hodges,  Figgis  and  Co. 

(1888). 

Im  zweiten  und  vierten  Werke  werden  die  Eigenschaften 
der  Hyperbel functionen  vorgetragen.  In  anderer  Hinsicht  sind 
die  abgehandelten  Teile  der  Trigonometrie  im  wesentlichen  die 
gewöhnlich  in  Lehrbficbern  befindlichen.  Gbs.  (Lp.) 
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J,  Plath.  Darstellung  der  elementaren  Trigonometrie 
auf  Grund  des  Ptolemaeischen  Satzes.     Pr.  Kloaterschule 

BoBsIeben  (No.  232).   S.  9-16.   4<». 

Eine  Skizze  för  die  „Grundlegung  der  Trigonometrie  in 
demjenigen  Umfange,  in  welchem  sie  Unterrichtsgegenstand  eines 
Gymnasiums  ist^,  unter  enger  Verknüpfung  mit  der  Geometrie, 
sowie  dies  auch  in  manchen  Lehrbüchern  der  Trigonometrie 
darehgefQhrt  ist. Lp. 

Fabri.  Elementi  di  trigonometria  piaiia,  ad  uso  degli 
studenti  degli  Istituti  teenici,  dei  Licei  e  degli  aspi- 
ranti  all'  Accademia  militare.     8»  coo  ta?ole. 


F.  Mbyer.       Ueber    die    Gleichung    Isinx+mcosx  =  n. 

Hoffmann  Z.  XVIII.  108-109. 

Eine  für  Schulzwecke  brauchbare  geometrische  Construction 
des  Winkels  x  aus  der  Gleichung  Ismx-i-mcosx  =  n  und  des 

Hülfswinkels  g>  in  der  Gleichung  cos(a?--qp)  =  — cosqp,  welche 

aus  der  ersteren  vermittelst  der  Substitution  /  =  m\angq>  hervor- 
geht.    Lg. 

C.  A,  Laisant.      Th^orfemes   de   trigonometrie.      ö.  m.  p. 

Ball.  XV.  198. 

Der  Herr  Verfasser  beginnt  mit  folgendem  Lehrsatz:  Hat 
man  gleichzeitig  die  beiden  linearen  Relationen  unter  den  Cosinus 
beliebig  vieler  Winkel: 

.-V  f  iijCOSXj-f-iljCOSa?,  4-  •••    -{-AnCOSXn  =  0, 

lu4,cos(a;,  +  a)  +  i4,co8(a?,  +  a)+  •••  +An(iO»(xn-\-a)  =  0, 
80  ist  auch: 

J,  cos(a;,+d)+i4,cos(a?,+^)+  •••  +-4nC0s(a?H+^)  =  0, 
wo  ^  ein  beliebiger  Winkel  ist.    Zum  Beweise  braucht  man  nur 
in  den  Gleichungen  (1)  die  Grössen  A^y  A^^  . . .,  An  als  Strecken 
aufzufassen:    dann    drücken    diese   Gleichungen   aus,    dass    die 
Projectionen    eines    gewissen    Umfangs   auf   zwei    verschiedene 


540      VIII.  Abschnitt.   Reine,  elementare  a.  synthetische  Geometrie. 

Richtungen  Null  sind,  woraus  folgt,  dass  der  Umfang  geschlossen 
ist,  und  daher  seine  Projection  auf  jede  beliebige  Richtung  den 
Wert  Null  hat.  Auch  muss  a  von  kn  verschieden  sein,  wo  k 
ganzzahlig  ist,  da  sonst  die  beiden  Relationen  (1)  in  eine  ein- 
zige flbergehen  würden.  Von  diesem  Satze  werden  weitere  An- 
wendungen gemacht;  die  Formeln  für  sin(x-fy)  und  cos(a?+y) 
werden  aus  ihm  abgeleitet;  ebenso  der  Sinussatz.  Zum  Schlass 
werden  diese  Betrachtungen  auf  die  hyperbolischen  Functionen 
Cho;  und  Shx  ausgedehnt.  Mz. 


F.  Panizza.     Nota  su  aicuni  triangoli  dipendenti  da  uii 

triangolo    dato.        Besso  Per.  mat.  II.  149-152. 

Es  seien  A^y  A^^  Aj^  die  Ecken  eines  spitzwinkligen  Dreiecks, 
a^^  a,,  a,  die  Seitenlängen,  J  der  Inhalt.  Man  beschreibe  über 
den  Seiten  dieses  Dreiecks  Kreisbogen  von  60*^  mit  den  Mittel- 
punkten 0,,  0„  O3  und  nenne  die  Mitten  der  complementarcn 
Bogen  iHj,  iH^,  M^.  Das  Dreieck  0^  0,  0,  ist  bekanntlich  gleich- 
seitig, und  es  ist: 


60,01  =  a]+al+al+4J^S, 
aCfWi+M^D  =  al+al+al 

Bezeichnet  man  mit  J'  und  J*'  die  Inhalte  der  Dreiecke  0^0 fi^ 
und  M^M^M^j  so  findet  die  sehr  einfache  Beziehung  statt 

J'-J''  =  J,  La.  (Lp.) 


W.  M.  Thornton.      Solution    of   au  exercise.     AnnaU  of 

Matb.  III.  61. 

Wenn  in  einem  Dreieck  der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen 
Kreises  auf  der  Peripherie  des  eingeschriebenen  liegt,  so  gilt  die 
Relation: 

cos4^i4co8M+cosißcos*JB4-cosiC.co8*C  =  0.       Sehn. 
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A.  Cayley.     Note   on  the  two  relations  connecting  the 
distances  of  four  points  on  a  circle.     Mess.  (2)  xvil.  94-95. 

Es  sei  BACD  ein  Kreisviereck,  dessen  Seiten  BA^  AC^  CD^  DB 
und  Diagonalen  BCj  AD  bezw.  mit  c,  b^  A,  g  und  a,  f  bezeichnet 
werden  mögen.     Dann  ist  bekanntlich 

J  =  af-}-bg  +  ch  =  0, 

y  =  abc+agh+bhf+cfg  =  0. 

Die  Abstände  von  vier  Punkten  auf  einem  Kreise  sind  also  durch 
die  beiden  Gleichungen  J  =  0^  K  =  0  verbunden.  Sieht  man 
nun  a,  6,  c,  f,  g^  h  als  die  gegenseitigen  Abstände  von  vier 
beliebigen  Punkten  in  der  Ebene  an,  so  ist 

ß  =  aT(-(^'-r+b'+g'+c'-\-h')+by(a'-\-r-b'^g'+c'+h') 
+c^kXa^+ri-b'+g^—c'—h')—a'b'c'-ayh'-b'hT-c'fY  =  0. 

Es  v?ird  gezeigt,  dass  die  Gleichung  fi  =  0  eine  Folge  der 
Gleichungen  J  =  0,  V  =  0  ist.  Glr.  (Lp.) 


M.  Baker.    Generalization  of  exercise  97.     Annais  of  Math. 

III.  51-53. 

Es  wird  die  Aufgabe  behandelt:  In  einem  Dreiecke  ABC 
sind  zwei  gerade  Linien  durch  C  gezogen,  welche  AB  in  M  und 
If '  treffen.  Man  kennt  nun  die  Verhältnisse  unter  den  Segmenten 
auf  AB]  und  ea  sei: 

AMiM'BiAB  =  m:m':l. 

Ferner  kennt  man  den  Dreieckswinkel  C  und  den  Winkel 
MCM^  =  a.  Man  soll  die  übrigen  Winkel  der  Figur  finden.  Die 
Auflösung  ist  folgende:    Setzt  man: 

^ACM=.<p  und  a-'»)a-!g0^fe 

^  mm'  ' 

so  bekommet  man  für  tang^  folgende  Gleichung: 

-  (1— Ä)sin(C~a)         .  sinasinC 


cos  a  cos  C— Ä  cos  (C—a)        ®^      cosacosC— /fCos(C— a) 
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Sind  dann  A  und  B  die  Dreieckswinkel  bei  A  und  ß,  so  ist: 
.         .  __  sinC 

^°^    "    (    m  ^8in(c::^        ~' 

( -i ) ^ — ^-^ —  cosC 

^  1 — m  ^       sing) 

D  sinC 

tangJR  =  — ij ; 

1— m  sincp  ^ 

.   ,^  — r —  cosC 

m         8in(C— -qp) 

Auch  ist  eine  sehr  einfache  geometrische  Gonstruction  beigefügt, 
die  ganz  unabhängig  von  der  trigonometrischen  Berechnung  ist. 
Zuletzt  werden  specielle  Fälle  betrachtet:  Erstens,  wenn  der 
Winkel  C  ein  Rechter  ist;  und  zweitens,  wenn  m  ^=  w!  ist 

Mz. 


A.  Dahmen.      Beziehungen     der    Halbirungslinien     der 

Winkel   im    Dreieck.       Progr.  Ob.  Roalschole  Köln.   20  S 

Es  werden  die  übrigen  Stücke  eines  Dreiecks  durch  die 
Winkelhalbirenden  und  die  Verhältnisse  9^  9,,  9,  ausgedrückt, 
nach  welchen  sich  jene  Linien  im  Inkreiscentrum  gegenseitig 
teilen.  Lg. 

H.  Stade.     Ein  merkwürdiges  Dreieck.     Hoppe  Arch.  (2)  v. 

223-224. 

Wenn  in  einem  Dreieck  ä«  =  qa — ^>  K  =  ^6+^  i»t,  so  sind 
die   trigonometrischen  Functionen    der  Dreieckswinkel  nur    ans 

den    Grössen  yT,  )^2,  |/3  gebildet,    und   zwischen  den  übrigen 
Stücken  finden  einfache  Beziehungen  statt,  z.  B. 

h^  =  r}/2,     d  =  2rcotg/?j/2.  Lg. 


A.  Pellet.  Division  approximative  d'un  arc  de  cercle 
dans  un  rapport  donn^,  ä  Taide  de  la  r^gle  et  du 
compas.     c.  r.  cv.  1119-1120. 

Die  Gonstruction  geht  von  der  Teilung  des  Sinus  des 
Winkels  nach  dem  gegebenen  Verhältnis  aus  und  nähert  sich 
dem   gesuchten  Teilpunkte   des  Bogens   durch    eine  Reihe    von 
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HQlfspuDkten,  die  innerhalb  eines  eng  beschränkten  Teilbogens 
liegen.     Dabei  wird  das  Verhältnis  zweier  Linien  benutzt: 

m  sin  a  eote  ma — cos  a 

r  = ^ —    —  , 

cosma— cosa 

worin  a  den  zu  teilenden  Winkel,  m  den  abzuschneidenden  Bruch 
bedeutet  (a  <  in),  welches  Verhältnis  nahezu  constant  gleich 
f  ist.  Lp. 

E.  CoLLiGNON.      Sur   une   m^thode   approximative  pour 
la  trisection   de   Tangle,    imagin^e   par  M.   E.  Fortin. 

Abb,  FraD9.  (Toaloose)  141-164. 


P.  AuBERT.     Composition  de  math^matiques  dl^mentaires 
propos^e    au   concours   d'agr^gation    de   1886.      Bdiob. 

M.  8.  Proc.  V.  23-28. 

Herr  Aubert  giebt  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe:  Ein 
Kreis  und  zwei  Punkte  P  und  Q,  die  auf  einem  Durchmesser 
liegen,  sind  gegeben.  Man  verbindet  die  Punkte  P  und  Q  mit 
den  Endpunkten  A  und  B  eines  Ereisdurchmessers  durch  die 
Geraden  PA  und  jQJB,  die  sich  im  Punkte  M  treffen  mögen.  Man 
dreht  den  Durchmesser  AB  und  fordert  I.  eine  Untersuchung 
der  Aenderungen  des  Verhältnisses  MA :  MB  und  eine  Construc- 
tion  der  Figur,  wenn  das  Verhältnis  einen  gegebenen  Wert  hat; 
IL  eine  Untersuchung  der  Aenderungen  des  Winkels  AMB  und 
eine  Construction  der  Figur,  wenn  dieser  Winkel  einen  gegebenen 
Wert  hat;  IIL  wenn  A'  und  B'  die  zweiten  Schnittpunkte  der 
Geraden  MA  und  MB  mit  dem  gegebenen  Kreise  sind,  den  Ort 
för  den  Mittelpunkt  des  Umkreises  des  Dreiecks  MA'B'  zu  finden. 

Gbs.  (Lp.) 

W.  Harvey.     Geometrical  proof  of  the  tangency  of  the 
inscribed  and  nine-point  circles.       Edinb.  M.  s.  Proc.    V. 

102-103.  Gbs. 
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S.  Roberts.  Note  on  certain  theorems  relating  to  the 
polar  circle  of  a  triangle  and  Feuerbach's  theorem  on 
the  nine-point  circle.      Mess.  (-2)  xvil.  57-60. 

Man  bezeichne  die  Mittelpunkte  des  Um-  und  Inkreises  mit 
0  und  /,  den  Hohenschnitt  mit  P,  die  Radien  dieser  Kreise  und 
des  polaren  Kreises  mit  R^  r,  q]  dann  ist  bekanntlich 

Der  Beweis  der  zweiten  Gleichung  wird  für  schwieriger  gehalten 
als  derjenige  der  ersten;  dagegen  weist  die  Vergleichung  beider 
Ausdrücke  darauf  hin,  dass  sie  beide  durch  ganz  ähnliche  oder 
correlativ  verschiedene  Methoden  ableitbar  sein  müssen.  Solche 
Beweise  gewinnt  der  Verfasser  in  dieser  Note,  indem  er  sich  der 
folgenden  beiden  Sätze  bedient,  welche  zwar  einen  Teil  der 
allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  bilden,  aber  in  Bezug  auf 
Kreise  der  Geometrie  der  Geraden  und  des  Kreises  angehören. 
1.  Wenn  ein  Dreieck  einem  Kreise  eingeschrieben  und 
in  Bezug  auf  einen  anderen  Kreis  ein  eonjugirtes  Dreieck  ist, 
so  bestimmt  und  bildet  jeder  Punkt  auf  dem  ersten  Kreise  eine 
Ecke  eines  dem  ersten  einbeschriebenen  und  in  Bezug  auf  den 
zweiten  Kreis  conjugirten  Dreiecks.  2.  Wenn  ein  Dreieck  einem 
Kreise  umbeschrieben  und  in  Bezug  auf  einen  anderen  Kreis 
ein  eonjugirtes  Dreieck  ist,  so  bestimmt  und  bildet  jede  Tan- 
gente am  ersten  Kreise  eine  Seite  eines  dem  ersten  Kreise  um- 
beschriebenen  und  in  Bezug  auf  den  zweiten  Kreis  conjugirten 
Dreiecks.  61r.  (Lp.) 

R.  Laohlan.     On  poristic  Systems  of  circles.     Mess.  xvi. 

152-162. 

Im  XIX.  Bande  von  Gergonne's  Annalen  legte  Steiner  die 
Aufgabe  zur  Lösung  vor:  Die  Bedingung  zu  finden,  dass,  wenn 
zwei  beliebige  Kreise  gegeben  sind,  eine  endliche  Reihe  von 
Kreisen  gezeichnet  werden  kann,  welche  die  gegebenen  Kreise 
berühren,  und  von  denen  jeder  seine  Nachbaren  der  Reihe  be- 
rührt. (Steiner,  Ges.  Werke  I.  225).  Er  giebt  als  diese  Bedin- 
gung an:   * 
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(H+r)*-f-4/?rtang'^^  =  d\ 

wo  Bj  r  die  Kadien  der  beiden  gegebenen  Kreise,  d  ihre  Cen- 
trale, n  die  Anzahl  der  Kreise  in  der  Reihe,  m  die  Anzahl  der 
Umläufe  der  Reihe  um  den  kleineren  Kreis  bedeuten,  und  wo 
das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
einer  der  beiden  gegebenen  Kreise  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
anderen  liegt. 

Diese  Aufgabe  wurde  von  Herrn  H.  M.  Taylor  in  Mess. 
(2)  VII.  148  besprochen  und  eine  gleichwertige  Bedingung  er- 
mittelt, und  Herr  W.  W.  Taylor  gab  einige  weitere  Resultate  in 
demselben  Bande  des  Mess.  S.  167-170  an.  [Die  Lösung  der 
Aufgabe  durch  das  Princip  der  reciproken  Radien  ist  lange 
bekannt;  vergl.  Geiser,  Einleitung  in  die  synthetische  Geo- 
metrie (1869)  und  von  den  neueren  Arbeiten  Ad.  Schumann, 
F.  d.  M.  XV.  1883.  411.  D.  Uebers.].  In  dem  vorliegenden 
Aufsätze  erörtert  der  Verfasser  den  allgemeineren  Fall,  wenn 
jedißr  Kreis  der  Reihe  seinen  Nachbar  unter  einem  constanten 
Winkel  schneidet  und  ebenso  jeden  der  beiden  gegebenen  Kreise 
unter  constanten  Winkeln.  Der  Artikel  schliesst  mit  einer  Aus- 
dehnung der  Betrachtung  auf  die  Geometrie  der  Kugel,  wenn 
also  die  Kreise  auf  einer  Kugelfläche  liegen.  Glr.  (Lp.) 


D.  Bksso.     Di  una  serie  di  punti  notevoli  nel  triaugolo. 

Beeso  Per.  mal.  II.  53-54. 

Man  wähle  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  drei  solche 
Punkte  A\  «',  C,  dass 

A'C  ■"   6"  '     B'A  ~~   c"  '      C'B  ""  a" 
ist,  wobei  a,  fc,  c  die  Seitenlängen  bedeuten.     Die  drei  Geraden 
AA\  BB\  CC    schneiden   sich    in    einem  Punkte,    för    den   die 

Summe  der  ^ — ZT/     P^^^^zen  seiner  Abstände  von  den  Seiten 
ein  Kleinstes  ist.  La.  (Lp.) 


ForUchr.  d.  Math.   XIX.  2. 
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L.  KiKPERT.      üeber  eine  Aufgabe  aus  der  Theorie  der 
Maxima  und  Minima.     Jordan  z.  f.  V.  XVl.  5. 

PÄ    PB   PC 

Der  Ausdruck  K  = '        ,  in  welchem  P'  die  Potenz 

des  Punktes  P  in  Bezug   auf  den   Umkreis  von  ABC  bedeutet, 
wird  ein  Minimum,  wenn  P  das  Inkreiscentrum  ist  Lg. 


H.  LiKBER.     üeber  die  Gegenmittellinie  und  den  Grebe'- 
schen     Punkt.        lieber     den     ßrocard'scben     Kreis. 

Pr.  Realgymo.  Stettin. 

Die  Arbeit  giebt  die  Fortsetzung  der  Programmabhandlung 
von  1886.  Als  Ergänzung  der  letzteren  werden  zunächst  ein 
Beispiel  zweier  Gegentransversalen,  dann  die  beiden  Lemoine'- 
sehen  Kreise  angeführt  und  berechnet.  Letztere  gehen  durch  je 
sechs  Punkte,  in  welchen  die  durch  den  Grebe'schen  Punkt  K 
zu  den  Seiten  gezogenen  Parallelen  resp.  Antiparallelen  dieselben 
schneiden.  Der  Abschnitt  IV  untersucht  Beziehungen  der  Geg'en- 
mittellinien  und  des  Grebe'schen  Punktes  zu  gewissen  Kegel- 
schnitten: den  Parabeln,  welche  je  zwei  Seiten  in  den  Endpunkten 
der  dritten  berühren,  den  eingeschriebenen  Ellipsen,  deren  Brenn- 
punkte je  zwei  Winkelgegenpunkte  sind,  z.  B.  Umkreiscentrum 
und  Höhenpunkt,  Schwerpunkt  und  Grebe'scher  Punkt  K  etc., 
endlich  dem  Kegelschnitte,  welcher  K  zum  Mittelpunkt  hat  und 
die  Seiten  in  den  Fusspunkten  der  Höhen  berührt.  Der  Ab- 
schnitt V  handelt  über  den  Broeard'schen  Kreis  und  beginnt  mit 
Angabe  der  benutzten  Literatur.  Zu  Grunde  gelegt  wird  die 
Figur  von  Brocard,  welche  derselbe  dem  15.  Jahrgang  von  Hoff- 
mann's  Zeitschrift  beigegeben  hat.  Die  Beweise  sind  wie  die 
vorhergehenden  möglichst  elementar  gehalten  und  bei  den  Sätzen 
ihre  Autoren  namhaft  gemacht.  Eine  genauere  Inhaltsangabe  ist 
hier  nicht  möglich.  Abschnitt  VI  enthält  Sätze  über  die  sechs 
Kreise,  welche  sich  zu  je  dreien  in  den  Brocard'schen  Punkten 
O  und  0'  schneiden.  Abschnitt  VII  endlich  behandelt  den 
Tucker'schen  Kreis.  Lg. 
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W.   Fuhrmann.     Der  Brocard'sche  Winkel  des  Dreiecks. 

Hoppe  Arch.  (2)  VL  1-88. 

Eine  einheitliche  Zusammenstellung  der  auf  den  Brocard'- 
sehen  Winkel  bezüglichen  Eigenschaften  des  Dreiecks,  auf  ele- 
mentar trigonometrischem  Wege  abgeleitet.  Der  erste  Teil  der 
Arbeit  bezieht  sich  auf  symmetrische  Relationen  zwischen  den 
Winkeln  des  Dreiecks  und  dem  Brocard'schen  Winkel.  Der 
zweite  giebt  Längen  und  Grössen  des  Dreiecks,  die  sich  durch 
diesen  Winkel  ausdrücken  lassen,  so  wie  einige  sich  daran  an- 
sehliessende  Eigenschaften,  also  immer  nur  solche,  welche  mit 
dem  Winkel  in  Verbindung  stehen.  Die  als  Einleitung  gegebene 
geschichtliche  Darstellung  enthält  einen  Irrtum.  Nicht  in  den 
Grondbeginsels  der  Meetkunde  door  J.  H.  van  Swinden  (1816) 
kommt  der  Brocard*sche  Winkel  vor,  sondern  in  den  vortrefflichen 
Anhängen,  welche  C.  F.  A.  Jacobi  denselben  bei  der  Uebersetzung 
1834  hinzugefügt  hat.  Vorher  aber  hat  schon  Jacobi  in  seiner 
Schrift  de  triangulorum  rectilineorum  proprietatibus  quibusdam 
nondum  satis  cognitis,  Naumburg  1825  und  noch  früher  Grelle 
in  seinem  Werk:  Ueber  einige  Eigenschaften  des  geradlinigen 
Dreiecks,  Berlin  1816,  das  Thema  behandelt.  Lg. 


£.  Lemoinb.      Questions  diverses   sur   la  nouvelle   g^o- 

m^trie   du   triangle.      Ass.  FraD9.  ToulonBe.  1-30. 

§  1  behandelt  die  Aufgabe:  Wenn  über  MA,  MB^  MC  als 
Durchmesser  Kreise  construirt  sind  und  M  so  liegt,  dass  die 
Summe  der  Potenzen  je  einer  Ecke  in  Bezug  auf  die  nicht  durch 
diese  gehenden  Kreise  für  alle  drei  Ecken  gleich  gross  ist,  so 
liegt  M  auf  der  Euler'schen  Geraden  und  zwar  vom  Umkreis- 
centrum gerade  soweit  entfernt  wie  der  Schwerpunkt;  §  2  ver- 
schiedene Eigenschaften  der  Segmentärpunkte;  §3  die  Punkte, 
deren  Abstände  von  den  Seiten  je  dreien  von  den  4  Grössen 
s,  s — a,  8—b,  s—c  proportional  sind;  §4  über  gewisse  dreifach 
perspectivisch  liegende  Dreiecke.  §  5.  Gehen  die  Ecktransversalen 
AÄ\  BB\  CC  durch  einen  Punkt  0,  so  genügt  der  Höhenpunkt 
allein   der    Bedingung    AA' .  BC  =  BB'  .CA  =  CC  .  AB.     Fasst 
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man  0A\  0B\  OC  als  LichtstrahloD  aaf,  welche  von  den  Seiten 
refiectirt  werden  etc.,  so  ergeben  sieh  die  zum  Schluss  behan- 
delten Aufgaben.  Angefügt  werden  einige  (nach  Meinung  des 
Verfassers)  zu  wenig  bemerkte  Relationen  zwischen  den  Radien, 
Winkelfunctiooen,    Seiten    und   Seitenabschnitten    des    Dreiecks. 

Lg. 

E.   Lemoine.     Etüde  des  points  inverses.    Paris.  J.  d.  Math. 

sp^c.  16  S. 

Von  den  in  Rede  stehenden  Punkten  hat  der  eine  die  Coor- 

dinaten  or,  ßj  y,    der  andere  — 1-3-?  — .     Es  sind  dieselben, 

a      p       y 

welche  wir  Winkelgegenpunkte  nennen  (vergl.  Kiehl,  Bromberg 
1881,  Progr.).  Die  interessanteste  der  behandelten  Aufgaben  ist 
folgende:  ^Zwei  Winkelgegenpunkte  Fe,  Fe  (oder  die  Brenn- 
punkte eines  eingeschriebenen  Regelschnitts)  so  zu  bestimmen, 
dass  Fe  Fe  von  den  drei  Ecken  aus  unter  gleichem  Winkel  er- 
scheint. Sie  hat  im  allgemeinen  drei,  mindestens  aber  zwei 
Auflösungen.  Ist  nämlich  0  das  Inkreiscentrum,  0«  ein  Ankreis- 
centrum und  tlbcr  00a  als  Durchmesser  ein  Kreis  construirt,  so 
schneidet  derselbe  das  Mittellot  von  AOa  in  Fe  und  Fe,  Ausser 
dieser  noch  fünf  andere  Aufgaben.  Lg. 


C.  A.  Laisant.    Sur  Tinversion  d'un  systfeme  de  n  points; 
construction  de  deux  points  remarquables  du  triangle. 

Ass.  Fraof.  (Toulouse)  282-285. 


Em.  ViGARiE.     Sur  les  points  compl^mentaires.      Matbesis 

VII.  6-12,  57-G2,  84-89,  105-110. 

I.  Vorbegriflfe.  Wenn  ein  Punkt  M  die  trilinearen  Coordi- 
naten  (a,  ß^  y)  hat,  so  heisst  der  Punkt  If ,  mit  den  Coordinaten 
(i^+/t  ^+ct,a4-/?)  sein  complementarer,  und  Jf  ist  der  anticom- 
plementare  zu  If,.  Der  Punkt  L(a  =  ß=^y)  ist  sein  eigener 
complementarer,  ebenso  jeder  Punkt  der  Geraden  /  (a+/?-f  y  =  0). 
Die  Punkte  M^  M^^  L  liegen  auf  einer  und  derselben  Geraden, 
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welche  /  in  einem  Punkte  m  so  schneidet,  dass  das  Doppel- 
sebnittsYerhfiltnis  (ßM^H)  =  —2  ist  Sucht  man  die  unbegrenzte 
Reihe  der  Punkte  4f,  tf^  4f„  . . .,  Mn  auf,  von  denen  jeder  der 
complementare  des  vorangehenden  ist,  so  6ndet  man,  dass  M^  mit 
L  zasammenfällt.  Wenn  die  betrachteten  trilinearen  Coordinaten 
barycentrisch  sind,  so  ist  L  der  Schwerpunkt  G  des  Bezugs- 
dreiecks, und  man  hat  2  MG  =  Cüf^,  sodass  die  complementare 
Figur  einer  gegebenen  Figur  zu  dieser  letzteren  ähnlich  und 
ähnlich  liegend  mit  dem  Aebnlichkeitsverhältnisse  —2  ist 

IL  Nagerscher  Punkt  Der  Gergonne'sche  Punkt  ist  der 
Schnittpunkt  der  Geraden,  welche  die  Ecken  des  ßezugsdreiecks 
mit  den  BerQhrungspunkten  der  Gegenseiten  und  des  Inkreises 
verbinden;  seine  Coordinaten  sind 

[l:(-a+6+c)],  [l:(a-6+c)],  [l:(a+6-c)]. 
Der  Punkt,  dessen  Coordinaten  die  reciproken  Werte  hiervon 
sind,  ist  der  NageFsche  Punkt;  sein  complementarer  ist  der 
Mittelpunkt  des  Inkreises.  Der  Gergonne'sche  und  der  NageF- 
sche  Punkt,  sowie  die  entsprechenden  Punkte  bezQglich  der 
Ankreise  besitzen  zahlreiche  Eigenschaften. 

in.  Der  anticomplementare  Punkt  vom  Lemoine'schen 
Punkte.  Der  Lemoine'sche  Punkt  (a',  6^  c')  besitzt  als  anti- 
complementaren :  (— a'-|-6'+c',  a*— 6'-f  c',  a'-f  6'— c*).  Die  durch 
diesen  Pnnkt  parallel  zu  den  Seiten  gezogenen  Geraden  sind 
den  Kuben  der  Seiten  proportional. 

IV.  Anticomplementarer  Kreis  zum  conjugirten  Kreise.  Um 
die  Ecken  des  Bezugsdreiecks  als  Mittelpunkte  beschreibe  man 
mit  den  Gegenseiten  als  Halbmessern  drei  Kreise;  der  Kreis, 
welcher  sie  rechtwinklig  schneidet,  ist  anticoroplementar  zum 
autopolaren  Kreise  von  ABC.  Mn.  (Lp.) 


E.  Cesaro.      Sur   la  droite  de  Simsoii.      Nouv.  Ann.  (3)  vi. 

257-266. 

Zieht  man  von  einem  Punkt  P  drei  Linien,  welche  die  Seiten 
eines  Dreiecks  in  J[,  F,  Z  a)  rechtwinklig,  b)  unter  demselben 
Winkel  9  schneiden,  und  liegen  X,  Y,  Z  in  einer  Geraden,  so  heissen 
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dieselben  a)  eigentliche,  b)  uneigentliche  Simson'sche  Gerade.  Mit 
Hülfe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  dessen  Anfangs- 
punkt der  Schwerpunkt  und  dessen  Axen  die  Hauptträgheitsaxen 
des  Dreiecks  sind  („Trägheitscoordinaten''),  wird  der  bekannte 
Satz  abgeleitet:  Die  eigentlichen  Simson'schen  Geraden  umhüllen 
eine  Hypocykloide  mit  drei  Rückkehrpunkten  (Steiner  J.  f&r 
Math.  LIII.),  die  uneigentlichen  eine  dieser  ähnliche  Hypocykloide. 

Lg. 

E.  Cbsaro.      Remarques    sur  la  g^om^trie   du   triangle. 

Nonv.  Ann.  (3)  VI.  215-243. 

Mit  Benutzung  der  „Trägheitscoordinaten''  und  der  „Schwer- 
punktscoordinaten^  (bei  welchen  jeder  Punkt  als  Schwerpunkt 
dreier  in  denEk^ken  angebrachten  Massen  ju,,  ^u,,  |u,  mit  der  Summe  1 
angesehen  wird)  werden  folgende  merkwürdige  Punkte  und 
Curven  der  Untersuchung  unterworfen:  1)  Die  Steiner'sche 
Ellipse  £,  welche  durch  die  Ecken  geht  und  den  Schwerpunkt 
zum  Mittelpunkt  hat;  2)  der  Steiner'sche  Punkt  A,  d.  i.  der 
vierte  Schnittpunkt  von  E  mit  dem  Umkreis;  3)  der  Tarry'sche 
Punkt  iV,  d.  i.  der  Gegenpunkt  von  R  auf  dem  Umkreis;  4)  der 
Grebe'sche  Punkt  ZT;  5)  die  Simson'schen  Geraden,  welche  durch 
jene  Punkte  gehen;  6)  die  Eiepert'sche  Hyperbel;  7)  die 
Punkte  J  und  J\  von  denen  aus  die  Seiten  unter  Winkeln  von  120^ 
und  60^  erscheinen;  8)  die  Segmentärpunkte,  der  Brocard'sche 
Kreis  und  das  Brocard'sche  Dreieck.  Lg. 


R.  TucKER.    Sur  le  cercle  triplicateur.     Maihesis  vii.  12-u. 
J.  Casey.       Propri^tös     de     trois     6gures     semblables. 

Mathesis   Vll.  U-15. 

Cl.  Thiry.      Sur    les   medianes,    les   bissectrices    et   les 

ftym^dianes  d'un  triangle.     Mathesis  Vll.  116-117. 
J«  Neuberg.      Centre    isologique    du  triangle.      Mathesis 

VII.  117. 

Van  Dorsten.      Applications    des    propri^t^    de    trois 

figures    semblables.      Mathesis    VII.  16M62. 
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J.  Neubbrg.    Transmutations  d*Qn  triangle.      Matheeit  VII. 

ieo-181. 
A.  Emmerich.     Probl^mes  de  construction  se  rapportant 

&   la   g^om^trie  du   cercle  de  Brocard.       Mathesis   vir. 

346-248. 

Beiträge  zur  Deueren  Geometrie  des  Dreiecks,  die  sieh  zu 
eioem  eingehenderen  Berichte  nicht  eignen.  Mn   (Lp.) 

A.  Emmerich.     Constructionsaufgaben  zur  Geometrie  des 

Brocard'scben    Kreises.    Pr.  Realgymo.  Mulheim  (Bnbr).  No.  450. 

T.  C.  SiMMONS.     A  theoreni  in  oonics.     Lond.  M.  s.  xvii. 

418-419. 

T.  C.  SiMMONS,   R.  F.  Davis,   H.  Brocakd.     Solution   of 

qoestion    8528.       Ed.  Times  XL  VI.  30-32. 

Man  bezeichne  mit  K  den  Lemoine*8chen  Punkt  eines  Dreiecks, 
mit  Ol,  üt'  die  Brocard'schen  Punkte,  mit  2  und  2'  den  Umkreis 
und  die  Brocard'sche  Ellipse.  1)  Wird  irgend  eine  Linie  durch 
K  gezogen,  so  fallen  ihre  Pole  in  Bezug  auf  £  und  2'  zu- 
sammen; daher  lassen  sich  2)  ^  und  2'  als  zwei  Kegelschnitte 
projiciren,  welche  die  Projection  von  K  als  gemeinschaftlichen 
Brennpunkt  und  die  Projectionen  der  Polare  von  Jif  als  gemein- 
schaftliche Leitlinien  besitzen,  und  deren  Excentricitäten  bezw. 
2q'/R  und  Q*/R  sind.  3)  Dreht  sich  S'  um  K  um  180^  so  teilt 
die  mit  .?  gemeinschaftliche  Sehne  den  Abstand  zwischen  K  und 
der  Polare  von  K  orthogonal  in  drei  gleiche  Teile.  4)  Die 
Linien  üTco,  Kw'  bilden  die  Diagonalen  eines  dem  S  einbeschrie- 
benen Vierecks,  das  2'  in  den  Endpunkten  der  kleinen  Axe 
berührt  5)  Die  Sehne  von  2  durch  K  parallel  zu  wio'  wird  von 
2'  in  vier  gleiche  Teile  geteilt.  Lp. 


R.  Tücker,  A.  MukhopAdhtat.    Solution  of  question  8449. 

Ed.  Times   XLVI.   40-42. 

Man  ziehe  die  Lemoine'schen  Geraden  DKE\  D'KFy  EKF\  d.  h. 
Parallele  zu  den  Seiten  durch  den  Lemoine'schen  Punkt  K  eines 
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Dreiecks.  1)  ff  ist  der  Schwerpunkt  füi'  die  Lemoine'sclien 
Punkte  der  Dreiecke  ßD'F,  CDE',  AF'E,  2)  Sind  Si,  Q'  die 
Brocard'schcn  Punkte  und  ^,,  q\^  ...  die  Kadien  der  Umkreise 
für  ßßC,  JBfl'C,  . . .,  so  ißt  Q,  g,  ^^  =  /?»  =  q\  ^;  g\.  3)  Ist 
A'B^C  das  erste  Brocard'sche  Dreieck,  so  schneiden  sich  AA\ 
BB\  CC  auf  der  Kiepert'schen  Hyperbel,  da  wo  sie  von  Pn  ge- 
troffen wird.  4)  Das  Dreieck,  dessen  Seiten  gleich  den  Schwer- 
punktslinien von  ABC  sind,  hat  denselben  Brocard'schen  Winkel 
wie  ABC^  und  sind  il,,  ßj,  C^  die  Winkel  dieses  Dreiecks,  so  ist 

COtgil+COtgil,  =  cotgÄ+cotgÄ,  =  cotgC+cotgC,  =  f  cotgcu, 
und  sein  Brocard'scher  Radius  verhält  sich  zu  dem  von  ABC  wie 
m^m^m^  zu  3a6c,  wo  m,,  m,,  iw,  die  drei  oben  erwähnten 
Schwerpunktslinicn  sind.  5)  Ist  A'*  B**C'*  das  zweite  Brocard'sche 
Dreieck,  z/"  sein  Inhalt,  q\  der  Brocard^sche  Radius,  R  der 
Umkreisradius  des  von  den  Schwerpunktslinicn  gebildeten 
Dreiecks,  so  ist  J**R\/J'^q^^  proportional  mit  cotg'oi.      Lp. 


J.  Nküberg,  Ch.  A.  Scott.     Solution  of  question  8185. 

Kd.  Times  XL  VI.  52-55. 

Die  Basis  BC  eines  Dreiecks  sei  fest  gegeben,  die  Ecke  A 
bewege  sich  auf  einer  durch  B  gehenden  Geraden.  Dann  ist 
1)  der  Ort  des  Schwerpunktes  und  des  Mittelpunktes  des  Feuer- 
bach'schen  Kreises  je  eine  Gerade;  2)  die  HUllcurve  der  Geraden, 
welche  diese  Punkte  verbindet,  ist  ein  Kegelschnitt;  ?>)  die  Oerter 
der  Ecken  A\  B\  C  des  Dreiecks,  welches  von  den  Tangenten 
in  il,  B,  C  am  Umkreise  von  ABC  gebildet  wird,  sind  eine 
Parallele  zu  BC  und  ein  Kegelschnitt;  4)  die  Hüllcurve  von  B*C 
ist  eine  Parabel  mit  dem  Brennpunkte  C;  5)  die  Hüllcurve  der 
Symmediane  AA'  ist  ein  Kegelschnitt  mit  einem  Brennpunkte  in 
C\  6)  der  Ort  des  Centrums  K  der  Symmedianen  ist  ein  Kegel- 
schnitt; 7)  die  von  den  Brocard' sehen  Punkten  beschriebenen 
Oerter  sind  ein  Kreis  und  die  Fusspunktscurve  eines  Kegelschnitts. 

Lp. 

H.  Brocard,  G.  de  Longchamps.  Solution  of  question  8613. 

Ed.  Times  XLVI.  99-101. 
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D  und  D'  seien  die  Pankte,  deren  Abstände  von  den  Seiten 
eines  Dreiecks  den  Kuben  dieser  Seiten  umgekehrt  oder  direet 
proportional  sind.  Rekanntlieh  ist  D  das  CoUineationscentrum 
des  gegebenen  Dreiecks  ABC  und  des  ersten  Brocard'schcn 
Dreiecks  A*B*C\  und  D'  ist  der  Pol  von  ßß'  in  Bezug  auf  den 
Brocard'schen  Kreis.  Ausserdem  liegt  nun  aber  auch  noch  der 
Pol  von  DD'  in  Bezug  auf  denselben  Kreis  auf  der  Collincations- 
axe  der  Dreiecke  ABC  und  A*B*C\  Lp. 


R.  TüCKBR.      Geonietrical  note.     Ed.  Timee  XLVI.  104. 

Bemerkungen  zu  den  Aufsätzen:  „The  symmedian-point  axis 
of  an  associated  System  of  triangles''  in  Quart.  J.  und  Ed.  Times 
(Tgl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  489,  XVII.  1885.  554).  Lp. 


R.  Tücker.     The  „cosiue^  orthocentres  of  a  triangle  and 
a  cubic   through  them.      Mess.  (2)  XVII.  97-103. 

Analytische,  mit  der  Geometrie  des  Dreiecks  zusammen- 
hängende Untersuchungen.  Die  Gleichung  der  betrachteten 
Carve  dritter  Ordnung  ist  in  triiinearen  Coordinaten: 

{aa\:bß^cy)(bcßY'\'Caya-\-ahaß)  =  kahcaßy.     Glr.  (Lp.) 


R.  TucKER.     Geometrical    notes.      Lond.  m.  s.  Proc.   xvii. 

430-431,  XVIII.  393  400. 

Beiträge  zur  Geometrie  des  Dreiecks,  welche  sich  auf  den 
Grebe'schen  und  die  Brocard'schen  Punkte  beziehen.  Am  Schlüsse 
sind  die  dem  Verfasser  in  den  Jahren  1886  und  1887  zugegan- 
genen Schriften  über  den  Gegenstand  angeführt.  Lg. 


J.  Neüberg,  B.  f.  Davis,  S.  Aiyar.    Solution  of  question 

8755.       Ed.  Times  XLVII.  55-56. 

Man  verlängere  die  Höhen  eines  Dreiecks  ABC  über  die 
Ecken  hinaus  um  die  Strecken  AA'  =  BC,  BB'  =  CA,  CC  ^  AB. 
Dann  haben  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  denselben  Schwer- 
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punkt.    Sind  o,  o'  die  Brocard'schen  Winkel  dieser  Dreiecke, 
80  ist 

AB^C  =  2^ÄC(2+cotga),      cotga'  =  ^^^^J^^/  , 

(Ä'By+(B'Cy+(CAy  =  8ABC(3+2  cotga). 
Ferner  sind  ^1,  fi,  C  die  Mittelpunkte  der  nach  innen  Ober  den 
Seiten    von    A'B'C    construirten   Quadrate.     Endlich   sind    die 
Mitten  der  Seiten  Yon  A'B'C  die  Mittelpunkte  der  nach  aussen 
über  den  Seiten  von  ABC  gezeichneten  Quadrate.  Lp. 


E.  BoRDAGE,  R.  F.  Davis.      Solution  of  question   8468. 

Ed.  Times  XLVI.  33-34. 

Ein  Punkt  M  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  wird  mit 
den  Ecken  A,  fi,  C  verbunden.  Dann  schneiden  sich  die  Feuer- 
bach'schen  Kreise  der  Dreiecke  MAB^  MBC,  MCA  in  einem 
Punkte  R  auf  dem  Feuerbach'schen  Kreise  des  Dreiecks  ABC, 
Liegt  M  auf  dem  Umkreise  von  ABC,  so  gehen  die  Simsonlinien 
bezflglich  der  Dreiecke  MAB^  MBC^  MCA^  ABC  und  der  zuge- 
hörigen Punkte  C^  Af  B^  M  durch  den  Punkt  R.  Die  Schwer- 
punkte der  vier  Dreiecke  liegen  auf  einer  Kreislinie.      Lp. 


H.  Brocard,  D.  Biddlk,  G.  dk  Longchamps.      Solution 

of  question  8816.      Ed.  Times  XL VII.  2224. 

Es  seien  i2,  Ü'  die  Brocard*schen  Punkte,  S  die  Mitte  von 
£2ii\  S'  der  Punkt,  welcher  dem  S  bei  symmetrischen  Geraden 
entspricht,  R  der  Steiner*sche  Punkt.  Dann  liegt  R  auf  der 
Geraden  SS\  Lp. 

A.  M.  Nash,  R.  F.  Davis.      Solution   of  question   8875. 

Ed.  Times  XLVII.  131-133. 

R.  F.  Davis.     Note  on  the  Brocardal  ellipse.      Bd.  Times 

XLVII.  134-135. 

R.  F.  Davis.     Geometrical  construction  for  the  Brocardal 

angle  etc.      Ed.  Times  XLVn.  135-136. 
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Beiträge  zur  neueren  Dreiecksgeonietrie,  yon  denen  besonders 
der  erste  Artikel  manche  neuen  Besiebungen  aufdeckt      Lp. 


H.  ScHOüTE.     Ein  geometrisches  Problem.      Schlömilch  z. 

XXXII.  59-62. 

Sind  l^  fi^  p  die  mit  Vorzeicben  Tcrsebenen  Abscbnitte, 
welche  die  EcktransYcrsalen  PAj  PB^  PC  eines  Punktes  P  auf 
den  Hittelsenkrecbten  der  Dreiecksseiten  bestimmen,  so  findet 
zwischen  denselben  eine  Beziehung  statt;  soll  diese  auch  bei 
Umkehrung  der  Zeichen  yon  il,  fi,  p  bestehen  bleiben,  d.  h.  dem 
Fankte  P  ein  andrer  P'  entsprechen,  so  liegen  P  und  P'  entweder 
auf  der  Euler'schen  Geraden  und  bilden  auf  ihr  eine  Inyolution, 
deren  Doppelpunkte  Höhenschnitt  und  Schwerpunkt  sind  und  der 
z.  B.  Umkreiscentrum  und  Hittenkreiscentrum  als  entsprechende 
Punkte  P  und  P'  angehören;  oder  der  Ort  för  P  und  F'  ist  die 
Eiepert'sche  gleichseitige  Hyperbel,  welche  durch  die  Eckpunkte 
A^  £,  C,  den  Höhenschnitt  und  den  Schwerpunkt  geht.      Lg. 


M'Cay.  Sur  Phyperbole  de  Kiepert.  Mathesia  Vli.  208-220. 
lieber  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  als  Grundlinien 
construirt  man  drei  ähnliche  gleichschenklige  Dreiecke  BCa^ 
CAßj  ABy.  Die  Geraden  Aa^  Bß,  Cy  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  P,  der  mit  dem  Winkel  d  =  aBC  sich  ändert;  der  Ort 
yon  P  ist  die  Kiepert* sehe  Hyperbel,  die  trilineare  Inverse  der- 
jenigen Geraden,  welche  den  Hittelpunkt  des  Umkreises  mit  dem 
Lemoine'schen  Punkte  Tcrbindet.  Diese  Hyperbel  besitzt  eine 
Menge  Eigenschaften,  die  grösstenteils  aus  der  folgenden  grund- 
legenden fliessen:  Eine  beliebige  Gerade  schneidet  die  Kiepert'- 
8cbe  Hyperbel  und  die  trilineare  inyerse  Gerade,  die  eben  erwähnt 
wurde,  in  drei  solchen  Punkten,  dass  die  zugehörigen  Winkel  d 
als  Summe  ein  Vielfaches  von  n  haben.  Mn.  (Lp.) 


C.  A.  Laisant.      Sur   les  asymptotes   de  rhyperbole  de 

Kiepert.      Ass.  FraD9.  (Toulouse)  113-114. 
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E.  Lemoine.     Solution  de  la  question    1565.      Nonv.  Ann. 

(3)  VI.  582. 

Die  Gleichung    einer   dem    Dreieck    ABC  unibeschriebenen 
Hyperbel,  welche  durch  die  Brocard'scben  Punkte  geht,  nämlich 

H r^ 1 ==  Oj  ^^^^  durch  die  Coordi- 


aa  bß  cy 

dinaten  des  Steiner'schen  Punktes 

1  1  1 


für  txßy  befriedigt,  dieser  Punkt  liegt  also  auf  derselben  Hyperbel. 

Lg. 

W.  Glaser.      Ueber  einige  Punkte  des  Vieiecks.      Progr. 

Homburg  v    d.  Höhe.    18  S. 

Der  Punkt  P,  für  welchen  Pii»+Pß'+PC'+^^'  ein  Miaimum 
wird,  liegt  im  Schnittpunkt  0  der  drei  Mittellinien,  welche  die 
Mitten  der  Gegenseiten  des  vollständigen  Vierecks  ABCD  ver- 
binden. Ist  PA^+PB^—PC^-^PD^  constant,  so  liegt  P  auf  einem 
Lote  zur  Mittellinie  von  AB  und  CD.  Die  Schnittpunkte  der 
Mittellote  je  zweier  Gegenseiten  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
auf  je  einer  Mittellinie  senkrecht  stehen  und  von  je  zwei  Mittel- 
loten harmonisch  geteilt  werden.  Die  sechs  harmonischen  Teil- 
punkte  sind  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits,  dessen 
Seiten  auf  OA,  OB,  ÜC,  OD  senkrecht  stehen.  Die  Function 
a.PA^+ß.PB^iy.PC%  in  welcher  a^ß^y  beliebige  Coefficienten, 
ABC  ein  Dreieck  und  P  ein  beliebiger  Punkt  ist,  bestimmt  ein- 
deutig die  Lage  eines  anderen  Punktes  Q  und  wird  auf  die 
merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  und  deren  Seitengegenpunkte 
angewandt.  Mit  den  entsprechenden  Formeln  werden  dann 
beim  Viereck  Sätze  hergeleitet,  welche  mit  den  aus  den  Umkreis- 
centren, Schwerpunkten  und  Höhenschnitten  der  Dreiecke  EAB, 
EBCy  ECD,  EDA  (E  Schnittpunkt  von  AC  und  BD)  gebildeten 
Parallelogrammen,  den  aus  den  Höhenschnitten  der  Dreiecke 
ABC,  BCD,  CDAj  DAB  gebildeten  Vierecken,  den  durch  die  Ecken 
zu  den  Diagonalen  parallel  gezogenen  Linien  etc.  in  Verbindung 
stehen.  Lg. 
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T.  C.  SiMMONS.     A  new  method  for  the  investigation  of 

barraonic  polygons.      London  M.  8.  Proc.  XVm.  289-304. 

Ein  Polygon  ist  ein  harmonisches,  wenn  die  von  einem 
innerhalb  gelegenen  Punkte  auf  die  Seiten  gefällten  Lote  diesen 
proportional  sind.  Solche  Polygone  behandelte  namentlich  Casey 
(Proc  R.  J.  Acad.  2.  Ser,  Vol.  IV,  No.  5)  und  neuerdings  Tarry 
und  Neuberg  (Assoc.  Fran?.  Nancy  1886).  Zur  Auffindung  der 
Eigenschaften  dieser  Polygone  geht  Herr  Simmons  zweckmässig 
Ton  der  Verallgemeinerung  seines  in  den  London  H.  S.  Proc. 
XVII.  418  (vgl.  oben  S.  551)  aufgestellten  Satzes  über  Kegel- 
schnitte aus.  Seht. 

i.B  Pont.     Note  de  g^om^trie.     am.  Fran^.  (TouIooso)  119-122. 


R.  C.  J.  Nixon.  Geometry  in  space,  containing  parts 
of  Euclid*8  eleventh  aud  twelfth  books  and  some 
properties  of  polyhedra  and  solids  of  revolution,  with 

exercises.      Oxford.  Claremloo  Press.  Vlll  -+-  101  8.  (1888.) 

Dieses  Buch  kann  als  die  Fortsetzung  von  „Euclid  revised" 
(F.  d.  M.  XVIII.  1886.  459)  angesehen  werden  und  besitzt  die- 
selben Vorzüge.  Bei  der  Behandlung  der  Flächen-  und  Körper- 
Inhalte  ist  die  Grenzmethode  fQr  die  euklidische  gesetzt  worden. 
Viele  interessante  Theoreme,  welche  nebst  zahlreichen  Uebungen 
ausser  den  in  Euklid's  Elementen  enthaltenen  gegeben  sind,  ver- 
grössem  den  Wert  des  Buches.  Es  muss  fQr  diejenigen,  welche 
Euklid  als  Lehrbuch  aufgegeben  haben,  einigermassen  wunderbar 
sein,  die  Anstrengungen  zu  beobachten,  welche  gemacht  werden, 
om  Anhänger  seines  Systems  zu  bleiben  und  gleichzeitig  neuere 
Methoden  und  Begriffe  einzuführen,  wie  dies  in  höherem  oder 
niederem  Grade  in  allen  besseren  Ausgaben  in  England  ge- 
schehen ist.  Gbs.  (Lp.) 

F.  Porta.     Oeotnetria  solida,  con  123  fig.  iiel  testo,  in 

12".      Torino.    FraUlIi  Bocoa. 
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G.  Haück.     Ueber  die  Systematik  in   der  Stereometrie 
mit  Beziehung  auf  Heinzens  „Genetische  Stereometrie*'. 

Hoffmann  Z.  XYIII.  81-93. 

Der  Herr  Verfasser  äussert  mehrere  Bedenken  gegen  das 
Heinze'sche  System  der  Stereometrie,  welches  tou  anderer  Seite 
sehr  gertthmt  wurde.  Er  sagt  und  weist  dies  auch  ausftihrlicher 
nach,  dass  der  Missgriff  des  Heinze'schen  Systems  darin  besteht, 
dass  es  fttr  die  Specificirung  und  Systematisirung  der  geometri- 
schen Formenwelt  die  Inhaltsformel  als  massgebend  nimmt,  wäh- 
rend hierfür  ganz  andere  Rücksichten  in  Betracht  kommen.  Ein 
Fortschritt  der  stereometrischen  Methodik  kann  nur  durch  An- 
näherung an  die  darstellende  Geometrie  geschehen.  Femer 
lässt  sieh  nicht  die  Mannigfaltigkeit  der  geometrischen  Formen 
aus  einem  einzigen  Centralkörper  durch  fortgesetzte  Specialisi- 
rung  entwickeln,  wie  dies  im  Heinze* sehen  System  angestrebt  wird. 

Dagegen  enthält  das  Heinze'sche  Buch  hübsche  und  an- 
regende Einzelentwickelungen;  unter  diesen  namentlich  die  Dar- 
stellung des  Inhalts  des  Antiprismas  als  Function  des  Drehungs- 
winkels.  (Vgl.  auch  S.  55  dieses  Bandes).  Mz. 


H.  LiKBBR.     Stereometrische  Aufgaben.      Berlin.  L.  Simion. 
141  S. 

Die  vorliegende  Aufgabensammlung  schliesst  sich  der  yom 
Verfasser  und  v.  Lühmann  herausgegebenen  Sammlung  geo- 
metrischer Aufgaben  an  und  geht  von  demselben  Grundsatz  aus 
wie  diese,  „dass  die  Aufgaben,  wenn  die  Gesamtheit  der  Schüler 
im  Stande  sein  soll,  sie  zu  lösen,  systematisch  behandelt  und  in 
bestimmte  Gruppen  geteilt  werden  müssen,  für  welche  die  Grund- 
züge der  Lösung  anzugeben  sind.^  Die  Aufgaben  erstrecken 
sich  über  das  ganze  Gebiet  der  auf  dem  Gymnasium. gelehrten 
Stereometrie,  sind  der  Hauptsache  nach  Rechenaufgaben^  er- 
fordern aber  zu  ihrer  Lösung  gründliche  Uebung  in  der  räum- 
lichen Anschauung.  In  48  Paragraphen  ist  der  Stoff  übersicht- 
lich geordnet,  schwierige  Figuren  werden  genau  beschrieben 
und  der  Zusammenhang  der  zu  betrachtenden  Stücke  durch  For- 
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mein  festgelegt.  §§  1  bis  16  bebaiHielii  Prisma,  Pyramide,  die 
regulären  Hexaeder,  Tetraeder  und  Oktaeder,  Cjitndery  Kegel 
und  Kugel  und  die  durch  Ebenen  Ton  diesen  abgeschnittenen 
Stocke;  in  §  17  bis  43  treten  diese  Körper  zu  zweien  und  dreien 
zusammen,  die  letzten  Paragraphen  behandeln  Rotationskörper 
und  SchwerpuDktsbestimmungen  mittels  der  Guldin'schen  Regel. 
Haxima  und  Minima  sowie  kubische  Gleichungen  sind  nicht  ge- 
sondert, sondern  in  der  verwandten  Gruppe  mit  aufgeführt,  was 
nur  zu  billigen  ist,  da  ja  sehr  oft  die  Discriminante  der  kubischen 
Gleichung  die  betrefifendeu  Maxima  und  Minima  mit  bestimmt. 
Das  Buch  wird  Ton  Lehrern  und  SchQlern  gern  benutzt  werden. 

Lg. 

Weinmeister,     üeber  die  Körper,   deren  Schnittflächen 
parallel  zu  einer  Ebene  quadratische  Functionen  ihres 

Abstandes   sind.     HoffmaDo  Z.  XVHI.  321-343,  401-417  uDd  496. 

,,Im  Abschnitt  A  wird  zunächst  fQr  die  in  der  Ueberschrift 
gekennzeichneten  Körper  ohne  jede  Kücksicht  auf  die  Gestalt 
eine  Formel  abgeleitet  und  Tcrwertet,  welche  den  Inhalt  durch 
drei  beliebige  Schnittflächen  ausdrflckt;  dem  folgt,  wiederum  auf 
Grund  jener  Formel,  eine  Discussion  der  möglichen  Gestalten 
(Abschnitt  B);  und  da  zeigt  es  sich,  dass  alle  hierher  gehörigen 
KOrper  in  sechs  Klassen  zerfallen,  die  sich  den  Terschiedenen 
Flächen  zweiter  Ordnung  auf  das  ungezwungenste  anschliessen; 
welcher,  dieser  Klassen  ein  KOrper  zugehört,  lässt  sich  aus  den 
Grundflächen  und  dem  Hittekchnitt  erkennen  (C).  Nun  werden 
die  den  einzelnen  Klassen  entsprechenden  Formeln  durchgeführt 
und  auf  Körperschichten  angewandt,  deren  Mäntel  entweder  (D) 
?on  Flächen  zweiter  Ordnung,  oder  (E)  Ton  Ebenen,  oder  (F) 
?on  Regelflächen  gebildet  werden.  Dies  liefert  mancherlei  ge- 
schmeidige Formeln,  z.  B.  f&r  den  ellipsoidiscben  und  hyper- 
boloidischen Kegel  die  Formel  ^n'r^h  genau  wie  fQr  den  Kugel- 
k^el,  wobei  nur  n\  r  und  h  eigenartig  aufzufassen  sind.  Dass 
auch  die  ebenflächigen  Körper  (Prismatoidc,  Spheniske  etc.)  sich 
wie  von  selbst  in  jene  sechs  Klassen  einfügen,  macht  ihre  lieber- 
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sieht  wesentlich  leichter.  Im  Abschnitt  F  dürfte  der  Satz  46 
interessiren,  der  sich  bei  der  Betrachtung  der  windschiefen  Flä- 
chen ergab  und  einen  Steiner'schen  Satz  beträchtlich  erweitert, 
nämlich:  „Liegen  in  zwei  unter  dem  Abstand  2r  parallelen 
Ebenen  zwei  beliebige  gerade  oder  krumme,  nicht  geschlossene 
Linien,  und  werden  dieselben  von  den  Endpunkten  einer  Strecke, 
deren  Länge  unveränderlich  =2/,  so  durchlaufen,  dass  eine 
geschlossene  krumme  Fläche  entsteht,  so  ist  der  von  dieser  be- 
grenzte Körper  =  |^7rr(/'  — r')."  Endlich  wird  im  Schluss- 
abschnitt  die  Martus'sche  Inhaltsbestimmung  kegelschnittkantiger 
Körper  in  die  voraufgegangene  Betrachtung  hineingezogen.  Die 
Simpson'sche  Regel,  welche  als  besonderer  Fall  in  den  entwickel- 
ten Formeln  enthalten  ist,  gilt  bekanntlich  auch  für  solche  Körper, 
deren  Schnittflächen  parallel  zu  einer  Ebene  kubische  Functionen 
ihres  Abstandes  sind;  ob  dies  noch  für  andere  jener  Formeln 
gilt,  wird  in  einer  nachträglichen  Bemerkung  erörtert.         Lg. 


S.  Tkbay,  W.  J.  C.  Sharp,  J.  Beyens.    Solution  of  questiou 

8927.       Ed.  Times   XLVIl.  110-111. 

Die  Seitenflächen  eines  Tetraeders  mögen  die  Flächeninhalte 
^/i,  z/g,  ^3,  J^  haben,  der  Radius  der  Umkugel  sei  ß,  die  Radien 
der  Umkugeln  durch  den  Mittelpunkt  der  ersteren  und  die  Ecken 
von  ^,,  z/„  ^3,  z/4  seien  fi,,  ß„  Ä,,  Ä^,  dann  ist  das  Volumen 
V  des  Tetraeders: 

In  einer  Bemerkung   wird  die  Gültigkeit  einer  entsprechenden 
Formel  für  einen  mehrdehnigen  Raum  angezeigt.  Lp. 


S.  Tebay,   W.  J.  C.  Sharp.     Solution   of  question    8888. 

Ed.  Times    XLVII.  161-1G2. 

/>,,  Dj,  D,  seien  die  kürzesten  Abstände  der  Gegenkanten 
(o,  a),  (6,  6),  (c,  c)  eines  Tetraeders,  V  sein  Volumen,  J  der  Inhalt 
der  gleichen  Seitenflächen,  dann  ist: 
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D\-\^Dl+Dl  =  K«'+fr'+0  =  D]^a'  =  etc. 

Man  Tergleiche  übrigens  die  allgemeineren  Betrachtungen  von 
Herrn  Ad.  Schmidt:  „Das  gleichseitige  Tetraeder"  (F.  d.  M.  XVI. 
1884.  500)  and  von  Herrn  D.  Besso:  „Sul  tetraedro  a  facce 
egoali"  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  491).  Lp. 


T.  R.  Terry,   R.  Lachlan,  W.  W.  Taylor.     Solution  of 
questions  7987  and  8036.     Ed.  Times  XLVII.  46-48. 

Die  von  Herrn  Terry  als  Aufgabe  7987  aufgeworfene  Frage 
nach  dem  Radius  einer  Engel,  welche  vier  von  aussen  sich 
gegenseitig  berührende  Kugeln  mit  den  Radien  a,  6,  c,  d  berührt 
(cf.  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  493),  war  für  Herrn  Lachlan  Veran- 
lassung dazu,  den  Ausdruck  für  den  Radius  der  Orthogonalkugel 
jener  vier  Kugeln: 

zum  Beweise  vorzulegen.  Herr  Taylor  leitet  diesen  Ausdruck 
her.  Ausserdem  wird  die  Bemerkung  hinzugefügt,  dass  der 
allgemeine  Ausdruck  für  den  Radius  einer  Kugel,  die  fünf 
gegebene  Kugeln  unter  gegebenen  Winkeln  schneidet,  in  Clifford's 
Mathematical  papers  steht.  Ferner  ist  die  Arbeit  des  Herrn 
Lachlan  „On  Systems  of  circles  and  spheres"  zu  vergleichen 
(F.  d.  M.  XVIII.  1886.  491).  Lp. 


S.  Tebay,  J.  Wolstenholme.    Solution  of  question  8804. 

Ed.  Times    XLVII.  31-32. 

Bei  einem  Tetraeder  seien  a^  b,  c  drei  in  einer  Ecke  zu- 
sammenstossende  Kanten ^  ferner  rc,  y,  s  die  bez.  Gegenkanten, 
Ä^  X,  By  y,  C,  Z  die  entsprechenden  Flächen winkel,  V  das 
Volumen.    Dann  ist: 

ax  by  cz 

sin^sinX  sin^sinF  sinCsinZ 

Fortschr.  d.  Math.  XIX.  2.  36 
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Sind  die  Inhalte  der  vier  Seitendreiecke  gleich,  so  ist 

a  =  ru,     ^  =  y?     c  =  Ä,     A  =  Xy     ß  =  Y,     C  =^  Z^ 

(b^c)B\nÄ+(c—a)s\nB-{-(a-'b)&\nC  =  0.         Lp. 


D.  BiDDLE.     Solution  of  question  8325.      Bd.  Times  XL  vi. 

58-59. 
T.    P.    KiRKMAN.       Solution    of  question    8801.        Ed.    Times 
XLVII.  24-26. 

Ein  Tetraeder  ABCD  stehe  mit  der  Basis  BCD  auf  einer 
horizontalen  Ebene;  £  sei  ein  Punkt  der  Kante  AB.  Auf  den 
Kanten  AC  und  AD  zwei  Punkte  P  und  Q  so  zu  bestimmen, 
dass  die  drei  Geraden  £P,  PQ,  QB  gleiche  Neigung  gegen  die 
horizontale  Basis  besitzen.  Durch  die  Frage  des  Herrn  Biddle 
angeregt,  welcher  den  Weg  als  den  von  einer  hinunter  kriechen- 
den Fliege  bezeichnet  hatte,  giebt  Herr  Kirkman  ähnliche  Fragen, 
die  er  an  die  ägyptischen  Pyramiden  anknttpft,  indem  er  mehrere 
derartige  Wege  nach  der  Plattform  eines  unregelmässigen  Pyra- 
midenstumpfes anzulegen  vorschreibt,  den  einen  für  Pharao  und 
seinen  Hofstaat,  den  anderen  fUr  das  gemeine  Volk.  Eine  ähn- 
liche Aufgabe  für  ein  ebenes  Polygon  stellt  und  löst  Herr  Kirk- 
man   in    Ed.  Times  XLVII.  58-59  (No.  8843).  Lp. 


A.  Höfler.      Netz,     Oberfläche    und    Kubikinhalt    des 
Cylindcrstutzes    und   der  Kugel.     Hoffmann  z.  XVIII.  1-26. 

Die  Arbeit  enthält  Anwendungen  von  Eigenschaften  der 
Sinuscurve  und  des  Cavalieri'schen  Princips  und  „giebt  Begriffs- 
bestimmungen und  Entwickelungen,  so  dass  bloss  planimetrische 
und  stereometrische  Kenntnisse  vorausgesetzt,  dagegen  weder 
goniometrische  Symbole  noch  Curvengleichungen  verwendet  wer- 
den^. Letztere  sind  ebenso  wie  die  betreffenden  Integrationen 
in  Anmerkungen  zugefügt.    In  §  1  und  2  werden  demgemäss  die 

einfache  und  die  allgemeine  Sinuscurve  y  =  smx  und  y  =  asin  -^ 

definirt,  sowie  ihr  Flächeninhalt  berechnet.    §  3  bis  5  behandeln 
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den  Cylinderstutz  und  sein  Netz,  Inhalt  des  Mantels  und  Qua- 
dranten eines  Stutzes.  §§  6  bis  11  sind  der  Kugel  gewidmet. 
Deren  Netz  wird  aus  Zweiecken  construirt,  die  nicht,  wie  in 
manchen  Lehrbüchern  tlblich,  von  Kreisbogen,  sondern  von  allge- 
meinen Sinuscurven  begrenzt  sind.  Erstere  liefern  nämlich,  wie 
gezeigt  wird,  bei  Zugrundelegung  von  12  Zweiecken  für  den 
YoUen  Winkel  um  den  Pol  der  Netzkugel  94®  zuviel,  letztere 
dagegen  nur  8®  zu  wenig.  Oberfläche  und  Inhalt  der  Netzkugel 
sind  dieselben  wie  die  der  wirklichen  Kugel.  Zum  Schlüsse 
lässt  sich  der  Verfasser  über  die  didaktische  Verwendung  der 
behandelten  Aufgaben  aus.  Lg. 


H.  Simon.      Elementar  -  stereometrische    Quadratur    der 

Ellipse.      HoffmaDD  Z.  XVIII.  421-422. 

Die  Ellipse  wird  als  Schnitt  eines  geraden  Kreiscylinders 
aufgefasst  und  dann  der  Satz  von  der  Orthogonalprojection 
F  =  P^  cos  a  verwertet.  Lg. 


W,  Kretkowski.     Construction  der  Kugel,    welche  ge- 
gebene Kugeln  unter  gleichem  Winkel  schneidet,  und 

analoge    Aufgaben.      Erak.  Denkschr.  XIII.  (Polnisch.) 

Die  Schrift  behandelt  das  von  Herrn  B.  Alvord  im  Amer. 
Joum.  of  Math.  V.  (siehe  F.  d.  M.  XIV.  1882.  526)  untersuchte 
Problem  und  berichtigt  die  dort  unrichtig  angegebene  Anzahl 
der  Lösungen.  Der  Verfasser  entwickelt  seine  Rechnung  gleich- 
zeitig fQr  Kugeln  und  Kreise  mittels  Formeln  der  m-dimensio- 
nalen  Geometrie  und  im  schiefwinkeligen  Coordinatensystem. 
Er  zeigt,  dass  die  Construction  der  Kreise,  welche  vier  gegebene 
unter  gleichem  Winkel  treffen,  auf  acht  und  nicht,  wie  Herr  Al- 
vord behauptet,  auf  96  Arten  möglich  ist,  und  dass  ebenfalls 
die  Construction  der  Kugeln,  welche  fünf  fest  gegebene  unter 
demselben  Winkel  schneiden,  nur  16,  aber  nicht,  wie  bei  Herrn 
Alvord,  640  Auflösungen  zulässt.  Dn. 

36* 
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W.  Kreticowski.      Ueber   einige    Aufgaben    der   sphäri- 
schen   Geometrie.     Krak.  Denkachr.  XlII.  (Polnisch.) 

Algebraische  Losung  der  beiden  folgenden  Aufgaben: 

1)  Construction  des  Kreises,  der  vier  oder  mehr  gegebene, 
auf  einer  Kugel  liegende  Kreise  unter  gleichem  Winkel  schneidet, 
d.  h.  Bestimmung  des  Halbmessers  des  Kreises  und  des  genanüten 
Winkels. 

2)  Construction  des  Kreises,  der  die  gegebenen  auf  einer 
Kugel  liegenden  Kreise  unter  gegebenen  Winkeln  schneidet,  d.  b. 
Bestimmung  des  Halbmessers  des  ersten  Kreises.  Dn. 


W.  J.  McClelland  and  Thomas  Prbston.  A  treatise 
on  spherical  trigonometry  with  appHcations  to  spherical 
geometry   and  numerous   examples,    Part  l,  second  edition. 

XII -h  176  S.   (1887).    Part  IL    XVI  -h  186  8.   (1886).    London.  Mac- 
millan  and  Co. 

Teil  I  behandelt  die  sphärische  Trigonometrie  bis  zur  Auf- 
lösung sphärischer  Dreiecke;  in  Teil  II  wird  die  sphärische  Geo- 
metrie mit  einer  in  englischen  Büchern  ungewöhnlichen  Voll- 
ständigkeit vorgetragen.  Gbs.  (Lp.) 


H.    B.  GooDWiN.       Plane    and    spherical    trigonometrj. 

London.  Longmans,  Qreen  and  Co.  X  +  236  S.  (1886.) 

Gbs. 

M.  Jenkins.      On    the    order  of  proof  of  the  principal 
equations  of  spherical  trigonometry.    Mess.  (2)  XVIL  30*34. 

Der  Verfasser  wählt  als  die  drei  Grundformeln: 
sini4        sinfi        sinC        Bm(A-\'B)        cosa-fcosft 
sina         sin 6         sine  '  sinC  l-j-cosc 

Diese  werden  durch  die  ersten  Betrachtungen  abgeleitet,  and 
aus  ihnen  werden  alle  anderen  Formeln  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie  gefolgert.  Glr.  (Lp.) 
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F.  J.  VAN  DKN  Brrg.      Over    een    vraagstuk    van    bol- 
vorrnige  driehoeksmeting.      Nieuw  Arch.  XIV.  78-94. 

Die  Aufgabe,  welche  hier  behandelt  wird,  ist  die  folgende: 
Wenn  a,  A,  a,,  i4,,  o,,  A^  unveränderlich  sind,  während  ö,  ö,,  Ö, 
sich  ändern,  kann  dann  (und  wenn  ja,  auf  welche  Weise)  die 
Elimination  von  6  zwischen: 

cosö,  cosö  +  sinö,  sinö  cos^,  =  cosa,, 
cosö  cosö,  4-8inö  sinö,  cos^,  =  cosa, 

eine  Beziehung  zwischen  d^  und  0,  von  derselben  Form: 

cosö,  cosö, -fsiöö,  sinö,  cos-4  =  cosa 

geben?  Mit  andern  Worten:  Können  drei  sphärische  Dreiecke, 
jedes  mit  gegebener  Basis  und  gegebenem  Winkel  an  der  Spitze, 
aber  mit  veränderlichen  anliegenden  Seiten  je  zwei  und  zwei 
dieser  Seiten  gleich  haben?  Die  Bedingungen  werden  durch 
Elimination  erhalten,  und  ihre  geometrische  Bedeutung  wird 
untersucht.  6. 


D.  Ragona.      Nuüve    formale    relative    alla   risoluzione 

dei    triangoli   sferici.     Modeoa  Mem.  (-2)  V.  53-119. 

Zu  der  zahlenmässigen  Bestimmung  des  Wertes  eines  Win- 
kels sind  bekanntlich  die  Tangentenformeln  vorzuziehen,  weil 
durch  dieselben  die  grösste  Genauigkeit  erreichbar  ist  Aus 
diesem  Grunde  lehrt  der  Verf.  die  Auflösung  aller  Fundamental- 
aufgaben fQr  die  sphärischen  Dreiecke  durch  Tangentenformeln. 
Zunächst  werden  die  Lösungen  der  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecke  (A  =  90**),  von  denen  zwei  (mit  a,  ß  bezeichnete) 
StQcke  gegeben  sind,  durch  die  folgenden  beiden  Systeme  von 
Formeln  bewirkt: 


I.      ,g^  =  ,g(45»-ia)/lS|H|,     tg^'==  'S9> 


tgK«  +  /?)'      *^  tg'(45»-ia)' 

X  =  g)'  -f  9>,     Y  =■  q>'  —  g), 

tg(45«-iZ)  =  ±  tg(45»-i^  =  ±lgy'tg(45«-ia). 
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11.  tgÄ  =  45i|^,   tgr=-^^4^?^, 

X  =  M'+.JJf,     y=  Jf'-Äf, 

Für  das  System  I  diene  das  Beispiel:  Gegeben  a,  6;  dann  setze 
man  a  =  a,  b  =  ß.  Gefunden  C,  c,  B  aus  y'  =  ^{C  4-  c), 
qp  =  ^(C — c),  Z  =  B,  Für  das  zweite  System  seien  gegeben 
6(=a),  c(=/^);  man  findet  ß,  C,  a  aus  *' =  K^ -f-  C), 
iJf  =  ^(B — C),  Z  =  a.  Die  Aufgaben  über  die  schiefwinkligeii 
sphärischen  Dreiecke  werden  durch  Zerlegung  mittels  der  sphä- 
rischen Höhen  auf  rechtwinklige  zurückgeflihrt;  doch  sind  hierzu 
viele  Nebenrechnungen  nötig,  bei  denen  auch  andere  Uülfslinien 
benutz  twerden.  Der  Gebrauch  der  Formeln  wird  durch  Zahlen- 
beispiele  erläutert,  für  deren  Berechnung  alle  Zahlen  ausführlich 
und  weitläufig  abgedruckt  sind.  Lp. 


Capitel  4. 

Darstellende  Geometrie. 

Chr.  Wiener.  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie, 
II.  Bd.  Krumme  Linien  (2.  Teil)  und  krumme  Flächen. 
ßeleuchtungslehre,  Perspective.    Mit  Figuren  im  Text. 

Leipzig.   Teubner.    XXX  u.  649  S 

Der  IL  Band  dieses  hervorragenden  Werkes,  in  welchem  der 
Verfasser  die  Forschungsresultate  und  Lehrerfahrungen  eines  an 
Erfolgen  reichen  Gelehrtenlebens  in  gründlichster  Durcharbeitung 
und  klarem  bündigem  Vortrag  zum  Gemeingut  aller  macht,  ist 
der  Untersuchung  und  Darstellung  der  krummen  Flächen  und 
Kaumcurven  gewidmet.  Die  grundsätzliche  Untersachungsmethode 
ist  die  synthetische,  mit  voller  Ausnutzung  der  Hülfsmittel  der 
projectivischen  Geometrie.    Betrachtungen  analytischer  Natur  sind 
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möglichst  vermieden.    Die  wohlthuende  Schärfe  in  der  Behandlung 
des  Unendlichkleinen  ist  besonders  hervorzuheben.    Auf  die  Be- 
Btimmung    der   ausgezeichneten    Punkte    der   zu   construirenden 
Carven,    ihrer  Tangenten   und  Krümmungshalbmesser  wird   be- 
sonderes Gewicht  gelegt,  wobei  elegante  und  praktisch-einfache 
Constnietionen  entwickelt  werden.    Die  Darstellung  bewegt  sich 
vorzugsweise   in  Grund-  und  Aufriss    (für  geradlinige  Flächen 
sind  mitunter  zwei  parallele  Spurebenen,  ftlr  die  topographischen 
Flächen  cotirte  Projectionen  benutzt).  Auch  cavalierperspectivische 
Darstellungen  kommen   zur  Anwendung.     Die  parallelperspecti- 
vische    und    centralperspectivische    Darstellung    wird    besonders 
behandelt.    Den  Schatten-  und  Beleuchtungsverhältnissen  (letzteren 
nach  dem  einfachen  cos- Gesetz  fQr   eine  Lichtrichtung  parallel 
der   Würfeldiagonale)   wird    bei    allen    Flächenarten    besondere 
Berücksichtigung  zu  Teil.     Die  dem  Text  eingedruckten  237  Fi- 
guren sind  klar  und  übersichtlich  gezeichnet.  —  Es  kommen  der 
Reihe  nach  zur  Besprechung:    die  krummen  Flächen  im  allge- 
meinen, Cylinder,  Kegel,  Umdrehungsfläche,  abwickelbare  Fläche 
im  allgemeinen.   Hierauf  folgen  in  Special behandlung:  die  Flächen 
zweiten  Grades,  die  Unidrehungsflächeu,  der  Durchschnitt  krummer 
Flächen,    die   Schraubenlinie,    die   abwickelbaren   Flächen,    die 
topographische  und  die  Umhüllungsfläche,  ferner  die  windschiefen 
Flächen,  die  Krümmung  der  Flächen,  endlich   die  Parallelper- 
spective.     Centralperspective     und     Reliefperspective    krummer 
Flächen.     Die  Fassung    des   ausführlichen    Inhaltsverzeichnisses 
ermöglicht  eine  leichte  und   rasche  Orientirung  über  den  reich- 
haltigen Stoff.  —  Das  viele  Eigenartige  und  Neue,  das  sich  sowohl 
in   den  allgemeinen   theoretischen  Untersuchungen    als    in    der 
Specialbehandlung  findet,  im  einzelnen  aufzuzählen,  ist  unmöglich. 
Referent  beschränkt  sich  darauf,  einige  Abschnitte  hervorzuheben, 
die   ihm  selbst   besonderes  Interesse   eingefiösst  haben.     Dahin 
gehören  namentlich:  die  allgemeine  Untersuchung  über  Abwickel- 
barkeit (mit  einem  Beispiel  einer  nicht  geradlinigen    abwickel- 
baren Fläche),  die  schon  im  I.  Bd.  vorbereitete  und  jetzt  erwei- 
terte Imaginärprojection  und  deren  theoretische  und  constructive 
Verwertung,  die  Bemerkungen  über  die  Herstellung  von  Faden- 
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modellen,  die  Betrachtung  der  windschiefen  Kegelflächen  in  naeh 
StoflF  und  Behandlung  vielfach  eigenartiger  Weise  (darunter  die 
Untersuchung  der  Raumcurve  vierter  Ordnung,  zweiter  Art),  die 
schöne  Behandlung  der  Theorie  der  Krümmung  und  deren  con- 
structive  Ausbeutung,  die  Perspective  des  menschlichen  Blickes 
(nach  WoIIaston).  Die  nach  dem  ursprünglichen  Plane  vom 
Verfasser  für  den  II.  Bd.  in  Aussicht  gestellte  Mitteilung  seiner 
eingehenden  photometrischen  Untersuchungen  musste,  als  zu  aus- 
gedehnt, einer  besonderen  Veröffentlichung  vorbehalten  bleiben. 

Hk. 


Chr.  Beyel.      Axonometrie    und    Perspective.       stattgart. 

Metzler.    V  u.  57  S. 

Dem  Buche  liegt  die  erfolgreiche  Tendenz  zu  Grunde,  zwei 
methodisch  getrennte  Gebiete  unter  einheitlichem  Gesichtspunkte 
zu  betrachten  und  durch  Verallgemeinerung  zu  vereinfachen.  In 
diesem  Sinne  wird  die  Centralperspective  und  die  Parallelper- 
spective  unter  dem  allgemeinen  Gesichtspunkt  der  axonometrischen 
Methode  behandelt.  Verfasser  begnügt  sich  jedoch  nicht  mit  der 
blossen  theoretischen  Durchführung  des  Gedankens,  sondern 
macht  denselben  in  der  Ausbildung  von  einfachen  zeichne- 
rischen   Methoden     für    die     praktische    Perspective    nutzbar. 

Nachdem  zunächst  die  allgemeine  Centralprojection  axo- 
nometrisch  behandelt  ist,  wird  durch  Annahme  der  Projections* 
ebene  parallel  der  s  -  Axe  zur  praktischen  Perspective  weiter 
geschritten.  Dabei  wird  der  Bestimmung  des  Objectes  durch 
zwei  Kisse  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt.  E^  wird  dann 
die  Ausführung  von  geometrischen  Constructionen  an  perspec- 
tivischen  Bildern  gelehrt  und  die  Anwendung  der  entwickelten 
Methoden  an  einer  Reihe  von  praktischen  Beispielen  illustrirt. 
Hierauf  folgt  in  analoger  Behandlung  die  schiefe  Parallelprojec- 
tion  (Pohlke's  Satz)  mit  ihren  zwei  Specialfällen  der  orthogo- 
nalen und  zur  s-Axe  parallelen  Stellung  der  Projectionsebene. 
Der  leichtverständliche,  durch  neun  gut  gezeichnete  Figurentafeln 
unterstützte  Vortrag  wendet  sich  durchweg  an  die  unmittelbare 
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räomliche  ADSchauung  and  hält  sich  yon  ttberflOssiger  Rechnung 
frei.  Hk. 

Ch.  Brisse.  Cours  de  g^omötrie  descriptive.  II®  partie, 
k  l'usage  des    ^l^ves   de  la  classe  de  math^matiques 

speciales.        Paris.  Gaatbier-Yillars. 

Das  erste  Heft  dieses  Teiles,  welches  1887  erschienen  ist, 
handelt  Tom  Kegel  und  Cylinder,  nämlich  von  ihren  Tangential- 
ebenen, ihren  ebenen  und  gegenseitigen  Durchschnitten.  (Ver- 
lagskatalog von  Gauthier-Villars.  1886,  III  et  IV  trimestre.) 

Lp. 

C.  F.  A.  Leroy.  Traitö  de  stör^otomie,  comprenant  les 
applications  de  la  geom^trie  descriptive  ä  la  th^orie 
des  ombres,  la  perspective  Unfaire,  la  gnomonique, 
la  coupe   des   pierres  et  la  charpente.      11®  6d.,    par 

E.  MaRTELBT.     Paris.  Gauthier-Villars. 


»J.  DU  LA  Gournbrie.  Supplement  au  Trait^  de  stör^otomie 
de  Leroy.  Theorie  et  construction  de  Tappareil  hdli- 
coidal    des  arches  biaises.      Rödig^es   par    E.  Lebon. 

Paris.  Gaothier- Vyiars. 

Nach  einem  früheren  Hefte  und  einer  Nachschrift  der  Vor- 
lesung über  den  Gegenstand  gearbeitet.  Lp. 


D.  Rbgis.  Corso  di  applicazioni  della  geometria  descrit- 
tiva.  Fase.  1^.  Contorni  di  orabra  e  linee  di  eguale 
illnminazione.    Torioo.  Bocca. 


K.  Klette.      Das  perspectivische  Zeichnen.      3*®  Aufl. 

Braaoscbweiic.  Brubo.  42  S.  Hk, 
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W.  BüTZ.     üeber  Wert,  Ziel  und  Methode  des  Zeichen- 
unterrichts an  höheren  Lehranstalten.      Pr.    Realprogymo. 

Laaenburg  a.  d.  Elbe. 

Für  den  Unterricht  im  constrnctiven  Zeichnen,  dessen 
Wichtigkeit  einerseits  in  seiner  lebendigen  und  fruchtbringenden 
Wechselwirkung  mit  dem  mathematischen  Unterricht,  andererseits 
in  der  Bedeutung  des  constructiven  Zeichnens  an  sich  als  Sprache 
der  Technik  begründet  ist,  wird  als  Lehrziel  an  Realgymnasien 
bezeichnet:  ,,Die  darstellende  Geometrie  bis  zu  Körperdurch> 
dringungen  und  Abwickelungen,  die  Gentralperspective  bis  zur 
Darstellung  von  Zimmern  und  einfachen  Gebäuden  und  im  An> 
schluss  hieran  die  Schattenconstruction,  ferner  die  einfacheren 
Aufgaben  der  Parallelperspective  (Axonometrie).**  Der  Unterriebt, 
welcher  als  Massenunterricht  zu  erteilen  ist,  soll  in  Untertertia 
beginnen.  Dass  er  dem  Mathematiker  allein  Obertragen  werde, 
soll  (aus  äusseren  und  inneren  Gründen)  unzulässig  sein. 

Hk. 

Fr.  Grabbrg.     Stufenfolge  der  Massräume.  WolfZ.  xxxil. 

191-216. 

Verfasser  sucht  seine  Anschauungen,  Über  welche  in  F.  d. 
M.  XVII.  1885.  583  berichtet  worden  ist,  durch  ihren  Zusammen- 
hang mit  den  Blickbewegungen  besser  zu.  begründen.  «Die 
Massverhältnisse  sind  Vorstellungsweisen,  nach  welchen  wir  die 
Blickbewegungen  lenken,  um  einerseits  in  den  Linien  des  Ge- 
sichtsfeldes uns  zurechtzufinden,  andererseits  nach  Bedürfnis  neue 
Linien  auf  dem  kürzesten  Wege  hervorzubringen.^  „Bedarf  es 
nur  der  Bezeichnung  einer  Richtung,  um  die  Teilung  des  Raumes 
zu  überschauen*",  so  hat  man  den  linearen  Massraum.  Die  Mass- 
verhältnisse, welche  die  gegenseitige  Bewegung  von  2,  3  oder  4 
Linien  (Ebenen)  regeln,  bestimmen  den  polaren,  trilinearen  oder 
bipolaren  Massraum.  Um  sodann  die  Anwendung  dieser  Auf- 
fassung auf  Curven  und  Flächen  zu  zeigen,  werden  diejenigen 
des  trilinearen  und  bipolaren  Massrauraes  (Curven  und  Flächen 
dritter  und  vierter  Ordnung)  betrachtet,  und  wird  an  ihnen  de- 


Capitel4.    Darstelleode  Geometrie.  571 

monstrirt,  wie  man  durch  stetige  Blickbewegung,  mit  der  even- 
taell  die  Vorstellung  der  Reliefgestalt  der  gezeichneten  Gebilde 
Tcrbonden  wird,  „Curyen  und  Fl&chen  erkennen  und  deren  6e- 
staltenwechsel  verfolgen  kann.*'  Ob  das  von  dem  Gewohnten 
sehr  abweichende  Gewand,  in  das  Verfasser  seine  Gedanken 
hallt,  der  Propagation  derselben  förderlich  sein  wird,  muss  dahin- 
gestellt bleiben.  Hk. 

J.  Bazala.  Allgemeine  Theorie  der  Isophoten-Tangenten 
und  Construetion  derselben  für  Flächen  zweiten  Grades. 

Hoppe  Arch.  (2)  V.  113-130. 

Die  vorgetragenen  Gonstructionen  beruhen  auf  folgendem 
Princip:  Will  man  für  eine  Lichtstrahlenrichtung  /  in  einem 
Punkte  i  einer  Fläche  F  die  Tangente  der  durch  ihn  gehenden 
Isophote  darstellen,  so  hat  man  l  auf  die  -^  F  in  i  berührende 
Ebene  orthogonal  zu  projiciren  und  für  diese  Projection  /'  als 
Lichtstrahlenrichtung  die  durch  t  gehende  Tangente  (  der  Selbst- 
sehattengrenze  darzustellen;  t  ist  dann  die  verlangte  Isophoten- 
Tangente.  Verfasser  zeigt  die  Anwendung  dieses  Princips  an 
den  einzelnen  Typen  der  Flächen  zweiten  Grades  unter  Anleh- 
nung an  die  früher  von  ihm  veröffentlichten  Beleuchtungscon- 
struetionen  und  mit  Illustration  durch  drei  gut  ausgeführte  Fi- 
gurentafeln. Hk. 

A.  Brambilla.  Nuovo  metodo  per  determinare  le  liuee 
egualmente  illuminate  sulle  superficie  di  rotazione  per 
raggi  luminosi  paralleli.     Genova  G.  213-216. 

Herr  Neu  hat  im  S.  M.  F.  Bull.  XIV.  (F.  d.  M.  XVIIL  1886. 
510)  eine  sehr  einfache  Methode  zur  Construetion  derjenigen 
Linien  angegeben,  welche  die  beleuchtete  Gegend  einer  üm- 
drehungsfläche  von  der  dunklen  trennt,  sobald  die  Construetion 
der  Tangente  in  einem  beliebigem  Punkte  des  Meridians  be- 
kannt ist. 

Der  Zweck  der  Note  des  Herrn  Brambilla  ist  eine  Verallge- 
meinerung der  Methode  von  Herrn  Neu,   damit  dieselbe,    wenn 
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die  Lichtstrahlen  mit  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sind,  die 
Linien  gleich  starkei' Beleuchtung  ergebe.  Der  Verf.  ftlhrt  die  Auf- 
gabe auf  die  Auffindung  der  Schnittpunkte  eines  Eegelschnittea  mit 
einem  Kreise  zurück.  La.  (Lp.) 

M.  Rgmbacz.     Eine  neue  Methode  zur  Construction  des 
Neigungswinkels  zweier  Ebenen  in  orthogonaler  Pro- 

jection.       Progr.  d.  Realschule  in  Stanislau  (Polnisch). 

Du. 

W.  S.  B.  WooLHGüSE.      Solution    of   question    5643. 

Ed.  Times  XLVII.  26-30. 

Zwei  beliebige  Dreiecke  sind  gegeben;  das  eine  orthogonal 
so  zu  projiciren,  dass  die  Projection  dem  zweiten  ähnlich  wird. 
Die  Grösse  des  projicirten  Dreiecks  durch  einfache  Construction 
mit  Zirkel  und  Lineal  zu  finden.  Drei  Methoden  hierfür  werden 
angegeben.  Lp. 

Chr.  Beyel.      Ueber   Schnitt    und   Schein    eines    wind- 
schiefen  Vierecks.      Schlomilch  z.  XXXII.  d01-d09. 

Der  Aufsatz  enthält  interessante  Untersuchungen  ttber  die 
Ebenen,  welche  zwei  Paare  von  Gegenseiten  eines  windschiefen 
Vierecks  in  Punkten  eines  Kreises  schneiden,  sowie  über  die- 
jenigen Punkte  des  Raumes,  von  denen  aus  sich  zwei  Paare  von 
Gegenseiten  so  auf  eine  Ebene  projiciren,  dass  die  Projectionen 
der  vier  Seiten  in  deren  Schnittpunkten  mit  der  Ebene  einen 
Kegelschnitt  berühren.  ük. 

L.  Klug.       Ueber    mehrfach    perspective    Tetraeder. 

Hoppe  Arch.  (2)  VI.  93-104. 

Es  werden  die  Bedingungen  für  die  einfach-,  zweifach-  und 
vierfach-perspective  Lage  zweier  Tetraeder,  die  keine  gemein- 
schafUicbe  Ecke  oder  Fläche  haben,  und  deren  gegenseitige 
Beziehungen  untersucht.  Bei  vierfach  perspectiver  Lage  bilden 
die  vier  CoUineationscentren  und  -ebenen  die  Ecken  und  Flächen 
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eines  dritten  Tetraedes,  welches  zu  den  beiden  nrgprQngliehen 
in  der  nämlichen  vierfach  perspectiven  Beziehung  steht  wie  diese 
unter  sich;  die  Kanten  der  drei  Tetraeder  liegen  in  12  Ebenen 
und  gehen  durch  12  Punkte,  welche  die  Flächen  und  Ecken  von 
drei  neuen  Tetraedern  bilden,  denen  dieselbe  gegenseitige  Lage 
zukommt  wie  den  drei  ersten;  u.  s.  w.  Es  gelangt  dann  die 
Möglichkeit  der  mehrfach  perspectiven  Lage  von  zwei  Tetraedern 
mit  gemeinschaftlichen  Ecken  und  Flächen  zur  Erörterung,  ferner 
die  Möglichkeit  der  verschiedenartigen  Zuordnung  der  Ecken  und 
die  mögliche  Anzahl  der  perspectiven  Lagen  bei  zwei  Tetraedern 
ohne  gemeinsame  Elemente.  Endlich  werden  drei  paarweise 
perspective  Tetraeder  mit  den  durch  sie  bestimmten  weiteren 
Tetraedergruppen  und  deren  Eigenschaften  besprochen.      Hk. 


J.  Solin.      Construction    der    Äxen    einer    Kegelfläche 
zweiten   Grades.      Casop.  xvi.  i.  (Böhmisch). 

Die  Eegelfläche  ist  durch  einen  (wirklich  dargestellten) 
Kegelschnitt  F,  als  Grundlinie,  sodann  durch  die  Projection  des 
Centrums  auf  die  Grundebene  und  dessen  Entfernung  h  von 
dieser  Ebene  gegeben.  Die  Fusspunkte  x,  y,  s  der  gesuchten 
Axen  in  der  Grundebene  bilden  ein  Tripel  eonjugirter  Punkte  in 
Bezug  auf  die  Grundlinie  Jj  und  einen  imaginären  Kreis  J^, 
dessen  Mittelpunkt  die  oben  erwähnte  Projection  des  Kegel- 
centrums und  dessen  Radius  h^—  1  ist.  Die  den  Punkten  einer 
Geraden  P  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  /*,,  F,  conjugirten 
Punkte  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  /7;  den  sämtlichen  Geraden 
P  der  Grundebene  entspricht  in  dieser  Weise  ein  Kegelschnitt- 
netz, dessen  Grundpunkte  eben  die  fraglichen  Punkte  x,  y,  z 
sind.  Um  dieselben  zu  bestimmen,  werden  diejenigen  Kegel- 
schnitte U,,  K  des  Netzes  benutzt,  welche  durch  die  Schnitt- 
punkte von  r,,  beziehungsweise  F,  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  Grundebene  hindurchgehen,  also  den  Kegelschnitten 
r,,  /*,  homothetisch  sind.  Es  werden  entsprechende  Bestimmungs- 
elemente der  Kegelschnitte  Hq,  K   abgeleitet   und,    um  keinen 
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allgemeiDen  Kegelschnitt  zeichnen  zu  mfissen,  il^  auf  die  darge- 
stellte Grundlinie  T,  perspectivisch-ähnlich  bezogen.  Dem  Kreise 
ÜC,  welcher  als  dem  Systeme  (fl^)  angehörig  betrachtet  wird, 
entspricht  im  Systeme  (7^)  ein  leicht  zu  bestimmender  Kreis  K^^ 
welcher  durch  einen  bestimmten  Punkt  von  r,  geht  und  diesen 
Kegelschnitt  noch  in  drei  Punkten  ^^  ^i,  s,  schneidet,  denen  im 
Systeme  (fl^)  die  gesuchten  Fusspunkte  x^  y^  z  der  Axen  ent- 
sprechen. Die  Gonstruction  wird  sowohl  für  den  Fall,  wo  der 
Mittelpunkt  der  Grundlinie  im  Endlichen  liegt,  als  auch  für  eine 
parabolische  Grundlinie  gezeigt. 

Eine  andere  Gonstruction  gründet  sich  auf  die  Benutzung 
einer  Gurve  dritter  Ordnung.  Den  Geraden  P,  welche  dureh 
einen  Punkt  q  gehen,  entsprechen  in  der  oben  angeführten  Weise 
in  Bezug  auf  die  Curven  /*,,  r^  Kegelschnitte  17,  welche  einem 
Kegelschnittbüschel  mit  den  Grundpunkten  x^  y,  s,  q'  (q'  ist  dem 
Punkte  q  conjugirt)  angehören;  der  Strahlenbüschel  (F,  . . .)  und 
der  Kegelschnittbüschel  (i7,  . . .)  sind  projectivisch  und  erzeugen 
eine  Curve  O  dritter  Ordnung.  Wählt  man  als  q  die  unendlich 
fernen  Punkte  ti„,  v^  der  Axen  der  gegebenen  Grundlinie,  so 
ergeben  sich  zwei  Curven  (D«,  Ö>.  dritter  Ordnung,  welche  sich 
in  den  Punkten  x^  y,  z  rechtwinklig  schneiden.  Auf  Grund 
dessen  kann  insbesondere  die  innerhalb  der  Kegelfläche  liegende 
Axe  X  rasch  construirt  werden.  Man  bestimmt  den  innerhalb 
der  Grundlinie  liegenden  Bogen  z.  B.  von  Ou  durch  einige 
Punkte,  zeichnet  diesen  Bogen  und  führt  an  denselben  durch 
«^  die  Tangente;  der  in  dieser  Tangente  liegende  Punkt  von 
<Z>p  ist  der  fragliehe  Fusspunkt  x  der  Axe  X.  Die  Gonstruction 
der  beiden  übrigen  Axen  y,  Z  ist  sodann  eine  Aufgabe  zweiten 
Grades.  Std. 

C.  M.  Jbssop.      The    meehanical    tracing    of    curves. 

Qoart.  J.  XXII.  151-156. 

Der  Grundgedanke  des  beschriebenen  mechanischen  Appa- 
rates zur  Verzeichnung  jeder  beliebigen  algebraischen  Curve 
geht  aus  von  der  in  Gremona's  „Elementen  des  graphischen  Cal- 
culs^   gegebenen   (übrigens  von  Lill  herrührenden)  graphischen 
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Aoflösung  der  numerischen  Gleichangen.  Die  bezögliche  geo- 
metrische Construction  des  Ausdracks 

Gq  »*  +  a^  a?**""^  +  •  •  •  +  ö» 

kann  in  einen  Mechanismus  umgesetzt  werden,  welcher  aus  zwei 
Systemen  von  n  und  w  +  1  in  einander  verschiebbaren  gerad- 
linigen Gliedern  besteht,  von  denen  je  zwei  benachbarte  zu  ein- 
ander rechtwinklig  sind  (entsprechend  den  zwei  rechtwinkligen 
Polygonen  der  LilFschen  Construction).  Hat  man  nun  eine 
algebraische  Gurve,  deren  Gleichung 

(1)     r + 5,  («)r-' + 5,(^)r-'  +  •  •  •  +  5»  w  =  0 

ist,  wo 

g,(x)  =  a,jj'-f  6,a?  +  C2,  u.  s.  w. 

ist,  80  können  zur  mechanischen  Bestimmung  von  $j(a;),  %^(x) 
u.  s.  f.  ebensoviele  derartige  Mechanismen  angeordnet  und  in 
einen  der  Gleichung  (1)  entsprechenden  (geschlossenen)  Haupt- 
mecbanismus  eingeschaltet  werden,  welch  letzterer  den  Zeichen- 
stift führt.  Hk. 

W.   M.  Thornton.      On    Compound  and   reverse   curves. 

AddqIs  of  Math.  II f.  39-46. 

Curven,  welche  aus  einer  Reihe  von  Kreisbogen  zusammen- 
gesetzt sind,  von  welchen  jeder  den  vorhergehenden  berührt, 
finden  beständig  Anwendung  in  den  constructiven  Aufgaben  des 
Maschinenbaus  und  der  Architectur;  auch  bei  Eisenbahnen,  Hoch- 
strassen u.  s.  w.  In  dieser  vorliegenden  Arbeit  werden  nun  die 
einfachsten  Principien  dargelegt,  die  für  die  Construction  von 
Eisenbahncurven  massgebend  sind.  Die  hierbei  vorkommenden 
mathematischen  Deductionen  sind  elementar.  Mz. 


K-  JosT.     Uebei'  einen  neuen   Ellipsenzirkel.      Wien.  Ber. 

XCV.  251-252. 

Der  beschriebene  Ellipsenzirkel   ist  identisch  mit  dem  von 
Sidersky  in  Hoppe  Arch.    LXV.   420  veröffentlichten  und  findet 
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sieb  bereits  in  Fr.  ä  Scbooten,  Organica  cooiearum  sectionum  in 
piano  descriptio  (Liber  IV  der  Exercitationes  matb.   Leyden  1657.) 

Hk. 

F.  Paterno.     Un   teorema  sulle  A<  di  un  certo  fascio   e 
le    sue    applioazioni    in   un    sistema  generale  di    assi 

obliqui.      Giom.  di  Bciense  nat.  ed  econ.  di  Palermo.  XVIII.  342-360. 


M.  L.  Neu.     Rectification.    S.  M.  P.  Bali.  xv.  33. 

Enthält  die  Berichtigung  eines  Versehens  in  der  in  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  510  besprochenen  Abhandlung.  Hk. 


J.  Cardinaal.      Applications    des  principes  de  la  g^o- 
mdtrie  synth^tique  k  la  Solution  des  probl^mes  de   la 

g^Om^trie   descriptive.     Delft  Annales  de  FEc.  Pol.  JII.  151-194. 

Die  enge  Verbindung  zwischen  den  Grundlehren  der  syn- 
thetischen Geometrie  und  den  Constructionen  der  descriptiven 
Geometrie  erläutert  der  Verfasser  näher  dadurch,  dass  er  einige 
Theorien  und  Constructionen  der  ersteren  auf  die  letztere  an- 
wendet. Die  behandelten  Aufgaben  beziehen  sich  auf  die  Con- 
struction  und  die  Durchschnitte  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Vorweg  giebt  er  eine  rein  geometrische  Erklärung  der  Eigen- 
schaften, auf  welche  sich  die  Constructionen  gründen.  Dabei 
wird  nachgewiesen,  worin  diese  Betrachtungen  von  denen  ab- 
weichen, die  Reye  und  Schröter  bei  ähnlichen  Aufgaben  ange- 
stellt haben. 

So  behandelt  der  Verfasser  in  erster  Linie  die  Curyen  der 
vierten  Ordnung  als  Durchschnitte  zweier  willkürlichen  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  deren  Construction  in  einigen  beson- 
deren Fällen  dargethan  wird.  Darauf  wendet  er  sich  zu  der 
Projection  der  Curven,  welche  als  Durchschnitte  dieser  Ober- 
flächen entstehen,  und  geht  die  verschiedenen  Formen  derselben  . 
durch.  In  der  dritten  Abteilung  werden  die  Construction  und 
die  Durchschneidung  der  ebenen  Curven  nach  den  Grundsätzen 
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der  flynthetischen  Geometrie  bebandelt  und  an  vielen  Beispielen 
näher  erklärt;  dabei  wird  gezeigt,  wie  Reye's  Methode  auf  Cur- 
Ten  höherer  Ordnung  angewandt  werden  kann.  Endlich  werden 
in  der  letzten  Abteilung  noch  einige  schwierigere  Aufgaben 
durchgenommen,  welche  die  Construction  und  die  Durchschnitte 
Yon  Oberflächen  zweiter  Ordnung  zum  Gegenstand  haben.  Die 
verwickelten  Gonstructionen,  welche  sie  fordern,  werden  mehr 
angedeutet  als  ausgeführt,  wobei  von  der  orthogonalen  Projec- 
tion  Gebrauch  gemacht  wird.  So  behandelt  der  Verfasser  zwölf 
Aufgaben  und  zeigt,  wie  die  Auflösung  vieler  anderer  ebenso 
durch  Anwendung  dieser  Methode  gefunden  werden  kann. 

G. 

K.  Embs.     Zur  Photogrammetrie.    Mit  Benutzung  einiger 
Publicationen    der    „Photograpbischen    Mitteilungen" 

bearbeitet.      Mitt.  über  Art.  a.  Genie.  XVIII,.  135-142. 

Der  Artikel  enthält  neben  den  technischen  Einzelheiten  auch 
eine  kurze  theoretische  Betrachtung  über  die  Berechnung  der 
Lage  des  Augpunktes  in  den  Aufnahmen.  Lp. 


Capitel  5. 

Neuere  synthetische  Georaetrie. 

A.    Allgemeines. 

E.  K  OTTER.    Grundzttge  einer  rein  geometriscben  Theorie 
der  algebraischen  ebenen  Curven.      Eine  von  der  Köoigi. 

Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  am  1.  Juli  1886  gekrönte  Preis- 
scbrift.    Berl.  Abh.   303  S.  4^  auch  sep.  bei  Georg  Reimer. 

Im  Jahre  1882  hat  die  Berliner  Akademie  gemäss  den 
Bestimmungen  der  Steiner'schen  Stiftung  die  folgende  PreisauP- 
gabe  gestellt: 

Foruchr.  d.  M*th.  XIX.  3.  37 
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^Die  bis  jetzt  zur  Begründung  einer  rein  geometrischen 
Theorie  der  Curven  und  Flächen  höherer  Ordnung  gemachten 
Versuche  sind  hauptsächlich  deswegen  wenig  befriedigend,  weil 
man  sich  dabei  (ausdrücklich  oder  stillschweigend)  auf  Sätze 
gestützt  hat,  welche  der  analytischen  Geometrie  entlehnt  sind  und 
grösstenteils  allgemeine  Gültigkeit  nur  bei  Annahme  imaginärer 
Elemente  geometrischer  Gebilde  besitzen.  Diesem  Uebelstande 
abzuhelfen,  giebt  es,  wie  es  scheint,  nur  ein  Mittel:  es  muss  der 
Begriff  der  einem  geometrischen  Gebilde  angehörigen  Elemente 
dergestalt  erweitert  werden,  dass  an  die  Stelle  der  im  Sinne 
der  analytischen  Geometrie  einem  Gebilde  associirten  imaginären 
Punkte,  Geraden,  Ebenen,  wirklich  existirende  Elemente  treten, 
und  dass  dann  die  gedachten  Sätze,  insbesondere  die  auf  die 
Anzahl  der  gemeinschaftlichen  Elemente  mehrerer  Gebilde  sich 
beziehenden,  unbedingte  Geltung  gewinnen  und  geometrisch 
bewiesen  werden  können.  Für  die  Curven  und  Flächen  zweiter 
Ordnung  hat  dies  von  Staudt  in  seinen  „Beiträgen  zur  Geometrie  der 
Lage*'  mit  vollständigem  Erfolge  ausgeführt.  Die  Akademie 
wünscht,  dass  in  ähnlicher  Weise  auch  das  im  Vorstehenden 
ausgesprochene  allgemeine  Problem  in  Angriff  genommen  werde." 

Da  diese  Aufgabe  1884  keinen  Bearbeiter  gefunden  hatte, 
dessen  Schrift  den  gestellten  Anforderungen  genügend  entsprochen 
hätte,  so  beschloss  die  Akademie,  die  in  Rede  stehende  Aufgabe 
als  Steiner*8che  Preisfrage  für  das  Jahr  1886  zu  erneuern.  In 
Folge  dieser  Anregung  ist  die  Arbeit  des  Herrn  Eötter  ent- 
standen, welche  am  1.  Juli  1886  gekrönt  wurde.  Die  Preisschrift 
besteht  aus  einer  Einleitung  und  fünf  Capiteln,  von  denen  das 
letzte  (dem  Wunsche  der  Akademie  entsprechend)  analytische 
Erläuterungen  zu  den  geometrischen  Entwickelungen  enthält;  sie 
sollen  von  uns  nach  einander  betrachtet  werden. 

Die  Einleitung  ist  einer  kurzen  Darlegung  der  berühmten 
Untersuchungen  gewidmet,  durch  welche  von  Staudt  die  Grund- 
lagen der  Theorie  des  Imaginären  in  der  Geometrie  gelegt  hat. 

Nachdem  der  Verfasser  im  ersten  Gapitel  an  die  v.  Staudt'- 
sehe  Erklärung  von  imaginären  Punkten  und  Geraden  (erster 
Art)  erinnert  und  einige  Httlfssätze  bewiesen  hat,  erörtert  er  die 
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reelle  Darstellung  der  imaginären  Elemente  eines  einförmigen 
Grundgebildes,  die  er  als  Hülfsmittel  zu  gebrauchen  beabsichtigt. 
Die  Strahlen  eines  Büschels  mit  imaginärem  Gentrum  werden  durch 
die  reellen  Punkte  seiner  Ebene  repräsentirt,  nämlich  jeder  definirt 
eindeutig  den  imaginären  Strahl,  welchem  er  angehört;  die  Dar- 
stellung der  Punkte  einer  imaginären  Geraden  entspricht  obiger 
Darstellung  nach  dem  Dualitätsgesetze.  Um  die  Punkte  einer 
reellen  Geraden  und  die  Geraden  durch  einen  reellen  Punkt 
darzustellen,  projicirt  man  erstere  von  einem  imaginären  Centrum 
aus  und  schneidet  letztere  durch  eine  imaginäre  Gerade;  das 
imaginäre  Element  eines  der  ersteren  Gebilde  wird  dann  durch 
den  reellen  Träger  des  entsprechenden  Elementes  in  dem  zuge- 
hörigen zweiten  Gebilde  eindeutig  definirt.  (Wir  bemerken,  dass 
ein  Speciallfall  dieser  Darstellung  allgemein  bekannt  ist.  Werden 
nämlich  die  Punkte  einer  reellen  Geraden  von  einem  Ereispunkte 
aus  projicirt  und  die  reellen  Punkte  der  projicirenden  Strahlen 
betrachtet,  so  bekommt  man  die  gewöhnliche  geometrische  Darstel- 
lung der  imaginären  Zahlen  durch  die  reellen  Punkte  einer  Ebene). 
Da  zwei  einförmige  Gebilde  projectiv  sind,  wenn  sie  die 
Anfangs-  und  Endglieder  einer  Reihe  von  Gebilden  ausmachen, 
von  denen  je  zwei  aufeinander  folgende  perspectiv  sind,  so 
hat  man  zur  Elarlegung  der  allgemeinen  projectiven  Be- 
ziehung den  Zusammenhang  unter  den  reellen  Gebilden  der 
Ebene  festzustellen,  die  ein  Strahlenbttschel  und  eine  dazu  per- 
spective Gerade  repräsentiren.  Diese  Untersuchung  ist  nicht  ohne 
grosse  Schwierigkeiten ;  aber  nachdem  sie  beendet  ist,  kann  man 
aus  ihr  mit  Leichtigkeit  den  grössten  Teil  der  Sätze  über  die  Pro- 
jectivität  im  binären  Gebiete  ableiten,  welche  v.  Staudt  im  §  16  der 
„Beiträge''  auf  andere  Weise  bewiesen  hat.  Wir  können  nicht 
behaupten,  die  neue  Beweismethode  habe  deshalb  einen  Vorzug  vor 
der  älteren,  weil  einige  durch  v.  Staudt  vermiedene  Continuitäts- 
betrachtungen,  welche  der  Verfasser  anzustellen  gezwungen 
wurde,  sehr  verwickelt  oder  etwa  nicht  ganz  befriedigend  sind: 
aber  sie  muss  für  bemerkenswert  gehalten  werden,  weil  sie  (wie 
der  Verfasser  klar  legt)  auf  andere  verwandte  Fragen  angewandt 
werden  kann. 

37* 
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Den  Gegenstand  des  zweiten  Gapitels  bilden  die  ^Involutionen''. 
Der  Verfasser  fängt  mit  dem  Beweise  des  folgenden  bekannten  Lehr- 
satzes an:  „Wenn  in  zwei  projeetiven  einförmigen  Gebilden  des- 
selben  Trägers   irgend    zwei    Elemente    einander    wechselseitig 
entsprechen,  so  entsprechen  je  zwei  zusammengehörige  Elemente 
einander  wechselseitig'^    Er  fährt  mit  der  folgenden  Erzeu^ng 
einer    Involution    fort:    „Wenn    in    zwei    projeetiven    Gebilden 
desselben  Trägers  den  festen  Elementen  A^^  B^   des  einen  stets 
die   festen    Elemente  B^^  A^    des   anderen    entsprechen,    einem 
dritten  Elemente  C  aber  andere  und  andere  6,,  6„  ß,,  ...  zu- 
geordnet werden,  so  sind  die  jedesmaligen  Doppelpunkte  Paare 
der  Involution  A^A^\  ^i^a"-    Jedem  Paar  der  Involution  gehört 
bei   der   bestimmten  Erzeugungsweise    ein  Element  6  zu.     Die 
verschiedenen  Reihen  6,,  6,,  6,, . . .  und  6J,  6',,  6',,  . . .,  welche 
einer    gegebenen   Anordnung   der  Involution    entsprechen,    sind 
sämtlich   unter   einander   projectiv;    zu    ihnen    wird    daher   die 
Involution    projectiv    gesetzt.      Sind    ein    Strahlen btlschel    und 
eine  Strahleninvolution  unter  einander  projectiv,   so  stehen  die 
beiden  Repräsentationsebenen  derselben  in  einer  ein*  zweideutigen 
Verwandtschaft,  deren  Studium  auf  eine  rein  geometrische  Dar- 
stellung der  quadratischen  Inversion  führt. 

Die  Wichtigkeit  obiger  Erzeugung  der  Involutionen  (zweiter 
Ordnung)  besteht  in  ihrer  Verallgemeinerungsfähigkeit.    In   der 
That  kann  man  zuerst  sagen:  Wenn  wir  auf  alle  Arten  die  pro- 
jective  Beziehung  zwischen  einer  Involution  AA^^  BB^y  @6,,  ... 
und  einer  Punktreihe  B,,  A^^  6'„  . . .  desselben  Trägers  herstellen, 
wo  nur  6',  beweglich  ist,  und  jedesmal  die  Coincidenzelemente 
eines  solchen  Reihenpaares  zusammenfassen,  so  erhalten  wir  die 
Gruppe  einer  Involution  dritter  Ordnung.    Dieselbe  enthält  die 
Tripel  A^  A^A^,  ß,  B^B,.    Die  Elemente  der  Reihe  6;,  6';,  6;",  . . . 
und  die  Gruppen  der  kubischen  Involution  sind   in  eindeutiger 
Beziehung;    und    da   an    die  Stelle   von  A^A^A^y  B^B^B^    zwei 
beliebige  Involutionsgruppen  gesetzt   werden  können,    so  kann 
man  unendlich  viele  Elementenreihen  herstellen,  die  in  eindeutiger 
Beziehung    zur   kubischen    Involution    stehen:    alle    sind    unter 
einander  projectiv;  zu  ihnen  wird  die  kubische  Involution  projectiv 
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gesetzt.  Nachdem  die  Projectivität  zwischen  einem  einförmigen 
Grundgebilde  und  einer  Involution  zweiter  oder  dritter  Ordnung 
erklärt  ist,  erhellt  von  selbst,  was  man  unter  projectiven 
Involutionen  (zweiter  oder  dritter  Ordnung)  verstehen  muss. 

Wie  man  aus  der  quadratischen  die  kubische  Involution 
erhalten  hat,  so  kann  man  aus  der  letzteren  die  biquadratische 
ableiten,  und  allgemein  aus  der  Involution  w*®*"  Ordnung  diejenige 
(«4-1)*"  Ordnung.  Man  kann  sogar  die  Involutionen  n^'  Ord- 
nung auf  verschiedene  Weise  aus  zwei  projectiven  von  den 
Ordnungen  m  <  «  und  n—m  erhalten. 

Ohne  alle  die  Sätze  zu  besprechen,  welche  der  Verfasser 
grösstenteils  durch  die  vollkommene  Induction  über  die  Invo- 
lutionen beweist,  führen  wir  als  bemerkenswert  an  das  Studium 
der  (1,  n)- Beziehung  zwischen  den  Hepräsentationsebenen  eines 
StrablenbQschels  und  einer  dazu  projectiven  Strahleninvolutipn 
n*«'  Ordnung,  ferner  die  zugehörigen  Stetigkeitsbetrachtungen, 
welche  ihren  analytischen  Ausdruck  in  dem  Satze  finden,  dass 
mit  den  Coefficienten  einer  Gleichung  n**"  Grades  die  Wurzeln 
sieb  stetig  ändern. 

Eine  Involution  ist  ein  eindimensionaler  linearer  Raum.  Durch 
eine  Involut  on  n^'  Ordnung  und  eine  n- punktige  Gruppe  kann 
man  nach  dem  bekannten  Riemann'schen  Verfahren  zur  Erzeugung 
linearer  Räume  ein  zweifaches  System  von  n- punktigen  Gruppen 
herstellen,  welches  Involutionsnetz  n*®'  Ordnung  und  zweiter  Stufe 
genannt  wird.  Aus  diesem  erhält  man  auf  eine  ähnliche  Weise 
ein  Involutionsnetz  n^^  Ordnung  und  dritter  Stufe;  und  allgemein 
ein  Involutionsnetz  n**'  Ordnung  und  ju*®""  Stufe  aus  einem  von 
derselben  Ordnung  aber  von  der  (^~1)^°  Stufe.  (Ein  Involutions- 
netz f4}^'  Stufe  ist  nichts  anderes  als  die  Weyr'sche  Involution 
fi^^  Stufe).  Diese  aus  Punktgruppen  bestehenden  Systeme  haben 
die  projectiven  Eigenschaften  aller  linearen  Räume;  Herr 
Eötter  beweist  die  wichtigsten  unter  denselben  im  ersten  Abschnitt 
des  dritten  Capitels  seiner  Arbeit. 

Aber  dies  sind  nicht  die  einzigen  Folgerungen,  welche  man 
aus  der  Bemerkung  ableiten  kann,  dass  eine  Involution  (erster 
Stufe)  ein  linearer  einfacher  Raum  ist,  wie  man  aus  Folgendem 
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ersehen  kann.  Zwei  projeetive  Strahlenböschel  in  derselben 
Ebene  erzeugen  einen  Kegelschnitt,  den  Ort  der  Punkte,  in  denen 
entsprechende  Gerade  sich  schneiden;  in  analoger  Weise  erzeugen 
zwei  projeetive  Büschel  von  Involutionen  n^'  Ordnung,  wenn  sie 
demselben  Involutionsnetz  angehören,  ein  einfaches  System 
w-punktiger  Gruppen,  deren  jede  der  Durchschnitt  zweier  ent- 
sprechenden Involutionen  der  Büschel  ist.  Ein  solches  System 
heisst  Involution  „zweiten  Ranges".  Liegen  ferner  in  zwei  Ebenen 
zwei  projeetive  Punktreihen  zweiter  Ordnung,  so  kann  man  die 
oc'  Geraden  betrachten,  welche  Paare  entsprechender  Punkte 
verbinden;  ähnlicherweise,  sind  zwei  projeetive  nicht  dems^elben 
zweistufigen  Netze  angehörigen  Involutionen  n^'  Ordnung  gegeben, 
so  kann  man  die  oo*  Schar  von  Involutionen  (ersten  Ranges) 
betrachten,  deren  jede  durch  zwei  entsprechende  Gruppen  der 
gegebenen  Involutionen  bestimmt  wird.  Dem  Studium  der  Invo- 
lutionen zweiten  Ranges  und  dieser  Scharen  ist  der  zweite  Ab- 
schnitt des  Capitels  III  gewidmet.  Dasselbe  enthält  in  der  That 
eine  geometrische  Untersuchung  einer  algebraischen  rationalen 
ganzen  Function  zweier  Veränderlichen  und  zwar  von  der  n**» 
Ordnung  in  der  einen,  von  der  zweiten  in  der  anderen. 

Eine  ähnliche  Untersuchung  für  Functionen  derselben  Art, 
aber  von  den  Ordnungen  n  und  ^,  enthält  der  folgende  Abschnitt 
desselben  Capitels.  In  ihm  betrachtet  Herr  Eötter  die  Involutionen 
n***"  Ordnung  und  ^*«"  Ranges,  die  auf  folgende  Weise  erklärt 
werden:  Durch  irgend  iu+S  Gruppen  Ui(i  =  1,  ...,f4-f3)  eines 
Netzes  ju'**"  Stufe  und  n*«'  Ordnung  (n  >  ft),  von  denen  keine 
^+1  demselben  Netze  (^—1)**'  Stufe  angehören,  ist  eine  Invo- 
lution n^**  Ordnung  und  ju^"  Ranges  eindeutig  bestimmt.  Bezieht 
man  die  ^  aus  (/u  —  l)- stufigen  Netzen  bestehenden  Büschel  mit 
den  Trägern  f/,,  C/,,  ...,  f/,-i,  C/f^i,  ...,  t/^(t  =  1,  .  ..,  /u)  so 
projectiv,  dass  ^^+i,  ^/i+2,  ^^+3  je  fi  entsprechenden  Netzen 
gemeinsam  sind,  so  treffen  sich  in  jeder  Gruppe  der  Involution 
fi  entsprechende  Netze  der  Büschel.  Die  Benennung  „fi^  Ranges^ 
ist  daraus  entsprungen,  dass  mit  keinem  Netze  (^—1)*«'  Stufe 
die  Involution  mehr  als  fi  Gruppen  gemeinsam  hat. 

Verbindet  man  jedes  Paar  entsprechender  Gruppen  zweier 
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Inyolutionen  derselben  OrdnuDg  und  desselben  Ranges  mit  einer 
Inrolution  (ersten  Ranges),  so  bekommt  man  eine  Schar  von 
ibnen.  Die  vom  Verfasser  bewiesenen  Eigenschaften  der  Invo- 
lutionen höheren  Ranges  and  dieser  Scharen  sind  allen  rationalen 
Kormalcurven  eines  fi-dimensionalen  Raumes  und  allen  Regel- 
flftchen  gemeinsam,  die  aus  den  Verbindungslinien  der  ent- 
sprechenden Punkte  zweier  solcher  in  projectiver  Beziehung 
stehenden  Curven  erzeugt  werden.  In  Folge  dessen  wird  es  für 
den  Leser  leicht  sein,  dieselben  herzustellen,  ohne  dass  wir 
dabei  verweilen,  dieselben  abzudrucken.  Mit  diesen  Sätzen 
schliesst  der  Verfasser  seine  geometrische  Darstellung  der  Theorie 
der  binären  Formen,  welcher  er  die  für  die  Erreichung  seines 
Zweckes  nötige  Ausdehnung   gegeben   hat. 

In  Gapitel  IV  wendet  er  dieselbe  an,  um  die  Grundlagen  einer 
synthetischen  Theorie  der  algebraischen  Curven  zu  gewinnen. 
Im  ersten  Abschnitt  stellt  er  die  ersten  Eigenschaften  der 
(durch  projective  Strahlenblischel  definirten)  Kegelschnitte  zu- 
sammen; er  beweist,  dass  zwei  solche  Curven  im  allgemeinen 
und  höchstens  vier  Punkte  gemein  haben;  er  erklärt  einen  Eegel- 
schnittbOschel  als  den  Inbegriff  aller  Curven  zweiter  Ordnung, 
die  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen,  und  ermittelt  endlich  die 
hauptsächlichsten  Eigenschaften  der  linearen  Systeme  von  Kegel- 
schnitten. Um  von  diesen  Sätzen  auf  die  analogen  Qberzugehen, 
welche  för  höhere  Curven  gelten,  wendet  Herr  Kötter  wieder  das 
BernouUi'sche  Inductionsverfahren  an  und  gelangt  dadurch  zu 
einer  Reihe  von  Wahrheiten,  welche  teilweise  bekannt  sind,  aber 
von  jetzt  an  als  rein  geometrisch  bewiesen  angesehen  werden 
können.  Die  folgenden  sind  die  wichtigsten:  Zwei  zu  einander 
projective  Büschel  von  Curven  r^  und  (n— r)**'  Ordnung  er- 
zengen eine  Curve  n^^'^  Ordnung^,  auf  der  sich  nämlich  je  zwei 
entsprechende  Curven  der  beiden  Büschel  schneiden.  Wenn  n 
in  die  Form  2m+«  gesetzt  wird  («  =  0  oder  1),  so  sind  m  ver- 
schiedene Arten  der  Erzeugung  von  Curven  n**'  Ordnung  zu 
unterscheiden.  Von  diesen  m  Klassen  sind  die  beiden  ersten 
(r  =  1  und  r  =  2)  mit  einander  identisch  und  umfassen  alle 
fibrigen;  jedoch  kann  nicht  behauptet  werden,   dass  auch  jede 
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andere  Klasse  alle  übrigen  umfasst.  Wählt  man  auf  einer  Curve 
n^*^  Ordnung  einen  Punkt  S  beliebig  aus,  so  giebt  es  unendlich 
viele  Büschel  von  Curven  (w— l)**'  Ordnung,  die,  projeetiv  auf 
den  Strahlenbüschel  bezogen,  mit  ihm  die  Curve  n**'  Ordnung 
erzeugen.  Die  Grundpunkte  eines  jeden  derartigen  Büschels 
gehören  säoitlich  der  Curve  an;  man  kann  von  ihnen  im  allge- 
meinen  willkürlich  einen  Punkt  mehr  annehmen,  als  zur  Be- 
stimmung einer  Curve  (n— 2)**»''  Ordnung  ausreichend  ist. 

Durch  irgend  vier  Punkte  der  Curve,  von  denen  keine  drei 
in  einer  Geraden  liegen,  kann  man  einen  Eegelschnittbüschel 
legen,  der  mit  unendlich  vielen  auf  ihn  projeetiv  bezogenen 
Büscheln  von  Curven  («— 2)*«'  Ordnung  die  Curve  n*«'  Ordnung 
erzeugt.  Die  Grundpunkte  des  letzteren  Büschels  liegen  alle  auf 
ihr,  und  man  kann  von  ihnen  im  allgemeinen  einen  willkürlieh 
mehr  wählen,  als  zur  Bestimmung  einer  Curve  (n— 3)^'  Ordnung 
ausreichend  ist. 

Zwei  Curven  von  den  Ordnungen  m  und  n  haben  im  allge- 
meinen  und    höchstens   mn   gemeinschaftliche    Punkte.      Irgend 
zwei  verschiedene  Curven  U  und  V  n**'  Ordnung  bestimmen  einen 
Büschel   VVWZ  . . .    von    Curven   n'*'  Ordnung,   dessen    Curven 
sämtliche  Schnittpunkte  von  U  und   V  mit  einander  gemeinsam 
haben.     Ist  S  irgend   ein   U  und   V  gemeinschaftlicher  Punkt, 
und  sind  U  und   V  die  Erzeugnisse  des  Strahlenbüschels  S  mit 
den  Büscheln  U^U^  ...  und   F,  F,  ...  von  Curven  (n— 1)*«  Ord- 
nung, so  bestimmen  die  Büschel  fFj  It',  ...,  Z,  Z,  ...... .  der  durch 

U^U^  ...   und    F,  Fj  ...    bestimmten  Schar   mit  S   die    übrigen 
Curven  des  Büschels  UVWZ  . . ..    Irgend  ein  Punkt,  der  nicht 

beiden  Curven   U  und    F  gleichzeitig   angehört,   bestimmt  eine 
durch  ihn  gehende  Curve  des  Büschels.     U.  s.  f. 

Am  Schluss  der  Abschnitte  II  und  III  setzt  der  Verfasser 
die  Haupteigenschaften  der  linearen  Curvensysteme  auseinander. 
Die  zwei  folgenden  Abschnitte  enthalten  eine  Reihe  von  Schnitt- 
punktsätzen  (Jacobi's,  Plücker's,  Cayley's  u.  s.  w.).  Um  sie  durch 
Induction  zu  beweisen,  ist  Herr  Eötter  gezwungen,  die  bekann- 
testen Lehrsätze  über  die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  algebraische  Curve  zu  beweisen.    Ihre  Definition  giebt  er 
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auf  folgende  Weise  (vgl.  den  Kohn'schen  Aufsatz:  „Zur  Theorie 
der  harmonischen  Mittelpunkte*'  Wiener  Berichte  1883):  Lässt 
man  eine  Gerade  p  sich  um  einen  beliebigen  Punkt  P  drehen 
and  sucht  in  jeder  Lage  die  Doppelpunkte  der  Involution  auf, 
welche  in  P  einen  n-fachen  Punkt  hat,  und  von  der  eine  zweite 
Gruppe  stets  p  mit  einer  Curve  «**'  Ordnung  C  gemeinsam  ist,  so 
erhält  man  eine  Curve  («—!)*•'  Ordnung,  welche  die  Polare  von 
P  hinsichtlich  C  ist.  Die  Beweismethode  der  betreffenden  Lehr- 
sätze ist  teilweise  dem  Beck'schen  Aufsatze  entnommen:  „Zur 
allgemeinen  Theorie  der  Curven  und  Flächen"  (Math.  Ann.  XIV). 
Im  letzten  Abschnitt  seiner  Arbeit  erinnert  Herr  Kötter  zuerst 
an  die  Grassmann'scbe  Erzeugung  einer  algebraischen  Curve;  eine 
leichte  Umwandlung  derselben  leitet  ihn  zu  folgenden  Resultaten: 

Man  kann  n  beliebige  Strahlenbüschel  so  in  Beziehung  setzen, 
dass  zu  n— 1  beliebig  ausgewählten  Strahlen  von  irgend  n— 1 
Böscheln  im  allgemeinen  ein  einziges  Element  des  letzten  gehört; 
werden  irgend  n— 2  dieser  Strahlen  festgehalten,  so  beschreiben 
die  beiden  anderen  projective  StrahlenbQschel.  Jede  Curve 
n**'  Ordnung  kann  auf  mehrfache  Art  als  Erzeugnis  der  n  auf 
diese  Art  bezogenen  StrahlenbQschel  dargestellt  werden;  die 
Centren  dieser  Büschel  können  auf  der  Curve  beliebig  gewählt 
werden;  in  jedem  Curvenpunkte  treffen  sich  die  n  zusammen- 
gehörigen Strahlen  einer  Gruppe.  Umgekehrt  erzeugt  jedes  der- 
artige Strahlenbüsohelsystem  eine  Curve  n***^  Ordnung.  Diese 
Sätze  werden  vom  Verfassser  benutzt,  um  die  Aufgabe  der 
linearen  Construction  einer  durch  Punkte  bestimmten  algebraischen 
Curve  gegebener  Ordnung  zu  lösen. 

Trotz  der  Länge  dieses  Referates  dürfen  wir  gewiss  nicht 
glauben,  ein  richtiges  Bild  alles  dessen  gegeben  zu  haben,  was 
die  Kötter'sche  Preisschrift  enthält.  Denn  ihr  Inhalt  widerstrebt  — 
wie  bei  allen  denjenigen,  in  welchen  die  überwundenen  Schwierig- 
keiten den  Aufgaben  der  Methodik  angehören  —  der  Verdichtung 
der  Gedanken  durch  den  Berichterstatter  in  einem  hohen  Grade. 
Jedoch  hoffen  wir  genug  über  dieselbe  gesagt  zu  haben,  um  den 
Leser  zu  überzeugen,  dass  die  in  Rede  stehende  Arbeit  ein 
wichtiger  Beitrag  zur  reinen  Geometrie  ist.     Demnach  wird  der 
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Freund  der  synthetischen  Geometrie  das  Lesen  derselben  unter- 
nehmen und  trotz  der  unaufhörlichen  Anstrengungen,  welche  zum 
Verständnisse  der  verwickelten  Schlussfolgerungen  des  Verfassers 
nötig  sein  werden,  bis  zu  Ende  fortfahren.  La. 


B.  Klein,      üeber   den    Fundamentalsatz   der  Geonaetrie 

der  Lage.      Marbarg.  Ber.    1-20. 

In  dieser  Abhandlung  begründet  der  Verfasser  die  Lehre 
von  der  Projectivität  lediglich  mit  Hälfe  perspectivischer  Be- 
ziehungen, ohne  Doppelverhältnisse  oder  harmonische  Gebilde  zu 
benutzen.  Jeder  Strahl  a  eines  Strahlenbüschels  Ä  schneidet  ein 
Geradenpaar  («^,  «,)  in  einem  Punktepaare  (A^^  A^).  Hierdurch 
wird  eine  Perspectivität  der  beiden  Geraden  s^  und  «,  begründet 
Indem  nun  bezüglich  dieser  Geraden  jedem  Strahlenbüsehel  Ä 
eine  Perspectivität,  und  jedem  Strahl  a  ein  Punktepaar  A^^  A^ 
zugeordnet  wird,  lässt  sich  aus  der  Geometrie  der  Strahlenbüsehel 
und  Punktreihen  in  ähnlicher  Weise  eine  solche  der  Perspec- 
tivitäten  und  Punktepaare  ableiten,  wie  aus  der  Geometrie  der 
Punkte  und  Geraden  einer  Ebene  diejenige  der  Strahlenbüsehel 
und  Punktreihen.  Wie  durch  zwei  Punkte  eine  Punktreihe,  so 
ist  durch  zwei  Perspectivitäten  eine  Perspectivitätsreihe  bestimmt 
Das  ganze  „Perspectivitätsgebiet"  der  Geraden  s^  und  «,  kann 
entweder  von  der  Perspectivität  A  aus  dargestellt  werden,  inso- 
fern A  der  Träger  von  unendlich  vielen  Perspectivitätsreihen  ist» 
oder  von  der  Perspectivitätsreihe  a  aus,  insofern  dieselbe  Träger 
unendlich  vieler  Büschel  ist.  Zwei  Perspectivitäten  (*j,  a)  und 
(«„  a),  hervorgebracht  durch  die  resp.  Strahlenbüsehel  S,  und  S„ 
begründen  eine  Projectivität  der  Geraden  *,  und  ^,,  wenn  je 
zwei  durch  denselben  Punkt  von  a  gehende  Strahlen  der  beiden 
Büschel  auf  einander  bezogen  werden.  Wie  die  oo'  perspec- 
tivischen  Beziehungen  der  Büschel  S,  und  S,  ihr  Perspectivitäts- 
gebiet,  so  bilden  die  entsprechenden  Projectivitäten  der  Geraden 
^,  und  *3  ein  „Projectivitätsnetz",  dessen  Träger  das  Punktepaar 
(il„  i4,)  ist,  in  welchem  die  Geraden  «,  und  5,  von  S,  S,  ge- 
schnitten   werden.     Lässt   man    den    Punkt  A^    alle    beliebigen 
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Lagen  auf  der  Geraden  5,  annehmen,  so  bilden  die  so  ent- 
stehenden Netze  das  Gebiet,  d.  h.  die  Gesamtheit  aller  Projee- 
tivitAten  zwischen  s^  und  «,.  Mit  diesen  HUlfsmitteln  beweist  nun 
der  Verfasser,  dass,  wenn  auf  den  Geraden  s^  und  «,  zwei 
weitere  Punktepaare  Bj,  Ä,  und  C^,  C,  gegeben  sind,  die  hier- 
durch bestimmte  Projectivität  auch  erhalten  wird,  wenn  man 
von  B^  statt  von  A^  ausgeht,  eine  Behauptung,  die  sich  mit  der 
des  Fundamentalsatzes  der  Geometrie  der  Lage  deckt.  Es  folgen 
dann  noch  weitere  Untersuchungen  über  Projectivitätsnetze  und 
ein  Ueberblick  über  die  Geometrie  des  Projectivitätsgebietes. 

Die  vorstehend  skizzirten  Untersuchungen  finden  in  drei 
weiteren  inzwischen  publicirten  Aufsätzen  des  Verfassers  ihren 
Abschluss.  In  denselben  handelt  es  sich  auch  um  den  hier  noch 
fehlenden  Nachweis,  dass  bei  der  Ueberführung  von  S,,  S,  in 
zwei  neue  StrahlenbQschel  X^^  X^  die  Zuordnung  des  Punktes  D, 
von  *j  zum  Punkte  D^  von  «,  bestehen  bleibt.  Ueber  diese 
Arbeiten  wird  später  im  Zusammenbange  berichtet  werden. 

Schg. 

Ch.  Rüchonnet.     Expositiou  g^om^trique  des  propri^t^s 
g^n^rales    des    courbes.      5®   öd.,    augmentöe.       Paris. 

OaQthier-VilUrs. 

V.  Martinetti.      Sülle  confignrazioni   plane  /I3.      Annan 

di  Mat.  (2)  XV.  1-26. 

Eine  Configuration  (Cf.)  /u,  in  der  Ebene  besteht  aus  /u  Punkten 
and  fji  Geraden  in  solcher  Lage,  dass  jede  der  /u  Geraden  drei 
von  den  fi  Punkten  enthält  und  durch  jeden  der  fi  Punkte  drei 
von  den  /u  Geraden  gehen  (Reye,  Acta  Math.  II.  94).  Der 
Inbegriff  der  Punkte  der  Cf.,  von  denen  ein  beliebiger  nicht  mit 
einem  bestimmten  Punkte  P  der  Cf.  auf  einer  Geraden  der  Cf. 
liegt  mit  den  Geraden  der  Cf.,  welche  obige  Punkte  enthalten,  heisst 
Restfigur  der  Cf.  in  Bezug  auf  P.  Wenn  man  die  Punkte  der  Cf. 
durch  die  Folge  der  Zahlen  1,  ^,  . . .,  /u  bezeichnet,  so  kann  man 
die  Cf.  darstellen,  indem  man  in  /u  aufeinander  folgenden  Columnen 
diejenigen  Temen  von  Zahlen  einträgt,  welche  den  in  geraden  Linien 
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Hegenden  Temen  von  Configurationspunkten  angehören.  Eine  und 
dieselbe  Cf.  kann  hiernach  auf  mehrere  Arten  dargestellt  werden. 
Damit  zwei  verschiedene  Bezeichnungen  dieselbe  Cf.  darstellen,  ist 
es  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Zahlen  1,  2,  ...,  fi 
einer  Substitution  fähig  sind,  welche  die  Columnen  der  ersten  in 
die  der  zweiten  umwandelt.  Die  Substitutionen,  welche  die 
Bezeichnung  einer  Cf.  nicht  verwandeln,  bilden  die  auf  die  Cf. 
„bezügliche  Gruppe".  Verteilt  man  die  Zahlen  1,  2,  ...,  ^  der- 
artig in  ^  Temen,  dass  jede  Zahl  dreimal  wiederholt  wird,  ohne 
in  jeder  Terne  mehr  als  einmal  vorzukommen,  und  ohne  dass 
ein  und  dasselbe  Paar  in  zwei  verschiedenen  Temen  auftritt,  so 
besitzt  man  damit  die  Bezeichnung  einer  Cf.  ju,,  deren  Construc- 
tion  danach  eine  Aufgabe  zweiten  Grades  ist.  Mithin  ist  die 
Aufsuchung  der  CflF.  jw,  nicht  von  derjenigen  ihrer  Bezeichnungen 
unterschieden. 

Zu  ihrer  Ermittelung  setzt  der  Verf.  die  Cff.  (/u— 1),  als 
bekannt  voraus  und  sucht  daraus  die  /i,  zu  erlangen.  Ein  Ver- 
fahren zur  teilweisen  Lösung  dieser  Aufgabe  besteht  im  folgenden: 
Es  seien  a,  ß  zwei  Punkte  einer  Cf.  (ju— l)j,  die  nicht  auf  der- 
selben Gonfigurationsgeraden  liegen;  ferner  act^a^  und  ßß^ß^  zwei 
bezw.  von  den  Punkten  a  und  ß  ausgehende  Geraden  der  Cf., 
welche  sich  in  einem  ausserhalb  der  Cf.  gelegenen  Punkte 
schneiden.    Ersetzt  man  in  der  betrachteten  Cf.  {(x — 1),  die  Temen 

aß  ft   fÄ  (X 

Oj  /?,      durch      a,  ß^     und  fügt  hinzu     a, 
a,  ft  a,  /?,  ß 

so  gelangt  man  zu  der  Bezeichnung  einer  Cf.  /u,.  Dieses  so  oft 
wie  möglich  angewandte  Verfahren  führt  zu  einer  gewissen  An- 
zahl von  Cff.  /U3,  welche  man  „reductibel^  nennt.  Es  giebt 
andere  Cff.,  zu  denen  man  so  nicht  gelangen  kann,  und  die 
„irreductibel"^  heissen.  Und  es  giebt  genau  eine  solche  für  jeden 
Wert  von  jw,  der  nicht  ein  Vielfaches  von  10  oder  kleiner  als 
11  ist;  es  giebt  auch  eine  derartige,  wenn  ^u  =  8;  dagegen 
giebt  es  zwei  für  /u  =  9,  /u  =  10  und  für  jeden  Wert  von  ^,  der 
ein  Vielfaches  von  lo  ist 

Nach   diesen   allgemeinen  Ueberlegungen  erforscht  der  Ver- 
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fasser  die  Cff.  83,  9,,  10„  indem  er  besonders  die  Art  ermittelt, 
wie  die  Transformationen  der  Gruppe  der  Cf.  auf  ihre  verschie- 
denen Punkte  wirken.  Schliesslich  bestimmt  er,  unter  Benutzung 
der  von  Herrn  Kantor  gewonnenen  Ergebnisse  betreffs  der  CflF. 
10,  (Wien.  Der.  LXXXIV,  F.  d.  M.  XIII.  1881.  460-463),  alle 
Cff.  11,;  von  ihnen  ist  eine  irreductibel,  30  sind  reductibel.  Der 
Verfasser  verweist  die  Erforschung  der  Cff.  11,  in  eine  andere 
Abhandlung;  doch  bemerkt  er,  eine  erste  Prüfung  ihrer  Bezeich- 
nungen zeige  schon,  dass  der  Begriff  der  „ Restfigur ",  obgleich 
er  bei  der  Erforschung  der  Cff.  sehr  nQtzIich  sei,  dennoch  nicht 
immer  zur  Herbeiführung  einer  Entscheidung  darüber  ausreiche, 
ob  zwei  Cff.  identisch  seien  oder  nicht.  La.  (Lp.) 


A.  SchOnflies.    Ueber  einige  ebene  Configurationen  und 
die  zugehörigen  Gruppen  von  Substitutionen.      Gott  N. 

410-417. 

In  der  namentlich  durch  die  Abhandlung  des  Herrn  Reye  im 
ersten  Bande  der  Acta  Math,  hervorgerufenen  Literatur  über  Configu- 
rationen hatte  Herr  Martinetti  in  den  Ann.  di  Mat.  (siehe  d.  vor- 
stehende Referat)  neuerdings  Beiträge  geliefert,  welche  interessante 
Sätze  über  die  Configuration  n,  enthalten,  d.  h.  über  eine  solche 
Gruppe  von  n  Punkten  und  n  Geraden,  dass  je  drei  Punkte  auf  einer 
Geraden  liegen  und  je  drei  Gerade  durch  einen  Punkt  gehen.  Da 
auch  Herr  Schönflies  mehrere  dieser  Sätze  gefunden  hatte,  so  teilt 
er  die  Resultate  seiner  eigenen  Untersuchung  über  die  n,  hier  mit, 
mit  dem  Versprechen,  eine  ausführliche  Abhandlung  folgen  zu 
lassen.  Bezeichnen  die  Zahlen  von  1  bis  n  zugleich  die  n  Punkte 
einer  Configuration  n^^  so  kann  es  Substitutionen  der  Zahlen  von 
1  bis  fi  geben,  welche  nicht  allein  jeden  Configurationspunkt  in 
einen  Configurationspunkt,  sondern  auch  jede  Gerade  der  Con- 
figuration wieder  in  eine  solche  Gerade  überführen.  Die  Gesamt- 
heit dieser  Substitutionen  soll  die  „Gruppe"  der  Configuration 
heissen.  Ferner  soll  eine  Configuration  „regelmässig*^  heissen, 
wenn  sie  sich  in  Bezug  auf  alle  Punkte  und  Geraden  gleichartig 
verhält.     Endlich  soll  „Configurationsdreieck^   eine  Gruppe  von 
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drei  Punkten  der  Configuration  heissen,  deren  drei  Verbindungs- 
gerade  zu  den  Coniigurationsgeraden  gehören.  Nach  diesen 
drei  Definitionen  kann  die  Aufgabe,  welche  hier  behandelt  wird, 
80  ausgesprochen  werden:  „Alle  regelmässigen  Gonfigurationen 
mit  Gonfigurationsdreiecken  zu  finden,  und  die  zugehörigen 
Gruppen  aufzustellen'.  Seht. 


P.  H.  ScHOUTE.     Ein  Steiner'sches  Problem.     J.  für  Math. 

Ol.  154-161. 

In  dem  Anhange  von  Steiner*8  berühmter  «Syst.  Entw.  der 
Abh.  geom.  Gest."  lautet  die  dritte  Aufgabe:  „Wenn  in  einer 
Ebene  zwei  beliebige  Gerade  A^  A^  und  in  jeder  irgend  vier 
harmonische  Punkte  gegeben  sind,  so  bestimmen  die  letztern, 
paarweise  genommen,  16  Strahlen  S,  die  sich  in  72  Punkten  P 
schneiden.  . . .  Welche  Eigenschaft  haben  die  Strahlen  S  in  Hin- 
sicht ihrer  gegenseitigen  Lage  und  welche  die  Punkte  P?  Wie 
oft  liegen  von  den  letzteren  drei  und  wie  oft  sechs  in  einer 
Geraden?  u.  s.  w.  (Giebt  es  z.  B.  acht  Kegelschnitte,  wovon 
jeder  die  gegebenen  Geraden  A^  A^  und  vier  Strahlen  S  berührt? 
Liegen  unter  anderen  von  den  Punkten  P  acht  mal  sechs  in 
einer  Geraden,  und  schneiden  sich  von  diesen  vier  und  vier  in 
einem  Punkte?  u.  s.  w.)".  Nachdem  Herr  Bauer  in  Stettin  im 
Bande  XIX  des  J.  für  Math,  eine  vollständige  Lösung  dieser 
Aufgabe  gegeben  hatte,  entwickelt  Herr  Schonte  im  vor- 
liegenden Aufsatze,  dass  die  von  Steiner  eingeklammerten  Fragen 
sich  viel  unmittelbarer  erledigen  lassen,  und  erkennt  dabei  eine 
von  Steiner  nicht  angegebene  und  von  Bauer  nicht  aufgedeckte 
Beciprocität.  Seht. 


A.  Cayley.     Note  on  the  anharinonic  ratio  equation. 

Me88.  (2)  XVII.  95-96. 

Bekanntlich  ist  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 

^,  -ß-,  -(1+«^;,  ""T+ö">  "T+ö'  ~"ö~ 


Cftpitel  5.    Neuere  Bynthetiscbe  Geometrie.  591 

sind,  die  folgende 

(x»-f  x+1)*  e\e+iy  -  (e'+e+iyx\x+iy  =  o. 

Hiervon  wird  ein  leichter  Beweis  gegeben.  Glr.  (Lp.) 


C.  Le  Paigb.     Snr  les  ^l^nients  nentres  des  involutions. 

Belg.  BalL  XIV.  211-214. 

Bisher  haben  die  Geometer  sich  darauf  beschränkt,  bei  den 

InTolntionen  II  die  singulären  Elemente  zu  erforschen,  die  man 
neutrale  Elemente  erster  Art  nennen  kann,  d.  h.  solche,  bei 
welchen  den  Gruppen  von  k  Punkten  eine  einfache  unendliche 
Schar  von  n  —  k  Punkten  entspricht  Der  Verfasser  durchforscht 
die  zwiefach,  dreifach,  ...,  ^-fach  neutralen  Gruppen  und  zeigt, 
wie  ihre  Eigenschaften  die  Untersuchung  der  von  der  Normal- 
cunre  verschiedenen  rationalen  Curven  in  einem  beliebigen 
Räume  ermöglichen.  Mn.  (Lp.) 


Fr.  Derüyts.       Sur    la    repr^sentation    des    involutions 

unicursales.      Belg.  Ball.  (3)  XIV.  322-345. 
C.  I^E  PaIGE.      Rapport.       Belg.  Ball.  (3)  XIV.  199202. 

Eine  Involution  In-i  sei  gegeben  durch: 

2:iifi  =  0,  /;  =  a^^^,+a\x^r^x,+  ...  +<+!*;. 

Sieht  man  af^,  a?^-^x,,  . . .,  a^  als  die  Coordinaten  eines  Punktes 
in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  an,  so  bestimmen  die  gleich 
Kuli  gesetzten  n  Formen  f  in  demselben  einen  Punkt,  welcher 

der  Repräsentant  der  Involution  /n_i  sein  kann.  Damit  diese 
Involution  in  ein  festes  Element  und  eine  Involution  KZ]  zer- 
legbar sei,  muss  der  repräsentirende  Punkt  von  /^-i  sich,  wie 
der  Verfasser  beweist,  auf  der  Normalcurve  Cn  des  Raumes  von 
n  Dimensionen  befinden.    Dieses  Ergebnis  erstreckt  sich  auf  eine 

Involution  /&.  Ferner  stellt  Herr  Derujts  die  Involutionen  durch 
mehrfach-lineare  Formen  dar;  dann  wendet  er  die  erhaltenen  Ergeh- 
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nisse  auf  einige  interessante  Fragen  der  Theorie  der  Inyolutionen 
an  und  insbesondere  auf  die  Bestimmung  der  neutralen  Elemente. 

Mn.  (Lp.) 

Fr.  Deruyts.     Sur  la  th^orie  de  Tinvolution.      Beig.  Bull. 

(3)  XIV.  650-664. 
C.  Lk  PaIGE.      Rapport.       Belg.  Bull.  (3)  XIV.  543-544. 

Fortsetzung  der  im  vorangehenden  Berichte  besprochenen 
Arbeit.  Der  repräsentirende  Punkt  einer  Involution  stellt  auch 
die  binäre  Form  dar,  welche  seine  Coordinaten  zu  Coefficienten 
hat.  Die  Normalcurve  wird  dann  der  Ort  der  repräsentirenden 
Punkte  binärer  Formen,  die  genaue  Potenzen  sind.  Diese  neue 
Art  der  Darstellung  ermöglicht  es  dem  Verfasser,  Sätze  der 
Herren  Rosanes,  Le  Paige,  de  Paolis  Ober  die  neutralen  Elemente 
der  Involutionen,  ihre  kanonischen  Formen  u.  s.  w.  in  einfacher 
Weise  auszusprechen  und  zu  beweisen.  Mn.  (Lp.) 


J.  DE  Vries.      Kwadrupelinvoluties    op    bikwadratiscbe 

krommen.      Amst.  Versl.  en  Meded.  (3)  III.  307-326. 

Die  Abhandlung  ist  in  fünf  Abschnitte  eingeteilt  Im  eraten 
behandelt  der  Verfasser  die  Involution  /^  auf  der  allgemeinen 
Curve  K^  vierten  Grades,  welche  durch  einen  Büschel  von  Kegel- 
schnitten erzeugt  wird,  dessen  vier  Basispunkte  willkürlieh  aaf 
der  gegebenen  Curve  angenommen  sind.  Im  zweiten  Abschnitt 
werden  einige  besondere  Fälle  betrachtet,  vor  allem  der  merk- 
würdige, wenn  ein  Doppelpunkt  von  K^  einer  der  vier  Basis- 
punkte des  /^  bestimmenden  Kegelschnittbüschels  ist.  Im  dritten 
Abschnitt  untersucht  der  Verfasser  den  Fall,  dass  zwei  corre- 
siduale  Involutionen  /^  und  I[  ein  Quadrupel  gemein  haben  and 
also  nicht  mehr  von  einander  verschieden  sind;  weiter  betrachtet 
er  die  Involutions-Enveloppen,  welche  Hesse'sche  und  Cayley'- 
sehe  Curven  dritter  Klasse  oder  dritten  Grades  sind.  Im 
vierten  Abschnitt  geht  er  zu  den  Quadrupelinvolutionen  Über, 
die  durch  einen  Büschel  von  Curven  p^°  Grades  auf  K^  erzeugt 
werden,  wenn  man  4p— 4  der  Basispunkte  dieses  Büschels  will- 
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kQrlicfa  auf  K^  annimmt.  Er  beweist,  dass  diese  Involutionen 
im  allgemeinen  nicht  durch  Büschel  von  Kegelschnitten  erzeugt 
werden  können,  und  dass  sie  demnach  als  Quadrupelinvolutionen 
von  grösserer  Allgemeinheit  als  die  vorhin  untersuchten  zu  be- 
trachten sind. 

Im  letzten  Abschnitt  untersucht  der  Verfasser  die  Involution 
/,  auf  einer  Curve  JST^,  die  durch  einen  Büschel  Kp  bestimmt  ist, 
wenn  np^s  der  Basispunkte  dieses  Büschels  auf  Kn  liegen. 
Nachdem  ihre  Eigenschaften  abgeleitet  worden  sind,  beweist  er, 
dass  die  Involution  zweiten  Ranges  /f,  die  durch  ein  Netz  von 
Carven  auf  einer  Curve  vom  Geschlecht  g  erzeugt  wird, 
^(/— l)(l— 2)— ^  neutrale  Paare  hat. 

Diese  Abhandlung  schliesst  sich  also  an  die  von  Weyr, 
Bobek  und  Ameseder  entwickelte  Theorie  der  Involutionen  auf 
Carven  an.  6. 

M.  Pannklli.   Sulle  trasformazioni  multiple  involutorie  di 

due   spazi.     NapoU  Reod.  (2)  I.  153-161. 

Der  vorliegende  Aufsatz  beschäftigt  sich  mit  der  mehr- 
deutigen Beziehung  zweier  Punkträume  S  und  2'  auf  einander, 
welche  so  beschaffen  ist,  dass  einem  beliebigen  Punkte  von  2' 
Jtf  Punkte  in  S  und  einem  beliebigen  Punkte  von  2  M'  Punkte 
in  2'  entsprechen.  Das  analoge  Problem  für  zwei  Ebenen  hat 
Herr  Christian  Wiener  (Math.  Ann.  III)  behandelt,  und  der 
Herr  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  von  Herrn  Wiener 
erhaltenen  Resultate  auf  den  Raum  auszudehnen. 

Es  sind  in  den  Räumen  2  und  2*  Gruppen  von  M  resp. 
M'  Punkten,  welche  einander  zugewiesen  sind,  zu  bestimmen. 
Dies  geschieht  für  den  Raum  2  durch  drei  Flächenbüschel  P,  Q,  R 
von  den  Ordnungen  resp.  p,  q,  r  und  mit  den  Grundcurven 
resp.  i4,  JB,  C.  Je  drei  Flächen  dieser  Büschel  schneiden  ein- 
ander in  M  Punkten  einer  Gruppe.  Ebenso  werden  in  2'  drei 
Fläehenbüschel  P\  Q\  A'  gewählt.  Sind  nun  die  Büschel  P,  Q,  A 
projectiv  resp.  zu  P',  (?',  Ä',  so  entspricht  jeder  Punktgruppe  in 
2  von  Jtf  Punkten  eine  solche  in  2^  von  Jf'  Punkten. 

FortKbr.  d.  Math.  XIX.  2.  38 
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Um  das  Problem  in  grösster  Allgemeinbeit  zu    behandelD, 
nimmt  der  Herr  Verfasser  an,  dass  die  Grundeurven  von  P,  Q^  R 
gemeinsame  Theile  und  gemeinsame  Punkte  baben,   deren  Zahl 
und  Bedeutung  für  die  Btischel  dureb  Zablen  bestimmt  werden. 
Das  Analoge  wird  flElr  die  Büschel  in  2^  festgesetzt.    Dann  wird 
die  Fläche  resp.  Curye  von  2*  angegeben,  welche  einer  beliebigen 
Fläche  resp.  Linie  in  ^'  entspricht.    In  jedem  Räume  befindet 
sich  eine  gewisse  „Doppelfläche*',  der  Ort  derjenigen  Punkte,  in 
welchen  sich  zwei  Punkte  einer  Gruppe  vereinigen.    Mit  ihr  ist 
eine  zweite  Fläche,   welche  die  übrigen  Punkte  dieser  Gruppen 
enthält,   verbunden.     Beiden   entspricht   in   2*    eine   besondere 
Fläche,   welche   die  „Grenzfläche*'    genannt   wird.      Die   Eigen- 
schaften und  Beziehungen  dieser  Flächen  gegenüber  den  Funda- 
mentallinien und  Punkten  der  betreffenden  Räume  werden  auf- 
gesucht. W.  St 

G.  LoKiA.    Sugli  enti  geometrici  generati  da  forme  fonda- 
mentali  in  corrispondenza  algebrica.     Geno?a  Oiorn.  53-80. 

Von  r  in  algebraische  Beziehung  gesetzten  Formen  $^^  Stufe 
mögen    je    r    zusammengehörige    Elemente    ein    geometrisches 
Gebilde  bestimmen:  es  sollen  die  aus  diesen  Gebilden  entstehen- 
den Formen  untersucht  werden.   Vorläufig  beschränkt  sich  Herr  L. 
auf  ein-,  zwei-  und  dreistufige  Gebilde,  welche  letzteren  jedoch 
weniger  häufig  angewandt  werden.    Da  die  gegebenen  Eigen- 
schaften alle  aus  einigen  fundamentalen  Anzahlen  sich  ableiten 
lassen,    so   konnten    nähere   Beweise   fast   überall   unterdrückt 
werden,  und  Herr  L.  benutzt  als  vornehmstes  Beweisprincip  mit 
Recht  die  richtige  stufenweise  Aneinanderreihung  der  Resultate. 
Um  eine  möglichst  vollständige  Angabe  aller  Erzeugungsmethoden 
zu  haben,  hat  er  im  ersten  Abschnitte  neben  neuen  auch  eine 
Reihe  bekannter  Sätze  aufgeführt.    Eine  besonders  dankenswerte 
Zugabe  bilden  die  überaus  zahlreichen  Literaturangaben. 

Einstufige  Gebilde  werden  in  algebraischer  Beziehung  be- 
trachtet; kommen  mehr  als  zwei  Gebilde  vor,  so  wird  angenommen, 
dass  ein  Hülfsgebilde  zu  dem  t*®"  in  (tn^,  ii,)Gorrespondenz  stehe; 
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wo  es  die  Symmetrie  gestattet,  wird  das  Hülfsgebilde  mit  einem 
der  erzeugenden  identisch  genommen.  (Eine  Ausnahme  bierron 
bildet  freilich  No.  11).  Zweistufige  Gebilde^  werden  stets  in 
Cremona'scher  Verwandtschaft  (mit  einem  Hülfsgebilde,  wenn 
ihre  Anzahl  grösser  als  2  ist)  in  Anwendung  gebracht. 

Von  erzeugten  Gebilden  werden  betrachtet  ein  algebraisches 
Nallsystem,  Strablen-Gomplexe  und  -Systeme,  Regelflächen,  allge- 
meine Flächen  und  Raumcurven.  In  den  beiden  letzten  Fällen 
liefert  die  dualistische  Erzeugungsweise  allgemeine  und  abwickel- 
bare HflUflächen. 

Bei  der  Falle  des  Stoffes  muss  sich  Referent  damit  begnügen, 
die  yerschiedenen  Verknüpfungen  anzugeben,  welche  Herr  L. 
in  Betracht  zieht.  Das  Nullsystem  entsteht,  indem  man  jedem 
Punkt  eines  Raumes  diejenige  Ebene  zuweist,  welche  zu  ihm 
und  den  homologen  Ebenen  entsprechender  Ebenenräume  incident 
ist.  (Nach  Vorgang  von  Herrn  Sturm  will  Referent  eine  Ebene 
zu  allen  ihren  Punkten  und  Geraden,  eine  Gerade  zu  allen  ihren 
Punkten  und  allen  sie  enthaltenden  Ebenen,  einen  Punkt  zu  allen 
ihn  enthaltenden  Strahlen  und  Ebenen  als  incident  bezeichnen). 
Complexe  bilden  diejenigen  Strahlen,  welche  incident  sind  mit 
zugehörigen  Elementen  folgender  Gebilde:  zweier  Punkträume 
(30),  zweier  Strahlenbttschel  (2),  dreier  Strahlen-Ebenen  oder 
-Bündel  (26),  einer  Strahlen-  und  einer  Punkt  Ebene  (14).  Die 
zweite  Definition  ergiebt  eine  einstufige  Mannigfaltigkeit  linearer 
Strahlensysteme,  die  dritte  und  vierte  liefern  zweistufige  Mannig- 
faltigkeiten von  Regelscharen  bezw.  Strahlenbüscheln.  Um  ein 
Beispiel  zu  geben,  so  resultirt  ein  Complex  (n^n^+n^n^+n^n^)^' 
Klasse  und  Ordnung,  wenn  die  drei  Strahlenebenen  in  Gre- 
mona'schen  Verwandtschaften  «/••■,  w,^"",  w,*"  Ordnung  zu  einem 
Hülfsgebilde  stehen. 

Zu  Congruenzen  gehören  die  Strahlen  welche  incident  sind 
zu  entsprechenden  Elementen  von :  zwei  Punktebenen  oder  Ebenen- 
bündeln (12),  drei  Strahlenbüscheln  (6),  einer  Punkt-,  einer  Strahlen- 
Ebene  und  einem  Strahlenbündel  (24),  vier  Strahlen  -  Ebenen 
oder  -Bündeln  (27).  Die  letzte  Erzeugungsweise  ergiebt  ein 
System  von  der  Ordnung  und  Klasse  SSnitik,  wenn  die  einzelnen 

38* 
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Strahlen-Ebenen  oder  -Bündel  durch  Cremona'sehe  Verwandt- 
schaften ffj^^"  Ordnung  (t  =  1,  2,  3,  4)  mit  einem  HQlfsgebilde 
verbunden  sind. 

Regelscharen  werden  von  solchen  Strahlen  beschrieben,  die 
sich  als  incident  erweisen  zu  entsprechenden  Elementen  von: 
zwei  Ebenenbttscheln  oder  zwei  Punktreihen  (1),  einer  Punktreihe 
oder  einem  EbeneobUschel  und  zwei  Strahlenbüscheln  (9),  einem 
Ebenenbttschel,  einem  Strahlenbttschel  und  einer  Punktreihe  (10), 
vier  Strahlenbüscheln  (11),  fünf  Strahlen  Ebenen  oder  -Bün- 
deln (29). 

Flächen  erfüllen  solche  Punkte,  die  incident  sind  zu  ent- 
sprechenden Elementen  von:  drei  Ebenenbündeln  (19),  einem 
Ebenenbüschel  und  einem  aus  zwei  Punktebenen  entstehenden 
Strahlensystem  (20),  einem  Strahlen-  und  einem  Ebenen-BQndel 
(13),  einem  Strahlenbündel  und  der  Ebenen-Mannigfaltigkeit,  die 
aus  einer  Punkt-  und  einer  Strahlenebene  entsteht  (22). 

Hinsichtlich  der  ersten  Fläche  möchte  Referent  auf  ein  kleines 
Versehen  aufmerksam  machen.  Sind  die  drei  Ebenenbündel  durch 
Cremona'sche  Transformationen  n/®%  n^^^^^  w,*"  Ordnung  auf 
eine  Hülfsebene  bezogen,  so  ist  die  Fläche,  («,«,+»,»,+«,«,)**' 
Ordnung,  auf  die  Ebene  eindeutig  abgebildet.  Hierbei  entsprechen 
den  ebenen  Schnitten  der  Fläche  Gurven  nicht  von  der 
(«,  w,  -h  w, «,  +  n,  n,)*«"  Ordnung,  sondern  von  der  (n,  +  n,  +  «t)**" 
Ordnung.  Die  Doppelcurve  der  Fläche  ist  daher  auch  von  der 
Ordnung  i(n,ii,4-n,n,4-n,ii,—2)(n,n,-fii,n,-ffi,fi,— 3),  nicht  von 
der  Ordnung  ||(n,~l)(ii,-2)  +  (n,-l)(ii,-2) +(«,-l)(ii,-2)|, 
wie  Herr  L.  augiebt.  Die  Flächen  (13)  und  (22)  werden  als 
Monoide,  als  Flächen  s^'  Ordnung  mit  einem  (s—1)- fachen 
Punkte  erkannt. 

Die  Punkte  der  betrachteten  Gurven  sind  incident  zu  ent- 
sprechenden Elementen  von:  drei  Ebenenbüscheln  (5),  einem 
Ebenenbüschel  und  einer  durch  Punktreihen  erzeugten  Regel- 
schar (7),  zwei  Strahlenbündeln  (15),  einem  Strahlenbündel  und 
dem  durch  zwei  Punktebenen  erzeugten  Strahlensystem  (21). 

Man  erkennt,  wie  diejenigen  Erzeugungsweisen  sämtlich 
erweitert  erscheinen,  welche  auf  die  Kaumcurve  dritter  Ordnung, 
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die  Coogruenz  ihrer  Secanten,  auf  byperboloidische  Regelscharen, 
auf  Flächen  zweiter  nnd  dritter  Ordnung  führen.  E.  K. 


G.   Castelnüovo.      Studio    sulla    omografia   di   seconda 

spezie.       Ven.  ist.  Atti  (6)  V.  1041-1115. 

Die  Homographie-Beziehung  zweiter  Stufe  zwischen  drei  ein- 
förmigen Orundgebilden  ist  nichts  anderes  als  die  von  Herrn 
Schubert  analytisch,  von  Herrn  Benno  Klein  rein  geometrisch 
untersuchte  trilineare  Beziehung.  Herr  C.  verlegt  die  Gebilde 
auf  dieselbe  kubische  Raumcurve  T  und  nimmt  an,  dass  drei 
zusammengehörige  Punkte  von  den  Sehnen  a,  b,  c  aus  in  den- 
selben Punkt  einer  Ebene  w  projicirt  werden.  Während  lo  als 
Träger  der  dreifachen  Punkte  P,  Q,  R  festliegt,  giebt  es  unend- 
lich viele  Axentripel.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  Ay  B^  C  und 
^,,  £,,  C,  die  Punkte,  welche  zwei  Axentripel  auf  cti  ausschneiden, 
so  entsprechen  entweder  i4,  £,  C  und  A^^  £,,  C.  einander  in 
einer  collinearen  Verwandtschaft  mit  dem  Grunddreieck  PQRy 
oder  es  sind  ABC  und  A^  B^  C,  die  Grunddreiecke  einer  qua- 
dratischen Verwandtschaft  mit  den  Doppelpunkten  P,  Q,  A. 
„Neutrale^  (nach  Herrn  Schuberts  Bezeichnung  singulare)  Punkte 
erhält  man,  wenn  A]  B\  C  bezw.  von  A,  c;  c,  a\  a,  6  aus  in 
^«9  Ca\  Ct,,  ^6;  ^c)  Bc  projicirt  werden.  Betrachtet  man  Bc  und 
C^  andererseits  Ba  und  Ca  als  Punkte  der  zweiten  und  dritten 
Reihe,  so  wird  der  zugehörige  der  ersten  Reihe  ganz  unbestimmt; 
es  sind  B^  Q,]  Bay  Ca\  ...  die  neutralen  bez.  singulären  Paare. 
Geht  man  zu  einem  anderen  Axen- System  über,  so  ergeben  sich 
wieder  die  sechs  singulären  Punkte  und  Paare;  war  aber  der 
Uebergang  zu  Ä^j  B^J  C,  von  der  zweiten  Art,  so  sind  Af,  und  Acy 
Äc  und  Aly  Bc  und  Ba^  Ba  und  Bcy  Ca  und  CJ,  endlich  Ct  und 
Ca  identisch.  Als  Axen  kann  man  a  =  JBcCvii  &  =  AcCty  c  ^  CaCt 
wählen.  Sind  andererseits  j,  f  die  Punkte,  welche  doppelt  ge- 
wählt einen  Punkt  C^  der  dritten  Reihe  zu  Tripeln  ergänzen, 
80  sind  drei  andere  Axen  a  =  C,  Ä«,  6  =  C,  A^y  c  =  jf. 

Um  dies  zu  erweisen,  knüpft  Herr  G.  an  die  „Reihen^  des 
ersten  und  zweiten  Systems  an.     Die  Tripel  einer  Reihe  gehören 
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ZU  Punkten  einer  Geraden  (o,  bez.  eines  Ay  JB,  C  amschriebeoen 
Eegelscbnittes;  die  einzelnen  Punkte  ihrer  Tripel  beschreiben 
jedenfalls  drei  projectivische  Punktreihen.  Umgekehrt  ergeben 
drei  projectivische  Punktreihen  eine  „Serie"  des  ersten  oder 
zweiten  Systems,  wenn  vier  Tripel  homologer  Punkte  der  Ho- 
mographie  zweiter  Stufe  angehören.  Da  bei  einem  Uebergange 
zweiter  Art  zu  einem  neuen  Axen-System  jede  Reihe  des  ersten 
Systems  in  eine  solche  des  zweiten  übergeht,  so  sind  beide 
Systeme  gleichwertig.  Haben  zwei  Homographien  eine  Reihe 
gemeinsam,  so  haben  sie  und  unendlich  viele  andere  auch  eine 
solche  des  anderen  Systems  gemeinsam. 

In  No.  13  ff.  wendet  sich  Herr  C.  zu  den  Involutionen  2.  St 
3.  0.  Können  drei  Punkte  1,  2,  3  auf  fünf  verschiedene 
Arten  als  zusammengehörige  Punkte  in  die  gegebcLen  ein- 
förmigen Gebilde  auf  F  eingeordnet  werden,  so  ist  dies  auch 
auf  die  sechste  mögliche  Art  zulässig,  und  es  gebort  zu  irgend  zwei 
Punkten  von  F  derselbe  dritte,  in  welche  von  den  drei  gege- 
benen Gebilden  man  sie  einordnet,  so  dass  jedes  Tripel  als  ein 
Ganzes  aufgefasst  werden  kann.  Der  Beweis  beruht  darauf, 
dass  r  mit  den  Sehnenpaaren  6,  c\  c,  a;  a,  6  Hyperboloide  be- 
stimmt, die  der  Reihe  nach  AB,  AC]  BC^  BA;  CA^  CB  in  den 
Punktepaaren  B^  C]  C,  A]  A^  B  berOhren,  wenn  ein  solches 
Tripel  vorkommt,  und  dass  dieser  Zusammenhang  umgekehrt 
werden  kann.  Von  den  singulären  Punkten  fallen  Bcj  C«,  Ab 
mit  If,  dagegen  C^,  Acj  Ba  mit  iV  zusammen.  Die  Ebenen, 
welche  die  einzelnen  Tripel  tragen,  gehen  durch  den  Schnitt- 
punkt von  MN  mit  co.  Hier  läuft  die  Untersuchung  in  die 
gewöhnliche  Methode  aus,  die  Herr  C.  mit  Benutzung  der  O 
im  Räume  n^^  Dimension  auch  auf  allgemeine  Involutionen  !!*•'  0. 
angewandt  hat  (cfr.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  530).  In  ganz  anderer 
Weise,  ohne  eine  räumliche  Versinnlichung  zu  benutzen,  hat  übrigens 
Herr  Benno  Klein  den  Uebergang  von  der  trilinearen  zur  trilinear- 
symmetrischen  Beziehung  vollzogen  (cfr.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  464). 

Bei  den  Constructionen  der  homographischen  Beziehung  zwi- 
schen drei  einförmigen  Gebilden,  die  Herr  C.  im  §  2  giebt,  wird 
immer   mindestens    ein   neutrales  Paar   als   gegeben  betrachtet. 


r 
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Ist  z.  B.  neben  fQnf  Tripeln  ein  neutrales  Paar  gegeben,  so  be- 
siebt Herr  C.  die  einförmigen  Gebilde  so  auf  eine  Kubik,  dass 
drei  Tripeln  dreifache  Punkte  entsprechen,  die  dann  w  festlegen. 
Sindi4,£jC,  undil,£,(7,  die  beiden  anderen  auf  T  entstehenden 
Tripel,  ist  A^Ba  das  neutrale  Paar,  so  kann  man  als  Axen  a 
nnd  fr  die  Sehnen  SAt,  und  SBa  benutzen.  Ihnen  zugehörig  als 
c  ergiebt  sich  die  im  allgemeinen  einzige  Sehne  von  7^,  welche 
zwei  gewisse  von  C,  und  C,  ausgehende  Strahlen  trifft.  Liegen 
beide  mit  7^  auf  demselben  Hyperboloid,  so  ergeben  sich  unendlich 
viele  Homographien  2.  St,  welche  das  neutrale  Paar  und  neben 
den  gegebenen  unendlich  viele  Tripel  mit  einander  gemein  haben. 

Im  §  3  wird  eingehend  gezeigt,  dass  drei  Strafalenbttschel, 
deren  Centren  auf  einer  ebenen  Curve  3.  0.  C  beliebig  sind,  auf 
unendlich  viele  Arten  durch  eine  Homographie  zweiter  Stufe  so 
verknflpft  werden  können,  dass  jeder  Punkt  von  C*  ein  Tripel  zu- 
sammengehöriger Strahlen  bestimmt  Lässt  sich  C  zunächst 
aaf  eine  Art  durch  einen  Strahlen-  und  einen  EegelschnittBttschel 
erzeugen,  und  bildet  mau  aus  zwei  Strahlenpaaren  des  letzteren 
und  den  homologen  Strahlen  des  ersteren  ein  C  eingeschriebenes 
Gitter,  so  können  irgend  drei  Ek^ken  desselben,  von  denen  keine 
zwei  auf  einem  Strahle  liegen,  zu  Centren  von  trilinear  bezo- 
genen Bflscheln  gewählt  werden,  die  C*  erzeugen.  Um  den  all- 
gemeinen Satz  zu  haben,  braucht  Herr  C.  nur  zu  zeigen,  dass 
zwei  Kegelschnittbttschel  eine  Curve  3.  0.  erzeugen,  wenn 
sie  zwei  Grundpunkte  mit  einander  gemein  haben,  und  die 
Strahlenpaare  einander  entsprechen,  in  denen  die  Verbindungs- 
linie derselben  vorkommt  Zugleich  folgt  dann  die  Allgemeingül- 
tigkeit der  Erzeugung  durch  einen  Strahlen-  und  einen  Kegelschnitt- 
Bßschel;  es  ergiebt  sich,  dass  9  Punkte  im  allgemeinen  eine 
Curve  3.  0.  oder  einen  Büschel  festlegen,  dass  eine  C  mit  einer 
Geraden  höchstens  drei,  mit  einem  Kegelschnitt  höchstens  sechs, 
mit  einer  anderen  Curve  3.  0.  höchstens  neun  Punkte  gemein 
bat,  etc. 

Hieran  knüpft  Herr  C.  eine  Methode,  auf  eine  Curve  C* 
3.  0.  andere  Cf  ^projectivisch ",  d.  h.  eindeutig  zu  beziehen. 
Bechnet  man  in   der   Ebene  S  zu   einem  Tripel    einer   Homo- 


600       VIII.  Abschnitt.    Reine,  elementare  u.  synthetische  Geometrie. 

graphie  2.  St.  je    drei   Strahlen  SA,  SB,  SC,   und   setzt   man 
dann  die  StrahlenbOschel  A,  B,  C  in  projectivisebe  Beziehaogr  zu 
denen    A',  B\  C    einer    zweiten    Ebene,    bo    liegen    auf  zwei 
eindeutig,   „projectivisch^  auf  einander  bezogenen  Curven  3.  O. 
solche   Punkte  S   und   S',    für   die  S'A',  S'B',  S'C   die   homo- 
logen Strahlen  zu  SA,  SB,  SC  sind.     2  und  2*  können  auf  un- 
endlich viele  Arten  quadratisch   so   bezogen   werden,   dass    die 
Reihen  auf  C^  und  C'  einander  entsprechen.     Der  Beweis,  dass 
Curven   3.  0.   von   gleichem   Doppelverhältnis    auf   zwei    Arten 
so  bezogen    werden  können,    dass  gegebene  Punkte  M  und  M^ 
einander  entsprechen   (No.  32),  enthält   nach  Meinung  des  Re- 
ferenten eine  kleine  Lücke.     Eine  projectivisebe  Beziehung  einer 
C  auf  sich  selbst  ist  entweder  involutorisch,  es  liegen  homologe 
Punkte   auf  demselben  Strahl   mit   einem   festen  Curvenpunkte, 
oder  sie  ist  die  Gombination  zweier  involutorischen  Beziehungen. 
Zwei  projectivisebe  C  und  C\  entsprechen  sich  in   collinearen 
Ebenen,   sobald  den  Schnittpunkten   irgend   einer  Geraden  mit 
C^  diejenigen  einer  anderen  mit  C'  zugehören,  also  z.  B.,  sobald 
zwei  Wendepunkte  einander  entsprechen.    Hiermit  lässt  sich  das 
Wendepunkttheorem  der  C*  in  Verbindung  bringen  (No.  34). 

In  No.  37  ff.  zeigt  Herr  C,  dass  gemäss  der  August'schen 
Erzeugungsweise  eine  Fläche  3.  0.  durch  homographisch  bezo- 
gene Ebenenbüschel  erzeugt  werden  kann,  deren  Axen  irgend 
drei  windschiefe  Gerade  der  Fläche  sind.  Jede  Gruppe  einer 
Involution  3.  0.,  2.  St.,  die  auf  einer  Ranmcurve  3.  0.  liegt,  kann 
durch  Projection  von  drei  Sehnen  a,  6,  c  aus  von  sechs  Baum- 
punkten her  gewonnen  werden.  Diese  Gruppen  füllen  eine  Fläche 
3.  0.  aus  und  geben  zu  eigentümlichen  Configurationen  auf  der- 
selben Veranlassung.  Die  Trieder,  welche  a,  b,  c  von  den  neu- 
tralen Punkten  X,  Y  aus  projiciren,  durchschneiden  sich  in  neun 
Geraden  der  Fläche;  die  dreifachen  Punkte  P,  Q,  R  der  Involution 
liegen  auf  derselben  und  ergeben  ausserdem,  da  sie  eine  Gruppe 
der  Involution  bilden,  eine  Gruppe  von  sechs  Punkten.  Da 
jede  Curve  3.  0.,  die  a,  b,  c  zu  Sehnen ,  X,  Y  zu  Punkten  hat, 
eine  solche  Involution  trägt,  so  kommt  jeder  Punkt  der  Fläche 
in  einer  Gruppe  P,  Q,  H  vor.     Die  Annahme,   dass  a,  b,  c  in 
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einer  Ebene  liegen,  die  ein  Tripel  io  sieb  vereinigt,  führt  Herrn 
C.  auf  die  FIftchen  2.  0-  und  auf  eine  ohne  Beweis  gegebene 
Construction  des  letzten  Schnittpunktes  eweier  acht  Punkte 
enthaltender  ebener  Curven  3.  0.  E,  K, 


J.  J.  Sylvestkr,  W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  qnestiona 

2391,  3651.  Kd.  Time«  XLVII.  137-13^ 
Die  beiden  älteren  Sätze  des  Hrn.  SylTcster,  welche  Hr. 
Sharp  hier  von  neuem  beweist,  gehören  der  Theorie  der  resi- 
dnalen  Punktgruppen  fUr  Curven  dritter  Ordnung  an;  sie  sind 
sowohl  in  Salmon's  höhere  ebene  Curven  (No.  158ff.)  als  auch 
in  die  Voilesungen  über  Clebsoh- Lindemann  (S.  431  ff.)  dber- 
gegangen;  am  letzteren  Orte  erecbeinen  sie  als  Ergebnisse  all- 
gemeinerer BetrachtungeD,  und  es  wird  auch  auf  die  Herren  Brill 
und  Nöther  als  gleichzeitige  Entdecker  derselben  verwieseD. 

i-p. 

H.  M.  Taylor.       Extension    of  an    inversion    property. 
Meaa.  (2)  XVI.  143-144, 

VerallgemeineruDg   der   bekannten  Eigenschaft,   das«  zwei 
Curven  sich  unter  demselben  Winkel  schneiden  wie  ihre  inversen; 
diettelbe  lautet:   Wenn  zwei  Curven   in  Bezug  auf  eine  beliebige 
Anzahl    von  Punkten    als   Polen    durch    verschiedene    reciproke 
Ftadien  verwandelt  werden,  so 
die  Oerter  der  „Mittel"  der  e 
Curven   sind,    anter  demselbe 
Curven. 

P.  ViSALLi.     SuIIe  figure 
mentali    tli    seconda    sp 
corriapondenza  multipla 
L.  Bend    (4)  lU,.    134-127. 

Zwischen  zwei  Gebilden 
(l,*-)-dentige  Verwandtschaft 
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Schaft,  bei  welcher  jedem  Elemente  des  zweiten  y  (conjuncte) 
Elemente  des  ersten  entsprechen,  jedem  Elemente  des  ersten  da- 
gegen ein  Element  des  zweiten,  und  bei  welcher  Grundgebilden 
erster  Stufe  aus  G  Reihen  n^""  Grades  und  p**"  Geschlechts  aus 
G'  entsprechen.  Ferner  sei  Xr  die  Anzahl  der  r- fachen  Grand- 
elemente aus  G  und  o?^  die  Anzahl  der  r'-fachen  Grundelemente 
ans  G\ 

Die  Theorie  dieser  Transformationen  ist  vom  Verfasser  schon 
in  zwei  Abhandlungen  entwickelt  worden,  ttber  die  wir  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  800flF.  berichtet  haben.  In  der  jetzigen  Note  macht 
der  Verfasser  Anwendungen  hiervon,  indem  er  folgende  Sätze 
beweist : 

^Wenn  die  Gebilde  G  und  G*  zwei  StrahlenbQndel  mit  den 
Mittelpunkten  0  und  0'  sind,  so  ist  der  Ort  fUr  die  Schnittpunkte 
entsprechender  Strahlenpaare  eine  Curve  von  der  Ordnung 
it-fy-f-I)  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  durch  0' 

(fi-l)(v-l)-p  +  K»~l)('»-2)-^,.ir'('-'-l>^ 
Gerade  gehen,   von  denen  jede  ausser  0'  zwei  Punkte  mit  der 

Curve  gemeinschaftlich  hat.^ 

„Wenn  G  und  G'  ein   Strahlenfeld  und  ein  Punktfeld  auf 

demselben  Träger  sind,  so  sind  im  zweiten 

solche  Punkte  vorhanden,    durch  deren  jeden   zwei    der  y   ent- 
sprechenden conjuncten  Geraden  gehen.*'  La.  (Lp.) 


G.  PiTTARELLi.     Studlo  algebrico-geometiico  intorno  alla 

COrrispondenza   (1)2).      Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  III.  375-400. 

G.  PiTTARELLi.      Le  cubiche  con  un   puuto  doppio  e  la 

COrrispondeuza  (1)2).      Rom.  Aco.  L.  Mem.  (4)  III.  401-416. 

Die  erste  dieser  Abhandlungen  -enthält   eine  Untersuchung 
der  durch   eine  Gleichung  vom  Typus  f  =  a|  a,;  =0  definirten 

Verwandtschaft  (2, 1)  [vgl.  den  Bericht  Ober  die  Note  des  Herrn 
Piazza  in  F.  d.  M.  XIY.  1882.  721].  Durch  Anwendung  eines 
bekannten  Satzes  (Clebsch,   Binäre  Formen,  §  14)  bestimmt  der 
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Verfasser  zuerst  das  yoUständige  System  der  zu  f  gehörigen 
Formen  und  findet,  dass  es  aus  neun  Covarianten  (zwei  kubisehen, 
drei  quadratischen,  vier  linearen)  und  aus  vier  (durch  eine  Rela- 
tion verbundenen)  Invarianten  besteht.  Danach  beschäftigt  er 
sich  mit  der  geometrischen  Erforschung  der  Verwandtschaft.  Zu 
diesem  Zwecke  denkt  er  sich  einen  Kegelschnitt  C  und  zwei 
projectivische  Strahlenbttschel  als  gegeben,  deren  Mittelpunkte 
O,  €  seien  und  von  denen  der  zweite  einen  Punkt  von  C  als 
Hittelpunkt  habe.  Zwischen  den  Punkten  dieser  Curve  besteht 
dann  eine  Verwandtschaft  (2, 1),  deren  Haupteigenschaften  der 
Verfasser  beweist  und  deren  wichtigste  Elemente  er  construirt 
In  der  zweiten  Abhandlung  findet  eine  Anwendung  der 
Ergebnisse  der  ersten  auf  die  Curven  (dritter  Ordnung)  T'  und 
r''  statt,  die  wie  folgt  definirt  werden:  T'  ist  der  Ort  der 
Punkte,  wo  sich  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  C  in  zwei 
durch  die  Verwandtschaft  (2, 1)  verbundenen  Punkten  schneiden; 
r''  ist  der  Ort  der  Punkte,  wo  sich  ein  Strahl  r  des  Büschels  0 
und  die  Tangente  von  C  an  demjenigen  Punkte  schneiden,  in 
dem  diese  Curve  durch  den  dem  r  entsprechenden  Strahle  von  e 
geschnitten  wird.  Ein  bemerkenswerter  Fall  ist  vorhanden,  bei 
welchem  T'  und  F**  sich  zu  einer  und  derselben  Curve  F  ver- 
einigen. Derselbe  tritt  ein,  wenn  in  der  Verwandtschaft  (2, 1) 
eine  der  linearen  Covarianten  identisch  Null  ist;  jedoch  ist  die 
Curve  F  noch  immer  die  allgemeinste  Curve  dritter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkt  (Vgl.  die  Note  des  Herrn  Battaglini:  „Sopra 
una  curva  di  3"*  dasse  e  4^  ordine".  Atti  della  R  Acc.  di 
Napoli  1865).  La.  (Lp.) 

W.  Massny.     üeber  einen  besonderen  Fall  quadratischer 
Transformation  in  der  Ebene.    Gross- strebHts.Wilpert.  20  s.4^ 


G.  Jung.      8ui    sistemi    lineari    di   curve  algebriche  di 
genere  qnalunque.     Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XX.  275-290. 

In  diesem  Aufsatze  legt  der  Verf.   eine   gewisse  Auswahl 


604      VIII.  AbschDitt     Reiue,  elementare  q.  synthetische  Geometrie. 

der  Ergebnisse  vor,  welche  er  in  der  späteren  Abhandlung 
festgestellt  hat:  „Ricerche  sui  sistemi  lineari  di  curve  algebriche 
di  genere  qualunque"  (Annali  di  Mat.  (2)  XV.  1888);  wir  wer- 
den uns  daher  darauf  beschränken,  die  Untersuchungen  des 
Hrn.  Jung  durch  eine  Darstellung  der  von  ihm  benutzten  Mittel 
und  des  erstrebten  Zieles  zu  kennzeichnen.  Wir  wollen  jedoch 
sofort  hinzufügen,  dass  manche  Sätze  verbessert  werden  müssen, 
wie  Hr.  Jung  dies  in  seiner  ausgedehnteren,  eben  angeführten 
Arbeit  bekannt  gemacht  hat. 

Man  betrachte  in  der  Ebene  ein  System  oc^'  von  algebrai- 
schen Curven  Ä'*«"  Ordnung  und  p**"  Geschlechts,  welches  durch 
die  Angabe  seiner  in  beliebiger  Lage  angenommenen  und  von 
einander  unabhängigen  Grundpunkte  vollständig  bestimmt  sei; 
die  Anzahl  k  der  veränderlichen  Schnittpunkte  zweier  Curven 
des  Systems  heisst  sein  „Grad",  während  c'  seine  „Dimension'^, 
Jlf  seine  „Ordnung^,  p  sein  „Geschlecht^  ist.  Zwischen  den 
Zahlen  c',  ä,  p  besteht  die  Beziehung  c'  =  k+l—p.  Ein  der- 
artiges System  schliesst  andere  von  demselben  Grade,  dem- 
selben Geschlechte,  aber  anderer  Dimension  c"  <  c'  in  sich, 
folglich  ist  c"<Ä4-l-p. 

Unterzieht  man  ein  lineares  System  einer  quadratischen 
Transformation,  so  ergiebt  sich  ein  anderes  lineares  System 
von  gleichem  Geschlecht,  gleichem  Grade  und  gleicher  Dimen- 
sion; die  Systeme,  welche  sich  durch  quadratische  Transforma- 
tionen aus  einem  und  demselben  System  ergeben,  werden  als 
zu  einer  und  derselben  „Familie"  gehörig  betrachtet,  von  welcher 
man  als  „typisches"  System  dasjenige  ansieht,  dessen  Ordnung 
sich  durch  birationale  Transformationen  nicht  herabdrttcken  lässt. 
Das  Ziel  des  Verfassers  ist  die  Auffindung  aller  möglichen  x? ty- 
pischen" Systeme. 

In  allen  linearen  Systemen  vom  Geschlechte  p,  von  der 
Ordnung  &>0  und  von  der  Dimension  &+l—p,  die  zu  einer 
und  derselben  Familie  gehören,  und  in  allen  linearen,  darin  ent- 
haltenen Systemen  niedrigerer  Dimensionen  ist  die  Differenz 
zwischen  der  Anzahl  der  Grundpunkte  und  der  Anzahl  der 
Grundcurven    (Curven,    welche   durch   die    Eigenschaft    definirt 
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sind,  dass  sie  von  den  Systemeurven  nur  in  Grundpunkten 
geschnitten  werden)  constant  und  heisst  „Ueberschuss*'  (eccesso). 
Wenn  das  typische  System^  welches  der  betrachteten  Familie  ent- 
spricht, keine  Grundcurven  besitzt,  so  ist  der  Ueberscbuss  gleich 
der  Anzahl  der  Grundpunkte;  in  jedem  andern  Falle  ist  er 
gleich  1. 

Das  Vorangehende  zeigt,  dass  zur  Erforschung  der  ver- 
schiedenen Familien  linearer  Systeme  die  Betrachtung  der  typi- 
schen Systeme  ausreicht.  Es  ist  nützlich,  diese  letzteren  in  zwei 
Klassen  zu  teilen,  deren  eine  die  Systeme  (von  „normalem^ 
Typus)  umfasst,  welche  keinen  einfachen  Grundpunkt  haben, 
und  deren  andere  die  übrigen  Systeme  (von  „abgeleitetem^  Typus) 
enthält;  man  geht  von  einem  Normaltypus  zu  einem  abgeleiteten 
aber,  indem  man  zu  den  Grundpunkten  einfache  Grundpunkte 
hinzufügt,  und  umgekehrt:  wenn  man  in  einem  abgeleiteten  Typus 
alle  einfachen  Grundpunkte  unterdrückt,  so  kommt  man  zu  einem 
Normaltypus,  aus  welchem  das  gegebene  System  abzuleiten  ist. 
Die  Normaltypen  (und  ihre  abgeleiteten)  sondern  sich  ihrerseits 
in  monome,  binome,  trinome,  . . .  Typen,  je  nachdem  sie  einen, 
zwei,  drei  oder  mehr  als  drei  einfache  Grundpunkte  haben.  Der 
Verfasser  führt  die  Aufsuchung  der  linearen  typischen  Systeme 
&^  Grades  bezüglich  eines  gegebenen  Geschlechtes  p  auf  die- 
jenige der  Nomaltypen  p^^  Geschlechtes  zurück:  hierauf  findet 
er  alle  möglichen  monomen  und  binomen  Normaltypen  und  giebt 
Andeutungen  über  die  trinomen.  Daraus  folgert  er  Sätze  in 
Betreff  der  monomen  (§  3),  binomen  (§  4)  und  trinomen  (§  5) 
Typen  und  schliesst  seine  Arbeit  mit  der  Bestimmung  der  ty^' 
sehen  Systeme  der  vier  ersten  Geschlechter.  La.  (Lp.^ 


G.  Jung.      Sülle   trasformazioni    piane  multiple  d'orc 

minilllO.       Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XX.  370-376. 

Der  Hauptzweck  dieser  Arbeit,   einer  Fortsetzung  des  Av 
Satzes:    „Sui   sistemi    lineari    di    curve   algebriche    di    gener> 
qualunque''    (s.    das   vorige   Referat),    ist  n^  der 

Är-deutigen  Transformationen  kleinster  Ordn  nro^ 
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die   willkürliche  Wahl   der  Grundpunkte   der   eiDfachen  Ebene 
bestimmen  kann.     (Wir  gebrauchen   die  Benennungen,    welehe 
F.  d.  M.  XVII.  1885.  800ff.  erläutert  sind,  ebenso  die  aus  dem 
vorigen  Berichte).    Zur  Lösung  der  Aufgabe  erinnert  der  Ver- 
fasser daran,   dass  &  =  ft-fl  ~p  ist,    wenn   ein  lineares,    aus 
algebraischen  Curven  Ä**'  Ordnung  bestehendes  System  oo^'  darch 
seine  willkQrlicb  gewählten  Grundpunkte  bestimmt  wird;  daraus 
folgt,  dass,  wenn  man  nach  Festlegung  des  Wertes  von  k  der 
Reihe  nach  p  gleich  0,  1,  . . .,  fc— 1  setzt,  der  zugehörige  Wert 
von  c*  gefunden   wird.     Auf  solche  Weise   bestimmt   man    die 
Dimension  des  linearen  Systems,   von  welchem  man  das  Netz 
absondern  muss,  welches  durch  eine  fc-deutige  Transformation 
p^  Geschlechts  hergestellt  wird;  das  Netz  und  die  Transformation 
sind  Minima,  wenn  das  lineare  System  typisch  ist.    Hat  man 
insbesondere  c'  ==^  2,   so  fällt  das  Netz  mit  dem  Systeme   zu- 
sammen,  und  die  Transformation  ist  durch   ihre  Grundpunkte 
bestimmt.    Nachdem  man  so   eine  minimale  ft-deutige  Transfor- 
mation  erhalten   hat,    wird   man    aus   ihr   eine   ganze   Familie 
ft-deutiger  Transformationen  ableiten,  indem  man  an  dem  jener 
Transformation  entsprechenden  Netze  eine  Reihe  quadratischer 
Transformationen  vollzieht.     Daraus  folgt  eine  Methode  zur  Be- 
stimmung der  geometrischen  Auflösungen  der  beiden  unbestimmten 
Gleichungen,  welche  man  gewöhnlich  der  Erforschung  der  viel- 
deutigen Transformationen  zugrunde  legt. 

Aus  den  von  Herrn  Jung  in  seiner  Mitteilung  Sui  sistemi 
linear!  etc.  ausgesprochenen  Sätzen  erschliesst  er  die  folgenden 
in  Betreff  der  vieldeutigen  Transformationen: 

„Für  alle  *-deutigen  Transfoimationen  p*«"  Geschlechtes  einer 
und  derselben  Familie  ist  die  Differenz  s  zwischen  der  Anzahl 
der  Grundpunkte  der  einfachen  Ebene  und  der  Anzahl  der 
Grundcurven  der  vielfachen  Ebene  constant;  wenn  die  vielfache 
Ebene  der  minimalen  Transformation  der  Familie  keine  Grund- 
punkte hat,  so  ist  e  gleich  der  Anzahl  der  Grundpunkte  der 
einfachen  Ebene,  in  jedem  anderen  Falle  ist  e  =  1.  Endlieh 
wird  fBr  alle  Transformationen  derselben  Familie  das  Geschlecht 
der  Uebergangscurve  durch  9p-f  1— «  ausgedrückt, ** 


Capitel  5.    Neoere  synthetische  Geometrie.  607 

Durch  Anwendung  des  am  Anfange  dieses  Berichtes  erläu- 
terten Verfahrens  findet  der  Verfasser  alle  minimalen  Transfor- 
mationen zweiter,  dritter,  vierter  Ordnung.  Wenn  man  die 
allbekannten  Bezeichnungen  benutzt,  so  lassen  sich  die  gewon- 
nenen Ergebnisse  in  der  folgenden  Tabelle  zusammenstellen: 

Ip  =  1     [a^a^  ...  a,], 
p  =  0    [a,], 

p  =  2  ( '•^'^' "'  '  * "  ^•-'* 
\[aa]a]  ...  aj], 

_  /\  I  Allgemeines  Netz  von  Kegelschnitten. 

"  "~      l  Netz,  enthalten  im  Systeme  [aj  o,], 

P  =  1         »  >i  »  »        [a^a^  ...  ttj], 

^  oj»  »  »  »  [Äö,   ...  ögj^ 

^       »  »  w  w  L**i    •  •  •   "sJ« 

[^1«»    ...   O,,]^ 

p  =  3  ( [fljaj  ...  fljft,  . . .  fcjg 
[a'ajaj  ...  aJ], 
[ajaj  ...  alb^l  La.  (Lp.) 


i  =  4 


M.  Lazarski.    Ueber  den  Einfinss  singulSrer  Punkte  und 
Tangenten  auf  die  Ordnung  und  Klasse  ebener  Curven. 

Krak.  Ber.  XV.  (Polnishb). 

Synthetische  Entwickelung  der  Plttcker'schen  Formeln  und 
Untersuchung  des  Einflusses  singulärer  Punkte  und  Tangenten 
auf  die  Erniedrigung  der  Ordnung  und  der  Klasse  ebener  Gurveu. 

Dn. 

H.  E.  M.  0.  Zimmermann.      Beweis    einiger    Sätze   von 

Jacob   Steiner.      Sohlömilcb  Z.  XXXir.  373-377. 

Auf  S.  667  der  „Gesammelten  Werke^  Jacob  Steiner's  finden 
sich  unter  II  die  Sätze  1  bis  5  ohne  Beweis  mitgeteilt.  Herr 
Zimmermann  giebt  für  die  Sätze  1  und  2,  welche  den  Kern  der 
ganzen  Abhandlung  ausmachen,  Beweise.    Die  Sätze  sind: 
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1.  Sind  in  gleicher  Ebene  zwei  Curven  C^>  und  C^«>  in 
fester  Lage  gegeben,  und  bewegt  sich  eine  constante  Strecke 
ab  einer  Geraden  S  mit  dem  einen  Endpunkt  in  C^\  mit  dem 
anderen  in  C^^),  so  umhüllt  die  Gerade  eine  Curve  4p9^'  Klasse, 
welche  die  im  Unendlichen  liegende  Gerade  zur  2p9-facbeD 
Tangente  hat. 

2.  Bewegen  sich  die  Endpunkte  der  Strecke  ab  in  einer 
festen  Curve  n**"  Grades  C^"^,  so  umhüllt  die  Gerade  S  eine  Curve 
2n(n—l)^'  Klasse,  welche  die  gegebene  Curve  in  jedem  ihrer  im 
Unendlichen  liegenden  Punkte  vierpunktig  berührt,  und  welche 
die  unendliche  Gerade  zur  n(n—l)- fachen  Tangente  hat. 

Die  Grundlage  für  die  Beweisführung  bildet  folgende  Trans- 
formation. Um  jeden  Punkt  c  der  Curve  C^p}  lege  man  als 
Mittelpunkt  einen  Kreis  6  mit  dem  Radius  ab.  Ist  $  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Ebene,  so  trifft  jeder  von  $  auslaufende  Strahl 
die  Curve  C^^  in  den  Punkten  c,,  c„  c,,  ...,  Cp.  Diese  sind 
die  Mittelpunkte  von  ebensoviel  Kreisen  6j,  6,,  6„  ...,  6p. 
Die  Schnittpunkte  des  Strahls  mit  diesen  Kreisen  seien  y^^  y[; 
Tii  y'j?  •••»  Ypi  Yp'  Dreht  sich  der  Strahl  um  %  so  bildet  der 
Ort  der  Schnittpunkte  y  eine  Curve  4p ^'  Ordnung.        Sehn. 


A.  DEL  Re.  Su  certi  luoghi,  che  s'incontrano  nello  studio 
di  tre  forme  geometriche  fondameutali  di  2*  speeie 
projettivamente  riferite  due  a  due.  Palermo  Beod.  L  272-283, 

Es  werden  hier  die  Erzeugnisse  je  dreier  reciproken  oder 
collinearen  Grundgebilde  zweiter  Stufe  untersucht 

1)  Dasjenige  zweier  collinearen  ebenen  Systeme  und  eines 
zu  beiden  collinearen  Ebenenbündels  S. 

2)  Das  Erzeugnis  eines  Ebenenbündels  S  mit  einem  zu  ihm 
collinearen  und  eines  zweiten  zu  ihm  reciproken  ebenen  Systems. 

3)  Dasjenige  zweier  collinearen  EbenenbOndel  und  eines  zu 
ihnen  reciproken  Ebenenbündels. 

In  dem  ersten  Falle  findet  der  Herr  Verfasser  als  Ort  der 
Punkte,    in    welchen    die    Verbindungsgeraden    entsprechender 
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Pankte  der  ebenen  Systeme  von  den  ibnen  entsprechenden 
Strahlen  des  BQndels  S  getroffen  werden,  eine  Gurve  sechster 
Ordnung  mit  einem  dreifachen  Pankte  in  S.  Die  dreifachen  Se- 
eanten  dieser  Gurre  bilden  eine  Begelfläehe  fünfter  Ordnung,  etc. 

Im  zweiten  Falle  erzeugen  die  reciproken  ebenen  Systeme 
eine  Fläche  zweiter  Klasse,  deren  Tangentialebenen  auf  die 
Strahlen  des  Bündels  S  bezogen  sind.  Das  Erzeugnis  ist  eine 
Fläche  dritter  Ordnung,  welche  in  5  einen  Doppelpunkt  hat 
Andererseits  aber  sind  die  Tangentialebenen  der  Fläche  zweiter 
Klasse  auch  bezogen  auf  die  Ebenen  des  Bündels  S.  Als  Schnitt 
entsprechender  Ebenen  beider  Gebilde  entsteht  ein  Strahlensystem 
zweiter  Ordnung  fünfter  Klasse. 

Im  dritten  Falle  erzeugen  die  coUinearen  Bündel  das  Sebnen- 
syatem  einer  kubischen  Raumcurve.  Der  Ort  der  Punkte,  in 
welchen  die  Strahlen  des  dritten  Bündels  die  ihnen  entsprechen- 
den Sehnen  schneiden,  ist  eine  Gurve  vierter  Ordnung  erster 
Art  Ein  anderes  Erzeugnis  dieser  drei  projectiven  Gebilde  ist 
das  Strahlensystem  von  Geraden,  welche  entsprechende  Strahlen 
der  beiden  ersten  coUinearen  Bündel  treffen  und  in  der  diesen 
Strahlen  entsprechenden  Ebene  des  dritten  Bündels  liegen.  Dieses 
System  ist  dritter  Ordnung  vierter  Klasse. 

Die  Ordnungs-  resp.  Klassenzahlen  dieser  Erzeugnisse  wer- 
den mit  Hülfe  des  Zeuthen'schen  Gorrespondenzprincipes  gefunden. 

W.  St 

L.  Geisbnhkimer.     Berichtigung  zu  Seite  201  u.  f.  vom 
Jahrgang  XXXI  der  Zeitschrift  für  Math.       Schl5milch 

Z.  XXXII.  127-128. 

Die  Berichtigung  bezieht  sich  darauf,  dass  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  beliebige  Raumcurve  nicht  vier,  sondern  nur 
zwei  Gerade  polar  zugeordnet  sind,  und  auf  einige  damit  zu- 
sammenhängende Sätze  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  542). 

Seht. 

C.  Segre.      Su    alcune    proprietk  metriche   delle  corre- 

lazioni.       Batt.  G.  XXV.  20-24. 

FoTttohr.  d.  Math.  XIX.  9.  39 
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Eine  parabolisch-reciproke  Beziehung,  bei  der  die  nnendlieh 
ferne  Ebene  die  ihr  entsprechenden  Punkte,  die  Gentren,  enthält, 
weist  nur  ein  Paar  von  Axen  auf,  z  und  2',  deren  jeder  nämlich 
die  unendlich  ferne  Gerade  der  zur  anderen  senkrechten  Ebene 
entspricht,  z  und  z'  sind  Träger  projectivisch-ähnlicher  Reihen 
conjugirter  Punkte  und  projectivischer  Büschel  conjugirter  Ebe- 
nen. Nur  wenn  das  Aehnlichkeitsyerhältnis  k :  k'  der  ersteren 
gleich  1  wird,  können  zwei  einander  entsprechende  Figuren  in 
polar  -  reciproke  Lage  hinsichtlich  eines  Paraboloids  gebracht 
werden.  Sind  die  erwähnten  Ebenenbttschel  congruent,  so  wird 
man  entweder  ein  Rotationsparaboloid  oder  ein  gleichseitiges 
erhalten.  Im  zweiten  Falle  können  auch,  indem  die  Axen- 
Punktreihen  und  die  EbenenbQschel  zur  Deckung  gebracht  wer- 
den, die  beiden  Figuren  zu  entsprechenden  in  einem  Nullsystem 
gemacht  werden.  Im  ersten  Fall  ist  dies  mit  der  ersten  Figur 
und  der  symmetrischen  Umbildung  der  zweiten  der  Fall. 

Diese  Gesetze,  welche,  wie  Herr  Segre  selbst  anführt,  Herr 
Hauck  etwas  früher  (cfr.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  522)  entwickelt  hat, 
gestatten  nun,  die  metrischen  Relationen  des  Nullsystems  und  des 
Rotationsparaboloides  auf  solche  parabolisch-reciproke  Systeme 
zu  übertragen,  bei  denen  die  Axen  z  und  s'  congruente  Büschel 
conjugirter  Ebenen  tragen.  Sind  r,  r'  beliebige  homologe 
Geraden,  so  ist 

distjsrtgÄ'r'  =  ä,     dista'r'tgar  =  k\ 
Ist  ferner  /  der  Abstand  einer  Parallelen  d  zu  s,  d'  die  gemein- 
same Stellung  der  ihren  Punkten  entsprechenden  EbeneUi  so  ist 

.     ff 

distdr-; — i-TT  =  const  =  Vfc'+r, 
sma  o  ' 

wie  Herr  Segre  ohne  Beweis  angiebt.  E.  K. 


V.  Martinetti.     Sopra  i  sistemi   lineari  di  curve  piane 
algebricbe  di  genere  uno.    Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XX.  264-269. 

Herr  M.  weist  nach,  dass  ein  durch  v  r,-,  r,-,  ...,  r^*fach 
zählende  Basispunkte  festgelegtes  Netz  elliptischer  Curven  höch- 
stens  von   der  neunten  Stufe   sein   kann   und   mit  Hülfe  einer 
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Cremona'schen  Transformation  aus  einem  nur  durch  Grundpunkte 
bestimmten  Netz  von  Guryen  3.  0.  oder  aus  dem  Netz  der  Cur- 
yen  4. 0.  mit  zwei  festen  Doppelpunkten  abgeleitet  werden 
kann.  Ist  das  Netz  von  höherer  als  der  ersten  Stufe,  so  sind 
die  Gleichungen  von  einander  unabhängig,  welche  gruppenweise 
ausdrücken,  dass  die  Netzcurven  die  vorgeschriebenen  Singu- 
laritäten besitzen.  Wenige  Tage  früher  hat  übrigens,  was  Herr 
M.  ausdrücklich  hervorhebt,  Herr  Guccia  dasselbe  Besultat  in 
den  Palermo  Bend.  veröffentlicht.  E.  E. 


V.  Martinetti.      Sopra    una    classe    di   sistemi    lineari 
di  curve  piane  algebriche.     Palermo  Rend.  I.  202-20i. 

V.  Martinetti.      Sopra  alcuni   sistemi   lineari  di   curve 
piane  algebriche  di  genere  due.     Palermo  Rend.  i.  305-316. 

Bei  jedem  nur  durch  Basispunkte  festgelegten  Netz  k^^  Stufe 
aus  Curven  n*"  Ordnung  vom  Geschlecht  p,  die  sich  in  D  ver- 
änderlichen Punkten  begegnen,  ist 

D-p-Ä+l+A  =  0, 

wobei  h  eine  positive  Zahl  bedeutet  und  im  einfachsten  Falle 
gleich  der  Zahl  der  Abhängigkeiten  unter  den  Gleichungeu  ist, 
die  gruppenweise  ausdrtlcken,  dass  1,  2,  3,  ...,  v  Punkte  von 
vorbestimmter  Vielfachheit  für  jede  Netzcurve  sind.  Da  D-|- 1  ^  *) 
so  ist  Ä  <p,  gleich  0  für  p  =  0,  aber  auch  (vergl.  das  vorige 
Referat)  für  p  =  1,  &  >  1.  Enthält  ein  durch  andere  Singulari- 
täten bestimmtes  Unternetz  des  gegebenen  Netzes  Curven  vom 
Geschlecht  p — d,  so  ist  Ä<p— d. 

Bei  einem  Netz  aus  Curven  vom  Geschlecht  2  ist  Z>  =  fc-f-l— ä. 
Ist  das  Netz  von  höherer  als  der  vierten  Stufe,  so  existiren 
Unternetze  elliptischer  Curven,  und  es  ist  A  =  0.  Herr  M.  sucht 
diejenigen  Systeme  zu  ermitteln,  bei  denen  h>0  ist.  Da  beim 
Bflschel  D  =  0,  k  =  l,  Ä  =  2  ist,  so  sind  nur  zwei-,  drei-,  und 
vierfache  Netze  zu  untersuchen.  Aber  auch  ftlr  &  =  3,  fc  =  4 
ist  notwendig  ä  =  0,  D  ==  fc-f-l-  Aus  einem  *- fachen  linearen 
System  wtlrde  nämlich  ein  beliebiger  Punkt  ein  System  mit  den 

39  ♦ 
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Charakteren  Z>— 1,  &— 1,  ä  herausheben.  Nun  zeigt  sich  für  &  =  2 
unstatthaft  die  Annahme  A  =  2,  Z>=1,  bei  der  Annahme 
ft  =  2,  A=l,  Z>=r2  aber  ist  stets  ein  Basispunkt  von  den  anderen 
abhängig.  Alle  letzteren  Zahlen  entsprechenden  Curvensysteme 
lassen  sich  nämlich  mittels  Cremona'scher  Transformationen  auf 
drei  verschiedene  Typen  zurückführen.  Bei  zweien  handelt  es 
sich  um  Gurven  vierter  Ordnung  mit  einem  festen  Doppelpunkt 
und  10  einfachen  gemeinsamen  Punkten.  Bei  dem  einen  Netz 
liegen  sie  mit  1  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  die  von  jeder 
1  enthaltenden  Geraden  zu  einer  Netzcurve  ergänzt  wird;  beim 
zweiten  Netz  liegen  zwei  einfache  Grundpunkte  mit  1  auf  einer 
Geraden,  die  anderen  machen  mit  1  die  Basis  eines  Bflschels 
von  Curven  dritter  Ordnung  aus;  jedes  Glied  derselben  bildet 
mit  der  Geraden  eine  Netzcurve.  Der  letzte  Typus  ist  der  eines 
Netzes  von  Curven  sechster  Ordnung  mit  acht  Doppelpunkten 
und  zwei  weiteren  gemeinsamen  Punkten,  die  mit  jenen  auf  einer 
Curve  dritter  Ordnung  liegen  müssen.  E.  K. 


B.  GucciA.     Sui  sistemi  lineari    di  superfioie  algebriche 
dotati  di  singularitä.  base  qualunque.       Palermo  Read.  i. 

338-349. 

Durch  eine  gegebene  Basis  sei  ein  p^-fach  lineares  System 
von  Flächen  n^'  Ordnung  bestimmt,  es  sei  p^  das  Geschlecht  der 
allgemeinsten  Netzfläche,  p,  das  der  allgemeinsten  Schnittlinie 
zweier,  p,  die  Anzahl  der  veränderlichen  Schnittpunkte  dreier 
Flächen.  Eine  der  Art  nach  fixirte,  der  Lage  nach  aber 
völlig  willkürliche  „gewöhnliche^  Basis  möge  nun  ein  Untemets 
unicnrssder  Flächen  aus  dem  gegebenen  herausheben;  die  allge- 
meine Fläche  desselben  trage  ferner  ein  Netz  von  Schnittlinien, 
in  dem  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  unicursaler  oder  eine  mehr 
als  einfache  elliptischer  Curven  vorkomme.  Alsdann  stellt  Herr 
Guccia  für  genügend  grosses  n  die  Gleichung  auf 

Eine  „gewöhnliche''  Basis  enthält  t-fache  Curven,  /-fache  Punkte 
und   Osculationen  (y—l)*«'  Ordnung.     An  Complicationen    wird 
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sogelassen,  dass  eine  Basiscurve  mehrfache  Punkte  besitzt,  dasB 
zwei  yerschiedene  Basiscuryen  sich  (in  einfachen  Punkten)  treffen 
und  dass  ein  (-facher  Punkt  der  Basis  auf  einer  i-fachen  Curve 
derselben  liegt. 

Wenn  n  eine  gewisse  Grenze  überschreitet,  so  können  die 
Zahlen  A^^  /l^,  il,,  A^^  um  die  durch  das  Hinzutreten  der  Htllfs- 
basis  Po,  Pj,  P2,  p,  sich  vermindern,  nach  Herrn  Kother's  „Postu- 
lationsformel*'  berechnet  werden.     Es  ist  dann 

A^—A,+A^-A,  =0. 
Hiermit  combinirt  Herr  Guccia  die  Formel 

Ä+p-Z>-l  =  0, 
welche  bei  einem,  entweder  auf  einer  Ebene  oder  auf  einer 
Fläche  vom  Geschlecht  0,  durch  eine  Basis  gegebenen  Curvennetz 
besteht  zwischen  der  Mächtigkeitszahl  &,  dem  allgemeinen  Ge- 
schlecht p  und  der  Zahl  der  veränderlichen  Schnittpunkte  Z>; 
vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  in  dem  Curvensystem  ein  BUschel 
unicursaler  oder  ein  Netz  elliptischer  Curven  vorkommt. 

Eine  Anwendung  wird  auf  homaloidale  Flächensysteme 
gemacht. E.  K. 

K.  DoEHLEMANN.      ücber    eine    synthetische  Erzeugung 
der  Cremona'schen  Transformation  dritter  und  vierter 

Ordnung.       Schl5mlicb  Z.  XXXII.  315-320. 

Zwischen  den  durch  das  Sehnensystem  einer  Raumcurve 
dritter  Ordnung  eindeutig  auf  einander  bezogenen  Punkten  zweier 
beliebigen  Ebenen  besteht  eine  Gremona'sche  Verwandtschaft 
vierter  Ordnung,  deren  singulare  Fälle  sich  durch  geeignete  Lage 
der  zu  Grunde  gelegten  Ebenen  ableiten  lassen.  In  analoger 
Weise  ftthrt  das  Strahlensystem  erster  Ordnung  zweiter  Klasse 
zur  rationalen  kubischen  Verwandtschaft.  Js. 


A.  Brambilla.     Le  omografie  che  mutano   in   so  stesse 
una  curva  gobba  razionale   del  quarto  ordine.     Lomb. 

Ist.  Rend.  (2)  XX.  780-797. 

Bekanntlich  giebt  es  drei  geschart-involutorische  Systeme,  in 
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denen  die  allgemeine  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Species 
C*  sich  selbst  entspricht.  Geht  sie  in  die  harmonische  C\  aber, 
so  treten,  wie  der  Verfasser  analytisch  beweist,  zu  diesen  invo- 
lutorischen  Systemen  vier  andere  und  zwar  zwei  harmonische 
und  zwei  cyklische,  geht  sie  in  die  äqnianharmonische  tiber,  acht 
cyklische  von  gleicher  Eigenschaft.  Js. 


K.  ßoBBK.    Ueber  Raumeurven  m^«^  Ordnung  mit  (m— 2)- 

fachen   Secanten.       Wien.  Ber.  XOV.  349-354. 

Eine  Raumcurve  Rm  von  der  Ordnung  m  und  dem  Ge- 
schlechte p  hat,  wenn  p>m— 3,  keine  (m— 2)-fache  Secante. 
Sie  kann  mehr  als  eine  (m— 2) -fache  Secante  nur  besitzen   f&r 

p  =  m— 3,  1,  0.    Ist  p  =  m— 3  und  besitzt  Bf„  eine  (m— 2)-fache 

Secante,  so  liegt  Rm  auf  einer  windschiefen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung und  hat  die  sämtlichen  erzeugenden  Geraden  der  einen 
Schar  zu  (m— 2) -fachen  Secanten.  Giebt  es  nur  zwei  (m— 2)- 
fache  Secanten,  so  ist  p  entweder  0  oder  1,  und  zwar  0  dann 
und  nur  dann,  falls  eine  Bisecante  existirt,  welche  die  beiden 
(m~2)- fachen  Secanten  schneidet,  und  1,  falls  keine  solche 
Bisecante  existirt.  Umgekehrt  kann  R^  und  R^  (vorausgesetzt 
nur,  dass  m  >  6)  nicht  mehr  als  zwei  (m— 2)- fache  Secanten 
haben. 

Eine  Raumcurve  R^  mit  einer  (m— 2) -fachen  Secante  liegt 
auf  einer  windschiefen  Fläche  der  Ordnung  wi— p— 1  und  ist  eine 

hyperelliptische  Curve.    Wenn  Rm  hyperelliptisch    ist,    so   muss 

p  <  OT— 2  sein  und  Rm  auf  einer  windschiefen  Fläche  der  Ord- 
nung m— p— 1  liegen.  F. 

G.  Humbert.     Sar  le  lieu  des  foyers  d'un  faisceau  tan- 
gentiel  de  courbes  planes.    C.  R.  CV.  54-55. 

Nach  einem  Satze  des  Herrn  Laguerre  hat  jede  Gruppe  von 
einem  Punkte  ausgehender  Tangenten  einer  Curve  n^'  Klasse 
dieselbe  „Orientation"  wie  die  Gruppe  der  Strahlen,  welche  ihn 
mit  den  reellen  Brennpunkten  der  Curve  verbinden.    Die  Orien- 
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tation  einer  Gruppe  ist  aber  die  Summe  von  Winkeln,  welche 
die  Strahlen  mit  irgend  einer  festen  Richtung  einschliessen,  wo- 
bei Vielfache  von  2n  willkürlich  zugefügt  werden  können. 
Herr  H.  spricht  ohne  (übrigens  leicht  zu  führenden)  Beweis  aus, 
dass  alle  Curven  einer  Schar  (faisceau  tangentiel)  an  einem 
reellen  Brennpunkt  einer  von  ihnen  Tangentengruppen  von  glei- 
cher Orientation  bestimmen.  Die  Gombination  beider  Sätze  er- 
giebty  dass  die  Gruppen  reeller  Brennpunkte  der  Scharcurven 
an  irgend  einem  Punkte  der  Brennpunktscurve  Strahlengruppen 
von  gleicher  Orientation  bestimmen.  Gewisse  auch  von  Herrn 
Darboux  betrachtete  Curven  lassen  sich  auf  unendlich  viele 
Weisen  mittels  der  metrischen  Relation 

PRy  •  «  Äj    •  .  •    PRn  =  C  •  PRi  •  *  Äj    •  •  •    PRn 

definiren.  Irgend  drei  Polgruppen  Aj,  A,,  A^,  ...,  Rn  können 
als  Gruppen  reeller  Brennpunkte  von  drei  Curven  n^''  Klasse 
betrachtet  werden,  die  derselben  Schar  angehören.        E.  K. 


H.  Brünk.     üeber  Ovale  und  Eiflächen.      Diia.  München. 

Eine  ganz  im  Endlichen  liegende  Curve  bez.  Fläche,  die 
mit  jeder  in  das  Innere  eintretenden  Geraden  genau  zwei  Punkte 
gemein  hat,  heisst  ein  Oval  bez.  eine  Eifläche  (Abschnitt  I). 
Das  Auftreten  von  Ecken,  Geraden  und  Ebenen-Stücken  ist  da- 
mit nicht  ausgeschlossen.  Das  Bestehen  eines  Krümmungsmasses 
an  allen  Stellen  der  betrachteten  Ovale  wird  im  II.  Abschnitt 
vorausgesetzt.  Wenn  man  den  Drehungssinn  für  die  Messung 
des  Contingenzwinkels  beliebig  und  die  Richtung,  in  der  das 
Oval  zu  durchlaufen  ist,  richtig  wählt,  so  wird  das  Krflmmungs- 
mass  fiberall  positiv  sein.  Das  Zahlengebiet,  innerhalb  dessen 
sich  dann  das  Krümmungsmass  in  den  einzelnen  Ovalpunkten 
bewegt,  heisst  das  Krümmungsgebiet.  Die  Zahlen  0  oder  unend- 
lich umfasst  dasselbe;  wenn  das  Oval  gerade  Strecken  oder 
Ecken  besitzt.  Bei  einer  Eifläche  umfasst  das  Erümmungsgebiet 
einer  Stelle  alle  Krümmungsmasse,  welche  bei  den  Normal- 
schnitten an  der  betreffenden  Stelle  auftreten  können.  Das 
Krümmungsgebiet   der  Eifläche   umfasst   die  Krümmungsgebiete 
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aller  Punkte  der  Eifläche.  Da  der  Meusnier'scbe  Satz  yoraos- 
gesetzt  wird,  so  reicht  das  Krttminungsgebiet  eines  ebenen 
Schnittes  nicht  unter  das  der  Eifläche  herab. 

Herr  Brunn  spricht  von  angrenzenden  KrQmmungsgebieten, 
wenn  das  grösste  Krümmungsmass  des  einen  Gebietes  zugleich 
das  kleinste  des  andern  ist;  er  nennt  ein  Krttmmungsgebiet  höber 
als  ein  anderes,  wenn  sein  kleinstes  KrQmmungsmass  das  grösste 
des  anderen  übertrifft.  Dies  vorausgesetzt,  gilt  der  Satz,  dass 
ein  Oval  mit  einem  anderen  von  getrenntem  Krümmungsgebiet 
höchstens  zwei  Punkte,  mit  einem  von  angrenzendem  Krttm- 
mungsgebiet  höchstens  einen  Kreisbogen  mit  dem  gemeinsamen 
Krümmungsmass  gemein  haben  kann  (No.  lö).  In  ein  Oval 
mit  niedrigerem  Krömmungsgebiet  kann  es  ganz  hineingebracht 
werden  und  dann  um  mindestens  einen  Punkt  beliebig  gedreht 
werden,  ohne  dass  es  das  äussere  Oval  verlässt  (No.  19). 

Entsprechend  ergiebt  sich,  dass  jede  Eifläche  ganz  in  eine 
andere  von  niedrigerem  Krümmungsgebiet  hineingebracht  werden 
kann.  Eiflächen  getrennter  Krümmungsgebiete  können  sich  nur 
in  einer  geschlossenen  Gurve  ohne  Doppelpunkte  begegnen 
(No.  4  bezw.  34). 

Im  III.  Abschnitt  wird  die  Beschränkung  wegen  des  KrOm- 
mungsmasses  wieder  fallen  gelassen.  Sehr  leicht  ergiebt  sich^ 
dass  bei  einer  Schar  paralleler  Sehnen  eines  Ovals  nur  ein 
Maximum  der  Länge  existirt,  verwirklicht  bei  mehr  als  einer 
und  dann  bei  unendlich  vielen  Sehnen  nur,  wenn  Stücke  von 
zwei  parallelen  Geraden  im  Oval  vorkommen.  Eines  wirklichen 
Beweises  aber  bedarf  der  Satz  No.  5,  nach  dem  bei  einer  Schar 
paralleler  ebener  Schnitte  einer  Eifläche  nur  ein  Minimum  des 
Inhalts  vorkommen  kann,  verwirklicht  entweder  an  einem  Schnitt 
oder  an  einer  Schar  congruenter  Schnitte,  die  einer  zur  Eifläche 
gehörigen  Gylinderfläche  entstammen.  Schneiden  nämlich  zwei 
parallele  Ebenen  flächengleiche,  aber  nicht  congruente  und  ähn- 
lich liegende  Ovale  aus,  so  schneidet  jede  zwischen  beiden  lie- 
gende parallele  Ebene  ein  Oval  von  grösserem  Inhalt  aus. 

Bei  dem  entsprechenden  Satz  über  die  Umfange  von  Parallel- 
schnitten  fusst  Herr  Brunn   darauf,   dass  jedes  Oval   kleineren 
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Umfang  haben  musa  als  ein  dasselbe  umschliessendes.  Ferner 
benotzt  er  eine  besondere  Eifläche  O.  Zur  Umgrenzung  von  £) 
gehören  zwei  Ovale  yon  gleichem  Umfang  in  parallelen  Ebenen 
und  der  zwischen  ihren  Ebenen  liegende  Teil  3R  der  abwickel- 
baren Fläche  S),  deren  erzeugende  Ebenen  beide  Ovale  berühren, 
ohne  sie  zu  trennen.  Dass  wirklich  so  eine  Eifläche  entsteht, 
wäre  wohl  ausführlicher  darzuthun  gewesen.  Alle  Schnitte  der 
Eifläche,  deren  Ebenen  zu  denen  der  begrenzenden  Ovale  parallel 
sindy  haben  denselben  Umfang,  wie  diese.  Da  die  Eifläche  völlig 
innerhalb  jeder  anderen  liegt,  die  ihre  Endflächen  zu  Schnitten 
hat,  80  kann  Herr  B.  folgern,  dass  bei  jeder  Schar  von  Parallel- 
schnitten einer  Eifläche  nur  ein  Maximum  des  Umfanges  vor- 
konimen  kann.  Ist  es  aber  an  unendlich  vielen  Schnitten  ver- 
wirklicht, so  brauchen  diese  nur  Schnitte  einer  Fläche  3R,  nicht 
einer  Cylinderfläche  zu  sein,  wie  Herr  B.  behauptet  (No.  13.). 

Sind  die  beiden  Begrenzungen  der  Eifläche  O  congruent, 
aber  nicht  ähnlich  gelegen,  so  haben  die  von  parallelen  Ebenen 
ausgeschnittenen  Ovale  grösseren  Inhalt  und  gleichen  Umfang, 
und  es  lässt  sich  hieraus  schliessen,  dass  nur  beim  Kreise  der 
Inhalt  bei  gegebenem  Umfange  ein  Minimum  sein  kann.  Im 
Anschlass  hieran  macht  Herr  B.  auf  einige  kleinere  Unge- 
nauigkeiten  in  Steiner's  zweiter  Abhandlung  zur  Isoperimetrie 
aufmerksam.  In  No.  27  beweist  Herr  B.,  dass  in  einem  Oval  ohne 
geradlinige  Strecke,  welches  einen  Mittelpunkt  besitzt,  jeder  an- 
dere Punkt  nur  eine  Sehne  halbiren  kann.  In  den  folgenden 
Nummern  sucht  er  zu  zeigen,  dass  in  einer  Eifläche  mit  Mittel- 
punkt ohne  geradlinige  Strecken  jede  Sehne  nur  einen  durch  sie 
gehenden  Schnitt  der  Eifläche  halbirt.  E.  K. 


A.  MoüCHOT.      Propri^tes    descriptives,    segmentaires    et 
mötriques   de   la    ligne    droite    de   mode    quelconque. 

C.  B.  CIV.  1053-1055. 

Ueber  Herrn  Mouchot's  Entwickelungen,  welche  die  coordi- 
natenmässige  Bestimmung  auch  der  nichtreellen  Geraden  in  der 
reellen  Ebene  betreffen,  lässt  sich  im  Auszuge  nicht  wohl  be- 
richten. E.  K. 
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R.  Mkhmke.      üeber   die  Krömmung  algebraischer  Cur- 
ven    und    Flächen    in    Bezug    auf    deren    Hessiauen. 

Bökleo  Mitt.  II.  101-102. 

Der  Verfasser  giebt  folgende  metrische  Relationen: 

1)  Sind  Qa  und  Qb  die  ErOmmungshalbmesser  in  zwei  belie- 
bigen  Punkten  a  und  6  einer  ebenen  algebraischen  Curve,  c  der 
Schnittpunkt  der  in  a  und  b  gelegten  Tangenten,  d^,  d„  ...  die 
weiteren  Schnittpunkte  der  Sehne  ab  mit  der  Curve  und  endlich 
€,,  «3,  ...  die  Schnittpunkte  jener  Sehne  mit  der  Hessiana  der 
Curve,  so  ist 

Qa   /  ac      ad^ .  adj  . . .  \'     6c, .  he^  . . . 

Qb        ^  bc       bd^,bd^  ,,,  ^      ae^,qe^  ... 
Für  Kegelschnitte  sind  weder  Punkte  d  noch  e  vorhanden,  daher 

ist  för  diese  -^  =  (-^S- 

Qb      ^bc  y 

2)  Sind  Ka  und  Kb  die  Gaussischen  ErQmmungsmasse  in 
zwei  beliebigen  Punkten  einer  algebraischen  Fläche,  C  die  Schnitt- 
kante der  in  a  und  b  an  die  Fläche  gelegten  Tangentialebenen, 
dj,  dg,  ...  die  weiteren  Schnittpunkte  der  Sehne  ab  mit  der 
Fläche,  e,,  «„  ...  aber  die  Schnittpunkte  jener  Sehne  mit  der 
Hessiana  der  Fläche,  so  gilt,  wenn  aC  und  bC  die  Abstände  der 
Punkte  a  und  6  von  der  Kante  C  bedeuten,  die  Relation 

Ka    _  (  o,C      ad^.ad^  *  "\     be^.be^  . . . 
Kb    ~  ^  6C      bd^.bd^  . . .  /      ae,  .ae^  . . . 

K         /  aC  \* 

Für  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  deshalb  -~-  =  y-rFrj  ' 

Sehn. 


B.    Besondere  ebene  Gebilde. 

B.  Heger.     Einführung    in    die   Geometrie    der   Kegel- 
schnitte.     Breslau.  Trewendt.  61  8.  8^ 

Dieses  zum  Gebrauche  für  höhere  Lehranstalten  bestimmte 
Buch   ist  sehr   empfehlenswert.     Die  Eigenschaften   der  Kegel- 
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sehnitte  werden  in  eleganter  Weise  aus  ihrer  sie  als  ebene 
Schnitte  eines  Botationskegels  auffassenden  Definition  entwickelt 
Die  hinzugefügten  Uebungen  enthalten  sehr  anregende  Lehrsätze 
und  Aufgaben.  Seht. 

W.  Erl£R.      Die   Elemente    der   Kegelschnitte    in    syn- 
thetischer Behandlung.     Dritte  Auflage.     Leipzig.  Teub- 

Der. 

Dieses  ftir  die  Prima  höherer  Lehranstalten  bestimmte,  hier 
in  dritter  Auflage  erscheinende,  brauchbare  Buch  ist  schon 
frflher  (F.  d.  M.  IX.  1877.  426)  von  uns  besprochen.  Ausser 
kleinen  Verbesserungen  und  Vereinfachungen  sind  auch  einige 
neue  Aufgaben  hinzugefügt,  die  an  die  Stelle  von  solchen  traten, 
die  sich  als  ttberbestimmt  erwiesen.  Seht. 


J.  Steiner.  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie. 
1.  Tl.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer 
Darstellung,  bearbeitet  von  C.  F.  Geiser.     3.  Auflage. 

(VIII   U.    208  S.) .    Leipzig.  Teubner. 


H.  ScBROETER.     Das  Clebsch'sche  Sechseck.      Math.  Add. 

XXVIII.  467-482. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  damit,  in  dem  Operationsfelde 
der  Ebene  und  auf  synthetisch  •  geometrischem  Wege  die  Con- 
stmction  und  die  Eigenschaften  eines  merkwürdigen  ebenen 
Sechsecks  herzuleiten,  auf  welches  zuerst  Glebsch  (Math.  Annalen 
IV.  336)  aufmerksam  gemacht  hat. 

Sind  1,  2,  3,  4  beliebige  Punkte  einer  Ebene,  so  lassen 
sich  durch  elementare  Gonstruction  stets  zwei  Punkte  5,  6  in 
derselben  Ebene  so  bestimmen,  dass  gleichzeitig  die  Perspectiv!- 
täten  erfflllt  werden: 

123        123        123        123        124 
456        654        546        465        536 

I  II  Iir         IV  V    , 
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wo 

|14|,     |25|,     |36|    sich  in  I, 

|16|,     |25|,     |34|    sich  in  II  schneiden  etc. 

Sechs  so  bestimmte  Punkte  bilden  ein  Clebsch'sches  Sechseck. 
Aus  den  angegebenen  fünf  Perspectiyitäten  folgen  von  selbst  35 
andere  und  zwar  derart,  dass  der  Satz  gilt:  „Wenn  man  aus 
den  sechs  Ecken  eines  Glebsch'schen  Sechsecks  irgendwie  zwei 
Dreiecke  mit  verschiedenen  Ecken  (ein  Paar  complementäre  Drei- 
ecke) bildet,  was  auf  10  Arten  geschehen  kann,  so  liegen  die* 
selben  allemal  auf  vierfache  Weise  perepectiv,  d.  h.  sie  befinden 
sich  in  der  möglichst  grössten  Anzahl  von  gleichzeitig  perspec- 
tiver Lage  zweier  reellen  Dreiecke.  Es  treten  dabei  nur  zehn 
verschiedene  Perspectivitätscentra  auf,  indem  fttr  vier  verschie- 
dene Dreieckspaare  immer  ein  und  dasselbe  Perspectivitätscentrum 
sich  ergiebt"  Das  Clebsch'sche  Sechseck  kann  auch  als  eine 
Figur  von  sechs  Punkten  der  Ebene  in  der  eigentümlichen  Lage 
aufgefasst  werden,  dass  von  den  60  einfachen  Sechsecken,  welche 
im  allgemeinen  aus  sechs  Punkten  sich  bilden  lassen,  40  Brian- 
chon'sche  Sechsseite  sind,  die  übrigen  20  nicht.  Während  ein 
Sechseck  im  allgemeinen  45  Diagonalpunkte  (Schnittpunkte  der 
Seiten  ausser  den  sechs  Ecken)  hat,  besitzt  das  Clebsch'scbe  Sechs- 
eck nur  25  verschiedene,  indem  in  jedem  der  10  Perspectivitäts- 
centra drei  Diagonalpunkte  vereinigt  sind.  Rein  geometrische 
Betrachtungen  liefern  sowohl  fttr  die  10  Perspectivitätscentra  als 
auch  für  die  übrigen  15  Diagonalpunkte  eine  Beihe  interessanter 
Lagenbeziehungen.  Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  jeder  der 
letzteren  15  Punkte  der  Pol  einer  bestimmten  Seite  des  voll- 
ständigen Clebsch'schen  Sechsecks  in  einem  und  demselben 
Polarsystem  ist,  und  dass  die  15  Seiten  des  Sechsecks  sich  zu 
je  dreien  als  die  Seiten  von  fünf  selbstconjugirten  Dreiecken 
dieses  Polarsystems  zusammenstellen  lassen.  Die  fünf  EIcken 
eines  regulären  Fünfecks  und  der  Mittelpunkt  desselben  bilden 
ein  specielles  Clebsch'sches  Sechseck;  das  mit  diesem  in  Ver- 
bindung stehende  Polarsystem  ist  ein  elliptisches.  Da  das  all- 
gemeine Clebscb'sche  Sechseck  durch  collineare  Umformung  aus 
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dem  speciellen  herrorgeht,   so   ist  auch   das   bei   ersterem  aaf- 
IreteDde  Polarsystem  immer  ein  elliptisches.  F. 


Sporer.      Einiges    ober    gewisse    Kreissysteme.      Bökien 

Mitt.  II.  107-111. 

Legt  man  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Ecken  eines  einem 
Kreise  einbeschriebenen  2ft-Ecks  einen  Kreis,  so  erhält  man 
durch  die  zweiten  Schnittpunkte  je  zweier  benachbarten  Kreise 
ein  neues  2ii-Eck.  Wenn  von  den  Ecken  des  letzteren  2«—! 
auf  einem  Kreise  liegen,  so  muss  auch  die  letzte  Ecke  auf  dem- 
selben Kreise  liegen,  und  die  Verbindungslinien  je  zweier  auf- 
einanderfolgenden Mittelpunkte  der  2n  Kreise  umhttUen  einen 
Kegelschnitt,  der  das  Centrum  des  Fundamentalkreises  und  des 
schliesslich  erzeugten  Kreises  zu  Brennpunkten  hat.  Dieser  Satz 
und  einige  auf  denselben  Gegenstand  bezügliche  Sätze  werden 
bewiesen.  Seht. 

Onstkin.  Behandlung  und  Erweiterung  der  von  Steiner  (J. 
ftlrMath.XLV.  177)  mitgeteilten  Sätze,  fr.  R.-GymD.  Aachen. 

Bezeichnet  man  bleibend  mit  a\  b\  c'  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  pa^  p6,  pc  mit  den  Seiten  Ac,  ca^  ab  eines  Dreieckes, 
so  waltet  die  Relation  pa.pb.pc  =  pa\pb\p&  nach  dem  ersten  der 
Lehrsätze  für  Punkte  der  Ellipse  ob,  die  dem  gegebenen  Dreieck 
umschrieben  ist  und  seinen  Schwerpunkt  zum  Hittelpunkt  hat 
Aus  der  Aehnlichkeit  von  Dreiecken  leitet  Herr  0.  ab,  dass 
Parallelen,  welche  durch  a!  und  c'  bezw.  zu  ab  und  bc  gezogen 
werden,  sich  auf  pb  schneiden,  wenn  die  obige  Relation  gilt 
Die  hieraus  fliessende  projectivische  Erzeugung  ergiebt,  dass 
die  Tangenten  des  Ortes  in  a,  6,  c  zu  den  gegenüberliegenden 
Seiten  parallel  sind.  Da  also  jede  Mittelpunktstransversale  die 
Sehnen  halbirt,  die  zu  der  entsprechenden  Dreiecksseite  parallel 
sind,  so  handelt  es  sich  um  eine  Ellipse  mit  dem  Schwerpunkt 
als  Mittelpunkt 

Der  zweite  Satz  bezeichnet  als  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
zwei  Kegelschnitte  C  und  Cf,   von  denen   der  zweite   in  den 
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Ecken  a,  6,  c  drei  Gerade  berührt,  deren  Schnittpunkte  a'\  b"y  c" 
mit  6c,  ca^  ab  auf  einer  Geraden  liegen  und  eindeutig  dem 
Punkt  p  zugewiesen  werden  kann^  dessen  Harmonikale  die 
letztere  Gerade  ist. 

[(6co'o")  =  (ca6'6")  =  (a6c'0  =  -1]. 
Der  erste  Kegelschnitt  enthält  die  3.2  Endpunkte  der  Sehnen, 
die  durch  zwei  Dreiecksseiten  begrenzt  und  durch  p  halbirt 
werden.  CJ  und  C*  sind  Kreise  för  einen  Punkt,  gleichseitige 
Hyperbeln  für  die  Punkte  der  Harmonikale  des  Höhenschnitt- 
punktes, Parabeln  bezw.  Paare  von  Parallelen  für  die  Punkte 
der  Ellipse,  welche  die  Dreiecksseiten  in  ihren  Mittelpunkten 
berührt. 

Zwischen  dem  Netz  der  Cf,  deren  Existenz  Herr  0.  noch 
besonders  nachweist,  und  der  Ebene  der  p  besteht  eine  collineare 
Beziehung  in  der  Art,  dass  alle  d  enthaltenden  Kegelschnitte  zu 
Punkten  der  Harmonikale  S)  dieses  Punktes  gehören.  Wird  d 
über  die  Harmonikale  G  von  g  geführt,  so  umhüllt  S)  den  Kegel- 
schnitt, welcher  6c,  ca,  ab  in  ihren  Schnittpunkten  mit  ag^  bg^  cg 
berührt  Cl  ist  also  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je  nachdem 
das  betreffende  p  ausserhalb^  auf  der  Peripherie,  oder  innerhalb 
der  Ellipse  liegt,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  in  ihren  Mittel- 
punkten berührt.  Dass  alle  gleichseitigen  Hyperbeln  C]  den  Höhen- 
schnittpunkt enthalten  und  Punkten  seiner  Harmonikale  entsprechen, 
brauchte  wohl  nicht  mehr  bewiesen  zu  werden.  Die  Gonstruc- 
tionen,  welche  Herr  0.  an  den  Zusammenhang  knüpft,  zeichnen 
sich  nicht  durch  Einfachheit  aus. 

Die  Endpunkte  der  drei  durch  p  halbirten  und  von 
ca^  ab\  a6,  6c;  6c,  ca  begrenzten  Sehnen  ergeben  ein  Sechseck, 
dessen  Seiten  paarweise  zu  6c,  ca^  ab  parallel  sind,  und  liegen 
daher  auf  einem  Kegelschnitte  C.  C*  und  C]  sind  und  liegen 
ähnlich,  weil  die  gegebenen  drei  Durchmesser  von  C  zu  den 
Tangenten  von  Cf  in  a,  6,  c  resp.  parallel  sind.         E.  K. 


Fritz  Hopmann.    Zwei  geometrische  Beweise  eines  Satzes 

von   Hesse.       J.  fär  Math.  OH.  176-184. 
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Eis  handelt  sich  um  den  Lehrsatz:  Bestehen  in  einem  Vier- 
ecke zwei  Paare  gegenüberliegender  Seiten  aus  conjugirten 
Strahlen  hinsichtlich  eines  Kegelschnittes  üT,  so  sind  auch  die 
beiden  anderen  Seiten  zu  einander  conjugirt.  Der  eine  Beweis 
beruht  auf  dem  Httlfssatze,  dass  die  Paare  conjugirter  Strahlen, 
die  Yon  A  und  B  ausgehen,  auf  einem  Kegelschnitte  M  sich 
kreuzen,  der  hinsichtlich  AB  denselben  Pol  hat  wie  K]  er  ent- 
hält auch  die  Berührungspunkte  der  von  A  und  B  slü  K  gelegten 
Tangenten.  Der  andere  Beweis  beruht  darauf,  dass  die  Kantenpaare 
eines  Poltetraeders  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  von  irgend 
einem  Punkte  P  aus  in  die  Paare  gegenüberliegender  Seiten 
eines  Vierecks  projicirt  werden.  Ist  die  Ebene  die  Polarebene  n 
Ton  Pj  so  sind  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  hinsichtlich  des 
Kegelschnittes  conjugirt,  den  n  mit  der  Fläche  gemein  hat.  Der 
Nachweis,  dass  die  Figur  aus  dem  gegebenen  Kegelschnitt  und 
seinem  Viereck  auf  die  bezeichnete  Art  entsteht,  wird  am  Falle 
des  unendlich  fernen  Kugelkreises  und  einer  Kugel  mit  dem 
(willkürlich  zu  wählenden)  Centrum  P  bewiesen.  E.  K. 


V.  Jerabek.     üeber  die  Hyperbel  als  ümhtillungscurve. 

Gas.  XVI.  164.    (Böhmisch.) 

Liefert  einen  elementaren  Beweis  des  bekannten  Satzes, 
dass  eine  bewegliche  Gerade  AB^  welche  mit  zwei  festen  Geraden 
OXund  OY  ein  Dreieck  von  constantem  Inhalte  einschliesst,  eine 
Hyperbel  umhüllt,  welche  AB  in  der  Mitte  tangirt.         Std. 


R.  H.  Gravbs.     Solution    of  an   exercise.      Annals  of  Math. 

III.  90. 

Es  wird  die  Construction  angegeben,  durch  welche  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  von  gegebener  Grösse  einer  gegebenen  gleich- 
seitigen Hyperbel  eingeschrieben  werden  kann.  Sehn. 


H.  Seipp.      Ueber    Construction   von  Hyperbeln.      Hoppe. 

Arch.  (2)  V.  172-177. 
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Folgende  HyperbelcoDstruction  aas  den  Asymptoten  und 
einem  Curvenpunkt  P  wird  analytisch  -  geometrisch  bewiesen: 
Verbinde  P  mit  dem  Asymptotensohnittpunkt  A^  yerlängere  PA 
um  sich  selbst  nach  0,  lege  durch  0  Parallelen  zu  beiden 
Asymptoten,  ziehe  durch  P  Strahlen  und  halbire  deren  von  jenen 
Parallelen  begrenzte  Strecken,  so  ist  der  Ort  der  Halbirungs- 
punkte  die  geforderte  Hyperbel.  Hk. 


H.  Brocard.     Propri^tös  d*un  groupe  de  trois  paraboles. 

Mathesis.  Soppl.  III.  8  S.  a.  1  Tat 

Aus  den  M6moires  de  l'Acad^mie  de  Montpellier,  section 
des  sciences,  1886.  Die  Ebene  eines  Dreiecks  enthält  bekannt* 
lieh  zwei  Gruppen  von  je  drei  Parabeln,  welche  merkwürdige 
Eigenschaften  besitzen.  1)  Die  erste  Gruppe  wird  von  den  Pa- 
rabeln gebildet,  welche  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks  in  den  End- 
punkten der  dritten  berühren.  2)  Die  zweite  Gruppe  wird  von 
den  Parabeln  gebildet,  welche  die  beiden  Winkelhalbirenden 
eines  Winkels  und  die  beiden  Mittelsenkrechten  zu  den  Schen- 
keln dieses  Winkels  berühren.  Hr.  Brocard  untersucht  die  Eigen- 
schaften einer  dritten,  der  vorangehenden  entsprechend  gebildeten 
Gruppe;  dieselbe  wird  von  den  Parabeln  gebildet,  welche  die 
beiden  Winkelhalbirenden  eines  Winkels  und  die  zu  den  Schen- 
keln des  Winkels  gehörigen  Höhen  des  Dreiecks  berühren. 

Mn.  (Lp.) 

Jos.  NovoTNY.      Beitrag   zur   Construction    von    Kegel- 
schnitten und  deren  Tangenten.    Gas.  XVI.  209.  (Bobmiach.) 

Betrifft  der  Reihe  nach  die  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 

Std. 

L.  Klug.      Construction    der    den    Brennpunkten    eines 
Kegelschnitts   entsprechenden    Punkte    im   collinearen 

Systeme.     Hoppe  Arch.  (2)  VI.  88-92. 

Es  werden  die  zwei  Aufgaben  gelöst:  1)  Diejenigen  Punkte 
in   der  Ebene   eines  Kegelschnitts   zu   constmiren,    welche   den 
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Brennpankten  eines  demselben  centrisch-collinearen  oder  affinen 
Kegelschnittes  entsprechen.  2)  Ein  ebenes  Projectionssystem  so 
zn  bestimmen,  dass  zwei  innerhalb  eines  Kegelschnittes  gegebene 
Punkte  sich  als  Brennpunkte  des  collinearen  Kegelschnittes  pro- 
jiciren.  Hk. 

E.  Keusch.     Ueber  die   Bewegung    einer    unbegrenzten 
Geraden    in    der    Ebene    mit  Anwendungen    auf   die 

Kegelschnitte.     Böklen  Mitt  I,.  9-18. 

Nach  einigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  Führung 
einer  unbegrenzten  Geraden  giebt  der  Verfasser  Gonstructionen 
für  die  Krümmungsmittelpunkte  von  Kegelschnitten.        Sehn. 


Fr.  Machovrc.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Poldreiecke 
eines  Kegelschnittes,  welche  einem  anderen  Kegel- 
schnitte eingeschrieben  sind.    Caeop.  xvi.  85.  (BöhmiBch.) 

Einer  Curve  zweiter  Ordnung  JST,,  welche  einem  Poldreieck 
einer  anderen  Cnrve  zweiter  Ordnung  C,  umgeschrieben  ist,  können, 
wie  bekannt,  unendlich  viele  Poldreiecke  von  C,  eingeschrieben 
werden.  Der  Verfasser  beweist  nun,  dass  die  Geraden,  welche 
zu  den  Seiten  dieser  Dreiecke  bezüglich  C,  und  zugleich  bezüg- 
lich einer  anderen  Curve  zweiter  Ordnung  C'„  welche  mit  C^ 
eins  von  jenen  Poldreiecken  zum  gemeinschaftlichen  Poldreiecke 
hat,  co&jugirt  sind,  durch  einen  Punkt  von  JT,  gehen. 

Wählt  man  anstatt  einer  beliebigen  Curve  C,  die  unendlich 
entfernten  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene,  so  folgt  aus  jener 
Eigenschaft  der  Satz:  Die  Höhen  aller  Poldreiecke  einer  C„ 
welche  einer  durch  den  Hittelpunkt  und  die  unendlich  entfernten 
Punkte  der  Axen  von  C,  gehenden  Hyperbel  K^  eingeschrieben 
sind,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  von  K^.  Es  ist  das  der- 
selbe Punkt,  durch  welchen  auch  die  Normalen  von  C,  in  ihren 
gemeinschaftlichen  Punkten  mit  K^  gehen.  Std. 


FortMhr.  d.  Math.  XIX.  ^.  40 
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C.  PiETROCOLA.     Sopra  alcune  proprietk  di  due  triangoli 
reciproci  rispetto  ad  una  conica.     Batt  G.  XXV.  183-197. 

ABC  und  A'B'C  seien  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
q>  reciproke  Dreiecke.  Eine  beliebige  Gerade  g  schneidet  die 
Seiten  beider  in  2 . 3  Punkten.  Ordnet  man  je  zwei  auf  ent- 
sprechenden Seiten  liegende  Punkte  einander  zu,  so  ist  damit 
die  projectiyische  Beziehung  zwischen  zwei  dem  Träger  g  an- 
gehörenden Punktreihen  festgelegt.  Die  beiden  Doppelpunkte  £, 
i^  derselben  und  der  Pol  P  der  Geraden  g  bilden  in  Bezug  auf 
g>  ein  Polardreieck.  Bezeichnet  S  das  Centrum  der  Homologie, 
so  liegen  ABCSEFG  auf  einem  Kegelschnitt,  A'B'C'SEFG  auf 
einem  andern.  Eine  Reihe  weiterer  Resultate  wird  fttr  beson- 
dere Lagen  der  reciproken  Dreiecke  und  des  Punktes  G  her- 
geleitet. Ausser  den  beiden  imaginären  Kreispunkten  giebt  es 
vier  Punkte  G  derart,  dass  die  beiden  BQschel  G(ABC  ...^  und 
G(A' B'C  ..,)  projectivisch  gleich  sind.  Dieselben  liegen  (im 
Falle,  dass  g>  Ellipse  oder  Hyperbel  ist)  auf  dem  Kreise,  welcher 
der  geometrische  Ort  fOr  den  Schnittpunkt  zweier  aufeinander 
senkrechten  Tangenten  des  Kegelschnitts  g>  ist.  Verschiedene 
Eigenschaften  dieses  Kreises  werden  angegeben.  Zum  Schloss 
wird  die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  dafür  aufge- 
stellt, dass  q>  Parabel  ist,  und  es  werden  fttr  diesen  Fall  die 
vorher  abgeleiteten  Resultate  modificirt  F. 


A.  Droz.     Solution  g^omötrique  de  la  qnestion  1526. 

Nouv.  Ann.  (3)  VI.  580.581. 

Die  Ecken  eines  Parallelogramms  ABCD  bestimmen  einen 
Kegelschnittbüscbel,  welcher  eine  feste  Gerade  MM^  in  den 
Punkten  einer  Inyolution  schneidet.  Die  (reellen  oder  imaginären) 
Doppelpunkte  sind  die  Bertthrungspunkte  zweier  Individuen  des 
Büschels  auf  üfJlf',  die  stets  reelle  Mitte  0  zwischen  diesen  bei- 
den Punkten  ist  der  Mittelpunkt  der  Inyolution  und  fällt  mit 
dem  Punkte  0'  zusammen,  in  welchem  ein  dem  Parallelogramm 
eingeschriebener  Kegelschnitt  MM'  berührt.  Lg. 
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Keller.    Orthogonal -conjugirte  Scharen  monoconfooaler 
Kegelschnitte.    Wolf  z.  xxxiL  33-79. 

Nachdem  der  Verfasser  den  Inhalt  seiner  auf  denselben 
Gegenstand  bezüglichen,  in  Wolf  Z.  XXVII.  enthaltenen  Arbeit 
recapitulirt  hat,  behandelt  er  zunächst  die  Aufgaben,  welche 
sich  auf  zwei  Kegelschnitte  mit  einem  gemeinsamen  Brenn- 
punkt beziehen,  z.  B.  die  Aufgabe,  die  gemeinsamen  Tangenten 
Yon  zwei  solchen  Kegelschnitten  zu  finden.  Dann  wird  das 
System  der  monoconfocalen  Kegelschnitte  mit  zwei  gemein- 
samen Tangenten  behandelt,  und  u.  a.  folgendes  gefunden: 
Unter  der  Schar  monoconfocaler  Kegelschnitte,  welche  zwei 
reelle  Strahlen  g^  und  g^  berühren,  befinden  sich  eine  Ellipse 
und  eine  Hyperbel,  denen  extreme  Werte  der  Axenverhältnisse 
zukommen.  Die  Leitlinien  dieser  beiden  ausgezeichneten  Kegel- 
schnitte sind  den  Halbirungslinien  von  g^  und  g^  parallel.  Der 
Ausgangspunkt  und  die  Methode  der  Beweisführung  ist  stereo- 
metrisch, bezw.  darstellend  geometrisch.  Seht. 


F.  MoRLET.     Seme   properties  of  confocal   couics  and  a 
derived  cubic.      Hess.  (2)  XVL  18M85. 

Einer  der  ersten  Sätze  in  der  synthetischen  Geometrie,  der 
Kegelschnitte  besagt,  dass,  wenn  von  einem  Punkte  0  die  Tau- 
genten OP,  0P^  an  einen  Kegelschnitt  mit  den  Brennpunkten 
Sy  S,  gezogen  werden,  OS  nebst  OS^  von  P  und  P,  aus  und 
OP  nebst  OP^  von  S  und  S^  aus  unter  gleichen  oder  supplemeur 
taren  Winkeln  erscheinen.  Der  Verfasser  beweist,  dass,  wenn 
man  OS  und  OS^  als  Tangenten  eines  unendlich  schmalen  Kegel- 
schnitts SSj  ansieht,  dieselben  Eigenschaften  zwei  beliebigen 
confocalen  Kegelschnitten  angehören,  und  hierauf  gründet  er  eine 
elementare  Besprechung  einer  besonderen  circularen  kubischen 
Curve.  Glr.  (Lp.) 

H.  Dallas  Thompson.      A   note    on  pencils    of  conics. 

American  J.  LX.  185-18a 

Teilt  man  die  acht  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts   und 

40* 
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einer  Curve  vierter  Ordnung  in  zwei  Gruppen  zu  je  vier  Punkten, 
und  legt  durch  jede  solche  Gruppe  einen  Kegelschnitt^  so  treffen 
diese  beiden  letzten  Kegelschnitte  die  Curve  vierter  Ordnung 
zusammen  noch  in  weiteren  acht  Punkten,  die  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen.  Aus  diesem  bekannten  Satze  werden  durch 
Specialisirung  mehrere  Sätze,  die  sich  auf  Bflschel  von  Kegel- 
schnitten beziehen,  erhalten.    So  z.  B.  folgender  Satz: 

Haben  irgend  zwei  Kegelschnitte  doppelte  Berührung  mit 
einem  dritten,  dann  treffen  irgend  zwei  Kegelschnitte,  von  denen 
jeder  durch  die  vier  Berührungspunkte  geht,  die  beiden  erstge- 
nannten Kegelschnitte  in  acht  Punkten  eines  Kegelschnitts.  In 
dieser  Weise  folgen  mehrere  Sätze.  Mz. 


P.  H.  ScBOUTE.    Sur  les  normales  d'angle  a.    Matbeeia  vii. 

38-41. 

Normalen  unter  dem  Winkel  a  nennt  Herr  Sohoute  die 
Geraden,  welche  eine  gegebene  Ellipse  in  einem  festgesetzten 
Sinne  unter  diesem  Winkel  a  schneiden.  Geometrischer  Beweis 
ihrer  Eigenschaften,  besonders  der  folgenden:  Durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Ebene  gehen  vier  von  diesen  Normalen;  die 
Fusspunkte  von  dreien  dieser  Normalen  und  der  dem  Fasspunkte 
der  vierten  diametral  gegenüberliegende  liegen  auf  einer  Kreis- 
linie, und  umgekehrt  (Verallgemeinerung  des  Joachimstharsohen 
Satzes.)  [Man  vergleiche  übrigens  die  viel  weiter  gehenden 
Untersuchungen  des  Herrn  A.  del  Re  über  dasselbe  Thema  in 
Batt.  G.  XXII.  75-117,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  657ff.  Red.] 

Mn.  (Lp.) 

6.  Fazzari.     Älcune  teoremi  di  massimi  e  minimi  rela- 
tivi  alle  coniche.     Batt.  G.  xxv.  305-307. 

Diese  Sätze  sind:  Von  allen  Ellipsen,  welche  einem  Dreieck 
umgeschrieben,  coigugirt  oder  eingeschrieben  sind,  haben  die- 
jenigen, deren  Gentra  im  Schwerpunkte  des  Dreiecks  liegen,  den 
grössten,   im   letzten  Falle   den   kleiasten    Flächeninhalt     Der 


GapUel  5.    Neuere  a^thetisobe  Geometrie.  629 

Inhalt  ist  im  ersten  Falle  doppelt  so  gross  als  im  zweiten,  im 
zweiten  doppelt  so  gross  als  im  dritten.  Betrachtet  man  die 
Ellipse  als  fest,  das  Dreieck  als  variabel,  so  ist  unter  derselben 
Bedingung  auch  das  Dreieck  resp.  Maximum  und  Minimum,  und 
die  Inhaltsverbfiltnisse  sind  die  obigen.  H. 


V.  Rktäli.    Osservazioni  analitico-geometriche  sulla  pro- 
jezione    iniaginaria    delle    curve    del    second'    ordine. 

Bologna  Mem.  (4)  VII.  601-637. 

Das  Referat  erfolgt  im  nächsten  Jahrgange.  E.  E. 


A.  8.  Hart.     Note  on  a  system   of  cubic  curves.     Qnart. 

J.  XXII.  199. 

Um  den  letzten  Schnittpunkt  9  der  1,  2,  3,  . . .,  8  ent- 
haltenden ebenen  C*  zu  finden,  nimmt  Herr  H.  die  inversen 
Punkte  4^  5',  6',  .  ..,  8'  zu  4,  5,  6,  ...,  8  hinsichtlich  des 
Dreiecks  123.    Alsdann  gelten  5  Beziehungen  wie 

4'(5'6'7'8')  7^9(5678); 

aus  zweien  von  ihnen  ist  9  zu  construiren.  Da  die  Coordinaten 
von  a'  zu  den  reciproken  Werten  derer  von  a  proportional  sind, 
so  hängt  die  Natur  der  angewandten  Transformation  noch  von 
der  Wahl  des  Einheitspunktes  ab.  E.  K. 


Fr.  Machovbc.  üeber  die  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  durch  die  Ecken  und  die  Diagonalecken  eines 
vollständigen  Viereckes  gehen.    Caeop.  xvi.  ii3.(Böhmi8cb.) 

Einige  Eigenschaften  dieser  Curven  hat  P.  E.  Eckhardt  im 
Bd.  XIII  des  Schlömilch'schen  Journals  analytisch  entwickelt. 
Der  Verfasser  leitet  diese  Eigenschaften  synthetisch  ab  und  be- 
weist zugleich,  dass  jene  Curven  ganz  allgemeine  und  nicht 
specielle  Curven  dritter  Ordnung  sind,  wofür  sie  Eckhardt  irr- 
tOmlich  hält.  Std. 
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E.  CzuBBR.     Die  Curven    dritter    uud   vierter   Ordnung, 
welche  durch  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  gehen. 

Sohlömilch  Z.  XXXII.  257-286. 

Die  im  Titel  genannten  Curven  sind  früher  schon  von  Casey, 
Siebeek,  Eckhardt,  Schröter,  Durege,  Pelz^  Küpper,  Hermes  und 
Scheute  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  und  mit  ver- 
schiedenen Zielen  behandelt  Hier  werden  diese  Curven  von 
einem  Gesichtspunkte  behandelt,  der  zur  Erkennung  ihrer  Eigen- 
schaften und  ihrer  besondern  Formen,  z.  B.  Cartesische  Curve, 
Cissoide,  sich  als  besonders  geeignet  erweist.  Sie  werden  näm- 
lich als  stereographische  Projectionen  der  sphärischen  Curve 
vierter  Ordnung  aufgefasst.  Wenn  man  nftmlicb  eine  einer 
Eugelfläche  aufgezeichnete  Curve  vierter  Ordnung  stereographisch 
projicirt,  so  entsteht  entweder  eine  Curve  vierter  Ordnung, 
welche  die  unendlich  fernen  Ereispunkte  zu  Doppelpunkten  hat 
(bicirculare  Curve),  oder  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
diese  Ereispunkte  einfach,  enthält  (circulare  Curve),  je  nachdem 
das  Projectionscentrum  ausserhalb  oder  auf  der  als  Ausgangs- 
punkt dienenden  sphärischen  Curve  vierter  Ordnung  liegt. 

Seht 


J.  Cardinaal.     Zur  geometrischen  Theorie  der  ebenen 
Curve  vierter  Ordnung.    J.  ffir  M»th.  Oli.  160-174. 

Diejenigen  ebenen  Curven  vierter  Ordnung,  deren  Geschlecht 
Null  oder  Eins  ist,  können  nicht  allein  durch  zwei  projective 
Eegelschnittbüschel  (Reye)  erzeugt  werden,  sondern  auch  durch 
Qentralprojection  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art 
(Fiedler)  erhalten  werden.  Hier  werden  nun  aus  der  ersten  Er- 
zeugungsweise einige  Eigenschaften  und  Constructionen,  z.  B.  bei 
drei  Doppelpunkten  aus  diesen  und  fünf  anderen  Punkten,  abge- 
leitet, um  so  auf  dem  Wege  der  Construction  zu  der  zweiten 
Entstehungsweise  und  den  daraus  folgeuden  Constructionen  zu 
gelangen.  Seht. 


Capitel  5.  .  Neuere  synthetische  Geometrie.  631 

C.  F.  E.  Björling.     Construction  mittels   Lineals    und 
Cirkels  der  Curven  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  2. 

Stookh.  öfv.  19-24. 

Die  Curve,  von  welcher  der  Doppelpunkt  d  und  elf  andere 
Punkte  gegeben  sind,  wird  von  einem  StrahlenbQschel  und  einem 
mit  ihm  projectivischen  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung  er- 
zeugt. Zu  Basispunkten  dieses  letzteren  werden  d  und  6  von 
den  elf  Punkten  genommen,  und  es  entsteht  dann  die  Aufgabe, 
den  achten  Basispunkt  x  (und  damit  auch  den  neunten  x')  so 
zu  wählen,  dass  die  fünf  Individuen  des  C- Büschels,  die  von 
den  ftlnf  übrigen  gegebenen  Punkten  bestimmt  werden,  den  fünf 
durch  dieselben  Punkte  gehenden  Strahlen  des  ersten  Büschels 
projectivisch  entsprechen. 

Diese  Punkte  a;,  a?'  liegen  auf  zwei  C*,  von  welchen  jede 
die  sieben  angenommenen  Basispunkte  zu  Doppelpunkten  hat 
und  durch  vier  übrige  Punkte  nebst  einem  anharmonischen  Ver- 
bal tnisse  bestimmt  ist.  Die  Construction  wird  durch  eine  (1,  2)- 
deutige  Ebenen-Transformation  bewerkstelligt.  Bg. 


J.  DE  Vries.     Over  vlakke  kromme  lijnen  van  de  vierde 
orde  met  twee  dubbelpunten.     Nieow  Arch.  xiv.  193-200. 

Auf  synthetischem  Wege  werden  die  Eigenschaften  von  ebenen 
Curven  der  vierten  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  aufgesucht. 
Den  Ausgangspunkt  bilden  die  Untersuchungen  des  Herrn  Weyr 
über  denselben  Gegenstand.  Nach  Vollendung  seiner  Arbeit 
fand  der  Verfasser,  dass  seine  Resultate  bereits  in  der  Abhand- 
lung des  Hrn.  A.  Ameseder:  Ueber  Configurationen  und  Poly- 
gone auf  biquadratischen  Curven  (Wien.  Ber.  XCIII,  s.  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  570)  enthalten  waren.  G. 


M.  Lazarski.      Ueber  die  Oonstrnction  und  die  Eigen- 
schaften der  Curven  vierter  Ordnung  mit  dreifachem 

Funkte.      Krak.  Ber.  XV.  (PolniBoh.) 

Systematische  Darstellung  der  Theorie  (1, 3)-deutiger  Strahlen- 


^ 
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büscbel  und  Punktreihen  und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie 
der  oben  genannten  Curven.  Dn. 


E.  DE  JoNQUikRES.     G^ii^ratioD  des  courbes  uuicursales. 

C.  R.  OV.  1148-1154. 

Bekanntlich  können  zur  Bestimmung  einer  Curve  n^  Ord- 
nung vom  Geschlecht  Null  alle  vielfachen  Punkte,  deren  Viel- 
fachheit der  Maximalzahl  ^(n— l)(it— 2)  der  Doppelpunkte  äqui- 
valent ist,  sämtlich  willkttrlich  gegeben  sein.  Im  Zusammenhang 
mit  dem  von  Herrn  Chasles  in  C.  R.  LXII  (Seite  584)  aufge- 
stellten  Satze,  setzt  nun  Herr  de  Jonquieres  hier  auseinander, 
wie  zwei  projective  Büschel  von  Gurven  zu  bilden  sind,  damit 
ihr  Erzeugnis  eine  Gurve  nullten  Geschlechts  sei,  deren  sämt- 
liche vielfache  Punkte  gegeben  sind.  Natürlich  müssen  ausser 
den  vielfachen  Punkten  noch  mindestens  zwei  einfache  Punkte 
gegeben  sein,  damit  die  Gurve  durch  Punkte  voll  bestimmt  sei. 

Seht. 

Fr.  Deruyts.      G^nöration  lin^aire   de  quelques  courbes 

ä   ^l^mentS    multiples.      Mathesis  VII.  241-244. 

Gonstruction  einiger  unicursalen  Gurven  vermittelst  der  fol- 
genden Transformation:  Es  seien  A  und  B  zwei  feste  Punkte, 
d  und  g  zwei  Gerade.  AM  schneide  d  in  Ifj,  BM  ferner  g  in 
ff,,  dann  entspricht  die  Gerade  M^U^  dem  Punkte  M. 

Mn.  (Lp.) 

■  ■■■■■  ^»  IL^.     I         ■ 

C.  J.  Küpper.    Hyperelliptische  C**.     Hierzu  ein  Anhang 

von    K.  BOBEE.      Prag.  Abh.  VII.  1.  47  8. 

Die  von  Herrn  K.  betrachteten  Gurven  entsprechen  sich  selbst 
in  involutorischen  Verwandtschaften  11^'  Ordnung  bezw.  S^  Ord- 
nung. Bei  der  ersten,  welche  übrigens  bei  zweimaliger  Anwendung 
der  letzteren  sich  ergiebt,  werden  solche  Punkte  als  zugehörig  be- 
trachtet, die  auf  irgend  einer  C*  eines  gegebenen  Bfischeb  (mit 
den  Grundpunkten  g^^  </,,  . . .,  g^  und  y)  auf  einer  Geraden  mit 
dem  Tangentialpunkt  yi  eines  bestimmten  der  neun  Grundpunkte 
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liegen  (y).  Solche  Punktepaare  werden  auf  den  C*  durch  Curven 
6.  O.  ausgeschnitten,  die  g^y  ^„  ...,  g^  zweifach  enthalten. 
9it  9ti  "  "I  9%  ^^^^  Fundamentalpunkte  6.  0.,  y  hingegen  ist  nur 
ein  sich  selbst  entsprechender  Punkt.  Uebrigens  hat  Herr  Bertini 
auf  die  Verwandtschaft  hingewiesen.  (Cfr.  F.  d.  M.  IX.  1877.  484, 
XII.  1880.  621.)  Jede  C*",  die  p,,  flf„  . . .,  g^  it-fach,  y  hingegen 
(n — 2)-fach  enthält  (vom  Geschlecht  (2it-~2))  entspricht  in  der  Ver- 
wandtschaft sich  selbst,  wird  durch  den  Bttschel  der  C*  und  einen 
projectivischen  Bttschel  entsprechend  bestimmter  C'"~^  erzeugt  und 
ist  eine  hyperelliptische  Gurve.  Da  der  Ort  r  der  yt  eine  Curve 
vierter  Ordnung  ist,  mit  dreifachefg^fealrilk^n  y  und  einfachen 
^^  9ii  9%^  •••)  9%i  ^^  Hegen  auf  e»  n  vier  Paare  aa. 

Die  Verwandtschaft  ist,  nach  Herrn  Ci»^  a's  Bezeichnung, 
TOD  der  4^  Klasse.  Eine  besondere  C*  enthält  die  Paare,  welche 
mit  einem  festen  Punkte  auf  Geraden  liegen,  jede  derartige 
C*  enthält  den  ihr  entsprechenden  Punkt  und  gehört  zu  einem 
Netze  2^  Stufe.  Einem  Punkte  von  J*  entspricht  eine  C^  welche 
in  die  betreffende  C*  und  in  eine  hyperelliptische  C*  zerf&llt.  Das 
beiden  gemeinsame  Paar  liegt  auf  der  entsprechenden  Tangente 
von  r.  Der  Ort  desselben  ist  eine  C",  die  zur  Jacobi'schen 
Curve  des  Netzes  der  besonderen  C  gehört.  Die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  bilden  den  anderen  Teil  der  Jacobi*schen 
Curve,  eine  J*  mit  dreifachen  Punkten  in  ^j,  . . .,  p„  die  y  nicht 
enthält.  Ihre  Punkte  sind  Doppelpunkte  nicht  zerfallender  be- 
sonderer C*.  Die  Anzahl  derjenigen  a.  der  Geraden  A^  deren  ent- 
sprechende auf  irgend  einer  anderen  B  liegen,  die  Ordnungszahl 
der  Verwandtschaft  also,  wird  mit  Httlfe  des  Chasles'schen 
Correspondenzprincipes  auf  17  bestimmt  Die  Verbindungslinien 
der  Punkte  von  A  mit  ihren  zugehörigen  a  umhQlIen  eine 
Curve  A^  9^' Klasse  mit  der  8- fachen  Tangente  A,  Der  Ge- 
brauch, mit  X**  bald  eine  Curve  n^'  Ordnung,  bald  eine  solche 
n^  Klasse  zu  bezeichnen,  erscheint  dem  Beferenten  als  verwirrend 
wenig  empfehlenswert 

Die  Geraden,  welche  unendlich  nahe  entsprechende  Punkte 
68  tragen,  umhttllen  eine  Curve  £*  9^'  Klasse;  A^  und  £*  bertthren 
einander  in  nenn  verschiedenen  Punkten.     Die  einem  solchen 
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Punkte  zugehörige  C  hat  einen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt 
von  A  zum  Doppelpunkt;  £'  ist  überhaupt  der  Ort  der  Punkte, 
deren  zugehörige  C^  einzelne  Doppelpunkte  besitzen,  A*  hingegen 
ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  zugehörige  C^A  in  einem  Punkte 
berühren.  Genauere  Untersuchungen  der  £'  schliessen  den  ersten 
Abschnitt. 

Im  zweiten  Abschnitt  specialisirt  Herr  K.  die  involutoriscbe 
Beziehung  dadurch,  dass  er  y  mit  einem  der  Punkte  y,,  p,,  • .  ^  g^ 
in  vereinigter  Lage  denkt  Dabei  wird  r  zur  Tangente  in  /, 
und  als  zugehörig  lassen  sich  überhaupt  solche  Punkte  o,  o  be- 
trachten, die  Qi,  ^„  . . .,  Qy  zu  einem  Orundpunktsystem  ergänzen. 

Auf  jedem  Strahle  findet  sich  ein  Paar  entsprechender  Punkte. 
Diejenigen  Paare,  deren  Strahlen  durch  einen  festen  Punkt  p 
gehen,  liegen  anf  der  Curve  C*  des  Netzes  mit  den  Orundpunkten 
9ii  9v  • '  M  Qu  die  in  p  die  Gerade  pn  berührt.  Daher  verbinden 
die  Tangenten  einer  Curve  A*  3^^  Kl.  die  Punkte  a  von  A  mit  den 
ihnen  zugehörigen  a.  A*  und  fi'  haben  9  gemeinsame  Tangenten, 
von  denen  eine  (A^  B)  enthält,  die  übrigen  aber  -Punkte  o  auf 
B  ausschneiden,  deren  zugehörige  a  auf  A  liegen.  Einer  Geraden 
entspricht  also  eine  Curve  8^'  0.  (mit  dreifachen  Punkten  in 
9\^  9ti  •  •  M  9?)'  J^^G  Gerade  enthält  zwei  einander  wechselseitig 
und  6  sich  selbst  entsprechende  Punkte.  Der  Ort  J*  der  letz- 
teren hat  ^j,  g^j  ...,  g,  zu  Doppelpunkten. 

Die  Geraden,  welche  unendlich  nahe  entsprechende  Punkte 
tragen,  umhüllen  eine  Curve  4**'  Kl.  und  12**'  0.  £*,  zu  deren 
Punkten  C  mit  Doppelpunkten  gehören.  Den  Punkten  von  A* 
gehören  solche  Curven  C*  zu,  die  ^4  berühren,  weshalb  sich  E* 
und  il*  in  6  Punkten  berühren. 

Hyperelliptisch  ist  jede  Curve  3ii*^  0.  (vom  Geschlecht  2fi — 1), 
welche  g^^  ^„  ...,  g^  it-fach  und  zwei  gepaarte  Punkte  m,  fi 
(n--l)-fach  enthält  In  jedem  Büschel  von  C*  mit  zweifachen 
Punkten  in  g^y  ^„  ...,  g^  findet  sich  eine  hjperelliptische  von 
der  betrachteten  Art.  Die  Träger  der  Paare  auf  einer  sich 
selbst  entsprechenden  C^  umhüllen  eine  Curve  n^  El.  und  umge- 
kehrt. Ist  C^"  hyperelliptisch,  so  enthält  die  Curve  die  (»— 1)- 
fache  Tangente  m^t,    Sie  hat  mit£*  in  jedem  Punkte,  dem  ein 
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auf  J*  liegender  Doppelpunkt  von  C^  corrcspondirt,  eine  ein- 
fache Berührung,  und  man  kann  80  auf  neue  Art  die  BerQhrungs- 
eurren  der  allgemeinen  E*  studiren.  Die  63  Systeme  yierpunktig 
berührender  Kegelschnitte  von  E*  hftngen  mit  den  zerfallenden 
hTperelliptischen  C*  mit  vier  Doppelpunkten  auf  und  zweien 
ausserhalb  J*  zusammen.  Man  erhält  diese  C*,  wetin  man 
Geraden,  die  einen  Grundpunkt,  Kegelschnitte,  die  vier  Grund- 
punkte, Curven  3.  0.,  die  einen  Grundpunkt  zweifach,  Tier  andere 
einfach  enthalten,  mit  den  entsprechenden  Curven  zusammenstellt. 
Dass  zwei  Quadrupel  von  BerOhrungstangenten  desselben  Systems 
einen  Kegelschnitt  berühren,  kann  aus  dem  obigen  Satz  über 
Büschel  der  C^  gefolgert  werden.  Die  analoge  Behandlung  der 
Systeme  sechspunktig  berührender  Curven  3.  Kl.  kann  an  die 
Betrachtung  der  zerfallenden  C  mit  sechs  Doppelpunkten  auf 
J*  und  zwei  beliebigen  a,  a  ausserhalb  derselben  geknüpft  werden, 
erfordert  aber  recht  complicirte  Betrachtungen  (No.  22).  In 
No.  21  wird  noch  der  besondere  Fall  betrachtet,  wo  in  g^^  g^y  g, 
je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  Viereckes  aus  g^  g^^  g^,  g^ 
sich  kreuzen. 

Herr  B.  definirt  die  involutorische  Verwandtschaft  14.  0.  und 
3.  KI.,  indem  er  mit  dem  Büschel  von  C  mit  den  Grundpunkten 
1,  2,  3,  . . .,  9  als  jT  diejenige  C  in  Verbindung  bringt,  die 
9  zweifach;  1,  2,  . . .,  6  aber  einfach  enthält,  so  dass  9yi  und 
78  sich  in  einem  Punkt  der  betreffenden  C*  schneiden.  Von  den 
Fundamentalpunkten  ist 9  einfach,  1, 2, 3, ...,  6  sind  vierfach,  7,  8 
siebenfach.  Die  Ordnung  14  der  Transformation  bestimmt  sich  aus 
J»— 1  =  2.V+6A*+1  =  14'— 1.  In  jedem  Paare  durchdringen 
sich  unendlich  viele  Curven  4.  0.,  die  7,  8  zweifach,  1,  2,  . . .,  6 
aber  einfach  enthalten.  Die  14  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
der  zugehörigen  Curve  bestehen  aus  3  Paaren  act  und  aus 
8  Doppelpunkten.  Der  Ort  der  letzteren  ist  eine  J7^  Eine  durch 
k  selbst  gehende  V  enthält  die  Paare,  welche  mit  irgend  einem 
k  auf  Geraden  liegen;  sie  geht  durch  7,  8  dreifach,  durch 
1,  2,  ...,  6 zweifach,  durch  9  einfach  hindurch.  Die  Jacobi'sche 
Curve  des  Netzes  der  k^  zerfällt  in  H^  und  in  eine  sich  selbst 
entsprechende   C^\     Jedes  ihrer   Paare   aa  besteht    aus  zwei 
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Doppelpunkten  einer  zerfallenden  k%  und  liegt  auf  der  Tangente 
eines  Punktes  von  F,  dem  diese  k^  entspricht.  Die  Geraden, 
welche  die  Punkte  einer  Geraden  g  mit  den  entsprechenden  ver- 
binden, sind  Tangenten  einer  Curve  7^  Klasse. 

Hyperelliptisch  sind  diejenigen  Curyen  (Sn+l)**'  0.,  welche 
9  (n— l)-fach,  7,  8  (n+l).fach  1,  2,  3,  . ..,  6  aber  ii-fach  ent- 
halten. Sie  sind  mit  Hülfe  des  Büschels  der  C  erseogbar.  Die 
Verbindungslinien  der  auf  ihr  liegenden  Paare  umhQUen  eine 
Gurve  n*^  El.,  die  rational  sein  muss,  weil  sie  auf  das  BQsebel 
der  C*  eindeutig  bezogen  ist  Herr  Bobek  weist,  um  letzteres  zu 
zeigen,  i(ii— l)(n— 2)  Doppeltangenten  der  Gurve  nach.  Sehr 
ausftthrlich  behandelt  Herr  B.  die  Frage  nach  den  sich  selbst  ent^ 
sprechenden  Gurven  der  Verwandtschaft,  und  zwar  stellt  er  znerst 
die  Bedingungen  fest,  unter  welchen  eine  C*  in  eine  C^  gleicher 
Beschaffenheit  übergeht. 

Eine  Verwandtschaft  11.  0.,  2.  Kl.  entsteht,  wenn  man  mit 
dem  Gurvenbttschel  als  Gurve  F  den  1,  2,  3,  4,  5  enthaltenden 
Kegelschnitt  in  Verbindung  bringt.  Man  folgert  leicht,  dass  jeder 
6,  7,  8,  9  enthaltende  Kegelschnitt  eine  Involution  aus  Paaren 
der  Verwandtschaft  trägt.  Das  Gentrum  liegt  auf  F  und  bewegt 
sich  projectivisch  zu  dem  6,  7,  8,  9  enthaltenden  Kegelschnitt 
6,  7,  8,  9  sind  fünffache,  1,  2,  3,  4,  5  aber  zweifache  Funda- 
mentalpunkte,  die  Ordnungszahl  n  der  Verwandtschaft  genügt 
also  der  Gleichung  X* — I  =  4.6'+6.2*,  woraus  eben  X  =  II 
folgt  Der  Ort  der  Doppelpunkte  ist  von  der  7.  0.,  zu  jedem  k 
gehört  eine  k^.  Die  Punktepaare,  in  welchen  die  Teile  serfal- 
lender k^  sich  treffen,  liegen  auf  einer  Gurve  5.  0.  etc.  Hyper- 
elliptische Gurven  von  der  Ordnung  3n  +  2  sind  diejenigen,  welche 
1,  2,  3,  ...,  6  je  n-fach,  6,  7,  8,  9  hingegen  je  (n— l)-fach 
enthalten.  Im  Abschnitt  V.  behandelt  Herr  B.  wieder  ausführlich 
die  sich  selbst  entsprechenden  Gurven.  K  K. 
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G.    Besondere  rftumliehe  Gebilde. 
F.  London,     üeber  polare   Fönfflache    und   Sechsflache 

räumlicher  Reciprocitäten.      Breslau.  Köhler.   50  8. 


Th.   Rbtb.      Lineare    Construction    des    achten   Schnitt- 
punktes von  drei  Flächen  zweiter  Ordnung.   J.  für  Math. 

C.  487-489. 

Das  im  letzten  Decennium  mehrfach  erörterte  Problem,  das 
kflrzlicb  auf  Gmnd  Hesse'scher  Arbeiten  von  den  Herren  Gas- 
pary  und  Schröter  auf  verschiedene  Art  vollständig  erledigt  war, 
wird  hier  auf  eine  dritte,  sehr  elegante  und  einfache  Weise  ge- 
löst. Die  Gonstruction  lautet:  Aus  den  7  Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7 
bilde  man  3  Paare  12,  34  und  56.  Dann  ziehe  man  den  die 
Geraden  34  und  56  schneidenden  Strahl  sowohl  von  1  wie  von 
2  aus,  und  von  7  ans  den  die  beiden  eben  erhaltenen  Strahlen 
schneidenden  Strahl.  Indem  man  34  und  56  ebenso  bevorzugt, 
wie  soeben  12,  erhält  man  drei  von  7  ausgehende  Strahlen,  die 
ein  Dreikant  bilden,  dessen  drei  Ebenen  man  mit  den  Geraden 
12,  34  und  56  zum  Schnitt  bringe,  und  das  man  selber  mit  der 
Ebene  der  drei  soeben  erhaltenen  Schnittpunkte  zum  Schnitt 
bringe.  So  erhält  man  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Geraden 
12,  34,  56  in  jenen  Punkten  schneiden  und  mit  ihnen  drei  durch 
den  gesuchten  Punkt  8  gehende  Ebenen  bestimmen.      Seht. 


M.  DfESiNG.  üeber  eine  gewisse  Cremona'sche  Ver- 
wandtschaft vierter  Ordnung  und  eine  neue  lineare 
Construction    der    Oberflächen    zweiten    Grades    aus 

9  Punkten.     Disb.  Jena  37  S.  8®. 


A.  Koch,  üeber  die  Oerter  der  Punkte,  aus  denen 
ein  gegebener  Kegelschnitt  durch  einen  orthogonalen 
oder  einen  gleichseitigen  oder  einen  der  zu  diesen 
dualen  Kegel  projicirt  wird.    Diss.  Monster.   78  S. 
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Alle  Strahlen  eines  orthogonalen  Kegels  senden  nach  zwei 
festen  Erzeugenden  desselben  auf  einander  senkrecht  stehende 
Ebenen  aus.  Die  Strahlen  eines  zu  ihm  dualen  Kegels  stehen 
auf  seinen  Tangentialebenen  senkrecht.  Ein  gleichseitiger  Kegel 
enthält  zuerst  ein  Tripel  auf  einander  senkrecht  stehender  Strahlen 
und  hernach  unendlich  viele.  Bei  dem  dnal-gleichseitigen  Kegel 
giebt  es  unendlich  viele  Tripel  auf  einander  senkrecht  stehender 
Tangentialebenen.  Bezieht  man  die  Gleichung  des  Kegels  auf 
die  Hauptaxen,  so  ist  ftlr  den  orthogonalen  Kegel  die  Summe 
von  zwei  Coefficienten  dem  dritten  gleich,  während  für  den 
gleichseitigen  Kegel  die  Summe  der  Coefficienten  verschwindet. 
Bei  den  dualen  Kegeln  gilt  je  das  Entsprechende  fQr  die  reci- 
proken  Werte  der  Coefficienten. 

Diese  Coefficienten  sind  nun  zu  den  Wurzeln  einer  Gleichung 
3**°  Grades  Ä* — a,Ä'+öjÄ— a,  =0  proportional,  deren  Coefficienten 
sich  in  wohlbekannter  Weise  aus  den  Coefficienten  zusammensetzen, 
die  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Kegels  auftreten.  Soll  der 
Kegel  gleichseitig,  dualgleichseitig,  orthogonal  oder  dualortho- 
gonal sein,  so  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  bestimmte 
symmetrische  Functionen  dieser  Wurzeln,  also  rationale  Fnne> 
tionen  von  a^,  a„  a,  verschwinden,  und  zwar  der  Reihe  nach 
a,;    a,;    aj-4a,a,4-8fl,;     -8a;+4a,a,a,-a;. 

Durchgängig  wird  nun  der  Fall  eines  Mittelpunktskegel- 
schnittes von  dem  der  Parabel  getrennt.  Wird  das  Axensjstem 
so  gewählt,  dass  der  Kegelschnitt  in  der  a;y-Ebene  durch  seine 
Normalgleichung  dargestellt  ist,  so  hängen  die  Coefficienten  der 
Kegelgleichung  in  einfacher  Weise  von  den  Coördinaten  der 
Spitze  ab;  berechnet  man  aus  ihnen  a,,  o^,  a,  und  annullirt  die 
obigen  Formen,  so  erhält  man  sofort  die  Gleichungen  der  ge- 
suchten Fläche. 

Die  Spitzen  der  gleichseitigen  Kegel  liegen  auf  der  ortho- 
gonalen Fläche  zweiten  Grades,  welche  den  gegebenen  Kegel- 
schnitt enthält  und  zu  den  drei  Axenebenen  natQrlich  symmetriseh 
liegt.  (Der  Coefficient  von  z*  ist  gleich  der  Summe  derer  von  x' 
und  ff*).  Die  dual-gleiehseitigen  Kegel  haben  ihre  Spitzen  auf  der 
mit  dem  Kegelschnitt  concentrischen  Kugel  Qber  dem  Director- 


Capitel  5.    Neuere  eynthetische  Geometrie.  639 

kreise,  was  eine  Specialisirung  eines  sehr  bekannten  Theorems 
ist  Bei  der  Parabel  wird  die  erste  Fläche  zum  zugehörigen 
Rotationsparaboloid,  die  zweite  zu  der  Ebene,  die  in  der  Directrix 
senkrecht  en-ichtet  ist. 

Die  Spitzen  der  orthogonalen  Kegel,  die  einen  centrischen 
Kegelschnitt  projiciren,  liegen  auf  einer  Fläche  6^'  0.,  die  den 
gegebenen  Kegelschnitt  zur  dreifachen  Knotencurve  hat  und  hin- 
sichtlich der  drei  Axen  -  Ebenen  symmetrisch  liegt.  Nur  eine 
reelle  Schale  geht  durch  die  Knotencurve  hindurch.  Die  unend- 
lich ferne  Ebene  begegnet  der  Fläche  in  einem  Kegelschnitt  und 
in  vier  imaginären  Geraden.  Ersterer  gehört  der  Fläche  an,  von 
der  aus  der  Kegelschnitt  durch  gleichseitige  Kegel  projicirt  wird, 
and  beide  Flächen  berQhren  sich  längs  dieses  Kegelschnittes. 
Die  vier  Geraden  gehen  natürlich  paarweise  durch  die  unendlich 
fernen  Punkte  des  Grundkegelschnittes.  Ihre  vier  übrigen  Schnitt- 
punkte, von  denen  im  Fall  der  Ellipse  zwei  reell  sind,  und  die 
der  xü'  bezw.  ^is-Ebene  angehören,  sind  biplanare  Knoten  der 
Fläche.  Den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  treffen  die  Geraden 
ausserhalb  der  a;j^- Ebene  in  vier  weiteren  Knoten  der  Fläche; 
diese  Punkte  gehören  zugleich  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise 
an.  Weitere  Knoten  besitzt  die  Fläche  nicht.  Auch  bei  der 
Parabel  ist  der  Ort  von  der  6^^  0.,  er  ist  zur  xy-  und  a:»- 
Ebene  symmetrisch,  hat  die  Parabel  selbst  zur  dreifachen  und 
zwei  unendlich  ferne  Gerade  zu  gewöhnlichen  Knotencurven. 
Diese  letzteren  werden  von  dem  zugehörigen  Rotationsparaboloid 
ausgeschnitten. 

Auch  die  Spitzen  der  dualorthogonalen  Kegel,  die  einen 
gegebenen  Mittelpunktskegelschnitt  enthalten,  liegen  auf  einer 
Fläche  6**'  0.  Dieselbe  hat  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  zur 
dreifachen  Knotencurve  und  schneidet  die  Ebene  des  Kegel- 
schnittes in  seinem  Directorkreis  und  den  Tangentenpaaren,  die 
von  den  cyklischen  Punkten  der  Ebene  ausgehen.  Die  gegen- 
seitigen Schnittpunkte  dieser  Gebilde,  die  vier  Brennpunkte  des 
Kegelschnittes  und  seine  Schnittpunkte  mit  dem  Directorkreise 
also,  sind  Knoten  der  Fläche,  und  zwar  die  Brennpunkte  biplanare. 
Weitere  Knoten  enthält  die  Fläche  nicht. 
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Bei  der  Parabel  ist  die  entsprechende  Fläche  von  der  3*^  O. 
Dieselbe  enthält  den  unendlich  fernen  Eugelkreis  und  hat  mit 
der  Ebene  der  Parabel  drei  Gerade  gemeinsam.  Ihre  gegen- 
seitigen Schnittpunkte  sind  Knoten  der  Fläche,  einer  von  ihnen, 
der  Brennpunkt  der  Parabel,  ist  biplanar;  die  beiden  anderen 
sind  die  Schnittpunkte  der  Parabel  mit  ihrer  Direotrix.  Auffälliger 
Weise  bezeichnet  Herr  K.  diese  beiden  Punkte  als  die  imaginären 
Brennpunkte  der  Parabel.  Weitere  Knoten  enthält  die  Fläehe 
nicht  Die  Tangentialebenen  im  Brennpunkt  der  Parabel  schnei- 
den sich  in  einer  Geraden  der  Fläche  und  projioiren,  wie^es 
auch  sein  muss,  die  anderen  Knoten.  Eine  letzte  Gerade  der 
Fläche  liegt  auf  der  ys-Ebene  unendlich  fern.  Andere  Geraden 
enthält  die  Fläche  nicht,  wof&r  Herr  K.  sich  auf  Herrn  Cajiey 
beruft  E.  K. 

O.  Maupin.     Sor  une  qaestion  pos^e  aux  examens  oraux 
d'admission  k  Tficole  Polytechiiique.     Noav.  Add.  (3)  vi. 

419-421. 

Die  Ebene  einer  Ellipse  sei  zu  den  Geraden  der  einen 
Schar  eines  gleichseitigen  Paraboloides  parallel.  Sucht  man  nun 
zu  den  Tangenten  die  senkrecht  gerichteten  Geraden  einer  der 
Scharen  aus  und  construirt  dann  die  Geraden,  welche  zwei  solche 
Geraden  senkrecht  schneiden,  so  erhält  man  für  die  zur  Ellipsen- 
Ebene  parallelen  Geraden  einen  Gylinder,  der  von  der  Ebene 
derselben  in  einer  Fusspunktcurve  der  Ellipse  geschnitten  wird. 
Ihren  Pol  schneidet  die  Scheitelgerade  der  anderen  Schar  aus. 
Fttr  diese  Scheitelgerade  entsprechen  alle  yon  diesem  Pol  aus- 
gehenden Geraden  der  Ellipsen-Ebene  der  Forderung.  Alle 
anderen  Geraden  der  zweiten  Schar  sind  zu  zwei  bestimmten 
Tangenten  der  Ellipse  senkrecht  gerichtet  Die  Geraden,  welche 
auf  einer  dieser  Tangenten  und  auf  einer  Geraden  dieses  Systems 
senkrecht  stehen,  erfQllen  ein  mit  dem  ersten  congruentes  Para- 
boloid,  welches  die  betreffende  Tangente  zur  einen  Scheitel- 
geraden hat,  während  die  andere  zur  Axe  des  gegebenen  Para- 
boloids  parallel  ist.  E.  K. 
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O.  BöKLBN.     üeber  die  Parabel.  Bökien  Mitt.  ij.  65-57.  (1886.) 

Fasst  man  eine  Parabel  als  Basis  des  auf  ihrer  Ebene  senk- 
recht stehenden  Gylinders  auf,  so  hat  jeder  Punkt  desselben  von 
dem  Brennpunkt  M  und  der  Directrix  D  der  Parabel  gleiche  Ent- 
fernung. Schneidet  man  den  Cylinder  durch  eine  beliebige 
Ebene,  welche  durch  M  geht,  so  erhält  man  eine  zweite  Parabel, 
deren  Punkte  gleich  weit  von  M  und  D  entfernt  sind.  Betrachtet 
man  die  letztere  als  gegeben,  so  lässt  sich  die  Frage  stellen: 
Wo  liegen  die  Punkte  M  in  der  Ebene  der  Parabel  und  wo  die 
zagehörigen  Geraden  D  im  Raum,  so  dass  die  Punkte  der  Parabel 
Ton  M  und  D  gleiche  Entfernung  haben?  Die  Untersuchung  dieser 
Frage  bildet  den  Gegenstand  der  yorliegenden  kleinen  Arbeit. 

Sehn. 

J.  Cardinaal.     Ein    specieller  F^- Bündel   und    der  da- 
zu   gehörige    BUndel    Raumcurven    dritter    Ordnung. 

J.  fSr  Math.  CI.  142-153. 

FOr  den   von  Herrn  Reye   in   der   zweiten  Aufläge   seiner 

„Geometrie  der  Lage^,  S.  233  erwähnten  speciellen  Bündel  von 
Flächen  zweiter  Ordnung  werden  hier  weitere  Eigenschaften 
synthetisch  entwickelt.  Namentlich  werden  dann  auch  Construc- 
tionen  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  mit  Berücksichtigung  der 
imaginären  Elemente  abgeleitet,  von  denen  ich  beispielsweise 
beryorhebe:  Durch  vier  auf  einer  Regelschar  gegebene  imaginäre 
Punkte  eine  Raumcurve  zu  legen,  die  eine  gegebene  Erzeu- 
gende der  Regelschar  berührt.  Seht. 


E.  Hbinrichs.  Ueber  den  Btlndel  derjenigen  kubischen 
Raumcurven,  welche  ein  gegebenes  Tetraeder  in  der- 
selben   Art    zum    gemeinsamen   Schmiegungstetraeder 

haben.      Dias.  Monster  i/W. 

Herr  Sturm  hatte  in  den  Math.  Ann.  XXVI  bei  Gelegenheit  der 
Untersuchung  gewisser  CoUineationen  und  Gorrelationen  auf  den 
Bflndel  derjenigen  kubischen  Raumcurven  aufmerksam  gemacht, 

Fortwhr.  d.  Math.   XIX.  t2.  41 
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welche  zwei  bestimmte  Ebenen  in  gegebenen  Punkten  osculiren 
und  in  denselben  gegebene  Tangenten  haben.  Dieses  räumliche 
Analogon  des  Büschels  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte 
wird  in  der  vorliegenden  Dissertation  in  geschicktester  Weise 
behandelt.  Namentlich  dürfte  das  durch  den  Baumcurven-Bündel 
definirte  höhere  Nullsystem  interessiren.  Da  nämlich  durch  jeden 
Punkt  des  Raumes  eine  Curve  des  Bündels  hindurchgeht  und 
jede  Ebene  des  Raumes  Scbmiegungsebene  einer  Gurre  des 
Bündels  ist,  so  ist  jedem  Punkte  eine  ihn  enthaltende  Ebene, 
nämlich  die  Scbmiegungsebene  dieses  Punktes  in  der  ihn  treffen- 
den Curve,  und  umgekehrt  jeder  Ebene  ein  auf  ihr  liegender 
Punkt  eindeutig  zugeordnet.  Aber  die  dritte  Charakteristik  des 
so  erzeugten  Nullsystems  ist  nicht  1,  sondern  2,  da  jeder  Strahl 
des  Raumes  zweimal  einen  Punkt  enthält,  dessen  zugeordnete 
Ebene  durch  diesen  Strahl  hindurchgeht.  Den  Schluss  bilden 
einige  Anzahlen  für  den  betrachteten  Bündel  von  Raumcuryen. 
Es  enthält  derselbe  z.  B.  vier  Raumcuryen,  welche  zwei  gege- 
bene Gerade  schneiden,  und  sechs  Raumcuryen,  welche  eine 
gegebene  Gerade  schneiden  und  durch  einen  gegebenen  Punkt 
eine  Tangente  schicken.  Seht. 


A.  Perroni.     Sul   punto   doppio  apparente  della  cubica 

gobba.      Genova  Giorn.  86-88. 

Zwei  zu  einer  Raumcurve  3.  0.  perspectivische  Kegel  mögen 
eine  Ebene  in  den  Kegelschnitten  x  ^^^  ^  treffen,  unter  ihren 
Schnittpunkten  sei  S  derjenige,  den  der  gemeinsame  Strahl  beider 
Kegel  ausschneidet.  Die  Projectionen  der  Spitzen  von  dem 
gegebenen  Punkte  aus  seien  V  und  W\  mit  dem  Doppelpunkt 
der  Projection  mögen  sie  die  Strahlen  /  und  V  verbinden.  Als- 
dann müssen  die  Schnittpunkte  A^  B  zwischen  l  und  x  ^^^  denen 
Ä\  B*  zwischen  l'  und  tp  auf  einem  Geradenpaare  mit  dem 
Kreuzungspunkt  S  liegen.  Hiernach  ist  {  als  Träger  des  gemein- 
samen Paares  zweier  Involutionen  auf  %  duch  dann  linear  auf- 
findbar, wenn  A^  B  und  A\  B'  imaginär  sein  sollten,  und  {/'  dem- 
nach ein  isolirter  Punkt  der  Curve  ist.    Die  Erörterungen,  welche 
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Herr  P.  flQr  diesen  Fall  hinzufägt,  mttssten,  um  Überzeugend  zu 
wirken,  nfther  ausgefttbrt  werden.  E.  E. 


K.  BoBBK.  Zar  Klassification  der  Flächen  dritter  Ordnung. 

Wien.  Ber.  XCVI.  365-386. 

Herr  B.  giebt  mit  mögliebst  einfachen  Mitteln  die  Einteilung 
der  Flflehen  3.  0.  in  21  Arten  naeb  der  Natur  ihrer  Knoten,  die 
wir  Herrn  Schläfli  verdanken  (Phil.  Trans.  1865),  ohne  auf  die 
weitere  Einteilung  in  Species  nach  den  Realitätsverb&Itnissen 
einzugehen/  Als  leitendes  Princip  dient  ihm,  dass  Iftngs  der 
Verbindungslinie  zweier  Knoten  die  Fläche  eine  Ebene  berfihrt, 
und  dass  umgekehrt  eine  Gerade  solcher  Art  entweder  zwei 
Knoten  oder  einen  uniplanaren  Knoten  enthält,  oder  endlich  die 
Kante  eines  biplanaren  Knotens  zweiter  Art  ist  (beim  Biplanarknoten 
erster  Art  liegt  die  Kante,  die  Schnittlinie  der  beiden  Bertthrungs- 
ebenen,  ausserhalb  der  Fläche).  Hieraus  folgt,  dass  überhaupt 
höebstens  yier,  neben  einem  Biplanarknoten  höchstens  zwei,  neben 
einem  Biplanarknoten  zweiter  Art  keine  biplanaren,  neben  einem 
Uniplanarknoten  keine  Knoten  vorkommen  können.  Beim  Bi- 
planarknoten zweiter  Art  kann  noch  die  eine  der  Bertihrungs- 
ebenen  selbst  längs  der  Kante  berühren  oder  auch  osculiren. 
Zwei  ähnliche  Besonderheiten  der  Uniplanarknoten  sind  ebenfalls 
zu  beachten. 

Hieraus  erhält  Herr  B.  20  Arten  mit  Knoten,  während  die 
21*^  die  allgemeinen  Flächen  enthält  (§§  2-6).  Hierbei  ergiebt 
sieh  auch,  in  welcher  Weise  die  27  Geraden  der  allgemeinen 
Fläohe  beim  Uebergang  zu  den  einzelnen  besonderen  Formen 
sich  gruppenweise  vereinigen,  Zahlen,  die  übrigens  Herr  Cayley 
bekanntlich  entwickelt  hat  (Phil.  Trans.  LXIX).  Die  Natur  des 
Berflbrungskegels  in  einem  Knotenpunkt  und  die  Art,  wie  die 
sechs  auf  ihm  liegenden  Geraden  der  Fläche  gruppenweise  zu- 
sammenfallen, lassen  unzweideutig  die  Natur  der  etwaigen  übrigen 
Knoten  erkennen  (§  7). 

Hierauf  wird  in  den  §§  9-11  jede  der  vorliegenden  Flächen 
durch  einen  Ebenen- Büschel  und  einen  projectivischen  Büschel  von 

41* 
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Flächen  zweiten  Grades  erzeugt.  Ein  der  Axe  des  ersteren 
und  der  Basis  des  letzteren  Büschels  gemeinsamer  Punkt  ist  ein 
biplanarer  oder  ein  gewöhnlicher  Knoten,  je  nachdem  der  erste 
Büschel  zu  dem  der  Tangentialebenen  in  diesem  Punkt  per- 
spectivisch  oder  projeetiyisch  ist.  Ein  Doppelpunkt  der  Basis  ist 
ein  biplanarer  Knoten,  wenn  er  in  der  Axe  vorkommt,  ein  gewöhn- 
licher, wenn  nur  eine  Ebene  des  Büschels  ihn  enth&lt,  aber  dem 
Kegel  des  Büschels  entspricht,  welcher  ihn  zur  Spitze  hat  Ein 
biplanarer  Knoten  zweiter  Art  kommt  zu  Stande,  wenn  die  Axe 
des  Büschels  eine  Tangente  der  Basis  ist,  so  dass  derselbe  zwei 
gewöhnliche  Knoten  vertritt.  Biplanare  Knoten  zweiter  Art  von 
der  oben  erwähnten  besonderen  Beschaffenheit  entstehen  bei 
geeigneter  Fixirung  der  projectivischen  Zugehörigkeit,  bezw.  der 
Tangente,  die  als  Axe  dient  Hat  ein  Kegel  des  Büschels  seine 
Spitze  auf  der  Basis  und  der  Axe,  und  wird  ihm  die  allen  Flä- 
chen gemeinsame  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  im  Ebenol- 
büschel  zugeordnet,  so  entsteht  ein  Uniplanarknoten ,  der  auch 
leicht  zu  einem  Uniplanarknoten  besonderer  Art  gemacht 
werden  kann. 

Wie  Herr  B.  näher  verfährt,  mag  an  einigen  Beispielen 
erläutert  werden.  Besteht  die  Basis  aus  einer  Baumourve  3.  0. 
und  aus  einer  Sehne  derselben,  ist  die  Axe  eine  andere  Sehne 
derselben,  und  weist  man  den  Ebenen  des  Büschels,  welche  die 
Schnittpunkte  der  ersten  Sehne  enthalten,  die  Kegel  zu,  welche 
von  ihnen  aus  die  Raumcurve  3.  0.  projiciren,  so  erhält  man 
eine  Fläche  mit  vier  Knotenpunkten. 

Soll  ferner  die  Fläche  drei  biplanare  Knoten  £,;  6',;  £'/  ent- 
halten, deren  Berührungskegel  bezw.  aus  den  EU)enenpaareii 
93;,  33'/;  S3V,  S3,;  9,,  93;  bestehen,  so  bezieht  man  auf  den 
Büschel  der  Kegel,  die  93;  und  93;'  längA  B,  S;'  und  B,  B\  be- 
rühren, den  Ebenenbüschel  mit  der  Axe  B\  ff^  so»  dass  die 
Doppelebene  des  Kegelbüschels  93,  zugehört.  E.  K. 

Herting.       üeber     die    gestaltlichen    Verhältnisse     der 
Flächen     dritter    Ordnung    und    ihrer    parabolischen 

Curven.     Pr.  Augabarg. 
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Projicirt  man  eine  Fläche  dritter  Ordnung  F,  von  einem 
ihrer  Punkte  p  aus  auf  eine  Ebene  £,  so  bildet  sich  dieselbe  in 
d^  Ebene  doppelt  ab,  so  dass  jedem  reellen  Punkte  der  Ebene 
iwei  reelle  oder  imaginäre  Punkte  der  Fläche  entsprechen.  Die 
Grenze  zwischen  den  Projectionen  der  reellen  und  denjenigen 
der  imaginären  Punkte  ist  die  Contourlinie  der  Fläche.  Dieselbe 
ist,  wie  Herr  Geiser  zuerst  gezeigt  hat,  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung mit  28  Doppeltangenten.  Eine  derselben  ist  der  Durch- 
schnitt der  Bildebene  mit  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  p, 
die  flbrigen  27  sind  die  Projectionen  der  27  Geraden  der  Fläche. 
Durch  das  Verhalten  dieser  Doppeltangenten  zu  einander  ist  das 
Verhalten  der  27  Geraden  auf  der  Fläche  in  gewisser  Hinsicht 
bestimmt,  und  so  gelingt  es  dem  Herrn  Verfasser,  eine  vollständige 
Einsicht  in  die  Gestaltsverhältnisse  der  Flächen  dritter  Ordnung 
zu  gewinnen  und  dieselben  durch  Zeichnungen  zur  Anschauung 
zo  bringen,  namentlich  auch  den  Verlauf  der  parabolischen  Curve 
(d.  b.  des  Ortes  der  Punkte,  deren  Erümmungsmass  Null  ist) 
genau  festzustellen.  Bei  dem  überaus  grossen  Gestaltenreichtum 
der  Flächen  dritter  Ordnung  ist  es  nicht  möglich,  die  Resultate 
der  Arbeit  auch  nur  angenähert  wiederzugeben.  A. 


Fr.  Machovec.     Bemerkung  zur  Erzeugung  der  Fläche 
dritter  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten.      Casop.  xvi. 

82.  (Böhmisch.) 

Wie  bekannt,  liegen  alle  Punkte  P',  welche  zu  den  Punkten 
P  einer  Ebene  bezüglich  eines  JF*,  -  Bttndels,  dessen  Flächen  ein 
gemeinschaftliches  Poltetraeder  A^  A^  A^  A^  haben,  conjugirt  sind, 
auf  einer  F„  welche  die  Punkte  Ak  zu  ihren  Doppelpunkten  hat. 
Der  Verfasser  zeigt,  dass  drei  von  den  Flächen  des  gegebenen 
Bflndels  zur  Gonstruction  des  zu  dem  Punkte  P  conjugirten 
Punktes  P'  besonders  geeignet  sind.  Mit  Hülfe  jeder  von  diesen 
drei  Flächen  erhält  man  nämlich  den  Punkt  P'  als  den  gemein- 
schaftlichen Punkt  zweier  Geraden,  von  denen  jede  zwei  gegen- 
überliegende Schnittpunkte  der  Polarebene  von  P  bezüglich  jener 
F,  mit  den  Seiten  eines  der  drei  Raumvierecke  A^  A^A^  A^  ver- 
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bindet.  Dadurch  ist  die  Erzeugung  der  Fläche  dritter  Ordnang 
mit  vier  Doppelpunkten,  welche  Geiser  in  der  Abhandlung  »Zur 
Theorie  der  Flächen  zweiten  und  dritten  Grades**  (J.  für  Math. 
LXIX)  anfahrt,  mit  der  vierten  Steiner'schen  Erzeugungsart  der 
Flächen  dritter  Ordnung  in  Zusammenhang  gebracht     Std. 


V.  Ebbrhardt.  Die  Raumcurven  vierter  Ordnung  erster 
und  zweiter  Species  in  ihrem  Zusammenhang  mit  den 
Steiner'schen  Schliessungsproblemen  bei  den  ebenen 
Curven    dritter    Ordnung.      Sebiömiicb.  z.  xxxii.  65-82, 

129-144. 

In  dem  ersten  Gapitel  dieses  Aufsatzes  wird  unter  Anlehnung 
an  eine  Arbeit  des  Herrn  Küpper  (Math.  Ann.  XXIV)  die  Theorie 
der  Steiner'schen  Polygone  auf  der  ebenen  Gurve  dritter  Ordnung 
gegeben.  Sind  auf  einer  solchen  C  n  Punkte  a,,  o,,  ...,  (U 
willkürlich  angenommen  und  werden  durch  dieselben  Strahlen 
Oi  der  Art  gezogen,  dass  a,  und  o/^i  sich  in  einem  Punkte 
pi+i  von  C*  treffen,  so  wird  das  Polygon  der  Punkte  ))j,  . . .,  pn 
ein  Steiner'sches  Polygon  genannt,  wenn  p^  mit  pn^i  zusammen- 
fällt, dasselbe  also  geschlossen  ist  Die  Punkte  a^, . . .,  cu  heissen 
die  Fundamentalpunkte  des  Polygons.  Es  werden  nun  folgende 
Sätze  bewiesen: 

1)  Zu  it  =  2m  Fundamental  punkten  giebt  es  im  allgemeinen 
kein  geschlossenes  Polygon  ^i  . . .  p». 

2)  Giebt  es  für  n  =  2m  Fundamentalpunkte  nur  ein  ge- 
schlossenes Polygon  p,  . . .  p»,  so  giebt  es  deren  unendlich  viele. 

Wiederholen  sich  in  der  Reihe  a,,  ...,  a«  dieselben  Punkte 
in  derselben  Folge  ft-mal,  so  heisst  das  geschlossene  Polygon 
pj  ...  pn  ein  Steiner'sches  Polygon  ft^*"  Ordnung,  und  die  Punkte 
a,,  ...,  dn  bilden  ein  Steiner'sches  System  k^'  Ordnung. 

3)  För  n  =  2m-}- 1  ist  das  System  a,,  a,,  . . .,  a»;  a„  . . .,  o« 
stets  ein  Steiner'sches  System  zweiter  Ordnung. 

Es  werden  nun  Grundformen  von  identischen  Steiner'schen 
Polygonen  angegeben,  bei  welchen  die  Punkte  a,,  ...,  cu  in 
keiner  Abhängigkeit  von  einander  sind,  sondern  beliebig  auf  C 
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liegen    dürfen   und   welche    zur   Reduction   gegebener  Systeme 
dienen.     Folgende  Sätze  werden  gefunden: 

1)  Die  Gruppe  a^  . . .  (U  bildet  dann  und  nur  dann  ein 
identisches  System,  wenn  in  derselben  jeder  Punkt  at  an  gerader 
Stelle  ebenso  oft  auftritt,  wie  an  ungerader. 

2)  Ein  irredncibles  System  a,  ...  a»  bestimmt  stets  eine 
LagenbeziehuDg  der  Fundamentalpunkte. 

In  Capitel  II  werden  die  Schliessungsprobleme  der  ebenen 
Curve  dritter  Ordnung  auf  die  Raumcurven  vierter  Ordnung 
flbertragen.  Werden  durch  n  Sehnen  a,,a,,  ...,  On  einer  Raum- 
cnrye  vierter  Ordnung  n  Ebenen  a^  gelegt,  sodass  Oi  und  a,>i  sich 
in  einem  Punkte  p.+i  der  C*  treffen,  und  fällt  überdies  p^  mit 
Pn-^i  zusammen,  so  heisst  das  System  a,  ...  o«  ein  Steiner'sches 
Sehnensystem.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  an  Stelle  einer 
Sehne  a»  des  Systems  unendlich  viele  andere  gesetzt  werden 
können,  welche  mit  a^  derselben  durch  C^  gelegten  Regelschar 
zweiter  Ordnung  angehören,  sobald  C*  erster  Species  ist.  Die 
Gonstruction  der  Steiner' sehen  Sehnensysteme  wird  nun  mit  Hülfe 
der  Steiner'schen  Punktsysteme  einer  ebenen  C  und  auch  direct 
ausgeführt. 

Für  die  C*  erster  Art  wird  gezeigt,  dass  die  Seiten  jedes 
der  C*  einbeschriebenen  einfachen  Viereckes  ein  Steiner'sches 
System  bilden. 

Für  die  C*  zweiter  Art  sind  besonders  zwei  Gruppen 
Steiner'scher  Sehnensysteme  von  Wichtigkeit,  eins  von  drei,  ein 
anderes  von  vier  Sehnen.  Die  erste  Gruppe  wird  dadurch  con- 
strnirt,  dass  ein  beliebiges  Tetraeder  auf  C*  angenommen  wird 
und  nun  die  drei  Sehnen  construirt  werden,  welche  die  gegen- 
überstehenden Seitenpaare  des  Tetraeders  schneiden.  Die  Be- 
dingung für  ein  System  von  vier  Sehnen  (Steiner'sches  Quadrupel) 
besteht  darin,  dass  die  a,-  Erzeugende  einer  Sehnenfläche  dritter 
Ordnung  sind  und  ein  einfaches  Viereck,  dessen  Seiten  die  a,- 
treffen,  der  C*  einbeschrieben  werden  kann.  Auf  diese  beiden 
Systeme  lassen  sich  alle  anderen  zurückführen. 

Capitel  III  beschäftigt  sich  zunächst  mit  gewissen  Sehnen- 
quadrupeln auf  der  C*  erster  Art,  welche  folgende  Eigenschaft 
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haben:  Aus  den  vier  Sehnen  eines  Quadrupels  werden  die  vier 
Schnittpunkte  einer  Ebene  mit  C*  auf  diese  Gurye  stets  wiederum 
in  vier  Punkte  einer  Ebene  projicirt.  Zu  drei  beliebig  Ange- 
nommenen Sehnen  können  stets  unendlich  viele  andere  Sehnen 
gefunden  werden,  welche  mit  den  gegebenen  ein  Quadrupel 
bilden  und  einer  Regelschar  zweiter  Ordnung  angehören.  Mit 
Hülfe  dieser  Quadrupel  kann  das  Schliessungsproblem  fQr  die 
C*  eine  Erweiterung  erfahren.  Der  Herr  Verfasser  nennt  hier 
und  an  anderen  Orten  seine  räumlichen  Figuren  „Configurationen". 
Dieser  Ausdruck  hätte  besser  vermieden  werden  sollen,  da  unter 
einer  Configuration  nach  Reye's  Definition  eine  Figur  von  sehr  spe- 
cieller  Beschaffenheit,  welche  den  hier  betrachteten  Figuren  nicht 
zukommt,  zu  verstehen  ist. 

In  Gapitel  IV  wird  die  C*  zweiter  Art  behandelt.  Der 
Herr  Verfasser  glaubt,  diese  C*  sei  das  räumliche  Analogon  des 
Kegelschnittes  und  für  die  Theorie  der  Raumcurven  von  derselben 
Bedeutung,  wie  der  Kegelschnitt  für  die  ebenen  Curven.  Doch 
ist  diese  Auffassung  wohl  nicht  richtig,  da  die  kubische  Raam- 
curve  doch  mit  mehr  Berechtigung  diese  Rolle  im  Räume  zq 
spielen  hat.  Die  Sätze  des  §  16  dieses  Capitels  enthalten  nichta 
Neues.    Die  Sätze  des  §  17  sind  nicht  richtig. 

In  Gapitel  V  wird  das  Steiner'sche  Punktsystem  auf  der 
C*  erster  Art  definirt.  Werden  durch  n  Punkte  ü^  (•  =  1,  2,  . . .,  «) 
der  Raumcurve  C*  n  Ebenen  ni  gelegt,  so  dass  nt  und  fii^i  zwei 
Punkte  pi  und  pi^i  der  C*  gemein  haben,  und  fallen  ))»^i  mit 
p,,  pn^2  mit  p,  zusammen,  so  werden  die  Punkte  o,, ...,  (U  ein 
Steiner'sches  Punktsystem  genannt  Es  werden  nun  einige  S&tse 
über  solche  Systeme  aufgestellt  und  bewiesen.  W.  St 


W.  8tahl,  Die  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter 
Art  und  die  desmische  Fläche  zwölfter  Ordnung  vier- 
ter  Klasse.     J.  für  Math.  Gl.  73-98. 

Nachdem  Glebsch  (J.  für  Math.  LXII.  64)  und  Fiedler  (Anal. 
G.  d.  R.  III.  Aufl.  S.  337)  für  die  Centrafläche  des  Ellipsoides 
oder  die  desmische  Fläche  12^''  Ordnung  vierter  Klasse  die  Glei- 
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ebang  in  eleganter  Form  aufgestellt  haben,  und  nachdem  erkannt 
ist,  dasB  die  dazu  ausgeführten  analytischen  Operationen  mit 
denjenigen  identisch  sind,  die  man  nötig  hat,  um  die  Gleichung 
der  abwickelbaren  Fläche  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung 
zweiter  Art  herzustellen,  liegt  es  nahe,  auch  synthetisch  den  Zu- 
sammenhang zwischen  beiden  Flächen  klar  zu  legen.  Dies  thut 
Herr  Stahl  im  vorliegenden  Aufsatze,  indem  er  eine  eingehende 
Theorie  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  synthetisch  entwickelt 
und  dadurch  in  den  Stand  gesetzt  wird,  im  letzten  Paragraphen 
den  erwähnten  Zusammenhang  dem  Leser  vor  Augen  zu  führen. 

Seht. 


Ch.  Mosbr.  Ueber  Gebilde,  welche  durch  Fixation  einer 
sphärischen  Curve  und  Fortbewegung  des  Projections- 
centrums  entstehen.    Dies.  Bero.  31  s. 

Es  sei  gegeben  eine  feste  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  0, 
auf  derselben  eine  feste  sphärische  Curve  $.  Dieselbe  werde 
von  einem  beliebigen  Projectionscentrum  A  aus  auf  eine  zweite 
Kugel  projicirt,  deren  Mittelpunkt  in  Ä  liegt,  und  welche  durch 
O  hindurchgeht.  Beschreibt  A  irgend  eine  Curve,  so  ändert  die 
Projection  ihre  Gestalt  und  beschreibt  eine  gewisse  Fläche,  welche 
die  Resultante  genannt  wird. 

Es  werden  nun  die  Beziehungen  untersucht,  welche  zwischen 
der  von  A  beschriebenen  Curve  und  der  Besultante  bestehen, 
wobei  besonders  einfach  der  Fall  ist,  welcher  entsteht,  wenn  A 
sich  auf  einer  durch  0  gelegten  Geraden  bewegt  Namentlich 
wird  der  Satz  gewonnen,  dass  jede  durch  OA  gelegte  Ebene  die 
Resultante  in  so  vielen  Gurren  dritter  Ordnung  schneidet,  als  sie 
Schnittpunkte  mit  der  sphärischen  Curve  besitzt.  Hieran  schliessen 
sich  nun  noch  mancherlei  andere  Untersuchungen  an,  auf  welche 
hier  nicht  eingegangen  werden  kann. 

Die  Grundlage  der  ganzen  Untersuchung  erscheint  etwas  zu 
speciell  und  zu  willkflrlich  gewählt,  als  dass  man  der  Arbeit 
ein  allgemeineres  Interesse  zusprechen  könnte.  A. 
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C.  Beykl.      lieber  Regelflächen,    deren  Erzeugende    zu 
den   Mantellinien   eines   orthogonalen   Kegels  parallel 

sind.     Schlömilcb  Z.  XXXII.  321-338. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  zunächst  eine  Gonstruction  an, 
durch  welche  Regelflächen  vom  Grade  3n  erzeugt  werden.  Er 
betrachtet  zwei  Ebenen  A  und  Bj  die  sich  in  der  Linie  x  schnei- 
den. Auf  X  ist  ein  Punkt  0  angenommen,  durch  den  eine  Ge- 
rade h  geht,  die  weder  in  A  noch  in  B  liegt.    Ferner  befindet 

sich  in  A  eine  Gurve  n^'  Ordnung  C^,  die  nicht  durch  0  geht. 

Durch  h  werde  nun  eine  beliebige  Ebene  E  gelegt,  welche  CZ 
in  fi  Punkten  ii^  ...,  An  und  B  in  der  Geraden  6  trifft.  Aus 
i4,,  ...,  An  werden  dann  die  Lote  p  auf  die  Gerade  g  gefällt 
Wenn  sich  nun  die  Ebene  E  nmh  dreht,  so  treten  in  jeder  ihrer 
Lagen  n  nach  diesem  Gesetz  in  ihr  enthaltene  Gerade  p  auf. 
Es  wird  nun  bewiesen,  dass  die  Gesamtheit  dieser  Geraden  p 
eine  Regelfläche  vom  Grade  3n  erfüllt.  Der  Nachweis  wird  syn- 
thetisch geführt,  und  es  knüpft  sich  daran  eine  grosse  Zahl  geo- 
metrischer Sätze.  Später  wird  eine  specielle  Regelfläche  dritten 
Grades  besprochen,  die  aus  der  vorigen  entsteht,  wenn  die  Gurre 

Cl  durch  eine  gerade  Linie  ersetzt  wird.  Zum  Schluss  werden 
noch  einige  Sätze  zusammengestellt,  die  sich  auf  den  speoiellen 
Fall  it  =  2  beziehen.  Mz. 


G.  Affolter.    üeber  Gruppen  gerader  Linien  auf  Flächen 
höherer  Ordnung.    (Zweite  Mitteilung.)   Math.  Ann  xxix. 

1-26. 

Ueber  die  Arbeit,  von  der  diese  eine  Fortsetzung  ist,  hat 
Referent  im  vorigen  Bande  der  F.  d.  M.  (S.  613  u.  614)  aus- 
führlich referirt.  Auf  dieses  Referat  verweisend,  bemerke  ich 
nur,  dass  hier  diejenigen  Gruppen  gerader  Linien  auf  Flächen 
höherer  Ordnung  bestimmt  werden,  die  von  der  ersten  Art  sind 
und  keine  vollständige  Degeneration  bilden.  Der  Verfasser  ver- 
spricht eine  folgende  Mitteilung,  welche  die  über  die  fundamen- 
talen Eigenschaften  hinausgehenden  weiteren  Eigenschaften  der 
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Griuppen  in  einem  zusammenhängenden  und  umfassenden  Ganzen 
zar  Darstellung  bringen  soll.  Seht. 


E  DB  JoNQUi&RBS.     G^ndration  des  snrfaces  algebriques, 
d'ordre  qnelconque.      0.  R    CV.    1203-1209. 

Die  entsprechenden  Flächen  von  zwei  projeotiven  Büscheln 
von  Flächen  n^'  und  n'**'  Ordnung  schneiden  sich  in  oo'  Raum- 
curven  nn'^^  Ordnung,  die  zusammen  eine  Fläche  vom  Orade 
H  +  n'  bilden.  Der  Verfasser  löst  nun  hier  das  Problem  der  Er- 
zeugung einer  punktallgemeinen  Fläche  tn^  Ordnung  durch  zwei 
solche  projective  Büschel  für  den  Fall,  dass  dieselbe  durch 
^(ift+l)(»»+2)(m+3)— 1  gegebene  Punkte  gehen  soll,  wodurch 
sie  bekanntlich  gerade  bestimmt  ist.  Beispielsweise  ergiebt  sich 
aus  den  aufgestellten  Formeln,  dass  eine  Fläche  SO'"  Ordnung 
durch  zwei  projective  Büschel  von  Flächen  nur  in  sechs  Fällen 
erzeugbar  ist,  wenn  nämlich  die  Ordnungen  dieser  Flächen  19 
und  11  oder  21  und  9  oder  23  und  7  oder  25  und  5  oder  27 
und  3  oder  29  und  1  sind.  Seht. 


G.  KoBNiGS.  Sur  les  surfaces  principales  des  complexes 
de  droites  et  les  lignes  asymptotiques  de  leur  surface 
de  singularit^s.     c.  a  GIV.  1824-1826. 

Lineare  Tangentialcomplexe,  bestimmt  durch  einen  singu- 
lären  Strahl  ^  eines  Complexes,  sind  singulare,  ihre  Axen  be- 
rühren die  Singularitätenfläche  S  im  nämlichen  Punkte  P  wie  C* 
Zu  diesen  Tangentialcomplexen  gehören  drei  stationäre,  der  eine 
hat  zur  Axe  ^,  jeder  der  anderen  je  eine  der  beiden  in  P  be- 
rührenden Haupttangenten  von  S.  Zwei  der  durch  den  Strahl 
^  bestimmten  Hauptflächen  bestehen  aus  singulären  Strahlen  und 
berühren  die  Fläche  S  längs  der  sich  im  Punkte  P  kreuzenden 
Asymptotencurven.  .  Js. 

R.  Sturm,  üeber  Strahlencongraenzen  von  gleichem 
Bttndel-  und  Feldgrade.    J.  für  Math.  Cl  162-195. 
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Zwei  projective  StrablenbQschel  erzeugen  bekanntlich  dnreb 
die  zwei  entsprechende  Strahlen  schneidenden  Strahlen  einen  Com- 
plex,  der  linear  ist,  falls  die  Strahlenbaschel  einen  Strahl  gemein 
haben,  aber  tetraedral  ist,  falls  sie  keinen  Strahl  gemein  haben. 
Hiervon  ausgehend,  kann  man  in  zweierlei  Richtungen  verall- 
gemeinern. Ersetzt  man  die  StrahlenbQschel  durch  Begelscharen, 
Strahleninvolutionen  u.  s.  w.,  so  gelangt  man  zu  Gomplexen 
höheren  Grades.  Nimmt  man  aber  statt  zweier  erzeugenden 
Strahlengebilde  drei,  so  gelangt  man  zu  Gongruenzen,  welche  die 
besondere  Eigenschaft  haben,  wegen  der  in  sich  dualen  Con- 
struction  von  gleichem  Bündel-  und  Feldgrade  zu  sein,  oder  nach 
der  von  anderen  gebrauchten  Ausdrucksweise,  von  gleicher  Ord- 
nung und  Klasse  zu  sein.  Die  letzterwähnte  Verallgemeinerangs- 
richtung  schlägt  Herr  Sturm  im  vorliegenden  Aufsatze  ein.  Sind 
zunächst  drei  projective  Strahlenbüschel,  von  denen  zwei  einen  sieh 
selbst  entsprechenden  Strahl  haben,  die  Erzeuger,  so  entsteht 
eine  Gongruenz,  deren  beide  Grade  2  sind,  und  die  seit  EnnEK 
mer's  Abhandlung  von  1866  vielfach  eingehende  Bearbeitung 
gefunden  hat,  deren  Haupteigenschaften  aber  hier  im  ersten  Ca- 
pitel  durch  diese  einfachste  Ei*zeugung  in  neues  Licht  gesetzt 
werden.  Der  zweite  Abschnitt  behandelt  den  Specialfall  der 
eben  erwähnten  Gongruenz,  bei  dem  die  Brennfläche  eine  Regel- 
fläche vierten  Grades  mit  zwei  doppelten  Leitgeraden  ist  Dabei 
ergeben  sich  auch  einige  neue  Eigenschaften  dieser  Regelfläcbe. 
Im  dritten  Abschnitt  wird  die  Strahlenoongruenz  dritter  Ordnung 
und  Klasse  erzeugt  und  untersucht,  die  (das  Analogen  der  kubi- 
schen Baumcurve)  der  Schnitt  zweier  quadratischen  Gompleze 
neben  einer  linearen  Gongruenz  ist.  Seht 


F.  Hofmann.    Die  synthetischen  Grundlagen  der  Theorie 
des  Tetraedroid-CJomplexes.     Hoppe  Arch.  c^)   v.  a&3-a9i, 

anch  Bep.  Leipzig.  Kooh. 

Jede  Gerade  eines  Tetraedroid-Gomplexes  trifft  zwei  feste 
Flächen  zweiten  Grades  in  Punktepaaren,  die  einander  harmonisch 
trennen-,  der  Gomplex  ist  bekanntlich  vom  zweiten  Grade.'   Herr 
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H.  stellt  sich  einmal  die  Aufgabe,  synthetisch  nachzuweisen, 
dass  der  Gomplex  mit  jeder  Ebene  die  Tangenten  eines  Eegd- 
schnittes  gemein  hat.  Ausserdem  soll  in  mehr  geometrischer 
Weise  auf  die  Existenz  der  Singularitätenfläche  und  die  Anord- 
nung ihrer  Knotenpunkte  hingewiesen  werden.  §  2  bringt  einen 
geometrischen  JBeweis  für  die  bekannte  Thatsache,  dass  diejenigen 
beiden  Flächen  zweiten  Grades,  welche  eine  Complezgerade 
berühren  und  mit  den  gegebenen  zu  einem  Büschel  gehören, 
diese  harmonisch  trennen.  Jedoch  wird  dieser  Gedanke  nicht 
weiter  yerfolgt,  sondern  im  §  3  eine  neue  Gonstruction  für  die 
Strahlen  des  Complexes  ermittelt,  die  von  einem  Punkte  P  aus- 
gehen und  in  einer  Ebene  liegen.  Es  sei  M  ein  reeller  Punkt, 
welcher  den  Schnittcurven  K  und  K'  der  Flächen  mit  dieser 
Ebene  gemeinsam  ist;  es  seien  ferner  a,  6  und  c',  d'  die  Be- 
rührongspunkte  der  yon  P  aus  an  K  und  K'  gehenden  Tangenten, 
endlich  a',  fr';  c,  d  die  Projectionen  dieser  Punkte  von  M  aus 
auf  IT'  und  K.    Alsdann  ist 

und  die  Doppelstrahlen  dieser  beiden  projectivischen  Büschel  ge- 
hören dem  Gomplex  an,  der  also  die  Tangenten  einer  Gurve 
zweiter  Klasse  mit  irgend  einer  Ebene  geraein  hat.  Wie 
Herr  H.  besonders  betonen  zu  müssen  glaubt,  ist  aber  ein 
Beweis,  dass  wir  es  mit  einer  Gurve  zweiter  Klasse  im  synthe- 
tischen Sinne,  mit  einer  projectivisch  erzeugbaren  Gurve  zweiter 
Klasse  zu  thun  haben,  noch  besonders  zu  erbringen.  In  dem 
Bestreben,  die  Natur  dieser  methodischen  Forderung  an  einem 
anderen  Beispiel  zu  erläutern,  ist  Herr  H.  indessen  nicht  glück- 
lieb. Auf  jeder  Geraden  der  Ebene  giebt  es  zwei  Punkte  a;,  y, 
die  jeder  von  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  harmonisch  trennt; 
indem  aber  Herr  H.  von  einem  Orte  2.  0.  spricht,  auf  dem  alle 
diese  Punktepaare  liegen,  übersieht  er,  dass  zu  jedem  Punkte 
der  Ebene  ein  bestimmter  anderer  für  beide  Kegelschnitte  eon- 
jugirt  ist. 

Im  §  4  wird  zunächst  bemerkt,  dass  die  acht  Tangenten  der 
Kegelschnitte  in  ihren  vier  gemeinsamen  Punkten  den  fraglichen 
Ort  berühren,  und  es  wird  sodann  eine  vereinfachte  Gonstruction 
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fbr  die  zweite  Tangente  des  Ortes  gegeben,  die  yon  einem  Pankte 
T  der  Tangente  von  K'  in  M  ausgeht 

Berflhren  die  von  T  an  JT  gehenden  Tangenten  in  ß  und  ^, 
und  sind  ß'  und  /  ihre  Projeetionen  auf  K'  von  Jf  aus,  so  liegt 
auf  der  Tangente  der  Schnittpunkt  x  von  ßy  und  j9'/.  x  bewegt 
sich  projeetiviscb  zu  T  über  einen  Kegelschnitt.  Beide  Reihen  haben 
einen  Punkt  entsprechend  gemein.  Dass  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  kann  man 
(bekanntlich)  durch  Berufung  auf  einen  räumlichen  Satz  beweisen, 
nach  dem  eine  Geradenschar  eines  Hyperboloids  auf  einem  Kegel- 
schnitt desselben  und  auf  irgend  einer  Geraden  der  anderen 
Schar  projectivische  Beihen  ausschneidet 

Der  zweite  Abschnitt  hat  wegen  der  zahlreichen  Entlehnun- 
gen aus  analytisch-geometrischen  Entwickelungen  ein  geringeres 
Interesse.  Geometrisch  wird  jedoch  bewiesen,  dass  jede  Doppel- 
ebene des  Gomplexes  eine  Tangentialebene  eines  der  vier  Kegel 
sein  muss,  die  mit  den  gegebenen  Flächen  zu  demselben  Bdscbel 
gehören,  und  dass  der  Doppelpunkt,  in  den  der  zugehörige 
Gomplexkegelschnitt  ausartet,  in  der  Ebene  des  beiden  Flächen 
gemeinsamen  Poltetraeders  liegt,  welche  der  Spitze  des  ge- 
nannten Kegels  gegenfiberliegt 

Auffällig   ist  der   Gebranch,   das   Wort   „imaginär''    durch 
„unsichtbar''  zu  ersetzen.  E.  K. 


F.  DEL  Pbzzo.     Intorno  alla  rappresentazione  del  com- 
plesso    lineare    di   rette   suUo  spazio   di  punti  a    tre 

dimensioni.      Palermo  Reod.  I.  157-164. 

Eine  Abbildung  des  linearen  Strahlencomplexes  C  kann  be- 
wirkt werden,  wenn  man  ihn  mit  dem  dreistufigen  Netz  der 
Hyperboloide  in  Verbindung  bringt,  die  einen  Strahl  w  desselben 
und  einen  dazu  windschiefen  w'  enthalten.  Jedes  derartige  Hy- 
perboloid  hat  einen  zu  €o  und  w'  windschiefen  Strahl  mit  dem 
Complex  gemein,  ein  Büschel  bedingt  eine  co  enthaltende  Regel- 
schar und  ein  Netz  zweiter  Stufe  ein  lineares  Strahlensystem. 
Indem  man  das  Netz  der  Hyperboloide  auf  den  Raum  collinear 
bezieht,  kann  man  den  Punkten,  Strahlen  und  Ebenen  desselben 
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die  Strahlen  und  die  (o  enthaltenden  Regelsoharen  und  Strahlen- 
Bysteme  des  Complexes  zuweisen.  Strahlen  von  C,  welche  €o  und  w' 
zugleich  treffen,  bestimmen  mit  diesen  Geraden  Ebenenpaare, 
welche  als  Hyperboloide  durch  Punkte  eines  Kegelschnittes  K* 
dargestellt  werden.  Jede  K*  treffende  Gerade  reprftsentirt  einen 
Strahlenbüschel  des  gegebenen  Gomplexes  und  damit  zu  gleicher 
Zeit  die  Ebene  und  das  Centrum  desselben.  C  und  der  Complex 
der  K*  treffenden  Geraden  stehen  also  in  der  merkwürdigen 
Beziehung,  dass  ein  jeder  auf  den  Raum  des  anderen  eindeutig 
bezogen  ist.  Den  Tangenten  einer  in  C  liegenden  Curve  n**'  0. 
(und  n^  Kl.)  vom  Range  r  entsprechen  die  Punkte  einer  Curve  von 
der  Ordnung  r  und  dem  Range  2r.  Sie  trifft  die  Ebene  n  von  K^ 
nur  auf  £',  und  von  jedem  Punkte  von  K^  gehen  n  Tangenten 
derselben  aus.  Die  Zahlen  modificiren  sich,  sobald  w  die  gege- 
bene Curve  berührt  und  schneidet  Einer  Raumcurve  3.  0.  mit 
der  Tangente  oi  entspricht  eine  andere,  die  K^  sich  in  einem 
Punkte  anschmiegt,  und  deren  Tangenten  K*  treffen.  Hieraus 
leitet  Herr  P.  ab,  dass  ein  Leitstrahl  eines  Nullsystems  an  eine 
in  ihm  liegende  Raumcurve  3.  0.  eine  äquianharmonische  Gruppe 
von  Tangentialebenen  sendet.  E.  K. 


J.  Conti.     Solle  congruenze  generate  da  una  coppta  di 
piani  in  corrispondenza  doppia.      Palermo  Read.  i.  230-240. 

Entspricht  einem  Punkte  der  Ebene  P  ein  Punkt  der  Ebene 
P',  einem  Punkte  von  P'  ein  Punktepaar  von  P  und  einer  Geraden 
der  einen  Ebene  eine  Curve  n^'  Ordnung  vom  Geschlechte  p  der 
anderen,  so  besteht  zwischen  den  Ebenen  P,  P'  eine  Verwandt- 
schaft [1,  2]  von  der  Ordnung  n  und  dem  Geschlechte  p.  Zwei 
derartig  auf  einander  bezogene  Ebenen  erzeugen  ein  Strahlen- 
system (fi-)-3)^''  Ordnung  n^'  Klasse  mit  den  singulären  Ebenen 
P,  P',  und  zwar  umhüllen  die  in  P  gelegenen  Strahlen  desselben 
eine  rationale  Curve  2 n**' Ordnung  (w+l)*«' Klasse,  die  in  P' 
gelegenen  eine  Curve  2(n+p+  1)^'  Ordnung  («-f-2)'"  Klasse  vom 
Geschlechte  p,  beide  Curven  berühren  den  n-fachen  Strahl  (P,  P') 
des    Strahlensystemes    in    n  Punkten.      Singulare    Punkte    des 
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Strablensystemes  sind  die  Hauptpunkte  von  P,  ihre  Verbindangs- 
geraden  mit  denen  von  P'  ergeben  sieh  als  T-iache  Strahlen  des- 
selben, wenn  die  einem  Hauptpunkte  der  ersteren  £bene  ent- 
sprechende  Hauptcurve  in  der  anderen  Ebene  T-mal  durch  den 
in  Frage  kommenden  Hauptpunkt  hindurchgeht  Die  Brennfläcbe 
des  Stahlensystems  ist  von  der  2(2n  +  p  -h  1)^°  Ordnung 
(4(ii— l)  +  2p)»"  Klasse,  (2«-l)-fach  berührt  sie  P,  2(ii+p— 1> 
fach  F  und  doppelt  jeden  Strahl  des  Systems  Js. 


F.  Amodbo.     Sopra  un   particolare   connesso    (2,2)    con 
due  punti  singolari  e  due  rette  singolari.       Nap.   Rend. 

(2)  I.  216-220,  Batt.  G.  XXV.  321-332. 

Der  erste   dieser  Aufsätze   enth&lt   eine  Zusammenstellang 
von  Resultaten,  welche  in  dem  zweiten  näher  begrQndet  werden. 

Anschliessend   an   eine  seiner   früheren  Arbeiten    über   die 
zwei    feste    Kegelschnitte    doppelt    berührenden    Kegelschnitt- 
Systeme  untersucht  der  Herr  Verfasser  den  Connex  (2,2),  welcher 
mit  einem  dieser  Systeme  in  enger  Verbindung  steht.    Es  seien 
g>^  und  9>,  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte,  F  ein  Eckpunkt 
des   gemeinsamen  Poldreiecks   und  f  seine  Polare.     Die  Reihe 
der  Kegelschnitte  ^,   welche  9),    und  9),  doppelt  berühren   und 
deren    Bertthrungssehnen   mit   (f^    und    q>,  durch   den   Punkt  F 
gehen,   werden  betrachtet.     In  Bezug   auf  die  Kegelschnitte  tfß 
bilden  die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  Ä  der  Ebene  einen 
Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  or  und  die  Pole  einer  Geraden 
ß  einen  Kegelschnitt  2.    Hierdurch  ist  jedem  Punkte  der  Ebene 
ein  Strahlenbüschel   zweiter  Ordnung   und  jeder  Geraden    eine 
Curve  zweiter  Ordnung   zugewiesen,   also   ein  Connex  (2,2)  be- 
stimmt.     Die  Curven  a   berühren   alle  zwei    in  F  zusammen- 
treffende  Geraden  (das  Linienpaar  des  Büschels  (9>,9>,)),   und 
die  Gurren  S  enthalten  alle  zwei  auf  f  liegende  Punkte  (das 
Punktepaar  der  Schar  (9>,  9>,)).     Es  werden  nun  die  Singulari- 
täten  des   Gonnexes    näher    bestimmt,    also  die    Geraden   and 
Punkte    bestimmt,    deren    Polarkegelschnitte    zerfallen,    sowie 
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der  Ort  der  Geraden  und  Punkte,  welche  Teile  von  Curven  S 
oder  a  sind.  Fttr  die  Reibe  (fr)  der  Kegelschnitte  S^  welche 
einem  Bflschel  erster  Ordnung  P  von  Geraden  $  entsprechen, 
wird  die  Charakteristik  (2,3)  gefunden.  Die  Einhüllende  einer 
Reibe  (n)  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung.  Die  Reibe  (n)  und 
der  BQscbel  P  sind  projectiv  auf  einander  bezogen  und  erzeugen 
eine  Curve  vierter  Ordnung  C^,  welche  in  P  einen  Doppelpunkt 
bat.  Die  Tangenten  von  C^  in  P  sind  die  beiden  Hauptcoin- 
cidenzstrahlen  des  Connexes.  Der  Ort  der  Cuspidalpunkte  aller 
C^  ist  eine  Curve  0  sechster  Ordnung,  welche  zugleich  der  Ort 
der  Inflexionspunkte  aller  Curven  C\  ist,  welche  durch  reciproke 
Construction  erbalten  werden. 

Am  Schlüsse  der  zweiten  Arbeit  wird  darauf  aufmerksam 
gemacht,  wie  sich  der  Connex  durch  besondere  Lagen  der  g>^ 
und  9>,  zu  einander  und  bei  etwaigem  Zerfallen  dieser  Curven 
specialisirt.  W.  St 


A,  DEL  Re.  Sulla  congruenza  (6,2)  delle  rette  che 
uniscono  le  coppie  di  punti  omologhi  di  due  qua- 
driche,  che  si  corrispondono  in  una  determinata  omo- 

grafia.      Palermo  Read.  I.  290-292. 

In  diesem  Aufsatze  werden  die  Ordnung  und  Klasse  des 
im  Titel  angegebenen,  bereits  in  seinen  wichtigsten  Eigenschaften 
bekannten  Strahlensystems  sowie  die  Ordnung  und  Klasse 
seiner  Brennfläche  auf  synthetischem  Wege  bestimmt 

W.  St. 


P.   H.  SceoüTE.      Etüde    g^ometrique    d'un    complexe. 

C.  B.  CIV.  1055-1057. 

Der  Herr  Verfasser  behandelt  hier  den  Complex  vierter 
Ordnung  von  Geraden,  deren  Abstände  von  zwei  festen  gegebenen 
Geraden  /  und  /'  in  einem  gegebenen  Verhältnis  f  stehen.  Der 
Complexkegel  fflr  einen  beliebigen  Punkt  P  ist  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelgeraden,  von  welchen  zwei  parallel  zu  /  resp.  t 

FortMbr.  d.  Math.  XIX.  3.  42 
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sind,  die  dritte  aber  /  und  P  schneidet  Die  Gomplexcurye  der 
beliebigen  Ebene  n  hat  zwei  Doppeltangenteu,  von  welchen  die 
eine  unendlich  weit  Hegt,  während  die  andere  /  und  T  schneidet. 
Es  werden  nun  die  Haupt-Ebenen  und  -Punkte  des  Gomplexee  an- 
gegeben. Es  giebt  ein  singulftres  orthogonales  Hyperboloid  H\ 
für  dessen  Punkte  der  Complexkegel  in  zwei  Kegel  zweiter  Ord- 
nung zerfällt.  Alle  Strahlen  des  Gomplezes  treffen  dieses  Hyper- 
boloid in  reellen  Punkten  etc.  Die  Sätze  sind  ohne  Beweise  mit- 
geteilt. Diese  wird  der  Herr  Verfasser  in  den  Annales  de  TJ^lcole 
Polytechnique  de  Delft  demnächst  auf  analytischem  Wege  bringen. 

W.  St 

P.  H.  ScHOüTB.     8ur   le  complexe   des   droites   dont  les 
distances  k  deux  droites  donn^es  sont  entre  elles  dans 

un   rapport  CODStant.      Deirt.  Ann.  de  TEo.  Pol.  III.  52-90. 

Nach  Anleitung  von  Pltlcker's  „Neuer  Geometrie  des  Banmes 
gegründet  auf  die  Betrachtung  der  geraden  Linie  als  Ranm- 
elcment^  handelt  der  Verfasser  tlber  Complexflächen  und  ihre 
Doppelcurven.  Eingehender  wird  eine  Begelfläche  von  der  vierten 
Ordnung  betrachtet,  bei  der  die  Entfernungen  der  beschreibenden 
Geraden  von  zwei  gegebenen  Geraden  ein  constantes  Verhältnis 
haben.  Im  ersten  Teil  werden  auf  synthetischem  Wege  die 
geometrischen  Eigenschaften  der  Oberfläche  abgeleitet:  die  Doppel- 
curve,  die  Hauptpunkte  und  die  Hauptebenen  bestimmt  Zam 
Schluss  werden  die  besonderen  Fälle  behandelt,  welche  von  den 
Verhältnissen  zwischen  den  drei  in  der  Aufgabe  vorkommenden 
Parametern  abhängen,  namentlich  das  gegebene  Verhältnis  der 
Winkel  zwischen  den  Geraden  und  ihr  Abstand.  So  entstehen 
acht  Fälle,  die  besonders  betrachtet  werden. 
I  In  einem  Anhang  werden  die  erhaltenen  Resultate  auf 
analytischem  Wege  bestätigt  und  erläutert  6. 


A.   DEL   Rb.      Alcune    proprietä   geometriche,    che    po- 
trebbero  essere  utili  nella  teorica  dei  sistemi  di  raggi 

luminosi.      Palermo  Reud.  1.  284-289. 
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Ist  S  der  Mittelpunkt  eines  festen  Lichtstrahlenbündels  and 
fi  eine  beliebige  Ebene,  so  bilden  alle  an  n  refleetirten  Strahlen 
einen  zweiten  Strahlenbaschel,  dessen  Strahlen  p  der  Ebene  n 
entsprechend  heissen.  Eine  beliebige  Gerade  p  hat  unendlich 
?iele  ihr  entsprechende  Ebenen  n^  welche  einen  parabolischen 
Cylinder  umhQllen.  Diese  Correspondenz  wird  näher  untersucht. 
Ist  ferner  s  eine  leuchtende  Gurve,  so  entspricht  in  analoger 
Weise  einer  Ebene  n  ein  Complex  von  Strahlen  und  einer  Ge- 
raden p  eine  Fläche,  welche  von  oc^  parabolischen  Gylindern 
umhflUt  wird.  Auch  diese  Correspondenz  wird  näher  untersucht, 
und  dann  werden  folgende  Probleme  gelöst: 

1.  Ein  leuchtender  Punkt  S  sendet  Strahlen  aus,  welche 
an  einer  algebraischen  Fläche  S"  n^'  Ordnung  refiectirt  wel*den; 
man  soll  die  Ordnung  des  refleetirten  Strahlensystems  bestimmen. 

2.  Die  Punkte  einer  algebraischen  leuchtenden  Gurve  s  der 
Ordnung  m  senden  Strahlen  aus,  welche  an  der  Fläche  S"  re- 
fleetirt  werden;  man  soll  den  Grad  des  refleetirten  Strahlen- 
complexes  bestimmen.  W.  St. 


L.   ßiANCHi.      Sopra   i    sistemi    doppiamente  infiniti    di 

raggi   (CoDgruenze).      Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  Uli.  369-370. 

In  dieser  Mitteilung  untersucht  der  Verfasser  eine  inter- 
essante Klasse  von  Gongruenzen,  nämlich  diejenige,  bei  welisher 
der  Abstand  der  Brennpunkte  und  derjenige  der  Grenzpunkte 
constant  ist.  Er  spricht  folgende  Sätze  aus,  welche  er  dann  in 
den  Annali  di  Mat.  bewiesen  hat: 

„Wenn  bei  einer  Gongruenz,  deren  Brennpunkte  reell  sind, 
der  Abstand  der  Brennpunkte  constant  gleich  k  und  auch  der 
Abstand  der  Grenzpunkte  constant  gleich  R  (^k)  ist,  so  sind 
beide  Brennflächen  der  Gongruenz  von  constanter  negativer 
Krümmung  =  -1/fi»". 

^Wenn  eine  Oberfläche  S  von  constanter  negativer  Krümmung 
=  —1/A'  willkürlich  gegeben  ist,  und  wenn  man  die  Gonstante 
k^R  festgesetzt  hat,  so  giebt  es  stets  oo'  Gongruenzen  von  der 
gewollten  Art,    welche   die  Oberfläche  S   als    gemeinschaftliche 

42* 
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Brennflache  besitzen.    Die  Bestimmung  dieser  Gongruenzen  hängt 
von  der  Integration  einer  Riccati'schen  Gleichung  ab.**     La.  (Lp.) 


C.  JuBL.     Om    Sämlingen    af   Linier,    hvoraf  en   given 
Kugle  afskjärer  Korder,  som  ses  under  en  ret  Vinkel 

fra  et  givet  Punkt.      Zenthen  T.  (5)  V.  141-148. 

Es  wird  gezeigt,  dass  alle  Sehnen  in  einer  gegebenen  Kugel, 
die  von  einem  gegebenen  Punkte  aus  unter  einem  rechten  Winkel 
erscheinen )  einen  quadratischen  Gomplex  bilden.  Die  Complex- 
curve  ist  ein  Kegelschnitt,  dessen  Brennpunkte  die  Projecdoneo 
des  Centrums  der  gegebenen  Engel  und  des  gegebenen  Punktes 
auf  die  Ebene  des  Kegelschnittes  sind.  Der  Gomplexkegel  für 
einen  willkürlichen  Punkt  ist  ein  quadratischer  Kegel,  dessen 
Brennlinien  die  Verbindungslinien  des  Punktes  mit  dem  gegebenen 
Punkte  und  dem  Gentrum  des  Kegels  sind. 

Die  Singularitätenfläche  besteht  aus  einem  Umdrebungs- 
hyperboloide,  dessen  Brennpunkte  der  gegebene  Punkt  und  das 
Gentrum  der  gegebenen  Kugel  sind,  und  einer  Kugel,  deren 
Durchmesser  die  erste  Axe  des  Umdrehungshyperboloids  ist 
Zuletzt  wird  der  Satz  bewiesen: 

Die  Linien,  auf  welchen  eine  Kugel  mit  dem  Centrum  A 
Sehnen  abschneidet,  die  vom  Punkte  B  aus  unter  einem  rechten 
Winkel  erscheinen,  sind  dieselben  wie  die,  auf  welchen  eine 
ebenso  grosse  Kugel  mit  dem  Centrum  B  Sehnen  abschneidet,  die 
von  A  aus  unter  einem  rechten  Winkel  erscheinen.  V. 


P.  H.  ScHOUTE.     Sur  uu  complexe  du  troisi&me   ordre. 

A88.  Fran^.  (Toulouse)  189-197. 


C.  Arnold.     Einige  Untersuchungen   über  quadratische 

Strahlencomplexe.       Strassburg.  Trnbner.   (88  S.) 

W,  St 
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D.    Gebilde  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 

F.  Ä.  AscHiBRi.     Sulla  curva  normale   di   uno  spazio  a 
quattro  dimensioni.     Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  IV.  172-180. 

Cremona   e  Battaglini  relatore.     Relazione.    Ib.  171. 

In  dieser  Abhandlung  kann  man  zwei  verschiedene  Teile 
unterscheiden. 

Der  erste  hat  die  Erforschung  der  Haupteigenschaften  der 
rationalen  Normaicurve  im  vierdehnigen  Räume  zum  Gegenstande. 
Nachdem  der  Verfasser  an  die  Erzeugung  der  kubischen  Raum- 
enrve  unseres  Raumes  durch  zwei  projective  Strahlenbündel  er- 
innert und  aus  ihr  die  bekannte  Darstellung  der  Coordinaten 
ihrer  Punkte  als  Functionen  eines  Parameters  erhalten  hat,  zeigt 
er^  dass  diese  Betrachtungen  auf  den  vierdehnigen  Raum  er- 
weitert werden  können  und  zu  den  Haupteigenschaften  der 
rationalen  Normaicurve  dieses  Raumes  führen.  Darauf  be- 
schäftigt er  sich  mit  den  ein-,  zwei-,  dreidehnigen  Räumen,  welche 
bezw.  durch  zwei,  drei,  vier  Punkte  der  Curve  bestimmt  werden, 
und  verweilt  insbesondere  bei  denjenigen  Fällen,  bei  denen  alle 
oder  einige  dieser  Punkte  zusammen  fallen;  er  zeigt,  dass  die 
Punkte  und  die  dreidehnigen,  die  Curve  osculirenden  Räume 
sieh  als  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  entsprechen  (dies  ist  übrigens  nur  ein  beson- 
derer Fall  eines  wohl  bekannten  Clifford'schen  Theorems);  er 
findet  die  allgemeine  Gleichung  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  die  Curve  gehen,  und  giebt  die  geometrische  Deu- 
tung für  die  Invarianten  der  linken,  als  Function  eines  Para* 
meters  betrachteten  Seite  der  Gleichung  der  osculirenden  Ebene. 

Im  zweiten  Teile  der  Arbeit  entwickelt  der  Verfasser  eine 
neue  Abbildung  des  Linienraumes  auf  einem  linearen  vier- 
dehnigen Räume;  hierzu  gelangt  er  in  folgender  Weise.  Man 
stelle  ein  projectives  Entsprechen  zwischen  den  Punkten  der 
Normaicurve  C\  des  vierdehnigen  Raumes  2^  und  denen  einer 
kubischen  Raumcurve  €*  unseres  dreidehnigen  Raumes  2*,  auf; 


662   VIII.  AbschDitt.     Beioe,  elementare  n.  syothetiBche  Geometrie. 

demzufolge  besteht  eine  projeetive  Verwandtschaft  zwischen  2^ 
und  jedem  BQndel  (Gebilde  von  2^^  welches  einen  Punkt  zum 
Träger  hat),  der  einen  Punkt  von  CJ  als  Mittelpunkt  hat,  z.  B. 
zwischen  2*,  und  einem  der  erzeugenden  BQndel  S'S"  dieser 
Gurve.  Demnach  sieht  man  leicht  ein,  dass  durch  jeden  Punkt 
von  2^  zwei  zugeordnete  Ebenen  von  S'  und  S"  gehen;  gemäss 
dem  Vorangehenden  hat  diejenige  dieser  Ebenen,  welche  zu  S' 
gehört,  als  ihr  in  ü^  entsprechend  eine  bestimmte  Gerade.  Um- 
gekehrt wird  in  2^  eine  Gerade  ausgewählt,  so  besitzt  sie  in  S* 
eine  entsprechende  Ebene,  welche  durch  die  ihr  in  S"  ent- 
sprechende Ebene  in  dem  jener  Geraden  entsprechenden  Punkte 
geschnitten  wird. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  einer  Geraden  aus  2^  mit 
Pik  und  die  des  entsprechenden  Punktes  aus  2^  mit  a?„  so  sind 
die  Formeln,  mittels  deren  man  von  einer  Geraden  aus  2^, zu 
dem  entsprechenden  Punkte  aus  2^  übergeht,  die  folgenden: 


PssPai  +  PuPti-Pji  PaiPii  +  PuP24  PiiPm^ P?4 


^4  _  ^S 


-PiiPu-PuPu  PiiPii+PiaPj4— P?3    ' 

und  die  umgekehrten  Formeln  sind: 


Pi4  _  Pu Pr 


u 


—  Pu Pi» 


^%^6  $     i  16  4 


Die  Abbildung  des  Hrn.  Aschieri  unterscheidet  sich  von  der 
bekannten,  zu  welcher  man  durch  eine  Projection  der  quadrati- 
schen, ans  den  Geraden  des  Raumes  bestehenden  Mannigfaltig- 
keit von  einem  ihrer  Elemente  aus  gelangt.  Dies  kann  man  auf 
verschiedene  Arten  einsehen,  z.  B.  indem  man  darauf  achtet, 
dass  in  der  Verwandtschaft  des  Hrn.  Aschieri  einem  ein-,  zwei-, 
dreidehnigen  Räume  bezw.  eine  Regelsehar,  eine  Gongruenz 
dritter  Ordnung  und  erster  Klasse,  ein  tedraedraler  Complex 
entsprechen.  La.  (Lp.) 
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G.  BoRDiGA.      La  superficie  del  6"  ordlne  coii   10  rette, 
nello  spazio  A4  e  le  sue  projezioni  nello  spazio  ordi- 

nario.      Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  IIL  182-203. 

Vier  projeetive  Gebilde  zweiter  Stufe,  welche  aus  dreideh- 
nigen  Räumen  des  vierdehnigen  Raumes  R^  bestehen,  erzeugen 
durch  die  Schnitte  entsprechender  Elemente  eine  zweidimensionale 
Oberfläche,  von  der  mehrere  wichtige  Eigenschaften  durch 
Hrn.  Veronese  in  No.  61  seiner  Abhandlung  „Behandlung  pro- 
jectivischer  Verhältnisse  etc.**  (Math.*  Ann.  XIX;  F.  d.  M.  XIII. 
1881.  485)  angegeben  sind.  Projicirt  man  diese  Oberfläche  auf 
einen  dreidehnigen  Raum,  so  kommt  man  zu  Oberflächen  unseres 
Raumes,  von  denen  einige  bekannt  sind,  andere  in  No.  62  der 
angezogenen  Abhandlung  betrachtet  wurden.  In  der  zu  bespre- 
chenden Arbeit  beabsichtigt  Hr.  Bordiga,  den  synthetischen  Be- 
weis der  Veronese'schen  Ergebnisse  beizubringen  und  letztere 
zu  Yeryollständigen. 

Wenn  die  vier  Gebilde  in  einer  ganz  allgemeinen  Lage  sind, 
so  ist  die  von  ihnen  erzeugte  Oberfläche  von  der  sechsten  Ord- 
nung und  enthält  sechs  Oerade,  sechs  ebene  Curven  dritter  Ord- 
nung und  45  Kegelschnitte.  Sie  kann  auf  einer  Ebene  eindeutig 
abgebildet  werden;  jeder  Geraden  der  Bildebene  entspricht  eine 
rationale  Normälcurve  vierter  Ordnung;  jedem  Schnitte  der  Ober- 
fläche durch  einen  dreidehnigen  Raum  entspricht  auf  der  Ebene 
eine  Curve  vierter  Ordnung,  die  durch  10  Punkte  geht  (Grund- 
pnnkte  der  Abbildung). 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  vier  entsprechende  Räume 
der  erzeugenden  Gebilde  eine  Ebene  gemeinschaftlich  haben; 
zur  erzeugten  Fläche  gehört  dann  eine  Ebene,  und  der  Qbrige 
Teil  ist  eine  Oberfläche  fünfter  Ordnung  jP,%  die  einen  singulären 
Punkt  und  14  paarweise  in  sieben  Ebenen  gelegene  Gerade  besitzt. 
Es  kann  auch  im  besonderen  Falle  geschehen,  dass  zwei  oder 
drei  Quaternen  entsprechender  Räume  eine  Ebene  gemeinschaft- 
lich haben;  von  der  Oberfläche  F^  trennen  sich  somit  zwei  oder 
drei  Ebenen  ab,  und  es  bleibt  eine  Fläche  F^  oder  FJ  vierter 
bezw.  dritter  Ordnung  übrig. 
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Ausser  den  Besonderheiten  dieser  Art  kann  die  Fläche  F^ 
wegen  der  besonderen  Lagen  der  Grandpunkte  ihrer  Abbildang 
noch  andere  zeigen;  dann  enthält  die  Fläche  Linien,  welche  sie 
sonst  im  allgemeinen  nicht  besitzt. 

Wenn  man  nach  Annahme  eines  Punktes  ausserhalb  der 
Oberfläche  FJ  sie  auf  einen  dreidehnigen  Raum  projicirt,  so  er- 
hält man  im  allgemeinen  eine  Oberfläche  6**'  Ordnung  und  27***' 
Klasse  mit  einem  dreifachen  Punkte,  einer  Doppelcurve  siebenter 
Ordnung  und  dritten  Geschlechtes,  10  Geraden  und  45  Kegel- 
schnitten. Die  Abwickelbare,  welche  von  den  die  Fläche 
in  den  Punkten  der  Doppelcurve  berührenden  Ebenen  umhdllt 
wird,  ist  von  der  25*^*^°  Klasse,  während  die  parabolische  Curve 
vom  40***"  Grade  und  vom  Geschlechte  97  ist.  Unter  den  Ober- 
flächen, die  man  durch  Annahme  des  Projectionscentrums  ausser- 
halb der  Fläche  F\^  aber  iu  besonderen  Lagen  erhält,  wollen 
wir  die  mit  einer  Doppelgeraden  und  einer  Doppelcurve  sechster 
Ordnung  anführen;  die  mit  einer  dreifachen,  zwei  Doppel-Geraden 
und  einem  Doppel-Kegelschnitt;  endlich  die  mit  einer  dreifachen 
Geraden  und  einer  Doppelcurve  4.  0.  —  Liegt  dagegen  das  Pro- 
jectionscentrum  auf  der  Oberfläche  Fl  so  bekommt  man  eine 
Oberfläche  5.  0.  mit  11  Geraden  und  einer  Doppelcurve  3.  O.; 
durch  Annahme  des  Projectionscentrums  in  passender  Lage 
kann  man  die  Anzahl  der  Geraden  der  Fläche  auf  12  oder  13 
bringen. 

Es  werde  nun  die  F\  projicirt.  Liegt  das  Projectionscentfum 
ausserhalb  der  Fläche,  so  erhält  man  im  allgemeinen  eine  Fläche 
fünfter  Ordnung,  welche  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster 
Art  als  Doppelcurve  besitzt;  aber  diese  Curve  kann  in  eine  drei- 
fache und  eine  doppelte  Gerade  zerfallen,  in  ein  räumliches 
Vierseit,  oder  in  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  und  eine  ihrer 
Sehnen,  wenn  man  das  Centrum  in  besonderen  Lagen  wählt. 
Liegt  das  Projectionscentrum  auf  Fl  selbst,  so  ist  die  Pro- 
jection  nur  noch  eine  Fläche  4.  0.  mit  einer  Doppelgeraden. 

Projicirt  man  FJ,  so  erhält  man  eine  Oberfläche  vierter 
Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt,  oder  eine  Fläche  dritter  Ord- 
nung, je  nachdem  das  Centrum  ausserhalb  oder  auf  F^  liegt.. 
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Da  endlich  die  erw&hnte  F*^  geradlinig  ist,  so  sind  ihre  Pro- 
jeetionen  geradlinige  Flächen  dritter  oder  zweiter  Ordnung. 

La,  (Lp.) 

V«  Schlegel.     Sur  un  th^or^me  de  g^om^trie  ä  quatre 

dimensions.      Ass.  FraD9.  (Tonloase.)  264-266. 

Im  yierdimensionalen  Räume  eutspricht  dem  Parallelogramm 
und  dreiseitigen  Prisma  ein  Gebilde,  begrenzt  von  zwei  in  paral- 
lelen Räumen  gelegenen  congruenten  Tetraedern  und  vier  drei- 
seitigen Prismen.  Der  Verf.  zeigt,  wie  dieses  Gebilde  durch  drei 
schneidende  Räume  in  vier  inhaltsgleiche  FOnfzelle  zerlegt  wer- 
den kann,  woraus  sich  die  Inhaltsbestimmung  für  das  FQnfzell  in 
analoger  Weise  wie  fdr  das  Dreieck  und  Tetraeder  ergiebt.    Schg. 


P.  Cassani.     Geometria  pura  degli  spazi  superiori. 

Yen.  At.  Atti.  (9)  IL  423-436. 

Fortsetzung  der  gleichbetitelten  Arbeit,  Ober  deren  fünf  erste 
Abschnitte  in  F.  d.  M.  XVIL  1885.  809.  berichtet  wurde.  Der 
vorliegende  Aufsatz  bringt  im  sechsten  Abschnitt  die  Erweiterung 
der  elemeotaren  Geometrie  des  yierdimensionalen  Raumes  auf 
das  it-dimensionale  Gebiet  in  einer  durch  Form  und  Inhalt  mit 
der  früheren  wesentlich  analogen  Darstellung.  Der  siebente 
(Schluss-)  Abschnitt,  enthält  Sätze  Ober  das  Schneiden  von  nicht 
linearen  Räumen,  namentlich  auch  von  Linien  und  Flächen  inner- 
halb eines  Raumes  von  höherer  Dimensionenzahl.  Schg. 


E.  Bertinl  Costruzione  delle  oinografie  di  uno  spazio 
lineare  qualnnque.  Lomb.  ist.  Read.  (2)  XX.  650-666. 
In  der  Absicht,  rein  geometrisch  die  Homographien  des 
Raumes  S»  mit  allen  möglichen  besonderen  Charakteristiken  zu 
construiren,  zeigt  Herr  B.  (§  1)  zunächst,  wie  die  Homographie 
mit    der    Charakteristik    (e,,    e„   e,,    ...,    e«)    zu    bilden    ist, 

(^1+^8  + h  ^A  =  w+1).     Diese  von  Herrn  Segre  eingeführte 

Bezeichnung  drückt  aus,  dass  nur  h  sich  selbst  entsprechende 
Punkteil,,  il„  ...,  ilA  vorkommen,  dass  aber  ferner  für  Ai  eine 
Folge  von  Räumen  5,.-i,  5^,-2,  ...,  S„  Ai  von  der  Art  existirt, 
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dass  jeder  von  ihnen  der  einzige  sich  selbst  entsprechende  Raum 
dieser  Stufe  in  den  vorhergehenden  Räumen  ist  Ferner  ist  an- 
zunehmen, das  S,,-!,  S^_i,  ...,  S^^-i  den   Grundraum  Sn   con- 

stituiren.  Um  eine  so  geartete  collineare  Beziehung  einzuleiten, 
nimmt  Herr  ß.  von  den  n-\'2  verfQgbaren  Punktepaarea  h 
mit   il„  i4„  ...,  Ah   identisch,    e^  —  l   weitere   in    S,.-i,  5^,-2, 

S,^-3,  ...,  S,    an;    es    mögen    in    S,._r   Pi^-r,  P^-n  ^u-r  «o 

liegen,  dass  5e^_r-i  und  Se^_r-2  P^J^-r  die  Räume  S^^^-a  Pi^-r 

und  S^^^r-i  Pe\^r  harmouisch  trennen,  dass  ferner  P'^^^r  Pe\^r 

und  P".^r  Pel-r  dcu  Raum  S«.-r-i  in  den  Punkten  i^i^-r-i  und 

Py^.r-i  treffen.   Alsdann  setzt  Herr  B.  entsprechend  je  zwei  Punkte 

Pi^_r,Pi',-r.     Da  hierbei  t  die  Werte  1,  2,  ...  A,  r  die  Werte 

1,  2,  3,  ,..,  Ci   annehmen    kann,    wenn    P^V-i^  und   P«'^-^   mit 

Ai  zusammenfallen,  so  ist  noch  ein  weiteres  Punktepaar  ver- 
fügbar. Herr  B.  setzt  als  entsprechend  irgend  zwei  Punkte 
B   und    B\    die    bezw.    mit    Pi;-i,    P'l,^i,    ...,    Py^-i    und 

p;'Li,  P'^'-i,  ...,  P;;U  in  einem  Si'_i  bezw.  Si'i,  liegen.  Da 
jeder  S,^-r  sich  selbst  entspricht,  so  müssen  SV-i  und  S£l.i  ein- 
ander entsprechen,  denn  sie  sind  die  einzigen  von  B  und  B 
ausgehenden  Räume,  die  5^.-1,  <S«,-i,  ...,  ^^^-^  zugleich  treffen. 
Hieraus  folgt,  dass  auch  P^J^^r  und  P«7-^  ^^  jedes  t  und  r  ein- 
ander entsprechen.    Da  die  projectivischen  Büschel 

^#^-r-2(P#^— r— 1    Pti^r   Pt^^r    •  •  •) 
A  ^#j— r— 2(Pej— r-l    Pe^—r   Pe^^r    •  •  •) 

nur  das  eine  Doppelelement  Se^-r--2  PJ<-r-i  oder  S,^-r-i  be- 
sitzen, so  sind  iS«^-2)  ^#{-3)  •••,  5«^.«^  =  il^,  wirklich  die  ein- 
zigen Gebilde  ihrer  Stufe,  die  je  in  den  vorangehenden  Räu- 
men und  in  S«.-.i  sich  selbst  entsprechen. 

Es  zeigt  sich,  dass  nur  in  dem  Räume  A^A^A^  ...  Am  wei- 
tere Doppelpunkte  vorkommen  'können,  und  zwar  nur  dann, 
wenn  besondere  Annahmen  über  die  Lage  von  B  und  B*  gemacht 
werden.    Sind  diese  nicht  erfüllt,  so  sind 

S^ti  =  S*,— 1   Se^^i  S^-i   .  .  .   Se^_j— 1  S«j-.2  S,^^j— 1    .  .  .   Äe^— l 
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(i  =  I,  2,  3,  . . .,  A)  die  einzigeo  sich  selbst  entsprechenden 
Riame  (ii—l)'*' Stufe;  wenn  «i  =  1  ist,  so  wird  Ai  in  S('2i  ^I^  i^i<^ht 
vorkommend  gedacht.     5^*1^   ist   zu  Ai   conjugirt  (nach   Herrn 

Segre's  Bezeichnung),  das  heisst,  irgend  zwei  von  Ai  ausgehende 
Reihen  entsprechender  Punkte  sind  hinsichtlich  eines  auf  S^*l^^ 

liegenden  Centrums  perspectivisch.  Jeder  sich  selbst  entspre- 
chende Raum  wird  durch  einzelne  der  Räume  S^.-r  constituirt. 

Herr  B.   stellt   nun  eine  Uomographie  mit  beliebiger  Cha- 
rakteristik 

[(^n  ^tj  •  •  M  «*,)(/i»  fv  '  •  •)  fO  •  •  •  (Sn  9%^  •  •  M  9tnJ] 
her.  Diese  Bezeichnung,  nach  Herrn  Segre's  Vorgang  gewählt, 
soll  anzeigen y  dass  A^A^  ...  ^4*,,  Ak^^iAk^^^  ...  /4*+/,,  ..., 
iiA-iB,+i^A-m,+2  ...  i^A  Fundamentalräume  der  Homographie  sind, 
die  nur  sich  selbst  entsprechende  Punkte  enthalten,  während 
überdies  bei  Aj,  il„  ...,  An  alles  beim  Alten  bleibt.  Ist 
e,  >>  ^  ■>«,>•••>  et, ,  so  zeigt  mit  Ai  (t  <  Ä,)  gleiches  Ver- 
halten jeder  Punkt,  der  in  A^  A^  ..,  Ai  vorkommt,  aber  ausserhalb 
Aj  i4, . . .  Ai^v  Ist  aber  ei_i  >  c,  =  «,+i  =  e^  ».^  =  Ci^ >  e^'+i  (%'  <c  k^), 
so  zeigen  alle  Punkte  gleiches  Verhalten,  die  in  A^A^  ...  Ai'^ 
aber  ausserhalb  A^  A^  ., .  Jj-i  vorkommen.  Um  diese  besondere 
Anordnung  zu  erreichen,  braucht  man  nur  die  Punkte  B  und  B* 
besonders  zu  wählen«     Es  werden  nämlich  durch  die  Räume 

Sn^t,  =  Sa,— 2  Sa,_j  ...  S^.^2  S/,-.i  S/,-i  ...  S/^^-l  ...  ^y,— 1  ...  ^^„,,-1 
Sm^^    =    S«,_l  S«,«i  ...  Se^-l  S/,-2  S/,«2  ...   S/^-2   ...    S^,-l  ...  ^^-l 

willkörllche Räume S«_.it,+i,S««Y,_,,  ...,  S«_„,,+i  gelegt;  derS««A+^, 
in  dem  sie  sich  begegnen,  wenn  d  die  Zahl  der  Fundamental- 
rftume  ist,  schneidet  Sa-i  und  SkU  in  Räumen  S^_i  und  SJ(Li, 
in  denen  B  und  B'  gewählt  werden  können.  Jede  von 
S«^,,  S«.e,)  ...,  Sn-m^  ausgehende  Ebene  entspricht  sich  selbst. 
Zu  dem  Fundamental -EbenenbQndel  Sk^^i  mit  dem  Träger  Sn^k, 
gehört  als  Fundamentalraum  mit  der  Charakteristik  (e^e^  ...  Ck^) 
der  Raum  A^A^ . . ,  Ak,^  wie  Herr  B.  dadurch  zeigt,  dass  er  die 
allgemeinen  von  Herrn  Segre  aufgestellten  Bedingungen  an  seinem 
Specialfall  verificirt    Er  bemerkt  noch,  dass,  wenn  die  willkttr- 
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liehen  Elemente  der  Beziehung  passend  angenommen  werden,  die 
absoluten  Invarianten  der  Homographie  vorgeschriebene  Werte 
annehmen. 

Herr  B.  beschäftigt  sich  weiter  mit  den  sich  selbst  entspre- 
chenden K&umen.  Sich  selbst  entsprechen  natürlich  die  Geraden, 
welche  irgend  zwei  der  Fundamentalräume  treffen.  Strahlen 
dieser  Art  mit  nur  einem  Doppelpunkt  gehen  von  jedem  Fun- 
damentalpunkt aus.  Bei  einem  zu  il,  A^  . ..  Ak^  gehörigen  Punkt 
erfüllen  sie  einen  diesen  Raum  enthaltenden  Raum  ft,^  Stufe. 
Die  Gesetze,  welche  im  übrigen  für  einen  solchen  Raum  gelten, 
wechseln  aber  je  nach  der  Zahl  aus  der  Reihe  e,,  0,,  ^«i  •  •  m  ^>,, 
die  dem  betreffenden  Punkte  angehört.  E.  K. 


E.  Bbrtini.     Sülle  scomposizione  di  certe   omografie  in 

Omologie.     Tonoo  Atti.  XXII.  865-866. 

Wenn  eine  collineare  Transformation  im  Räume  n^  Dimen- 
sion eine  (it— l)-dimensionale  Quadrik  in  sich  selbst  überf&hrt, 
so  kann  sie  nach  einem  Satze  von  Herrn  Voss  gewiss  dureh 
eine  Folge  von  n  Projectionen,  central- involutorischen  Trans- 
formationen, ersetzt  werden,  sobald  n  gerade  ist.  Herr  Segre 
hatte  die  Zahl  der  anzuwendenden  Projectionen  nur  auf  n-^-X 
herabzubringen  vermocht  (cfr.  „Ricerche...*  F.  d.M.  XVII.  1885. 
610).  Herr  Bertini  unternimmt  die  Bestätigung  des  genannten 
Satzes.  E.  K. 

M.  PiERi.     Sul  principio  di  corrispondenza  in  uno  spazio 
lineare  qualunque  ad  n  dimensioni.      Rom.  Aoc.  L.  Beod. 

(4)  III,.  196-199. 

Man  nehme  an,  dass  zwischen  den  Elementen  zweier  linearen, 
ft-dehnigen  zusammenfallenden  Räume  eine  derartige  Verwandt- 
schaft (a^,  orj  bestehe,  dass  al  und  Or  die  bezüglichen  Ordnungen 
der  r-dehnigen  Oerter  des  ersten  und  des  zweiten  Raumes  sind, 
welche  den  linearen  r- dehnigen  Räumen  des  zweiten  und  des 
ersten  entsprechen.  Wenn  es  keinen  ganz  aus  vereinigten  Ele- 
menten bestehenden  Qrt  giebt,    so  giebt  es  doch  eine  endliche 
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Anzilbl  TOD  CoineideDzeDi  die  ansgedrOckt  wird  durch 

«i  +  «0  +<  +  «1  -I h  Om-l  +  «m-l  +  «m 

(mit  der  Bedingung  a«  =  a«), 
weiiii  ft  =  2m,  und  wenn  n  =  2m'^l,  durch 

Nimait  man  «1=1  an,  so  giebt  der  erste  dieser  Ausdrücke 
das  Salroon'sche  Cotrespondenz-Princip;  nimmt  man  ffi  =  0  oder 
1,  80  giebt  der  zweite  die  Gorrespondenz- Principe  von  Cbasles 
und  Zeuthen.  Zum  Beweise  der  allgemeinen  Gdltigkeit  der 
obigen  Ausdrücke  wendet  der  Verf.  das  bekannte  Schlussver- 
fahren  der  sogenannten  vollständigen  Induction  an. 

Um  eine  Anwendung  seines  Theorems  zu  geben,  beweist 
Hr.  Pieri  am  Schlüsse  den  Satz: 

Wenn  in  einem  linearen  it- dehnigen  Räume  zwei  (n— 1)- 
dehnige  Mannigfaltigkeiten  bezw.  p**'  und  q^^  Ordnung  gegeben 

sind,  so  giebt  es  2!  (p— 1)""*  (?— 1)*  Punkte,  welche  denselben 

linearen  Polarraum  in  Bezug  auf  die  beiden  Mannigfaltigkeiten 
besitzen.  La.  (Lp.) 

C.  Segrb.      Nuovi    resultati    sulle    rigate  algebriche  di 
genere  qnalunque.     Torioo  Atti  xxii.  362-363. 

Die  S&tze  ttber  die  rationalen  und  elliptischen  Regelflächen, 
welche  Hr.  Segre  in  seinen  Arbeiten  aufgestellt  hat,  welche  in 
den  Bänden  XIX  u.  XXI  der  Atti  di  Torino  erschienen  sind 
(vgl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  604;  XVIIL  1886.  448,  617),  bilden 
besondere  Fälle  allgemeinerer  Sätze  betreffs  der  Regelflächen 
beliebigen  Geschlechtes,  deren  Beweis  der  Verfasser  in  einem 
umfangreichen  Aufsatze  im  XXX.  Bande  der  Math.  Ann.  unter- 
nommen hat  In  der  Mitteilung,  Ober  die  hier  zu  berichten 
ist  und  welche  jener  Abhandlung  voraufgeht,  hat  der  Verf.  manche 
seiner  Ergebnisse  ausgesprochen.  Wir  beschränken  uns  auf  die 
Wiedergabe  der  folgenden: 

Eine  Regelfläche  von  dem  Oeschlechte  p  und  der  Ordnung 
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n  ^  4p,  welche  einem  Ä«-^«,>i  (linearen  Räume  von  «— p— J+l 
Dimensionen)  angehört,  wo  0  <  t  <  p,  besitzt  immer  eine  Leit- 
curve,  welche  einem  Rh  angehört,  wo  A  ^  t,  und  deren  Ordnung 
(wenn  man  auf  ihre  Vielfachheit  Rücksicht  nimmt)  ^t-fA  ist. 
Im  allgemeinsten  Falle,  d.h.  wenn  t-fl  willkürliche  der  Er- 
zeugenden der  Regelfläche  unabhängig  sind,  ist  A  =  i,  die  Ober- 
fläche ist  hyperelliptisch  und  besitzt  als  doppelte  Leitlinie  eine 
rationale  Normalourve  i**'  Ordnung,  welche  einem  Räume  Ri  an- 
gehört. Eine  Ausnahme  findet  nur  für  den  Pall  t  =  p— 1  statt; 
denn  dann  hat  die  allgemeinste  Regelfläche  eine  einfache  einem 
Rp-i  angehörige  Leitlinie  vom  Geschlechte  p  und  von  der  Ord- 
nung 2p— 2.  Die  Regelflächen  von  Ä«^2p+i  ergeben  durch  ihre 
Projectionen  alle  Regelflächen  n*"  Ordnung  und  p^  Geschlechts 
der  niederen  Räume.  Jede  Regelfläche  ist  mit  zwei  Leitcurven 
von  einer  Ordnung  <i(n-fp)  versehen.  Ist  n  +  p  eine 
gerade  Zahl,  so  besitzt  die  Oberfläche  oc'  Minimalcurven  von 
der  Ordnung  i(«i+p);  ist  dagegen  n+p  eine  ungerade  Zahl,  so 
hat  sie  eine  endliche  Anzahl  von  Minimalcurven  von  der  Ord- 
nung i(n4-p^l)*  Auf  die  Betrachtung  der  Minimalcurven  kann 
man  eine  neue  Einteilung  der  Regelflächen  gründen. 

La.  (Lp.) 

C.  Sbgre.    Intorno  alla  geometria  su  una  rigata  algebrica. 

Rom.  Acc.  L.  Read.  (4)  lila-  3-6. 

Herr  Segre  führt  in  dieser  Note  die  schönen  Untersuchungen 
weiter  fort,  welche  er  seit  einiger  Zeit  ttber  die  Regelfl&chen 
eines  beliebigen  linearen  Raumes  angestellt  hat.  Folgendes  ist 
der  Inhalt: 

Man  stelle  sich  eine  Regelfläche  n^'  Ordnung  und  p^  Ge- 
schlechtes vor;  auf  ihr  sei  eine  Gurve  y  von  der  Ordnung  p  und 
dem  Geschlechte  n  gezeichnet;  dieselbe  sei  A-fach  fOr  die  Fläche 
und  treffe  jede  ihrer  Erzeugenden  in  k  Punkten.  Die  Anzahl  y 
der  y  berOhrenden  Erzeugenden  der  Fläche  und  die  Anzahl  tj  der 
Punkte  von  y^  aus  deren  jedem  zwei  zusammenfallende  Er- 
zeugende hervorgehen,  werden  durch  die  folgenden  Formeln 
gegeben : 
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(1)  y  =  2i^Ä(*-l)-*(&-l)ir, 

(2)  fi-y  =  2*(p-l)-2Ä(f»-l). 

Wenn  y  Doppel-  oder  RQckkehr  -  Punkte  bat,  so  sind  die  an 
diesen  Relationen  anzubringenden  Abänderungen  leicbt  angebbar. 

Ist  A  ==  1,  80  ist  i;  =  0,  und  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
geben: 

(3)  n  =  (*-l>+*(p-l)-i*(*~l)«  +  l, 
eine  Beziehung  von  anscheinend  grosser  Wichtigkeit  in  der  Er- 
forschung der  Geometrie  auf  einer  Regelfläche,  eine  Verall- 
gemeinerung der  von  Hrn.  Sturm  in  den  Math.  Ann.  XIX.  487 
gegebenen.  Setzt  man  in  (3) /?==  2,  so  findet  man  y— fr  =  fi—2p-{-l, 
eine  Gleichung,  welche  die  Ordnung  n  der  Regelfläche  giebt,  des 
Ortes  der  Geraden,  welche  die  Punktpaare  einer  quadratischen 
Involution  p^°  Geschlechtes  verbinden,  welche  als  Träger  eine 
Corve  1^  Ordnung  und  n*^  Geschlechts  hat.  Als  Zusatz  fliesst 
daraas  das  wichtige  Theorem: 

„Jede  Regelfläche  p^  Geschlechts  und  n*«'(>2p+l)  Ord- 
nung gehört  einem  Räume  von  mehr  als  n— 2p  Dimensionen  an, 
oder  sie  ist  die  Projection  einer  Regelfläche  von  demselben  Ge- 
schlechte und  derselben  Ordnung  eines  solchen  Raumes.^  Diesen 
Satz  hatte  der  Verf.  weniger  allgemein  in  seiner  Note  ausge- 
sprochen „Nuovi  risultati  sulle  rigate  algebriche  di  genere  qual- 
unque**  (vgl.  den  vorigen  Bericht). 

Wenn  man  auf  der  Regelfläche  zwei  Curven  von  den  Ord- 
nungen y,  y'  und  den  Geschlechtern  tk,  n*  hat,  welche  jede  Er- 
zeugende der  Oberfläche  bezw.  in  fc,  k'  Punkten  schneiden,  so 
ist  die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  kv'  i-k'v^-nkk!  (vgl.  Story  in 
J.  Hopkins  circ.  II.  143,  F.  d.  M.  XV.  1883.  571),  oder  zufolge  (3): 

Der  Aufsatz  schliesst  mit  einigen  Bemerkungen  ttber  die  eindeu- 
tigen Transformationen  einer  Regelfläche  in  eine  andere,  insbeson- 
dere fiber  die  eindeutigen  Transformationen  einer  Regelfläche  in 
sich  selbst,  bei  denen  jede  Erzeugende  sich  selber  entspricht. 

La.  (Lp.) 
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C.  Segrb.      SuUe    varietä    algebricbe  compoate   di   una 
Serie  semplicemente  infinita  di  spazii.    Rom.  Aco.  L.  EUnd. 

(4)  II I,.  149-158. 

In  einem  linearen  Räume  Rd  von  d  Dimensionen  betrachte 
man  eine  Mannigfaltigkeit  n^  Ordnung  M  von  r+1  (<  d)  Di- 
mensionen, die  aus  einer  algebraischen  Schar  oo'  des  p**°  Ge- 
schlechts von  Räumen  Rr  gebildet  wird.  Auf  M  sei  eine  einfache 
Curve  y  von  der  Ordnung  v  und  dem  Geschlecbte  n  gezeichnet, 
welche  jeden  erzeugenden  Raum  Rr  in  k>r  Punkten  schneide. 
Zur  Vereinfachung  nehme  man  an,  y  habe  keine  Doppelpunkte, 
welche  nicht  gleichzeitig  Doppelpunkte  fttr  M  sind,  und  es  gebe 
in  y  nur  »(^0)  Stellen,  in  deren  jeder  r+1  Punkte  von  y  einem 
Ar-i  angehören.  Dann  giebt  es  eine  gewisse  Anzahl  y  von  er- 
zeugenden Räumen  von  Jlf,  die  y  berühren.  Ein  erster  Ausdruck 
für  y  ergiebt  sich  leicht  durch  die  Anwendung  der  Zeuthen*schen 
Formel  (Math.  Ann.  III.  152)  und  lautet: 

(1)        y  =  2(fr-l)  +  2*(p-l); 
ein  anderer  von  Hrn.  Schubert  herrührender  wird  durch  ein  un- 
gemein merkwürdiges,    dem  Hrn.  Segre   von   diesem   Gelehrten 
mitgeteiltes  Verfahren  gewonnen  und  lautet: 

^  ^        sr  r  '•(r+1)  \  r — 1  / 

Durch  Elimination  von  y  zwischen  (1)  und  (2)  gelangt  man  zu 
der  Gleichung: 

einer  Verallgemeinerung  der  mit  (3)  bezeichneten  Gleichung  in 
dem  Berichte  (S.  670-671)  über  die  Note  desselben  Verfassers 
„Intorno  alla  geometria  su  una  rigata  algebrica^.  Sie  ermöglicht 
die  Verallgemeinerung  der  Ergebnisse  aus  der  angeführten  Note. 
Setzt  man  z.  B.  in  (3)  k  =  r+l,  s  =  0,  so  findet  man 

(4)         y-Ti  =  «-(r  +  l)p+r, 

wodurch  die  Ordnung  n  der  Mannigfaltigkeit  M  bestimmt  ist, 
des  Ortes  der  oo'  Räume  Art  welche  die  Punktgruppen  einer 
Involution  (r +!)*•"  Grades  und  p**"  Geschlechts  verbinden,  die 
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als  Trftger  eine  Curve  von  der  Ordonng  ■•  und  dem  Geaohleohte 
n  bat.    Aas  der  Formet  (4)  schliesat  der  Verf.: 

,Jede  algebraische,  (r-l-l)~'^^'iii<Efi)  ^°s  einer  Scbar  oo' von 
fiinmen  Ar  p*"  Geschlechtes  aod  n"'  Ordnung  [«>('■+ l)p]  be- 
stehende algebraische  Mannigfaltigkeit  kann  immer  als  die  Pro- 
jeetion  einer  Mannigfaltigkeit  angesehen  werden,  welche  dieselben 
Kennzeichen  hat  und  einem  ltK-ir+t)ptr  angehört,  ausser  wenn 
sie  selber  einem  weniger  ausgedehnten  Räume  angehört.  Doch 
kann  die  Mannigfaltigkeit  in  manchen  Fällen  einem  Räume  an- 
gehören, dessen  Oimensionenzahl  grösser  als  n— (r-l-l)p-|-r  ist, 
oder  die  Projeotion  einer  Mannigfaltigkeit  sein,  welche  dieselben 
Kennzeichen  hat  und  einem  sulchen  Räume  angehört." 

Wir  machen  sohliesslicli  den  Leser  auf  den  folgenden  Satz 
aufmerksam,  mit  welchem  die  Arbeit  des  Hrn.  Segre  endigt: 

„Eine  Mannigfaltigkeit  n*"  Ordnung,  der  Ort  einer  Schar 
-»'  von  Rfiumen  Br  vom  Geschlechte  p,  welche  einem  Rn-p+i 
(0<i<r)  angehört,  ist,  wenn  n^2p-|-r— t,  immer  ein  Kegel 
der  i*"  Gattung  (Schar  oo'  von  Ar,  welche  durch  einen  und  den- 
selben Hm  gehen)."  La.  (Lp.) 


C.  Segbe.      Sulla  Tarietä  cubica  con  dieci  punti  doppü 
dello  spazio    a  quattro   dimensioni.       ToHdo  Atti    xxiL 
191-801. 
In  dieser  Abhandlung,  der  Vorl&uferin  einer  ausgedehnteren 

Arbeit  Über  die  kubischen  Mannigfaltigkeiten  des  vierdehnigen 

Raumes,  Ober  welche  im  nfichsten  BandA  des  .lahrhuchH  hftrie))t(>t 

werden  wird,  spricht  der  Verf.  eine  Fi 

derjenigen  unter  diesen  Mannigf&ltighei 

liehe)  gröBste  Anzahl  von  Doppelpunkt< 

eine  der  in  Rede  stehenden  Mannigfal 

gnlären  Punkte  mit  den  Ziffern  0,  1,  . 
Zunächst  beschäftigt  sich  der  Ver 

welche  diese  Punkte  bilden.     Er  findet 

15  Ebenen  liegen,  den  einzigen,  welchi 

bilden  6  Gruppen,   deren  jede  aus  5 


I. 

0126, 

0789, 

II. 

0345, 

0789, 

III. 

0258, 

0149, 

IV. 

0367, 

0149, 

V. 

0367, 

0258, 

VI. 

0345, 

0126, 

674       VIII.  Abschnitt.    Reine,  elementare  n.  synthetische  Geometrie. 

ihrerseits  in  den  Doppelpunkten  von  F  sehneiden.  Bezeiebnet 
man  die  Ebene,  in  welcher  die  durch  die  Ziffern  a,  b,  c,  d  be- 
nannten singulären  Punkte  liegen,  mit  abcd,  so  treten  die  Eigen- 
tfimlichkeiten  der  Gonfiguration  in  der  folgenden  Tabelle  klar 
zu  Tage: 

4667,    2348,    1359. 

1237,     1668,    2469. 

1237,    4567,    3689. 

1568,    2348,    2579. 

2469,     1359,     1478. 

1478,  2579,  3689. 
Die  Mannigfaltigkeit  F  enthält  sechs  Systeme  oo*  von  aol- 
chen Geraden,  dass  durch  jeden  Punkt  von  T  eine  Oerade  jedes 
Systems  geht  und  auf  jedem  (dreidehnigen)  Räume  zwei  Oerade 
jedes  Systems  liegen.  Die  Betrachtung  dieser  Systeme  fUbrt 
den  Verf.  zur  Erzeugung  der  Mannigfaltigkeit  durch  drei  ,,Netze^ 
(wenn  man  dasjenige  Gebilde  Netz  nennt,  welches  aus  Räumen 
besteht  und  eine  Gerade  als  Träger  hat);  diese  drei  Netze 
r,,  r,,  r,  sind  durch  eine  solche  projectivische  Beziehung  ver- 
bunden, dass  es  drei  Temen  entsprechender  Räume  giebt,  welche 
sich  in  einer  Ebene  schneiden,  welche  die  Geraden  r^  r,,  r^ 
trifft.  Eine  andere  wichtige  Definition  von  F  zeigt  sie  als  Ort 
der  oo*  Geraden,  welche  vier  unabhängige  Ebenen  treffen;  merk- 
würdiger Weise  treffen  diese  Geraden  auch  eine  fQnfte  Ebene, 
welche  durch  die  Annahme  jener  vier  anderen  völlig  bestimmt 
ist  und  leicht  construirt    werden  kann. 

Die  Mannigfaltigkeit  F  wird  durch  15  involutorische  Homo- 
graphien,  deren  jede  eine  Ebene  von  jT  als  Axenebene  besitzt, 
in  sich  selbst  ttbergeHlhrt. 

Projicirt  man  F  aus  einem  ihrer  Punkte  P,  so  erhält  man 
als  Umrissschein  eine  Kummer^sche  Fläche  O*;  dabei  geben 
die  sechs  Geradensysteme  von  F  als  Projectionen  die  sechs 
Strahlensysteme,  von  denen  <Z>^  die  Brennfläche  ist.  Diese  Be- 
trachtungsweise fllhrt  leicht  zu  den  Eigenschaften  der  Kummer'- 
schen  Fläche  O*  und  ermöglicht  es  auch,  aus  den  bekannten 
Sätzen   über    O*  ebenso   viele    Theoreme   tlber   F  zu   folgern. 
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Wenn  dagegen  das  Projectionsccntrum  P  ausserhalb  der  Mannig- 
faltigkeit r  liegt,  so  ist  der  Umrissschein  die  allgemeinste  Ober- 
fläche <Z>*  sechster  Ordnung  und  vierter  Klasse,  welche  den 
Durchschnitt  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  mit  einer  kubischen 
als  Cospidallinie  hat  und  zehn  Doppelpunkte  besitzt,  welche  sich 
zu  je  vier  auf  15  doppeltberfihrenden  Ebenen  yerteilen;  die 
Eigenschaften  von  (Z>^  folgen  aus  denen  der  Mannigfaltigkeit  r. 
Diese  Oberfläche  ist  Brennfläche  fQr  sechs  Strahlensysteme  dritter 
Ordnung  und  zweiter  Klasse.  Der  Verf.  hebt  mit  Recht  den 
eigentamlichen  Zusammenhang  hervor,  welcher  hiermit  zwischen 
sechs  homofocalen  Strahlensystemen  (3,2)  und  sechs  analogen 
(2,2)  hergestellt  ist,  und  welcher  darin  besteht,  dass  sie  beide 
als  die  Projectionen  derselben  Geradensysteme  einer  kubischen 
Mannigfaltigkeit  angesehen  werden  können. 

Man  projicire  die  Mannigfaltigkeit  F  aus  einem  beliebigen 
Pankte  P  auf  einen  Raum  R  und  aus  einem  ihrer  Doppelpunkte 
auf  einen  anderen  Raum  W.  Lässt  man  zwei  Punkte  von  R 
und  R\  welche  die  Projectionen  eines  und  desselben  Punktes 
von  r  sind,  sich  gegenseitig  entsprechen,  so  gelangt  man  zu 
einer  Verwandtschaft  zwischen  R  und  R\  welche  zwei-  oder 
dreideutig  ist,  je  nachdem  P  auf  F  liegt  oder  nicht.  Von  dieser 
Verwandtschaft  ermittelt  der  Verf.  die  wesentlichsten  Eigen- 
schaften. Wir  beschränken  uns  auf  die  Bemerkung,  dass  ihm 
zufolge  die  Uebergangsfläche  eine  (Z>*  oder  (Z>*  ist,  jenachdem 
die  Transformation  zwei-  oder  dreideutig  ist,  und  dass  die  Dop- 
pelfläche in  jedem  Falle  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung  ist, 
welche  zu  Doppelpunkten  die  9  Schnittpunkte  dreier  Erzeugenden 
eines  Systems  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  mit  drei  Er- 
zeugenden des  anderen  Systems  hat. 

Jede  kubische  mit  einer  Ebene  versehene  Mannigfaltigkeit  des 
vierdehnigen  Raumes  kann  als  die  Projection  der  Mannigfaltigkeit 
Hf^  angesehen  werden,  welche  die  Basis  eines  BQschels  von  Quadri- 
flächen  des  fQnfdehnigen  Raumes  bildet,  wenn  man  von  einem  will- 
kflrlichen  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  aus  projicirt.  Diese  Bemer- 
kung verknöpft  die  Erforschung  der  besagten  kubischen  Mannig- 
faltigkeiten des  vierdehnigen  Raumes,  welche  Ebenen  enthalten,  rt>"' 
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der  Erforschung  der  biqnadratischen  Mannigfaltigkeiten  K^^  des 
fttofdehnigen  Raames;  und  da  diese  Mannigfaltigkeiten,  ausser 
wenn  sie  die  Basen  von  Kegelbtischeln  sind,  als  Liniencomplexe 
zweiten  Grades  unseres  Raumes  gedeutet  werden  können,  während 
jene  Mannigfaltigkeiten  durch  ihre  Umrisse  eine  ausgedehnte 
Klasse  von  Oberflächen  vierter  und  sechster  Ordnung  ergeben, 
so  gelangt  man  damit  zu  einer  unvermuteten  Beziehung  zwischen 
diesen  Oberflächen  und  den  quadratischen  Gomplexen.  Durch 
Anwendung  dieser  Beobachtungen  auf  die  Mannigfaltigkeit  F 
stellt  der  Verf.  einen  Zusammenhang  zwischen  der  EummePschen 
Fläche  und  einem  tetraedralen  Complexe  her;  man  kann  nämlich 
denselben  als  eine  Abbildung  des  tetraedralen  Complexes  auf  einem 
Doppelraume  betrachten,  dessen  Uebergangsfläche  die  Knmmer'- 
sche  Fläche  ist.  La.  (Lp.) 


C.  Segre.     Reefaerches  g^n^iales  sur  les  courbes  et  les 
surfaces  rdglöes  alg^briques.     I  Partie.    Math.  Ann.*  xxx. 

203-226.      II  Partie.     Math.  Ann.  XXXIV.  1-25. 

„Weder  hier  noch  auch  bei  anderen  neueren  Untersuchungen 
aus  der  mehrdehnigen  projectivischen  Geometrie  handelt  es 
sich  darum,  auf  die  höheren  Räume  Resultate  auszudehnen, 
welche  für  den  gewöhnlichen  Raum  schon  bekannt  sind.  Im 
Gegenteil,  es  handelt  sich  um  die  Lösung  von  Fragen,  welche^ 
selbst  fQr  diesen  neu  sind  und  weder  des  Interesses  noch  der 
Schwierigkeit  ermangeln.^  Mit  diesen  Worten  aus  der  Ein- 
leitung zum  zweiten  Teile  der  Arbeit  des  Hrn.  Segre  haben  wir 
unsern  Bericht  deshalb  beginnen  wollen,  weil  sie  die  Stelle 
kennzeichnen,  welche  diese  Abhandlung  in  der  mathematischen 
Literatur  einnehmen  wird.  Diejenigen  unserer  Leser,  welche 
die  früheren  Arbeiten  desselben  Verfassers  gelesen  haben,  wer- 
den es  sofort  verstehen,  dass  sie  eine  hervorragende  ist,  wenn  wir 
sagen,  dass  eine  grosse  Anzahl  von  den  Sätzen,  welche  sie  dort 
bezüglich  der  Regelflächen  von  den  Geschlechtem  0,  1,  2  kennen 
gelernt  haben,  hier  im  allgemeinen  sich  in  der  Form  bewiesen 
finden,  wie  Herr  Segre  sie  teilweise  in  seiner  kurzen  Note  aus- 
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gesprochen  hat  „Nuoyi  risultati  sulle  rigate  algebriche''  (Torino 
Atti  XXII,  siehe  oben  S.  669).  Um  jedoch  zum  Beweise 
der  angeführten  Sätze  zu  gelangen,  bedarf  der  Verf.  einer  ge- 
wissen Anzahl  von  Sätzen  über  die  Curyen  aus  den  höheren 
Räumen.  Ihre  Darstellung  findet  im  ersten  Teile  der  Abhandlung 
statt,  den  wir  zunächst  besprechen  wollen. 

Zur  Erforschung  der  algebraischen  Curven  in  den  linearen 
Räumen  bedient  sich  der  Verf.  zu  Anfang  einer  schon  von  Hrn. 
Veronese  yorgeschlagenen  Methode,  einer  Verallgemeinerung  der 
von  den  Herren  Brill  und  Nother  benutzten  Methode,  als  sie  im 
§  17  ihrer  berühmten  Abhandlung:  „lieber  die  algebraischen 
Functionen«  (Math.  Ann.  VII;  F.  d.  M.  VI.  1874.  251)  die 
algebraischen  Raumcurvcn  unseres  Raumes  erforschten.  Diese 
Methode   beruht  auf  einer  eindeutigen  Correspondenz  zwischen 

einer  Raumcurve  yp  von  der  Ordnung  n  und  von  dem  Geschlechte  p 

und    eiuer  ebenen  Curve  fp   von   demselben   Geschlechte.     Sie 

zeigt  die  Uebereinstimmung  der  Aufgabe,  „alle  Curven  yp  eines 
r- dehnigen    Raumes    Rr  aufzusuchen«,    mit  der  anderen,    „alle 

linearen  Scharen  oo''  von  Gruppen  gn  aus  n  Punkten  von  f  zu 
finden,  welche  nicht  die  Besonderheit  haben,  dass  jede  zu  f  ad- 
jungirte  Curve,  welche  durch  einen  Punkt  dieser  Gruppen  geht, 
deshalb  auch  durch  i  andere  derselben  Punkte  geht^.  Einer 
Schar  von  ^  entspricht  eine  specielle  oder  nicht  specielle  Curve 
von  Bni  je  nachdem  die  Schar  speciell  ist  oder  nicht;  eine  spe- 
cielle yj  ist  immer  von  einer  Ordnung  n^2p—2.  Eine  erste 
Anwendung  dieser  Methode  ftthrt  zur  Bestimmung  der  Anzahl 
(r-l-l)n  — (r--3)(p— 1)  der  Constanten,  von  denen  eine  nicht- 
specielle  yp  aus  Rr  abhängt,  wenn  p>(r+l)(p+r — n).  Aus 
der  Ueberlegung,  welche  zu  diesem  Schlüsse  führt,  folgert  der 
Verf.  den  Satz  (von  Clifford)  über  die  grösste  Anzahl  («— p) 
von  Dimensionen,  welche  derjenige  Raum  besitzen  kann,  dem 
eine  yp  angehören  kann,  wenn  n>  2p  — 2;  und  aus  der  Betrach- 
tung der  Scharen  von  Punktgruppen  gp  von  /*,  welche  eine  Schar 
gn  enthalten,  wo  r'  >  r,  erschliesst  er,  dass  die  Curven  vom  Ge- 
scblechte  p  und  von  der  Ordnung  n  des  Raumes  Rn-^)   welche 
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er  Normalcurven  nennt  und  mit  Cp  bezeichnet,  durch  ihre  Pro- 
jectionen  alle  Curven  desselben  Geschlechtes  und  derselben  Ord- 
nung aus  den  niederen  Räumen  ergeben.  Eine  yl  ist  speciell 
und  zwar  nur  dann,  wenn  sie  einem  höheren  Räume  als  Rn-^ 
angehört  oder  die  Projection  einer  Curve  ist,  die  einem  solchen 
Räume  angehört. 

Eine  andere  mehr  synthetische  Methode  zur  Untersuchung 
der  Eigenschaften  der  Curven  beruht  auf  der  Benutzung  der 
Kegelflächen,  die  von  denjenigen  Geraden  erzeugt  werden,  welche 
die  entsprechenden  Punkte  zweier  eindeutig  auf  einander  be- 
zogenen Curven  verbinden.     Durch  diese  Betrachtung  wird  zuerst 

bewiesen,  dass,  wenn  zwei  nicht  specielle  C^  so  auf  einander 
eindeutig  bezogen  sind,  dass  einer  auf  einem  An-^-i  gelegenen 
besonderen  Gruppe  aus  n  Punkten  der  einen  eine  ähnliche  Gruppe 
der  anderen  entspricht,  dasselbe  für  jede  Gruppe  aus  n  Punkten 
eines  Ä«-p-i  jeder  Curve  eintritt,  und  dass  die  eindeutige  Ver- 
wandtschaft projectivisch  ist.  Von  derselben  Art  ist  jede  ein- 
deutige Verwandtschaft   zwischen   zwei   speciellen  Curven  y?f  ~^ 

aus  Rp^i  und  ebenso  die  zwischen  zwei  Normalcurven,  welche 
als  Projection  p  eine  nicht  •  specielle  einem  Rr  angehörige  Rr 
(r  <  fi—p)  ergeben.  Es  ist  uns  nicht  möglich,  alle  anderen 
Sätze  anzureihen,  welche  Hr.  Segre  mit  diesen  verknöpft  Wir 
wollen   uns   daher  nur  auf  die  folgenden  beschränken:     ,,Eine 

nicht  specielle  yp  aus  Rr  ist,  wenn  r  <  n — p,  die  Projection  von 
oo(^-p-\-i)(n-p-r)  (jj^  welche  durch  einen  willkQrlichen,  Rr  nicht 
schneidenden  Rn-p-r-i  gemacht  wird.  Durch  n— p-f  3  beliebige 
Punkte  eines  nicht  -  speciellen  Kegels  (d.  h.  von  welchem  alle 
linearen  Schnitte  nicht  speciell  sind)  von  der  Ordnung  n  und 
vom  Geschlechte  p  gehen  p-f-1  auf  dem  Kegel  liegende  Curven 
von  der  Ordnung  p  +  l  (vgl.  die  Note  S.  215  des  Teiles  I  mit 
der  Nr.  19  von  II).  Ist  fi>2p,  so  kann  eine  CJ  keine  viel- 
fachen Punkte  haben;  ist  aber  n  =  2p— g  und  q  hinlänglich 
klein,  so  kann  die  Curve  einen  (^+2)- fachen  Punkt  haben. 
Wenn  0  <  t<n— 2p-t-2,  so  sind  t  willkQrliche  Punkte  einer 
Cp  unabhängig  (d.  h.  gehören  einem  A,.i  an)*'.     Danach    leitet 
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der  Verf.  aus  einem  Theoreme  (Nr.  16)  Ober  die  nicht  speciellen 

yp  eine    Methode    ab    (Nr.  17)    zur    Construction    der    g}    von 

C^,  wenn  i  >  P'\'lj  und  folgert  daraus  eine  Abbildung  der  Cur- 
▼en  vom  Qeschlechte  p  auf  den  ebenen  Curven  (2p  4-2)**'  Ord- 
nung mit  zwei  (p-fl)- fachen  Punkten  und  p'  Doppelpunkten. 
Hierauf  beschäftigt  er  sich  mit  den  Curven,  welche  eine  g}  haben 
und  insbesondere  mit  den  hyperelliptischen  Curven,  von  denen 
er  eine  Klassification  angiebt.  Endlich  äussert  er  sich  in  der 
letzten  Nummer  dahin,  dass  seine  Methoden  die  Untersuchung 
der  Curven  gestatten,  welche  die  Besonderheit  haben,  eine  gl  zu 
enthalten,  von  der  die  Gruppen  zu  t  Punkten  solchen  Räumen 
Rk  angehören,  wo  k<.i'—l]  er  beschränkt  sich  jedoch  auf  den 
Fall  i  =  r,  A  =  1  und  findet,  dass  eine  nicht  -  specieile  Curve 
yj  ^  wenn  «  ^  2p  -f  1,  auf  einer  rationalen  Begelfläche  (n — p—  !)*•' 
Ordnung  von  Trisecanten  liegen  kann,  und  dass  im  allgemeinen 
eine  rationale  Oberfläche  von  dieser  Ordnung  (^p)  oo^+®"* 
jede  Erzeugende  dreimal  treffende  y^  enthält. 

Am  Anfange  des  zweiten,  1889  erschienenen  Teiles  der  Ar- 
beit führt  Herr  Segre  den  Beweis  vor,  den  er  schon  in  Rom.  Acc. 
L.  Rend.  (4)  III,.  3-6  (siehe  S.  670,  671)  för  die  Relation  ge- 
liefert hat: 

(Ä_l)v_„_j  =  i*(*-l)n-*(p-l)--l 

zwischen   der  Ordnung  n   und   dem  Geschlechte  p   einer  Regel- 

fläcbe  Fp  einerseits  und  andererseits  der  Ordnung  v  und  dem 
Geschlechte  n  einer  Curve  y^  der  Oberfläche,  welche  jede  Er- 
zeugende der  Oberfläche  in  k  Punkten  schneidet,  wobei  d  die 
Anzahl   der   Doppelpunkte   von   y^  bedeutet,   von   denen  jeder 

unter  den  k  Durchschnitten  derselben  mit  einer  Erzeugenden  von 

Fp  zweimal  rechnet  Der  Fall  dieser  Relation,  dessen  er  sich 
in  der  Arbeit  bedient,  entspricht  der  Annahme  A  =  2. 

Indem  er  hierauf  Eigenschaften  der  Curven  in  Erinnerung 
bringt,  die  im  ersten  Teile  nachgewiesen  wurden,  und  den  Namen 
„Normalraum''  einer  beliebigen  Mannigfaltigkeit  dem  ausgedehn- 
testen unter  denjenigen  giebt,  welche  Mannigfaltigkeiten  gleicher 
Ordnung  enthalten,  von  denen  jene  als  eine  Projection  angesehen 
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werden  kann,  gelangt  er  zu  den  wichtigen  Sätzen:   Jede  Regel- 

fläche  Fp,  die  einem  niedrigeren  Räume  als  An~2p~i  angehört, 
ist  die  Projection  einer  diesem  letzteren  Räume  angebörigen 
Regelfläche  von  derselben  Ordnung.     Es  giebt  zwei   ganz  rer- 

schiedene  Arten  von  Fpi  1)  diejenigen  (die  „speciell^  heissen), 
deren  Normalräume  eine  Dimension  >  n—2p'\-l  haben,  2)  die 
anderen  („nioht-speciellen^),  d.  h.  diejenigen,  deren  Normalräume 

Ä„_2p+i  sind  (für  wetehe  n  >  2p-|-2).  Die  Curven  yn  einer  Ober- 
fläche F^j  för  welche  J  ==  0,  i  =  2,  sind  alle  speciell,  wenn 
die  Oberfläche  speciell  ist;  nicht-speciell,  wenn  sie  es  nicht  isf 
Da  wir  bei  den  Betrachtungen  des  Verfassers  über  die  Er- 
zeugung einer  Regelfläche  durch  die  Geraden  nicht  verweilen 
können,  welche  die  correspondirenden  Punkte  zweier  auf  ein- 
ander bezogenen  Curven  verbinden,  und  ebensowenig  bei  denen 
ttber    die    Oberflächen,    welche    durch    Projection    eine    nicht 

specielle  Fp  ergeben,  so  kommen  wir  sofort  zu  den  Sätzen  über 
die  (Leit-)  Curven,  welche  sich  einfach  auf  die  Erzeugenden 
einer  Regelfläche  stützen.    Wenn  eine  einem  Rn-p^i^i  angehörige 

Oberfläche  Fp  eine  einem  R^  (wo  h^n — p — t)  angehörige  Leit- 
curve  m^'  Ordnung  besitzt,  so  ist  m^Ä+t,  wenn  fi>2p+2f 
4-2Ä  — m  +  1;  ist  ausserdem  w  ^m(Ä-f  •  — m  +  2)  +  2p  — 1  und 
m<,h-\'ij  so  ist  die  Oberfläche  die  Projection  einer  einem 
Rn-p+h-m-^i  angehörigen  Regelfläche  gleicher  Ordnung  und  sogar 
einer  einem  höheren  Räume  Rn^p^k-m-^-i  angehörigen,  wenn  die 
genannte  Leitcurve  die  Projection  einer  Curve  gleicher  Ordnung 
ist,  die  einem  Räume  Rk  angehört,  der  höher  als  Rk  ist  Eine 
nicht-specielle  Regelfläche  kann  nicht  eine  specielle  Leitcurve 
haben;  der  umgekehrte  Satz  (jede  specielle  Regelfläche  hat  eine 
specielle  Leitlinie)  gilt  für  ii>4p-2. 

Der  Satz  aus  Nr.  14  lehrt  uns^  dass  die  Regelflächen  vom 
Oeschlechte  p(>  0)  und  von  der  Ordnung  n,  welche  einem  Rn-p^i 
angehören,  immer  Kegel  sind,  sobald  ihre  linearen  Schnitte  »^ 
Ordnung  nicht  speciell  sind,  und  besonders,  sobald  ii>2p— 2; 
ausserdem  hat  jede  einem  Rn^  augehörige  F"  vom  Geschlechte 
p>  l  eine  Doppelgerade  als  Leitlinie;  jede  einem  Ä»-|,-i  an^^e- 
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hörige  F*  hat  zur  Leitlinie  eine  doppelte  oder  dreifaebe  Gerade, 
oder  auch  einen  Doppelkegelschnitt,  oder  endlich  eine  einfache 
ebene  Curve  vierter  Ordnung;  ferner  hat  jede  einem  Rn--p-2  an* 
gehörige  F»,  wenn  p>3  ist,  eine  doppelte,  dreifache  oder  vier- 
fache Gerade,  oder  auch  eine  einfache  ebene  Curve  fttnfter  Ord- 
nung, oder  auch  eine  doppelte  kubische  Raumcurve,  oder  endlich 
eine   einfache   Baumcurve   sechster   Ordnung.      Wir   bemerken, 

dass,  wenn  eine  specielle  Regelfläche  JPp,  wo  n>4p — 2,  eine 
einem  Baum  Rk  angehörige  (specielle)  Leitcurve  von  der  Ordnung 
m  ^=2h  hat,  die  Regelfläche  eine  hyperelliptische  sein  muss, 
welche  als  doppelte  Leitlinie  eine  rationale  Normalcurve  h^^ 
Ordnung  hat;  nur  der  Fall  A  =  i  c=  p— l  ist  auszunehmen,  denn 

dann  kann  die  Oberfläche  als  einfache  Leitlinie  eine  Cl^^  haben. 

Für  eine  nicht  -  specielle  Fp  bilden  die  Leitcurven,  deren 
Ordnung  der  Ungleichheit  2p^n+p— 1  genflgt,  ein  System 
ooV-»-i»-i,  von  welchem,  wenn  /u  gross  genug  ist  (vgl.  weiter 
unten)  2p  durch  2^—n^p — 1  willkürliche  Punkte  der  Oberfläche 
gehen;  im  allgemeinen  bat  die  Oberfläche  als  (Minimal-)  Curven 
von  geringerer  Ordnung  eine  gewisse  Anzahl  von  Curven 
^(n+p— 1)^'  Ordnung  oder  auch  eine  Schar  oo*  von  Curven 
iC^+p)*"  Ordnung,  je  nachdem  n+p  ungerade  oder  gerade  ist. 

Der  letzte  Abschnitt  der  Abhandlung  betrifi't  die  Kegel  und 
andere  besondere  Oberflächen;  wir  entnehmen  ihm  folgende 
Stellen  wörtlich,  womit  wir  schliessen:  „Auf  einer  nicht  speciellen 

F"^^  die  als  minimale  Leitlinie  eine  Curve  n»^^'  Ordnung  hat,  bil- 
den die  Leitlinien  /u^'  Ordnung  im  allgemeinen  ein  solches  System, 

bei    dem   durch   2/i— n— p— 1  Punkte   der  Oberfläche    JS    (  . ) 

•=ü    ^t'' 

hindurchgehen ,  falls  ^^n  —  m^  2|i>ii-fp  —  1  ist.  Wenn 
2ifi>ii— p+1  ist,  so  ist  die  Ordnung  /u  der  Leitlinien  so  be- 
schaffen, dass  2|i^n4-f— 19  und  hat  daher  als  kleinsten  Wert 
i(«+P— 1)  oder  i{n+p)\  ist  dagegen  2|i<n— p+1,  so  enthält 
die  Oberfläche  ausser  der  Minimalcurve  Leitlinien  aller  Ord- 
nungen von  der  (n— m)*«"  Ordnung  an,  welche  letzteren  eine 
lineare  Schar  op»-^-p+^  bilden**.     Diese  Sätze  |:elten  für  die 
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Kegel,  wenn  man  diese  als  Fp  ansieht,  wo  m  =  0,  und  indem 
man  als  Leitcurven  die  annimmt,  welche  seine  Erzeugenden  ein 
einziges  Mal  ausserhalb  des  Mittelpunktes  treffen.      La.  (Lp.) 


C.  Segre.     Sur  un  th^oröme  de  la  gdom^trie  k  n  dimen- 

sions.      Math.  AOQ.  XXX.  303. 

Beweis  des  Ton  Herrn  Klein  in  seiner  Arbeit:  Zur  geome- 
trischen Deutung  des  Aberschen  Theorems  der  hyperelliptischen 
Integrale  (Math.  Ann.  XXVIIL  547)  aufgestellten  und  benutzten 
Satzes:  Eine  Mannigfaltigkeit  von  a-\-l  Dimensionen  ist  linear, 
wenn  von  jedem  ihrer  Punkte  mehr  als  zwei  ihr  angehörige 
lineare  Mannigfaltigkeiten  von  a  Dimensionen  auslaufen. 

Kr. 


E.    Abzählende  Geometrie. 

A.  HuRWiTZ.     üeber  algebraische  Oorrespondenzen  und 
das  verallgemeinerte  Correspondenzprincip.     Math.  add. 

XXVIII.  561-585. 

Ein  Wiederabdruck  der  zuerst  in  den  Leipziger  Berichten 
publicirten  Arbeit,  über  welche  im  vorigen  Jahrgange  S.  626 ff. 
referirt  worden  ist.  Hy. 


R.  Lachlan.     On  conics  satisfying  given  conditions  and 
touching  a  given  conic.    Mees.  (2)  XVI.  140-143. 

In  diesem  Aufsatze  betrachtet  der  Verfasser  die  Anzahl  von 
Lösungen  für  jede  der  Aufgaben:  Einen  Kegelschnitt  zu  be* 
schreiben,  welcher  1)  durch  Tier  gegebene  Punkte  geht  und 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  berflhrt,  2)  durch  drei  gegebene 
Punkte  geht  und  einen  gegebenen  Kegelschnitt  osculirt,  3)  durch 
drei  gegebene  Punkte  gebt  und  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten  berQhrt,   4)  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht 
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und  einen  gegebenen  Eegelpchnitt  yierpunktig  berührt.  Die 
benutzte  Methode  ist  aus  der  von  Spottiswoode  und  Clifford 
entstanden.  Obgleich  manche  der  Ergebnisse  leichter  durch  an- 
dere Verfabrungsarten  erhalten  werden  können,  so  sieht  der 
Verf.  die  Methode  doch  als  interessant  an,  weit  sie  angiebt,  wie 
ähnliche  Aufgaben  behandelt  werden  können,  wenn  der  gegebene 
Kegelschnitt  durch  eine  beliebige  Curve  ersetzt  wird. 

Glr.  (Lp.) 


H.  G.  Zeuthen.      Note    sur    un    problöme    de    Steiner. 
(Extrait  d'une  lettre  k  M.  Schonte.)     Darb.  Boii.  (2)  xi. 

82-86. 

Im  Darb.  Bull.  (2)  X  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  575)  hatte  Herr 
Schonte  interessante  Studien  über  ein  Steiner'sches  Problem  ver- 
öffentlicht. Herr  Zeuthen  giebt  im  Vorliegenden  einige  Ergän- 
zungen zu  diesen  Studien.  Das  Problem  lautet:  Durch  einen 
Punkt  0  gehe  an  eine  Plancurve  n^  Ordnung  m*«'  Klasse  eine 
Secante.  In  jedem  ihrer  n  Schnittpunkte  ist  die  Tangente  ge- 
zogen. Die  ^ii(ft— 1)  Schnittpunkte  dieser  Tangenten  erzeugen, 
falls  die  Secante  sich  um  0  dreht,  eine  Cur?e,  die  untersucht 
werden  soll.  Die  schon  von  Herrn  Schonte  bestimmte  Ordnung 
dieser  Curve  ist  i(2n— 3)m  — ^r,  wo  r  die  Zahl  der  Spitzen 
der  ursprtlnglichen  Curve  ist.  Um  das  Geschlecht  p,  der  Curve 
zu  finden,  wendet  Herr  Zeuthen  die  von  ihm  gegebene  Verall- 
gemeinerung des  Satzes  von  der  Erhaltung  des  Geschlechts  an. 
Er  findet  2(p,-l)  =  (m+r)(ii-2)- w(n— 1).  Die  Zahl  der 
Spitzen  ergiebt  sich  gleich  Null.  Die  Doppelpunktszahl  setzt 
sich  aus  zwei  Zahlen  zusammen,  erstens  der  Zahl  der  von  zwei 
Paaren  homologer  Tangenten  gebildeten  eigentlichen  Doppel- 
punkte, zweitens  der  dreifach  zu  rechnenden  Zahl  der  dreifachen 
Punkte,  die  die  gemeinsamen  Punkte  dreier  homologen  Tangenten 
sind.  Homolog  heissen  hierbei  Tangenten,  deren  Berührungs- 
punkte einer  und  derselben  durch  0  gehenden  Secante  angehören. 

Seht. 
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K.  Küpper,  üeber  die  auf  einer  Cui  ve  m^^  Ordnung  vom 
Ge8cblecht  p—C^  von  den  oo'  Geraden  G  der  Ebene 
ausgeschnittene  lineare  Schar  g^.    Prag.  Ber.  477-485. 

Mit  Anwendung  der  von  Herrn  Nöther  (Math.  Ann.  VI 
u.  VII)  eingeführten  bekannten  Terminologie  lässt  sich  das  Haupt- 
resultat dieser  Abhandlung  so  aussprechen:  ^Die  notwendige  und 

hinreichende  Bedingung  daflftr,  dass  die  auf  einer  Cp  (p>  m— 3) 
von  den  Geraden  der  Ebene  ausgeschnittene  Schar  g^^  in  einer 

Vollschar  g^l^  enthalten  ist,  besteht  darin,  dass  bei  ungeradem  m 

/■j-. "INS 

die  Curve  Cp   wenigstens    -^^ — .   ^    ,  bei  geradem  m  wenigstens 

— W — -  Doppelpunkte  besitzt.     Diese  Bedingung  ist  stets  er- 

ftlllt,    wenn   fii>5   ist   und  C*"  jene  Minimalzahl   von  Doppel- 
punkten hat.*"  Seht. 

E.  DB  JoNQUiBRES.  Recherche  du  nombre  maximum 
de  points  doubles  qu'il  est  perinis  d'attribuer  arbitrai- 
rement  k  une  courbe  alg^brique  d'ordre  m,  cette  courbe 
devant  d'ailleurs  passer  par  d'autres  points  simples, 
qui     compl^tent     la     dötermination     de     la     courbe. 

0.  R.  CV.  917-923. '. 

E.  DB  JoNQUiERBS.  Determination  du  nombre  maximum 
absolu  de  points  multiples  d'un  m^me  ordre  quel- 
conque  r,  qu*il  est  permis  d'attribuer  arbitrairement 
k  une  courbe  algebrique  C„,,  de  degr6  m,  conjointement 
avec  d'autres  points  simples  donn^s  en  nombre  süffi- 
sant pour  compl^ter   la  d^termination   de  la   courbe. 

C.  R.  OV.  971-978. 

Wenn  m  <  6  ist,  so  können  soviel  Doppelpunkte  wie  mög- 
lich, also  ^(m — l)(m— 2),  der  Lage  nach  beliebig  gegeben  sein. 
Ist  m  =:  6,  so  dttrfen  nicht  mehr  als  8  Doppelpunkte  der  Lage 
nach  gegeben  sein.  Um  die  analoge  Frage  für  m  >  6  zu  er- 
ledigen, betrachtet  der  Verfasser  die  Curve  als  erzeugt  von  zwei 
projectiven  Bdscheln  von  Curven  n**'  Ordnung  und  n"«'  Ordnung, 
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sodass  n  =  iw-f-  1,  n'  =  ^m  bei  geradem  m^  n  =  n'  =  ^(m-f-l) 
bei  ungeradem  m  ist  Das  Erzeugnis  der  projectiven  BQsehel 
ist  dann  zwar  eine  Curve  (m +!)*•'  Ordnung,  die  man  aber  von 
vornherein  in  die  gewünschte  Curve  m*«'  Ordnung  und  eine 
Gerade  zerfallen  lassen  kann,  wenn  man  auf  einer  solchen 
fft-f  2  von  den  gegebenen  Punkten  annimmt.  Es  ergiebt  sich 
für  m  >  6,  dass  die  Construction  der  Curve  nur  möglich  ist, 
wenn  die  Zahl  d  der  der  Lage  nach  gegebenen  Doppelpunkte 
bei  geradem  m  höchstens  i(3m-(-2),  bei  ungeradem  m  höchstens 
i(3m+l)  beträgt.  Weiter  ergiebt  sich,  dass  das  Maximum  A 
der  Zahl  der  Doppelpunkte,  die  man  willkQrlich  annehmen  kann, 
am  eine  flberdies  durch  einfache  Punkte  bestimmte  Curve  m^'  Ord- 
nung hindurchgehen  zu  lassen,  i(3m+l)-\-2J^  bei  ungeradem  m, 
^(3}it4-2)-l-2J(/+l)  bei  geradem  m  beträgt,  wo  /  die  nächste 
ganze  Zahl  bedeutet,  die  bei  ungeradem  m  gleich  oder  kleiner 
als  i(9»— 5),  bei  geradem  m  gleich  oder  kleiner  als  Hm—S)  ist. 
In  der  zweiten  Abhandlung  werden  die  Betrachtungen  in  dem 
im  Titel  angedeuteten  Sinne  dadurch  erweitert,  dass  angenommen 
wird,  die  projectiven  Curvenbtlschel  erzeugten  die  zu  unter- 
suchende Curve  und  ausserdem  nicht  ein  Gerade,  sondern  eine 
Hfllfseurve  •*•'  Ordnung.  Seht. 


Fr.  Machovec.  Ueber  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung 
einer  Curve  n^^^  Ordnung  nötigen  Punkte  und  über 
die  vielfachen  Punkte  dieser  Curven.     Caaop.  xvi.  225. 

(Böhmisch.) 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung  einer  Cn 
nötigen  Punkte  mit  N(n)  und  die  Anzahl  der  einfachen  Bedin- 
gungen, welche  die  Angabe  eines  r-fachen  Punktes  einer  Cn  re- 
präsentirt,  mit  P(r),  so  gelten  die  Gleichungen 

iV(fi-t-l)-2iV(ii)  +  JV(fi-l)  =  P(r+l)-2P(r)  +  P(r-l)  =  1. 
Der    Verfasser    entwickelt    diese    Gleichungen    synthetisch    mit 
Hfllfe  der  quadratischen  Transformation,    wobei  er  nur  voraus- 
setzt, dass  die  Zahl  N(n)  von  der  Anzahl  der  Doppelpunkte  von 
Cn  unabhängig  ist.  Std. 
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K.  KOpper.     Das    Maximalgeschlecfat  der   Regelflächen 

,l|ter   Ordnung.      Prag.  Ber.  609612. 

Die  AbbaDdluDg,  welche  sich  an  die  oben  besprochene  des- 
selben Verfassers  anschliesst,  gipfelt  in  der  Construction  einer 
windschiefen  Fläche  m^°  Grades  mit  dem  Maximalgeschlecht 
und  in  dem  Satze:  „Soll  einer  solchen  Fläche  das  Maximal- 
geschiecht  zukommen,  so  muss  sie  in  einer  linearen  Congruenz 
enthalten  sein,  deren  Directricen  die  ganze  Doppelcurve  der 
Fläche  ausmachen.'^  Das  Maximalgeschlecht  ist  bekanntlich 
|(m — 2)'  oder  |(m— l)(fn— 3),  je  naehdem  m  gerade  oder  un- 
gerade ist.  Seht 


J.  8.    et    M.  N.  Vanecek.      Contact    des    faisceaux    de 

surfaces.      Annali  di  Mat   (2)  XV.  73-114. 

Eine  ungemeine  FQlle  von  Anzahl -Resultaten  über  die  Be- 
rührung von  einstufigen  und  zweistufigen  Flächen  -  Systemen. 
Neue  Gesichtspunkte  konnte  der  Referent  nicht  finden,  wohl 
aber  eine  immerzu  wiederkehrende  Anwendung  des  Chäsles'schen 
Correspondenzprincips  in  seiner  ursprQnglichen  Form. 

Seht. 


H.  GucciA.     Thdorfeme  sur  les  points  singuliers  des  sur- 
faces alg^briques.    C.  R.  CV,  741-743. 

Ftlr  eine  algebraische  Fläche  ist  die  Dimension  der  Bedin- 
gung, in  einem  gegebenen  Punkte  eine  gegebene  Singularität 
zu  besitzen,  gleich  A—B+C^  wo  A  die  Erniedrigung  bedeutet, 
welche  diese  Singularität  in  der  Zahl  der  Schnittpunkte  dreier 
mit  ihr  behafteten  Flächen  bewirkt,  wo  B  die  Erniedrigung  be- 
deutet, welche  sie  im  Oeschlecht  der  zweien  solchen  Flächen 
gemeinsamen  Raumcurve  hervorruft,  und  wo  C  die  Erniedrigung 
bedeutet,  welche  sie  im  Geschlecht  einer  solchen  Fläche  bewirkt 

Seht. 
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A.  Legoux.      Memoire   sur  les  syst^mes  de  surfaces. 

TonloQse  M^in.  (8)  IX.  326-355. 

Der  Verf.  beginnt  mit  einigen,  von  Jonquiires  (C.  R.  LVIIL 
p.  567)  herstammenden  Sätzen  Qber  Flächensysteme,  welche  die 
Abhängigkeit  ihrer  Eigenschaften  von  den  drei  „Charakteristiken^ 
(fA  die  Zahl  der  Flächen,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  v  die  Zahl  der  Flächen,  welche  eine  gegebene  Gerade 
berflhren,  q  die  Zahl  der  Flächen,  welche  eine  Ebene  berOhren) 
lehren.  Ffir  den  Jonqui^res'schen  Satz  (C.  R.  LXI.  p.  442) 
Qber  die  Zahl  der  Flächen  des  Systems,  welche  eine  gegebene 
Flftehe  berühren,  wird  der  Briirsche  Beweis  (Math.  Annalen 
VIII.  p.  534)  gegeben.  Gleichfalls  nach  Brill  wird  die  Zahl 
der  Raumcurven  eines  Systems  ermittelt,  die  eine  gegebene 
Fläche  berQhren.  Es  folgt  dann  die  Herleitung  der  zuerst  von 
Chasles  gegebenen,  später  von  Schubert  und  Zeuthen  begrün- 
deten Bestimmung  der  Charakteristiken  der  Elementarsysteme 
von  Flächen  zweiter  Ordnung.  Die  Charakteristiken  eines  Systems 
von  Flächen  !»*•'  Ordnung,  welche  die  Schnittlinien  zweier  Flä- 
chen von  gleicher  Ordnung  enthalten,  sind  /i  =  1,  y  =  2(m— 1), 
g  =  3(m— 1)'.  Jedes  Flächensystem,  für  welches  fi  den  Wert  1 
hat,  lässt  sich  durch  eine  Differentialgleichung  darstellen,  deren 
linke  Seite  ein  vollständiges  Differential  ist,  und  aus  einer  sol- 
chen Differentialgleichung  können  ohne  Integration  t^,  q  gefunden 
werden.  Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  nach  Fouret  einige 
Sätze  über  die  von  letzterem  Implexe  genannten  Systeme  von 
Flächen,  die  von  zwei  Parametern  abhängen,  und  über  ihren 
Zusammenhang  mit  den  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen.  F. 


P.  ViSALLi.      Sülle    correlazioni    (in    due    spazii    a    tre 
dimensioni)   che   soddisfano  a   dodici   condizioni    ele- 

mentari.      Rom.  Acc.  L.  Bend.  (4)  IIIi.  118-124. 

Dieser  Aufsatz  ist  eine  Fortsetzung  der  Abhandlung  desselben 
Verfassers:    „Sülle  correlazioni  in  due  spazii  a  tre  dimensioni" 
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(Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  IH),  über  die  wir  im  vorigeo  Jahrgang 
des  Jahrbuchs  S.  640  berichtet  haben. 

Man  bezeichne  als  „Ausartungs-Gorrelation  dritter  Ordnung'^ 
jede  solche  Correlation,  bei  der  in  jedem  Räume  eine  Ausartungs- 
gerade, eine  Ausartungsebene  durch  diese  Gerade  und  ein  Ans- 
artungspunkt  auf  derselben  Geraden  vorhanden  sind;  der  Verf. 
beabsichtigt  eine  Bestimmung  der  Anzahl  6  der  Ausartungs- 
Correlationen  dritter  Ordnung,  welche  ein  System  oo*  von  C!orre- 
lationen  enthält.  Er  nimmt  an,  dass  ein  derartiges  System  durch 
die  Anzahlen  m,  n  der  im  ersten  Räume  gegebenen  Punkte  und 
Ebenen  definirt  ist,  welche  Pole  und  Polaren  einer  gleichen  An- 
zahl von  Ebenen  und  Punkten  des  zweiten  sind,  und  durch  die 
Anzahlen  p  und  q  der  conjugirten  Punkte  oder  Ebenenpaare, 
wobei  m,  n,  p,  q  eine  Lösung  der  Gleichung  3m4-3n4-p+?  =  12 
vorstellen. 

Wenn  man  durch  das  Symbol  (m,  n,  p,  q)  den  Wert  von  0 
darstellt,  welcher  der  Lösung  m,  n,  p,  q  dieser  Gleichung  ent- 
spricht, so  kann  man  die  vom  Verf.  aufgestellten  Ergebnisse 
nach  einer  ähnlichen  Methode  wie  in  der  angezogenen  Abhand- 
lung durch  die  folgende  Tabelle  darstellen: 

(4,  0,  0,  0)  =  24        (2,  0,  4,  2)  =    8        (1,  0,    6,  3)  =  0 

(3,1,0,0)=    0        (2,0,  3,  3)  =  20 

(2,  2,  0,  0)  =    0        (1,  1,  6,  0)  =    0 

(3,0,3,0)=    6        (1,1,5,1)=    0 

(3,0,2,1)=    9        (1,1,  4,  2)  =  24 

(2,  1,  3,  0)  =    3        (1,  1,  3,  3)  =  36 

(2,1,2,1)=    2        (1,0,9,0)=    0 

(2,  0,  6,  0)  =    0        (1,  0,  8,  1)  =    0 

(2,  0,  5,  1)  =    0        (1,  0,  7,  2)  =    0 


(1,0,  5,4)  =  0 
(0,  0,  12,  0)  =  0 
(0,  0,  11,  1)  =  0 
(0,  0,  10,  2)  =  0 
(0,0,  9,  3)  =  0 
(0,0,  8,4)  =  0 
(0,0,  7,5)  =  0 
(0,0,  6,  6)  =  0 
La.  (Lp.) 


A.  Cayley.     On   the  intersection  of  curves.      Math.  Add. 

XXX.  85-90. 

In  F.  d.  M.  XVn.  1885.  666  ist  der  Cayley'sche  Satz  und  die 
Ergänzung  dargelegt,  welche  Bacharach  demselben  als  erforder- 
lich  gegeben   hat.      Im    Gegenwärtigen   erklärt  der   Verfasser, 
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die  Ergänzang  sei  keine  Correction,  sondern  eine  HinzufQgung, 
hält  die  Behauptung  der  Sicherheit  seiner  Methode  des  Äb- 
zftblens  der  Constanten  aufrecht,  wenn  gleich  sie  specielle  F&Ile 
der  besondern  Betrachtung  überlasse,  und  stellt  nun  seinen 
Satz  mit  ausführlicher  Berücksichtigung  des  von  Bacharach  be- 
handelten Falles  auf,  indem  er  die  Form  der  Curve,  auf  der 
die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Curven  dann  liegen  müssen, 
angiebt    Der  Beweis  wird  danach  durch  Abzahlung  geführt. 

H. 
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Neunter  Abschnitt. 

Analytische  Geometrie, 

Gapitel  L 
Lehrbücher,  Coordinaten. 

F.  AscHiERi.      Geometria    analitica    del  piano.     Milaoo. 

Maouale  Hoepli.    IV  +  174  S.  (1887). 

F.  AscHiBRi.     Geometria  analitica  dello  spazio.     Milaoo. 

Manuale  Hoepli.  IV  +  196  S.  (1888). 

Diese  beiden  kleinen  Lehrbücher  bilden  zusammen  einen 
elementaren  Lehrgang  der  analytischen  projectiven  Geometrie. 
Ihre  gleichzeitige  Betrachtung  ist  unumgänglich;  denn  im  zwei- 
ten stehen  Capitel,  die  rechtmässiger  Weise  im  ersten  stehen 
könnten  und  vielleicht  sollten.  Der  Darstellung  legt  Hr.  Aschieri 
die  Theorie  der  projectivisehen  Coordinaten  zugrunde,  von  denen 
er  die  Gartesiscben  und  die  Plücker'schen  als  besondere  Fälle 
ansieht.  Er  benutzt  sie  zur  Erforschung  der  projectivisehen  Ver- 
wandtschäften der  Kegelschnitte  und  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, endlich  der  ersten  Eigenschaften  der  algebraischen  ebenen 
Curven  und  Oberflächen.  Bei  dieser  Arbeit,  sowie  bei  den 
übrigen  BQchern  desselben  Verfassers,  merkt  man  heraus,  dass 
er  sich  in  der  Wahl  der  abgehandelten  Gegenstände  durch  seine 
persönlichen  wissenschaftlichen  Bestrebungen  hat  leiten  lassen, 
und  die  Wahl  der  Ausdrücke  ist  nicht  immer  ganz  einwurfs- 
frei.   Schliesslich  sei  es  uns  gestattet,  den  Wunsch  zu  äussern^ 
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dass  Hr.  Aschieri  in  einer  neuen  Auflage  die  Theorie  des  Ima- 
ginären nicht  80  beiläuflg  abmachen  möge,  wie  in  der  ersten. 

La.  (Lp.) 

E.  Dbssenon.      ]&16ment8    de    g^om^trie    analytique. 

Paris.  V  -+-  400  S.  S«.  

A.  B^MOND.  Exercicea  61dmentaires  de  g^om^trie  ana- 
lytique k  deux  et  k  trois  dimensions,  avec  un  exposö 
des  m6thodes  de  r^solution.      I^^  Partie:  G^om^trie  k 

deux   dimensioDS.     Paris.  Gaatbier-Yillars. 

Anzeige  in  Nouy.  Ann.  (3)  VI  von  Hrn.  M.  d'Ocagne,  der 
die  methodische  Anordnung  aufs  höchste  lobt.  Der  Uebungs- 
stoff  geht  nicht  über  die  Theorie  der  Kegelschnitte  hinaus.     Lp. 


J.  ToDUUNTBR.      Solutions   to  Problems   contained  in   a 
treatise    on    plane    coordinate   geometry.      Edited   by 

C    W.    BOURNB.     LoudoD.     MacmillaD  aod  Co. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIL  75.  Lp. 


G.  KoBHLBR.      Zur    Einführung    der    Liniencoordinaten 
in    die  analytische  Geometrie    der   Ebene.     Scbloemilch 

Z.  XXXII.  152-169. 

Nachdem  die  ursprfinglich  aus  Gründen  der  Zweckmässig- 
keit erfolgte  Einführung  der  rechtwinkligen  Linien -Coordinaten 
durch  Reuschle  logisch  begründet  worden  (S.  F.  d.  M.  XVIIL 
1886.  653),  gelangt  der  Verf.  zu  dieser  Coordinatenbestimmung 
auf  einem  Wege,  welcher  dieselbe  geradezu  als  eine  notwendige 
erkennen  lässt.  Zu  diesem  Zwecke  bedient  er  sich  des  Zwischen- 
gliedes der  homogenen  Coordinaten,  welche  den  Uebergang  von 
den  rechtwinkligen  Punkt-  zu  den  rechtwinkligen  Linien  -  Coor- 
dinaten  vermitteln.  Der  Fall,  in  welchem  die  letzteren  versagen, 
wird  gebührend  beachtet,  auch  der  Zusammenhang  derselben 
mit  den  Schwering'sehen  Linien  -  Coordinaten  ausführlich  und 
klar  dargelegt.  Es  stellt  sich  dabei,  wie  zu  erwarten,  heraus, 
dass  die  Bestimmung  eines  Punktes  durch  seine  Coordinaten  im 

44* 
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SchweriDg'schen  System  reciprok  ist  der  Bestimmung  einer  Ge- 
raden durch  ihre  Coordinaten  im  rechtwinkligen  System. 

Schg. 

M.  d'Ocagne.      Les    coordonn^es    parallMes    de  pointa. 

Nou7.  ADD.  (3)  VI.  493.502. 

Während   das   dem   rechtwinkligen  reciproke  System   yon 
Parallelcoordinaten  (s.  die  früheren  Berichte  in  diesem  Jahrb. 
Ober  die  einschlägigen  Arbeiten  von  d'Ocagne  und  Schwering) 
zunächst  nur  zur  Bestimmung  von  Geraden  dient,  lässt  sich  das- 
selbe, wie  der  Verfasser  des  vorliegenden  Aufsatzes  zeigt,  auch 
zur  Bestimmung  von  Punkten  verwenden.    Ist  nämlich  ein  System 
gegeben,  gebildet  aus  zwei  Parallelen  p,  q  und  einer  Geraden, 
welche   dieselben   bezw.   in   den   Punkten  A   und  B  senkrecht 
schneidet,   sind  femer  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  die  Ge- 
raden BP  und  AP  gezogen,  welche  bezw.  p  und  q  in  den  Punk- 
ten U  und  V  schneiden,  so  sind  die  reciproken  Werte  der  Ab- 
schnitte AU  und  BV  die  Coordinaten  des  Punktes  P.    Mittels  die- 
ser,  den  Plücker'schen  Linieneoordinaten  reciproken  Coordinaten 
werden   einfache  Aufgaben   über  Punkte,   Geraden  und  Kegel- 
schnitte gelöst,  und  mit  Hülfe  des  Dualitätsprincips  auch  einige 
complicirtere  Resultate  abgeleitet.    Der  Zusammenhang  der  neuen 
Coordinaten  p,  q  mit  den  gewöhnlichen  Cartesischen  Punktcoor- 
dinaten  x^  y  wird,   wenn  AB  als  Axe  der  X,   und   die   in   der 
Mitte  0  von  AB  errichtete  Senkrechte  als  Axe  der  Y  genommen 
wird,  durch  die  einfachen  Beziehungen  hergestellt  {OA  =  OB  =  1 
gesetzt): 

_    1— a:  .         _    1-f-a; 
^  "  "^^'     '  ""  "27"*  Schg, 


M.  d'Ocagnb.     Les   coordonn^es  cycliques.     MatheBisVii. 

148-154. 

Cyklische  Coordinaten  eines  Punktes  If  beissea  die  auf 
einer  einzigen  Axe  vom  Ursprünge  aus  gerechneten  Abstände 
der  Schnittpunkte  der  Cyklen  von  demselben  Radius,  die  diesen 
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Punkt  Kam  CSentniBi  haben.  Ein  Cykel  ist  ein  in  einem  be- 
stimmten Sinne  beschriebener  Kreis  von  einem  Punkte  aas,  der 
auf  derselben  Seite  der  Axe  wie  M  liegt.  Die  Normale  za  einer 
Corre  ^(^,  17)  =  0  in  cyklischen  Coordinaten  hat  die  Gleiehang 

Hj -^-  =  fij  -^,  wo  n,  und  n,  die  Abstände  des  Punktes,   in 

welchem  die  Normale  die  Axe  schneidet,  von  den  Punkten  sind, 
in  denen  der  Cykel  des  betrachteten  Punktes  auf  der  Curve  die- 
selbe Axe  trifft.  Anwendungen  der  cyklischen  Coordinaten  auf 
die  Kegelschnitte.  Cyklische  Dualität:  Jedem  Satze  für  Cartesi- 
sehe  Coordinaten  entspricht  einer  fOr  cyklische.    Beispiele. 

Mn.  (Lp.) 

F.  Groscurth.      üeber    parabolische    Coordiuaten    und 
die   geodätischen    Linien    auf  dena    elliptischen    Para- 

boloid.      Dias.  Marburg.  21  S.  i^. 


C.-A.  Laisant.    Theorie  et  applications  des  ^quipoliences. 

Paris.  Gaatbier-Yillars.  XVI  a.  299  S.  80. 

Herr  Laisant  hat  1873  und  1874  eine  französische  lieber- 
Setzung  der  „Darstellung  der  Methode  der  AequipoUenzen''  von 
6.  Bellayitis  veröffentlicht,  und  da  diese  Uebersetzung  vergriffen 
war,  so  hat  er  den  Gegenstand  nun  selbständig  bearbeitet.  Die 
Methode  der  Aequipollenzen  ist  bekanntlich  diejenige  geometri- 
sche Deutung  der  complexen  Zahlen,  welche  in  Deutschland  wohl 
als  Streckentheorie  bezeichnet,  und  deren  Grundlage  am  Anfange 
der  Funotionentheorie  entwickelt  zu  werden  pflegt.  Die  Dar- 
stellung der  Theorie  nimmt  im  vorliegenden  Buche  nur  51  Seiten 
ein:  das  wesentliche  Interesse  heftet  sich  an  die  Anwendungen. 
Denn,  wie  schon  Salmon  in  der  ersten  Auflage  seiner  „Higher 
plane  curves^  (1852)  über  die  genau  dieselben  Ziele  verfolgen- 
den Bestrebungen  seines  Landsmannes  Warren  urteilt,  „diese 
Rechnung  giebt  eine  neue  Form  von  Polarcoordinaten,  die  mit 
Recht  gewählt  werden  dSrfen,  wenn  es  sich  herausstellt,  dass 
sie  irgend  welche  Vorteile  über  die  gewöhnliche  Methode  bieten" 
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(a.  a.  0.  S.  306).  Die  Anwendungen  umfassen  viele  Probleme 
der  Elementargeometrie  (unter  ihnen  z.  B.  das  Modethema  der 
Brooard'schen  und  Lemoine'schen  Punkte),  die  Theorie  der  Cur- 
yen,  welche  Hotlei  bereits  seinem  „Gours  de  calcul  infinitesimal* 
(Bd.  IL  S.  93-112,  1879)  einverleibt  hatte,  die  Theorie  der  ebenen 
Transformation  und  die  Kinematik.  Jedem  Capitel  sind  viele 
Uebungsaufgaben  angehängt. 

Obschon  die  Methode  der  Aequipollenzen  schneller  bewältigt 
werden  kann  als  die  der  Hamilton'schen  Quaternionen  und  der 
Grassmann'schen  Ausdehuungslehre,  so  steht  sie  doch  in  der 
Anwendbarkeit  hinter  beiden  zurQck,  da  sie  nur  fQr  die  Ebene, 
nicht  fQr  den  Raum  existirt.  Zur  Kennzeichnung  dessen,  was 
sie  leisten  kann,  ist  das  vorliegende  Buch  in  jeder  Beziehung 
sehr  geeignet.  Lp. 

K.  Hertz.     Die   Elemente  der   Hamilton'schen   Qaater- 

nionen.     Warschan.  (Poloiscb.) 

Die  Schrift  enthält  als  Einführung  in  den  Gegenstand  die 
Theorie  der  Vectorenrechnung  nebst  Anwendung  auf  die  Geo- 
metrie der  Linien  und  der  Flächen;  es  folgen  dann  die  Grund- 
sätze der  Quaternionenrechnung,  die  Theorie  der  Indices,  Algebra 
der  Quaternionen,  Differentiirung  derselben,  Auflösung  der  Glei- 
chungen mit  Quaternionen,  mehrere  Anwendungen  und  Uebungen. 

Dn. 

E.    B.   Elliott.      The   quotients  of  spnce-directed   liiies. 

Waeb.  Ball    X.  10.V107. 

Kurze  Bemerkung  über  die  ursprüngliche  Vorstellung  Ha- 
miltou's  nebst  Anwendung  auf  das  Problem  der  Wechselwirkung 
der  Elemente  elt-ktrisclier  Ströme.  Lp. 


Ed.    Wkyr.      lieber   biiäre    Matiizeu.     Prag   B«r.  35-^  (Böhm.) 

Enthält  die  Grundzüge  einer  Theorie  der  binären  Matrizen 
neb8t  daran  geknüpfter  Theorie  der  Quaten  ionen.  Std. 
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R.  Raimondi.      Suir  equazione  vettoriale    della    circou- 

ferenza.      Batt  6.  XXY.  219-222. 

Aas  der  QaaternionengleichuDg  der  Geraden  ergiebt  sich 
durch  Inversion  die  Gleichang  des  Kreises,  aus  letzterer  die 
sogenannte  Vectorgleichung  desselben.  In  der  ersten  dieser 
Ereisgleiehangen  erscheint  der  variable  Vector  als  Function  einer 
Yariabeln  X,  in  der  zweiten  als  Function  einer  anderen  Variabein 
K.  Durch  die  vorliegende  Arbeit  wird  die  zwischen  beiden 
Variabein  bestehende  Beziehung  ermittelt.  Schg. 


G.  G.  MoRRiCE.     Note  on  tbe  multiplication  of  nonions. 

Hess.  (2)  XVII.  104-10Ö. 

Die   Note    bezweckt    eine   Aufstellung    der  Multiplications- 
tabelle  fOr  Nonionen  in  ihrer  besten  Gestalt         Glr.  (Lp.) 

V.  Balbin.      Elementos  de   calculo   de  los  cuaterniones 
y  sus  aplicaciones  principales  &  la  Geometrfa,  al  Ana- 

lisis   y  ä   la   mecänica.      Baenos  Aires.  XIX  -l-  359  S.  8^ 


Gapitel  2. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.     Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 
R.  A.  Roberts.     On  the  reotification  of  certain  curves. 

Lond.  M.  S.  Proc.  XVIII.  97-129. 

Voraus  geht  die  Geschichte  der  Erfolge  in  der  Aufsuchung 
von  Currenbogen,  welche  Functionen  gegebener  Form  darstellen. 
Namentlich  handelt  es  sich  um  die  Darstellung  der  ersten  Gat^ 
tung  elliptischer  Integrale,  und  ist  Serret  in  dieser  Bestrebung 
am  weitesten  gelangt  (s.  Cayley's  „Elliptic  Functions**,  Chap.  15). 
Um  weitere  Beiträge  in  dieser  Richtung  zu  geben,  sucht  der 
Verfasser  Beispiele  yon  Curven,  deren  Bogen  Logarithmen  alge- 
braischer  Functionen   sind.     Die   reciproke   Parabel   Iftsst  sich 
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speciell  zu  einem  Logarithmus  machen,  allgemeiner  besteht  der 
Ausdruck  aus  zwei  Logarithmen.  Auch  Hypocykloiden  von  ratio- 
nalem Radien- Verhältnis  geben  in  gewissen  Fällen  Logarithmen. 
Weiterhin  werden  Fälle  untersucht,  wo  ein  Bogen  die  Summe 
mehrerer  anderen  ist,  dann  wo  sein  Ausdruck  aus  verschieden- 
artigen Integralen  besteht,  die  sich  auf  eine  geringere  Anzahl 
reduciren  lassen.  Ausserdem  werden  viele  Eigenschaften  und 
Beziehungen  von  Curvenbogen  im  Anschluss  an  namhafte  Ar- 
beiten gefunden.  H. 

A.  D.  Ristben.     On  a  theorem  relating  to  closed  plane 

CUrves.      Aonals  of  Math.  III.  104. 

Sei  /  die  constante  Länge  einer  Sehne  einer  geschlossenen 
ebenen  Linie  L,  einer  Sehne,  deren  beide  Enden  die  ganze  Linie 
durchlaufen.  Ein  Punkt  auf  der  Sehne,  dessen  Abstände  von 
deren  Enden  b  und  a=^l  +  b  sind,  erzeugt  dabei  eine  ge- 
schlossene Linie  Jf.  Der  Ring  zwischen  L  und  M  ergiebt  un- 
mittelbar folgenden  Inhalt: 

xd»  +  nh\ 

0 

wenn  x  die  Strecke  vom  Schnittpunkt  zweier  consecutiven  Sehnen 
bis  zum  erstem  Ende,  und  dO-  den  Winkel  zwischen  beiden  be- 
zeichnet. Setzt  man  b  =  —  /,  so  dass  M  mit  L  zusammenfällt, 
so  wird  61.  (l): 

xd»  +  nl\ 

0 

woraus  nach  Elimination  des  gemeinsamen  Integrals: 

R  =  Trab, 
Das  Besultat  drückt  das  auf  dem  Titel  angezeigte  Theorem  aus, 
fdr  welches  bereits  in   „Wiliiamson's  Calculus"   ein  Beweis  ge- 
geben worden  ist.    Indem  der  Verfasser  den  vorstehenden  eige- 
nen Beweis  giebt,  macht  er  auf  die  beiläufig  erhaltene  Gleichung 

xd»  =  nl 

0 

aufmerksam.  In  der  That  drückt  diese  ein  von  Jf  unabhängiges 
bemerkenswertes  Theorem  aus.  H. 
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M.  d'Ocagnb.     Sur  la  relationentre  les  rayons  de  cour- 
bare de  deux   conrbes   polaires   r^iproques.      add.  de 

rÄc.  Norm.  (3)  IV.  313^16. 

Der  Verfasser  giebt  zuerst  einen  neuen  nnd  gleichfalls  sehr 
einfachen  Beweis  fOr  einen  Satz  von  Mannheim,  Jonrn.  de  Math. 
(2)  XI.  193,  welcher  Oberdies  zu  einer  Verallgemeinerung  den 
Weg  zeigt     Der  Beweis  stQtzt  sich  auf  die  zwei  Relationen: 

(1)         ÄÄ'=JVW';  ^  (2)         ^  +  ^  =  2, 

wo  A,  ft'  die  Krümmungsradien  zweier  in  Bezug  auf  einen 
Kreis  0  polar- reciproken  Curven  c,  (/  in  entsprechenden  Punkten 
M^  M'y  ferner  N^  JV'  die  Normalen  in  If,  M\  begrenzt  durch  die 
Lote  aus  O  auf  OJtf,  OJf',  bezeichnen.  Die  Formel  von  Mann- 
heim lautet  dann: 

ÄÄ'  =  — V-, 

cos'a 

wo  o  =  Z.  MOM'  und  r  der  Radius  des  Richtkreises  ist. 
61.  (1)  zeigt,  dass  fbr  eine  auf  einen  Pol  0  bezogene  Curve 
die  Projection  des  Krfimmnngsmittelpunkts  auf  den  Radiusvector 
dies^i  in  eonstantem  Verhältnisse  teilt.  Ausserdem  folgt  die 
Relation : 

wo  A„  iVj  sich  auf  die  Fusspunktcurye  c,  von  c  beziehen.  An 
die  Stelle  des  Kreises  setzt  nun  der  Verfasser  einen  beliebigen 
eentrischen  Kegelschnitt  k,  in  Bezog  auf  welchen  c  und  &  polar 
reciprok  sind.    Dann  geht  Gl.  (1)  über  in 

,  _    8in2cd8ip2itf'         , 
^*   -    sin 2^  sin 2y   ^^' 

wo  Cd,  w'  die  Winkel  zwischen  den  Radienyectoren  und  der 
Focalaxe  von  A,  und  ^,  ^  die  Winkel  der  Tangenten  an  c,  c' 
gegen  dieselbe  bezeichnen.  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel, 
so  resultirt: 

"     ~   sin'^sin*^''  H. 
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F.  P.  RuFPiNi.     Della  ragione  che  i  raggi  di  curvatura 
di  una  linea  piana  hanno  a  quelli  della  8ua  evoluta. 

Bologna  Mem.  (4)  VI.  715-730.  (1886.) 

Der  Aufsatz  behaodelt  folgende  Aufgaben:  1)  aus  dem  Ver- 
hältnis Q^  :q^   wo  q  der  Erfimmungsradius  einer  Curve,   ^,  der 

ihrer  Evolute  ist,    ausgedruckt  in  Function  von  u  =:  -^,    die 

Gleichung  der  Cnrve  s  zu  finden;  2)  aus  der  Gleichung  jenes 
Verhältnis  herzuleiten;  3)  die  Anwendung  auf  die  zwei  Fälle  za 
machen,  wo  zwei  in  Beziehung  stehende  Curven  eine  solche  Ge* 
stalt  und  Lage  haben,  dass  die  entsprechenden  Bogenelemente 
sich  verhalten  wie  ihre  KrOmmungsradien  und  ihre  Tangenten 
constante  Winkel  mit  einander  oder  supplementäre  Winkel  mit 
anderen  Geraden  bilden.  Keine  dieser  Fragen  bietet  ein  Problem 
dar;  nur  Ausrechnung  wird  verlangt,  und  es  handelt  sich  haupt- 
sächlich um  Beispiele.  H. 


A.  MoucHOT.    Propri^t^s  descriptives  segmentaires  ou  in6- 
triques     ^e    la    circonf^rence    de    mode    quelconque. 

C.  B.  CV.  602-604. 

Dem  Referenten  ist  es  nicht  gelungen,  ein  Ziel  der  hier  an- 
gestellten Betrachtungen  zu  entdecken,  die  auf  Neuheit  keinen 
Anspruch  machen.  H. 

M.  Weill.    Thdor^mes  de  g^om^trie.  Nouv.  Ann.  (3)  vi.  269-272. 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  zuerst  zwei  ebene  Curven  C 
und  C  und  einen  Punkt  0;  sind  M  und  M*  zwei  resp.  auf  C 
und  C  derart  angenommene  Punkte,  dass  die  in  M  und  M' 
resp.  an  C  und  C  construirten  Tangenten  einander  parallel  sind, 
so  ziehe  man  durch  0  eine  Gerade  gleich  und  parallel  zu  MM'] 
dann  wird  der  Endpunkt  fi  dieser  Geraden  eine  Curve  C"  be- 
schreiben. Es  ist  nun  die  Tangente  an  C"  in  fi  parallel  den 
vorigen  Tangenten;  ferner  ist  das  Bogenelement  von  C"  gleich 
der  Differenz  der  entsprechenden  Bogenelemente  von  C  und  C; 


Oapitel  2.    Analytisohe  Geometrie  der  Bbene.  699 

hieraas  folgt,  dass  der  Erflmniungradius  in  fi  gleich  der  Summe 
oder  Differenz  der  Krümmungsradien  ;in  C  und  C  ist  Daraus 
ergeben  sieh  noch  einige  Folgerungen. 

Ferner  werden  wieder  zwei  Curven  C  und  C  betrachtet; 
in  einem  Punkte  M  auf  C  wird  die  Tangente  gezogen,  welche 
C  in  M'  trifft,  und  es  sei  q  =  JfJf',  und  w  der  Winkel,  den 
MM'  mit  einer  festen  Geraden  bildet.  Das  Flächenelement  zwi- 
schen beiden  Curven  und  zwei  unendlich  nahen  Tangenten  ist 
dann  Q^dw.  Geht  nun  durch  einen  Punkt  0  eine  Gerade,  die 
gleich  und  parallel  KH'  ist,  so  beschreibt  der  Endpunkt  ju  dieser 
Geraden  eine  Cürve  C,  deren  Inhalt  gleich  dem  zwischen  C 
und  C  liegenden  FlächenstOck  ist.  Auch  hieran  knQpfen  sich 
interessante  Zusätze. 

Zum  Schluss  finden  sich  Bemerkungen  über  den  Flächen- 
inhalt von  Fusspunktencurven.  Mz. 


E.  Cesaro.     Remarque   de  g^om^trie  infinitesimale. 

Matheeie  VII.  25-38. 

Verschiedene  Fragen  aus  der  infinitesimalen  Geometrie,  die 
vermittelst  der  natOrlichen  Coordinaten  der  Curve  (des  Bogens  5, 
des  Krümmungsradius  gj  u.  s.  w.)  behandelt  werden.  Beispiele: 
1)  Die  Hüllcurve  der  Kreise,  welche  die  Krümmungsradien  einer 
Epicjkloide  zu  Durchmessern  haben,  ist  eine  inyerse  Curve 
dieser  Epicykioide.  2)  Die  einzigen  abwickelbaren  Helikoide, 
auf  denen  ein  freier  Punkt  sich  derartig  bewegen  kann,  dass 
die  Axe  sich  auf  einer  abwickelbaren  Oberfläche  verschiebt,  sind 
diejenigen,  deren  Wendungscurve  als  transformirte  ebene  Curve 
eine  Tractrix  ist.  Mn.  (Lp.) 

H.  G.  L.  Schotten.      üeber    Fusspunktscurven.     Progr. 

Oymn.  Htfrafold. 

Bewegt  sich  ein  Winkel  derart,  dass  jeder  seiner  Schenkel 
auf  einer  festen  Curve  gleitet,  bo  beschreibt  die  Winkelspitze 
eine  Curve,  welche  der  Verfasser  Scheitelpunktscurve  nennt. 
Für   bestimmte  Formen   der   Grundcurven   wird   die  Gleichung 
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jener  Scheitelpunktscurve  aufgestellt,  und  fQr  einige  Fälle  dU- 
cutirt.  Aus  der  Specialisirung  ergeben  sieh  Fusspunktseunren. 
Bemerkenswertes  bietet  die  Arbeit  nieht.  Sehn. 


G.  ScHLABACH.      Ueber  die  Enveloppen,  welche  bei  der 
Bewegung  einer  Geraden  längs  einer  gegebenen  Curve 

entstehen.      Dies.  Marbarg.  39  S.  8<>. 


B.    Theorie  der  algebraischen  Curven. 
H.  G.  Zbuthbn.     Om  algebraiske  Kurvers  Bestemmelse 

Ved    Punkter.       Zeathen  T.  (5)  V.  65-79. 

Herr  Zeuthen  giebt  in  diesem  Aufsatz  eine  genaue  und 
leichtfassliche  Darstellung  der  gewöhnlichsten  Sätze  tlber  die 
Bestimmung  der  ebenen  algebraischen  Curyen  durch  Punkte. 
Diese  Sätze  werden  ausschliesslich  durch  Constantenabzählun- 
gen  hergeleitet. 

Von  den  gegebenen  Sätzen  soll  hier  nur  hervorgehoben 
werden : 

Wenn  P  die  vollständige  Sohnittpunktengruppe  von  m^m^ 
Punkten  zweier  Curven  y„,  und  qp^  m,*«'  und  m,*«'  Ordnung  ist, 
so  wird  bekanntlich  eine  Curve  9>m,+m,-3  durch  einen  Punkt  der 
Punktgruppe  gehen,  wenn  sie  durch  die  übrigen  geht.  Hier  wird 
aber  zugleich  bewiesen,  dass  es  ftlr  g>mt+mg^j  immer  fiijifi,— 1  Be- 
dingungen sind,  durch  m,i?},— 1  willkürliche  Punkte  unter  den 
Punkten  P  zu  gehen.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  P  keine  zu- 
sammenfallenden Punkte  enthält. 

Der  Riemann-Roch'sche  Satz  wird  unter  der  folgenden  Form 
gegeben: 

Eine  Punktgruppe  P  gehört  zu  der  vollständigen  Schnitt- 
punktgruppe  zweier  Curven  9>m,  und  q>m^.  Die  Curven  ^m,  und 
^m,  schneiden   sich   noch  ausser  in  P  in  einer  Punktgruppe  Q. 
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Eine  Gurye  «jp»  geht  durch  P  und  wird  durch  /  Punkte  unter 
den,  Punkten  P  gehen  mOssen,  wenn  sie  durch  die  Übrigen  geht; 
dann  kann  man  immer  durch  Q  und  /—l  willkQrliche  Punkte 
eine  Curve  ^«,+«,-«-3  legen. 

Indem  man  immer  n>,m^  und  n^m,  annimmt,  sieht 
man,  wie  der  ausgesprochene  Satz  die  Untersuchung  der  Punkt- 
grnppen  yereinfachen  kann.  V. 


G.  HuiiBBRT.      Sur    quelques  propridt^s    ra^triques    des 

COUrbes.     Noq?.  Add.  (3)  vi.  526-547. 

In  dieser  Arbeit  wird  zunächst  eine  ebene  algebraische  Curve 
ri^  Grades  betrachtet,  deren  Gleichung  in  homogenen  Coor- 
dinaten  f(x^  y,  «)  =  0  sei,  und  analog  ein  BQschel  von  Curven 
f»**"  Grades,  dessen  Gleichung  F—nq>  =  0,  wo  11  der  variable 
Parameter  ist.  Irgend  eine  Curve  des  Büschels  trifft  ^  =  0  in 
m .  n  Punkten  mit  den  Coordinaten : 

(«n  yn  »1)1    («»» y^  »1)»  •  •  • 

0 (sc  t/  %\ 
Ist  nun     mr}  i    der  Quotient  zweier  homogenen  Polynome 

in  x^  y,  2,  die  überdies  gleichen  Grades  sind,  so  ist  die  Summe 

„  _   Q(^nyn»i)    ,    Q(^>t  y«i  g»)    . 
nxa,yn»J   "^    »'(^s^y,,»,)  .'^'" 

eine  symmetrische  Function  der  Coordinaten  derjenigen  Punkte, 
in  denen  die  Curven  /*=  0,  F^ug>  =  0  sich  schneiden;  diese 
Snmme  ist  daher  eine  rationale  Function  von  ti.  Es  wird  nun 
bewiesen,  dass  diese  Summe  constant  bleibt,  wenn  die  Curven 
des  Büschels,  welche  durch  die  Ourchschnittspunkte  der  Curven 

/"  =  0,  F  =  0  gehen  (wobei  die  Function  -y    unendlich    wird), 

in  jedem  dieser  Punkte  mit  der  Curve  f  =  0  eine  Berührung 
haben,  deren  Ordnung  wenigstens  gleich  dem  Unterschiede  unter 
den  Ordnungen  der  Berührung  ist,  die  die  Curve  f  =  0  mit  den 
Curven  F  =  0,  0  =  0  im  betrachteten  Punkte  hat.  Geht  die 
Curve  0  =  0  überhaupt  nicht  durch  diesen  Punkt,  so  hat  man, 
um  das  Theorem  anzuwenden,  die  Ordnung  ihrer  Berührung  mit 
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f  =  0  als  gleich  —1  zu  betrachten.    Hieran  schliessen  sieh  zwei 
CoroUare  und  mehrfache  Anwendungen.  Mz.  . 


R.  W.  Genese.    On  relations  between  circles  and  algebraic 
curves  with  applications  to  dynamics.     Lond.  M.  8  Proc 

XVIII.  304-813. 

Werden  vom  Mittelpunkte  eines  Kreises  nach  seinen  Schnitt* 
punkten  mit  einer  Curve  n^'  Ordnung  Radienvectoren  gezogen, 
so  ist  die  Summe  ihrer  Azimuthe  bezfiglich  einer  gegebenen  Axe 
unabhängig  vom  Radius  und  Mittelpunkte  des  Kreises.  Nahe- 
liegende. Anwendungen  dieses  und  des  von  d'Ocagne  bewiesenen 
Satzes,  dass  die  Mitte  des  Schnittpunktsystemes  eines  Kreisea 
mit  einer  Curve  n^'  Ordnung  unabhängig  vom  Kreisradius  ist, 
auf  mechanische  Probleme  beschliessen  die  Arbeit  Js. 


M.  Weill.    Sur  un  tbdor^me  de  Chasles.    Noav.  Ann.  (3)  vi. 

82-83. 

Einfacher  Beweis  des  bekannten  Chasles'schen  Satzes,  den 
Salmon  schon  in  die  erste  Auflage  seiner  Higher  plane  curves 
aufgenommen  hatte:  Das  Centrum  der  mittleren  Abstände  der 
Berührungspunkte  eines  beliebigen  Systems  paralleler  Tangenten 
bei  einer  gegebenen  Curve  ist  ein  fester  Punkt.  Lp. 


R.  Lachlan,  A.  R.  Johnson,  Matz.    Solution  of  question 

9011.      Ed.  Times  XLVII.  106. 

Das  Product  der  drei  Normalen,  die  man  von  einem  Punkte 
eines  Kegelschnittes  an  ihn  ziehen  kann,  ist  gleich  dem  Producte 
der  Lote  aus  jenem  Punkte  auf  die  Asymptoten  und  des  Durch- 
messers des  KrOmmungskreises  in  dem  Punkte.  Fttr  eine  Curve 
m**'  Ordnung  und  w**''  Klasse  ist  das  Product  der  m-f  n— 1  Nor- 
malen aus  einem  ihrer  Punkte  gleich  dem  Producte  der  n — 2 
Tangenten,  der  m  Lote  auf  die  Asymptoten  und  des  Durch- 
messers des  KrOmmungskreises.  Lp. 
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W.  Weiss,     üeber  einen  Beweis  der  Zeuthen'schen  Ver- 
allgenaeinerung    des   Satzes    von    der    Erbaltnng   des 

Geschlechts.      Math.  Ann.  XXIX.  382-385. 

Es  seien  C,  und  C,  zwei  (ebene  oder  räumliche)  algebrai- 
sehe  Carren  von  den  Ordnungen  n„  n,,  den  Geschlechtern  n^^  n^ 
und  mit  /9j,  /9,  Spitzen.  Diese  beiden  Carren  seien  so  aufein- 
ander bezogen,  dass  jedem  Punkte  der  C,  x^  Punkte  auf  C,, 
und  jedem  Punkte  der  C,  x^  Punkte  auf  C,  entsprechen,  und 
daas  dabei  auf  der  ersten  Curve  /,  und  auf  der  zweiten  Curve 
f,  Goincidenzen  auftreten. 

Die  Verbindungslinien  correspondirender  Punkte  bilden  dann 
eine  Regelfläche   (deren  Geschlecht  mit  p  bezeichnet' sei),   auf 
der  C,  eine  a;,- fache  Curve  ist,    die  von  einer  Erzeugenden  nur 
einmal  getroffen  wird,  /,  eigentliche  pincb-points  enthält  und  ß^ 
Rflckkehrpunkte  hat.    Das  Analoge  gilt  für  C,. 

Dann  gilt,  wie  der  Verfasser  rein  geometrisch  nachweist, 
die  Relation 

2p-2  =  ^,  +  2a:,(fr.-l) 
und  entsprechend 

2p-2  =  ^,+2d?,(nr,-l). 

Daraus  folgt  aber  durch  Subtraction: 

/,-/,  =  2aj,(fi,-l)-2aj,(rj,-l), 

d.  i.  die  Zeuthen'sche  Geschlechtsformel.  My. 


Fr.  Meyer.      Zur    Erzeugung    der    rationalen    Curven. 

Bökleo  Mitt.  ITi.  83-37. 

Herr  Brill  hat  Mönch.  Ber.  1885.  276ff.  gezeigt,  wie  man 
zu  einer  gegebenen  rationalen  Curve  n**'  Ordnung  im  allge- 
meinen auf  mannigfaltige  Weise  zwei  rationale  Klassencurven 
finden  kann,  deren  Tangenten  passend  so  auf  einander  bezogen 
werden  können,  dass  die  Punkte  der  gegebenen  Curve  die 
Schnittpunkte  je  zweier  entsprechenden  Tangenten  sind.  Herr 
Meyer  löst  die  gewissermassen  umgekehrte  Aufgabe,  die  gege* 
bene  Curve   n^  Ordnung   (und   von   der  Klasse   2fi— 2)  durch 
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ihre  Tangenten  zu  erzeugen,  indem  er  eine  Schar  von  Ordnangs- 
eurven  bestimmt,  deren  entsprechende  Punkte  auf  derselben  Tan- 
gente der  gegebenen  Curye  liegen.  R.  M. 


M.  Wbill.     Sur  les  courbes  unicursales.      Non?.  Add.   {S) 

VI.  205-207. 

Bedeuten  f(i),  ^(A),  Ä(i)  ganze  Functionen  n*«°  Grades  von 
Ij  so  beschreibt  der  Punkt  ^  =  tttt»  y  =  tt^t"  c'öc  rationale 
ebene  Gurve  it^'  Ordnung.  Durch  Partialbruchzerlegung  der  Quo- 
tienten -^Ti   L    gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Satze,  dass  der  die 

n        n 

Gurye  beschreibende  Punkt  aufgefasst  werden  kann  als  das  Cen- 
trum der  mittleren  Entfernungen  bezw.  der  p  Ecken  eines  ein- 
fachen p-EckeS|  die  sich  auf  p  festen,  durch  einen  Punkt  laufen- 
den Geraden  bewegen,  während  p— 1  der  Seiten  ebensoviel  feste 
Punkte  passiren.  My. 


6.  B.  GucciA.  Sulla  riduzione  dei  sistemi  lineari  di 
ciirve  ellittiche  e  sopra  un  teorema  generale  delle 
curve  algebriche  di  genere  p.     Palermo  Rend.  i.  169-189. 

Fortsetzung  der  Arbeit  „Generalizzazione  di  un  teorema  di 
Nöther**  (F. d.M.  XVIII.  1886. 671).  Während  dort  der  Fall  p  =  0 
behandelt  wurde,  untersucht  der  Verfasser  hier  mittels  derselben 
Methoden  den  Fall  p  ==  1  und  gelangt  zu  dem  Resultate,  dass  jedes 
lineare  System  elliptischer  Curyen  durch  quadratische  Transforma- 
tionen auf  eins  der  folgenden  Systeme  niedrigster  Ordnung  reducirt 
werden  kann:  1)  ein  lineares  System  elliptischer  Curven  3^' Ord- 
nung mit  0  bis  7  einfachen  Basispunkten,  2)  ein  ebensolches  System 
von  Curven  4^  Ordnung  mit  zwei  doppelten  Basispunkten,  3)  ein 
Curvenbnschel  von  der  Ordnung  3m  mit  9  m- fachen  Basispunkten. 
Der  letzte,  bereits  von  Bertini  behandelte  Fall  tritt  ein,  wenn 
die  Coefficienten  der  erzeugenden  Curven  des  Systems  nur  von 
einem  willkOrlichen  Parameter  linear  abhängig  sind,  die  beiden 
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anderen  Fälle,  wenn  die  Zahl  dieser  Parameter  grösser  ist.  An 
diesen  Satz  knüpfen  sich  verschiedene  Folgerungen  hinsichtlich 
der  zwischen  den  charakteristischen  Zahlen  des  reducirten  Systems 
bestehenden  Beziehungen  nnd  der  Schnittpunktzahlen  zweier  Cur- 
ven.  Schliesslich  gelangt  der  Verfasser  zu  Verallgemeinerungen 
der  Sätze  von  Chasles  und  Jonquieres  über  die  Erzeugung  alge- 
braischer Gurren,  und  schliesst  mit  einem  Satze  über  die  Anzahl 
der  willkQrlich  wählbaren  Basispunkte  eines  Btlschels  von  Curven 
n^  Ordnung,  die  auf  einer  gegebenen  Curre  m^  Ordnung 
(fi  <:  m)  liegen  sollen.  Schg. 


K.  BoBEK.  Ueber  byperelliptische  Curven.  Math.  Ann.  xxix. 

386-412. 

Eine  Curve  m^  Ordnung  vom  Geschlechte  p  >  1  (Cj.)  be- 
sitzt nur  eine  einzige  lineare  einfach -unendliche  Schar  g^^  von 
Gruppen  zu  zwei  Punkten,  welche  durch  die  adjungirten  Curven 
(m — 3)^"  Ordnung  ausgeschnitten  werden.  Dieser  Satz  wird  be- 
nutzt, um  die  C^  auf  zwei   rationale  Curvenscharen   möglichst 

niedriger  Ordnung  zu  beziehen,  deren  Schnitte  dann  die  CS^  er- 
zeugen. Die  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Abschnitte.  Im  ersten 
wird  zunächst  der  Satz  bewiesen,  dass  für  eine  hyperelliptische 

CS,  stets  m>p4-l  sein  muss,  und  die  CS,  für  m  =  p-[-2  immer 
einen  p- fachen  Punkt  besitzt;  dann  folgt  die  Betrachtung 
der  Enveloppen  -  Schar,  welche  durch  die  Verbindungslinien  ää 
der  Punktepaare  der  g^p  gebildet  wird.  Diese  Curven  sind  von 
der  Klasse  c  =  m— p— 1,   und  sie  sind  die  Curven  niedrigster 

Ordnung,  welche  die  g^p  auf  der  CSt  ausschneiden.  Ihre  Glei- 
chung enthält  einen  Parameter  rational  von  der  Ordnung  c. 
Mittels  dieser  Enveloppen  gelingt  es  dem  Verfasser,  der  Curven- 
gleichung  eine  bestimmte  Form  zu  geben,  welche  gestattet,  die 
hyperelliptischen  Curven  auf  verschiedene  Art  zu  erzeugen: 

1)  können  sie  erzeugt  werden  durch  die  adjungirten  Curven 
(m — 2)*«'  Ordnung  und  die  Tangenten  der  Enveloppen; 

2)  durch  Eegelschnittsysteme  und  dieselben  Tangenten; 

Fortschr.  d.  Math.  XIX.  3.  45 
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3)  durch    ein    Eegelsohnittsystem    und    adjangirte    Canren 
(m— !)*•'  Ordnung. 

Nach    diesen    allgemeinen    Untersuchungen    behandelt    der 

Autor  im  zweiten  Teile  die  speciellen  Curven  C^+3  und  C^  denn 
die  zweite  Erzeugungsart  liefert  für  sie  unmittelbar  die  Glei- 
chungen  selbst,    welche   aufgestellt   werden.     Schliesslich   wird 

noch  das  vollständige  System  der  zu  Cp^i  adjungirten  Carven 
p^'  Ordnung  gegeben,   wobei  man  den  Satz  erhält,    „dass  jede 

zu  C^+3  adjungirte  Curye  p^'  Ordnung,  welche  durch  die  beiden 
Punktepaare  b^ß^  und  b^ß^  geht,  auch  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  b^ß^  und  6,/9,  enthalten  muss**.  Bm. 


K.  BoBBK.     üeber  hy perelliptische  Ourven.     III. 

Wien.  Ber.  31-41. 

Diese  Note  schliesst  sich  an  zwei  frühere  Mitteilungen  des- 
selben Verfassers   an   (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  709  «F.).     Sie 

bezieht  sich  auf  diejenigen  hyperelliptischen  Curven  Cip  von  der 
Ordnung  2p  und  dem  Geschlechte  p,  deren  Gleichung  dareli 
Elimination  von  l  aus  den  Gleichungen 

hkCl-h)  li  j^  =  0,     r,+a+r.r  =  0 

heryorgeht.  Hier  bedeuten  A^^  A^^  ...,  Ap  lineare  und  t^,  <r,  %^ 
quadratische  Functionen  der  Coordinaten.     Nachdem  der  Verfasser 

die  Doppelpunkte  einer  solchen  Curve  C^  bestimmt  und  die 
Gleichungen  ihrer  p  adjungirten  Curven  (2p— 3)*^  Ordnung  auf- 
gestellt hat,   wendet  er   sich  zu  der  Frage,   ob  die  betrachtete 

Curve  dp  die  allgemeine  ihrer  Art  ist.  Er  findet,  dass  dieses 
der  Fall  ist  für  die  Curven  von  einer  der  Ordnungen  4,  6,  8 
mit  getrennt  liegenden  Doppelpunkten,  dass  dagegen  die  be- 
trachteten Curven  besondere  Eigenschaften  besitzen,  sobald  sie 
von  höherer  als  der  achten  Ordnung  sind.  Bei  dieser  Unter- 
suchung gelangt  der  Verfasser  zu  mehreren  allgemeinen  Sätzen 
ttber  die  hyperelliptischen  Curven,  z.  B.: 

„Legt  man  durch  ein  Punktepaar  a,  a  einer  hyperelliptischen 
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CiirYe  Cm  zwei  Kegelschnitte  K  und  üTj,  welche  C^  noch  in  den 
Ornppen  (K)  und  (ÜTJ  von  je  2iii— 2  Punkten  treffen,   so  geht 

durch  irgend  welche  p  Paare  von  C^  und  (JiQ  respective  (/rj  je 

eine  zu  C^  a^jaogirte  Curve  der  (m— 1)*^  Ordnung,  und  beide 

Gurren  berflhren  einander  in  den  d  Doppelpunkten  von  Cfn*'' 

Hz. 

C.  Weltzibn.  Zur  Theorie  derjenigen  ebenen  Curven, 
deren  Coordinaten  sich  rational  und  ganz  durch  zwei 
lineare  Functionen  und  zwei  Quadratwurzeln  aus 
ganzen  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen. 

liatlL  ADD.  XXX.  535-545. 

Die  Arbeit  behandelt  in  zwei  Abschnitten  die  Gurren,  welche 
durch  die  Gleichungen: 

Qx,  =  (b,t+b,)  VW)  +  (b,t+b,)  VF(0, 

dargestellt  werden,  in  denen  £(/)  und  F(i)  ganze  Functionen 
von  t  bedeuten. 

Im  ersten  Abschnitte  wird  eine  Methode  zur  Bildung  der 
Curvengleichung  in  x^^  x^j  x^  angegeben  und  für  den  Fall  der 
elliptischen  Curve  vierter  Ordnung  (E{i)  und  F{t)  quadratische 
Functionen),  für  die  Guryen  fünfter  Ordnung  vom  Geschlechte  2 
(E(i)  und  F(i)  Functionen  dritten  Grades)  und  für  die  Gurven 
sechster  Ordnung  vom  Geschlechte  3  (£(0  und  F(t)  Functionen 
vierten  Grades)  wirklich  ausgeführt 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  gezeigt,  wie  sich  die  Gleichung 
«(n— 3)^"  Grades  bilden  lässt,  welche  zur  Bestimmung  der  Para- 
meter der  Doppelpunkte  dient,  und  von  der  bereits  Clebsch  (J.  für 
Math.  LXIV)  bewiesen  hatte,  dass  sie  durch  eine  Gleichung  vom 
Grade  in(it— 3)  und  durch  in(n—3)  quadratische  Gleichungen 
gelöst  werden  kann;  endlich  wird  dann  für  die  erwähnten  spe- 
ciellen  Curven  die  Gleichung  in(n— 3)^°  Grades  vollständig  auf- 
gestellt Bm. 

45* 
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W.  Gross.      Ueber    die  Combinanten    binärer  Formen- 
systeme,  welche  ebenen  rationalen  Curven  zugeordnet 

sind.       DisB.  Tübingeo. 

Die  Interpretation  von  binären  Combinanten  binärer  Formen 
auf  rationalen  Curven  (nämlicb  solchen,  für  welche  die  homo- 
genen Coordinaten  eines  Punktes  den  gegebenen  binären  For- 
men proportional  sind)  ist  seit  geraumer  Zeit  mit  Erfolg  be- 
trieben worden.  Erst  in  letzter  Zeit  ist  dagegen  der  Uebergang 
zu  ternären,  quaternären  u.  s.  f.  Combinanten  binärer  Formen 
gemacht  worden,  sowie  zu  der  Verwertung  derselben  f&r  die 
Untersuchung  mehrfach  ausgedehnter  geometrischer  Gebilde, 
welche  in  dem  bez.  Räume  zu  der  rationalen  Curye  in  inyarianter 
Beziehung  stehen. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  in  diesem  Sinne  das  System 
von  drei  binären  Formen  dritten  resp.  vierten  Grades,  d.  i.  geo- 
metrisch die  rationalen  ebenen  Curven*dritter  resp.  vierter  Ordnung. 

Zuerst    wird    eine    Reihe    allgemeiner,    von    Herrn     Brill 
stammender  Principien  angegeben  für  die  Aufstellung  sämtlicher 
binärer  und  ternärer  Combinanten  eines  Systems  von  drei  binären 
Formen  fi**°  Grades  f^(^X),  /;(i),  f/i),  d.  h.  solcher  Bildungen, 
die  sich  bei  linearen  Transformationen  sowohl  von  l  wie  der  fi 
invariant  verhalten.     Analog  einem  Gordan'schen  Fundamental- 
satze  über  die  binären  Combinanten  lässt   sich  auch  hier  eine 
Reihe   von   viererlei   ;, erzeugenden"   Functionen   aufstellen,    aus 
denen  durch  einfache  Ersetzungs-  und  Ränderungsprocesse  alle 
möglichen  ternären  Combinanten  erwachsen.     Fast   von   selber 
fliesst  daraus  die  Existenz  eines  ,,endlichen^  Systems  von  Grund- 
formen, der  sogenannten  „Elementarcombinanten":  alle  ternären 
Combinanten  der  fi  sind  binäre  simultane  In-  oder  Co  Varianten  jener. 
Ergiebt  die  Anwendung  dieser  Principien  bereits  im  Falle  n  =  3 
eine  elegantere  Gestaltung  der  bisherigen  Theorie  der  rationalen 
Curven  dritter  Ordnung,   sowie  einen  vollständigen  Einblick  in 
die  sie  erzeugenden  Curvenscharen,  so  führt  das  entsprechende 
Studium  der  Curven  vierter  Ordnung  zu   einer  Fülle   einfacher 
und    neuer  Sätze    über  Curven    der  niedrigsten   Ordnung    und 
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Klasse,  welche  der  gegebenen  invariant  zugeordnet  sind.  Ein 
besonderes  Interesse  erweekt  unter  anderen  der  Satz,  dass  der 
durch  die  sechs  Wendepunkte  gehende  Kegelschnitt  mit  den 
beiden  anderen  Kegelschnitten,  welche  die  acht  Berührungspunkte 
der  yier  Doppeltangenten  passiren,  resp.  die  sechs  Wendetangenten 
berühren,  einem  und  demselben  Büschel  angehören. 

Auch  die  (in  anderer  Form  zuerst  vom  Referenten  ange- 
gebenen) die  Curve  einhüllenden  Kegelschnittscharen  erlauben 
eine  elegante  Darstellung.  My. 


J.  Kraus.      Die  geometrische   Deutung    einer    gewissen 
Invariante  bei  ebenen  Collineationen.    Math.  Aoo.  xxix. 

234-238. 

Das  Verschwinden  der  zu  drei  ebenen  Reciprocitäten  ge- 
hörigen simultanen,  trilinearen  Invariante  H  wird  geometrisch 
gedeutet. 

Es  wird  gesagt,  dass  ein  Viereck  abcd  auf  einem  zweiten 
a'Ve*d*  (in  der  unendlichen  Ebene  gelegenen)  „ruht",  wenn  es 
ein  Vierseit  aßyö  giebt,  welches  dem  ersten  Viereck  „verkehrt 
eingeschrieben"  und  dem  andern  umgeschrieben  ist. 

Femer  gehört  zu  zwei  geraden  Punktreihen  einer  Ebene 
xy%^  xy«'  stets  eine  „Involutionslinie*',  d.  i.  der  Ort  der  Punkte, 
aus  denen  involutorische  Strahlenpaare  nach  drei  Punktepaaren 
ouc',  yy\  fts'  hingehen.  Liegen  nun  in  einer  Ebene  irgend  zwei 
vollständige  Vierecke  abcd^  a'b'c'd'  mit  den  Nebenecken  efg^  ^T9\ 
und  man  construirt  zu  je  zwei  homologen  Punktreihen  bce,  b'&e' 
etc.  die  Involutionslinie,  so  beweist  der  Verfasser  zunächst,  dass 
die  so  entstehenden  sechs  Geraden  wieder  die  Seiten  eines  voll- 
ständigen Vierecks,  „des  Involutionsvierecks"  der  beiden  gege- 
benen, bilden.  Vermöge  der  drei  gegebenen  Reciprocitäten  (oder 
der  zwei  ihnen  äquivalenten  Collineationen)  mit  verschwindender 
Invariante  H  werden  dann  jedem  Viereck  der  Ebene  zwei  an- 
dere als  entsprechend  zugewiesen,  derart,  dass  das  Involutions- 
viereck je  zweier  der  drei  Vierecke  auf  dem  dritten  ruht. 

My. 


710  ^*  Abschnitt.    AnalytiBche  Geometrie. 

O.  Schlesinger.  Ueber  conjugirte  Curven,  insbesondere 
über  die  geometrische  Relation  zwischen  einer  Curve 
dritter  Ordnung  und  einer  zu  ihr  conjugirten  Curve 
dritter  Klasse.    Math.  Aon.  XXX.  456-477. 

Von  p  Punkten  der  Ebene  wird  gesagt,  dass  sie  ein  «Polar- 
p-eeb^  einer  Curve  n^  Klasse  Kn  bilden,  wenn  die  letztere  der- 
jenigen Hnearen  Schar  von  Curven  n^'  Klasse  angehört,  welche 
sich  aus  den  n  -  fach  gezählten  p  Punkten  zusammensetzt  Be- 
kanntlich ist  dann  jede  Curve  n^'  resp.  niedrigerer  Ordnang, 
welche  durch  solche  p  Punkte  hindurchgeht,  zur  ÜT«  „conjogirt^ 
oder  „apolar^,  d.  h.  die  bilineare  Invariante  der  die  Ordnongs- 
und  Kiassencnrve  darstellenden  Formen  verschwindet 

Es  erhebt  sich  nun  die  umgekehrte  Frage,  diejenigen  Polar- 
p  Ecke  einer  Kn  aufzußnden,  welche  einer  zu  ihr  conjugirten  C« 
einbehchrieben  sind,  eine  Frage,  die  bisher  nur  ftlr  den  Fall 
n  =  2  genügend  studirt  wor4en  ist 

Der  Verfasser  untersucht  hier  den  Fall  n  =  3  und  erhält 
als  Hauptresultat,  dass  dann  der  C^  einfach  unendlich  viele  Polar- 
Fünfecke  der  K^  einbeschrieben  sind. 

Nach  Aufstellung  einleitender  Sfttze  über  die  einfachsten 
Eigenschaften  eines  Polarfünfecks  einer  K,  behandelt  der  Ver- 
fasser allgemein  die  vorbereitende  Frage,  wie  zwei  gegebene 
Curveabüschel  n^'  und  m^'  Ordnung  projcctiviscb  einander  so 
zugeordnet  werden  können,  dass  sie  eine  zu  einer  gegebenen 
Km+n  conjugirte  Curve  erzeugen.  Es  ergiebt  sich  als  Kriteriam 
dafür,  dass  die  gemeinte  Zuordnung  oder  Homograpbie  zu  einer 
besonders  ausgezeichneten  Homograpbie  der  beiden  Büschel  (in 
binärem  Sinne)  conjugirt  zu  sein  hat 

Die  Anwendung  dieses  Ergebnisses  auf  den  vorliegenden 
Fall  (n  =  1,  iit  =r  2)  führt  zu  dem  grundlegenden  Satze:  Ist  X, 
zu  C3  conjugirt,  und  legt  man  durch  zwei  Punkte  ^j/^,  der  C, 
die  eine  zu  K^  conjugirte  C,,  welche  C,  noch  in  er,,  a,,  cr^,  o^ 
schneiden  möge,  so  haben  alle  C,  durch  diese  4  Punkte  bez.  K^ 
denselben  Polarpunkt,  und  dieser  liegt  auf  fi^ny 

Die  weitere  Verfolgung  dieses  Satzes  führt  zu  der  Beant- 
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wortaog  der  arsprfloglichen  Frage.  Durch  jeden  Pankt  n  der 
C,  geht  eine  nnd  nur  eine  zu  K^  apolare  C„  deren  fünf  weitere 
Sebnittpankte  mit  C,  ein  Polarftinfeek  der  K^  bilden.  Dieselbe 
Usst  sich  durch  Schnitte  von  Geraden  und  Kegelschnitten  mit 
der  C,  einfach  construiren. 

Liegt  umgekehrt  ein  der  (7,  einbeschriebenes  Polarf&nfeck 
der  K^  vor,  und  schneidet  der  dem  letzteren  umbeschriebene 
Kegelschnitt  C,  aus  C,  noch  den  Punkt  n  aus,  so  ist  C,  gerade 
die  durch  den  yorhergehenden  Satz  charakterisirte  Curve 
zweiter  Ordnung.  Diese  C,  bilden  eine  dreigliedrige  Schar  y\ 
durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  drei  Curven  dieser  Art 
(welche  demselben  Bflschel  angehören). 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  der  Verfasser  nur  mit  den 
einfachsten  Mitteln  der  symbolischen  Rechnung  operirt  und  auch 
der  Geometrie  der  Curven  dritter  Ordnung  nur  wenige,  funda- 
mentale Sfttze  entlehnt.  My. 


G.  HuMBBRT.      Sur  las   courbes   alg^riques  rectifiables. 

C.  B.  CIV.  1051-1053,    Dem  Ann.  de  l'Ec.  Polyt  LVII.  171-188. 

Die  allgemeinen  Resultate  sind  in  den  zwei  Sätzen  ausge- 
sprochen :  Die  algebraischen  ebenen  Curven,  deren  Bogen  sich  als 
rationale  Functionen  der  Coordinaten  ergeben,  sind  Evoluten  der 
^einfachen  algebraischen  Richtungscurven''.  Sie  sind  Katakaustiken 
algebraischer  Curven  für  parallel  einfallende  Strahlen,  und  um- 
gekehrt „Richtungscurve^  heisst  eine  Curve  /"(«,  y)  =  0,  wenn 
fl  +  fy  eio  Quadrat  in  x,  y  ist.  i,Einfach''  heisst  eine  solche, 
wenn  sie  „von  ihren  Normalen  orthogonal  geschnitten  wird''. 
Als   specielle  Curven   von   rationalem  Bogen   werden   genannt: 

die  Curve  q^  cos^oi  =  a^,  Katakaustik  für  Strahlen  normal  zur 
Axe;  ausserdem  Epicykloiden  in  zwei  Fällen.  Ein  rationaler 
Bogen  hat  stets  die  Form 

$  =  Ä(x,  y) :  C(«,  j), 

wo  £  =  0  und  (7  =  0  die  Gleichungen  adjungirter  Curven  zu 
f  =  0  sind.  H. 
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6.  Humbert.   Sur  les  arcs  des  courbes  planes  alg^briques. 

Ann.  de  l'Ec.  Pol.  LVII.  171-188,    0.  R  CIV.  1826-1827. 

Der  ausgesprochene  Zweck  dieser  Arbeit  ist  der  Nachweis, 
dass  man  von  einer  beliebigen  Gurve  auf  unendlich  viele  Arten 
eine  gewisse  Anzahl  von  Bogen  bestimmen  kann,  deren  Summe 
rectificabel  ist.  Es  werden  folgende  Sätze  hergeleitet  Zieht 
man  die  gemeinsamen  Tangenten  an  eine  beliebige  algebraische 
Curve  und  an  eine  Curve,  deren  Gleichung  in  tangentiellen  and 
rechtwinkligen  Coordinaten  die  Form  hat 

wo  F  und  O  homogen,  resp.  vom  Grade  fi  und  ii—2  sind,  und  läset 
man  den  Parameter  X  yariiren,  so  ist  die  algebraische  Samme 
der  von  den  Berührungspunkten  auf  der  festen  Gurre  durch- 
laufenen Bogen  rational  in  l/T  ausdrückbar.  Zieht  man  an  eine 
algebraische  Gurve  alle  Tangenten,  auf  denen  zwei  feste  Gerade 
ein  Stück  =  /  begrenzen,  und  lässt  dann  /  yariiren,  so  durch- 
laufen die  Berührungspunkte  auf  der  Gurve  Bogen,  deren  Summe 
eine  rationale  Function  von  /  ist.  Zieht  man  die  gemeinsamen  Tan- 
genten an  eine  algebraische  Gurve  und  an  einen  Kreis  von  festem 
Mittelpunkte  und  lässt  dessen  Radius  variiren,  so  ist  die  alg'e- 
braische  Summe  der  von  den  Berührungspunkten  durchlaufenen 
Bogen  in  jedem  Augenblicke  bis  auf  eine  Gonstante  gleich  der 
Variation  der  algebraischen  Summe  der  Längen  der  gemeinsamen 
Tangenten.  Die  2v  Berührungspunkte  einer  algebraischen  Curve 
v^  Klasse  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  dieser  Gurve  und 
eines  Kreises  lassen  sich  zu  zweien  derart  gruppiren,  dass  sie  auf 
der  Gurve  v  Bogen  bestimmen,  deren  algebraische  Summe  der 
algebraischen  Summe  der  Längen  der  Tangenten  gleich  ist 
Zieht  man  an  eine  algebraische  Gurve,  welche  nicht  durch  die 
cyklischen  Punkte  der  Ebene  geht,  die  denselben  Kreis  berüh- 
renden Kormalen  und  lässt  dann  dessen  Radius  variiren,  so 
variirt  die  algebraische  Summe  der  von  den  Baden  der  Normalen 
auf  der  Gurve  durchlaufenen  Bogen  proportional  dem  Radius. 
Die  algebraische  Summe  der  von  denjenigen  Punkten  durchlaufe- 
nen Bogen,   in  welchen  eine  algebraische  Curve  eine  gegebene 
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KrOmmuDg  hat,  ist  Nall.  Auf  einer  algebraischen  Cnrve  n^° 
Grades,  welche  nicht  darch  die  cyklischen  Pankte  der  Ebene 
geht,  bestimmen  die  Basen  der  einen  Kreis  vom  Radius  r  be- 
rührenden 2v  Normalen  v  Bogen,  deren  algebraische  Summe  2nr 
ist.  Betrachtet  man  auf  einer  solchen  Curve  die  Punkte,  wo  die 
Tangente,  bis  zu  einer  festen  Geraden  gerechnet,  eine  gegebene 
Länge  hat,  und  lässt  diese  Länge  um  v  variiren,  so  ist  die  alge- 
braische  Summe  der  yon  den  Punkten  durchlaufenen  Bogen  2itv. 
Ebenso  wenn  statt  der  Tangente  die  Normale  genommen  wird. 

H. 

L.  Rafft.     8nr  la  rectification  des  courbes  planes  nni- 
cursales.     0.  r.  civ.  892-898. 

Ist  der  Bogen  einer  algebraischen  ebenen  Curve  rational, 
so  ist  die  Evolvente  rational  und  umgekehrt  Als  Evolute  ist 
wieder  erstere  rational,  wenn  die  Krümmung  der  letzteren  rational 
ist  Daher  ist  die  rationale  Krümmung  der  Evolvente  notwendige 
und  ausreichende  Bedingung  für  den  rationalen  Bogen  der  Evo- 
lute. Vorausgesetzt  ist,  dass  die  Coordinaten  des  laufenden 
Punktes  der  Evolute  x^  y  rational  in  einem  Parameter  t  sind. 
Alle  Curven  von  rationaler  Krümmung  nun  sind  Enveloppen  von 
Geraden  der  Form 

/»•ii-a't?  — 2y  =  0, 
wo  u  =  a?+ty,  p  =  X — ty,  und  er,  /9,  y  rationale  Functionen 
eines  Parameters  sind.  Hieraus  folgt  der  allgemeine  Ausdruck 
der  Curven  von  rationalem  Bogen.  Insbesondere  ergiebt  sich, 
dass  die  Krümmung  der  Bogen  einer  kubischen  Curve  rationaler 
Krümmung  stets  eine  kubische  ganze  Function  ist  H. 


A.  Fuchs.  Untersuchung  der  Brennpunktseigenscbaften 
höherer  algebraischer  Curven,  insbesondere  derer  der 
dritten  und  vierten  Ordnung.     Diss.  Marburg.  55  s.  8«. 


D„t  = 
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G.    Gerade  Linie  and  Kegelschnitte. 

W.  Veltmann.     Berechnung  des  Inhalts  eines  Vielecks 
aus  den  Coordinaten  der  Eckpunkte.    Schlömiich  z.  xxxii. 

339-345. 

Nach  einigen  einleitenden  geometrischen  Betrachtungen,  in 
welchen  einfach  and  mehrfach  geschlossene  Polygone  definirt 
werden,  ferner  die  Zerlegung  eines  mehrfach  geschlossenen  Po- 
lygons in  einfach  geschlossene  und  die  Zerlegung  eines  einfach 
geschlossenen  Polygons  in  Dreiecke  besprochen  ist,  wird  die 
Determinante  einer  geraden  Strecke  AB  als 

definirt  [A  =  (o^a,  y«)«  B  =  (x»,  y^)].  Hat  man  nun  ein  einfach 
geschlossenes  Polygon 

P,P,  . . ,  P,,  [P,  =  (aj„  yj,  P,  =  (x,,  ,,),  . . .], 

so  ergiebt  sich  der  Inhalt  F  des  Polygons  aus  der  Formel: 

2F=  D„  +  JD„+  ...  +Z)^,,,  +  D^i. 

Dieselbe  Formel  ist  auch  beim  mehrfach  geschlossenen  Polygon 
anwendbar,  wobei  F  die  Summe  der  einfach  geschlossenen  Poly- 
gone bedeutet,  in  die  das  mehrfach  geschlossene  sich  zerlegen 
lässt.  Der  Inhalt  eines  jeden  solchen  einfach  geschlossenen  Po- 
lygons ist  dabei  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je  nachdem 
sein  Umfang  die  rechtläufige  oder  rtlckläufige  Richtung  hat 

Mz. 

R.  Hoppe.     Das  Viereck  in  Beziehung  auf  seine  Haupt- 

trägheitsaxen.        Hoppe  Arch.  (2)  V.  345-350. 

Von  den  Werten  der  Coordinaten  der  vier  Ecken  des  Vier* 
ecks,  bezogen  auf  seine  Hauptträgbeitsaxen,  ausgehend,  stellt 
der  Verf.  zuerst  die  Bedingung  dafflr  auf,  dass  das  Viereck 
trägheitscentrisch  ist,  d.  h.  derart,  dass  allen  durch  den  Schwer- 
punkt gehenden  Axen  gleiche  Trägheitsmomente  entsprechen, 
dann  die  Bedingung   dafttr,   dass   das  Viereck  ein  Ereissehnen- 
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Tiereck  ist;  endlich  veranlasst  die  Frage  nach  der  Bedingung 
daf&r,  dass  das  Viereck  ein  Kreistangentenviereck  ist,  eine  etwas 
umständliche,  verschiedene  Einzelfälle  unterscheidende  Unter- 
suchung.    Lp. 

H.  Sbipp.       Einige     Sätze     ttber    Masseoinittelpnnkte. 

Hoppe  Arch.  (2)  V.  178-189. 

Der  Verfasser  nimmt  in  den  Eckpunkten  eines  beliebigen 
(räumlichen  oder  ebenen)  Vielecks  gleich  grosse  Massen  an  und 
beweist  mit  Httlfe  der  bekannten  Ausdrucke  für  die  Coordinaten 
des  Massenmittelpunktes  mehrere  einfache  rein  geometrische 
Sätze,  von  denen  der  erste  ohne  Rechnung  sofort  klar  ist. 
Der  zweite  schon  in  Poinsot's  £läments  de  statique  §  166  ste- 
hende Satz  lautet:  In  jedem  räumlichen  oder  ebenen  n-Eck  ist 
die  ft- fache  Quadraten- Summe  der  von  dem  Schwerpunkte  E 
der  Ecken  nach  den  Ek^ken  gezogenen  Geraden  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  sämtlicher  Seiten  des  vollständigen  n-Ecks.  Ein 
dritter  Satz  bezieht  sich  auf  die  algebraische  Summe  gewisser 
Dreiecksflächen.  Lp. 

E.  Pascal.      Costruzioni    geometriche    di    tre    poligoni 
regulari.    Batt  o.  XXV.  82-97. 

In  dieser  Arbeit  wird  die  geometrische  Construction  solcher 
regulären  Vielecke  gezeigt,  bei  denen  ein  Kegelschnitt  erforder- 
lich ist  Die  ersten  drei  Fälle,  in  denen  p—l  den  Factor  3  nur 
einmal  und  sonst  nur  den  Factor  2  enthält  (wobei  p  eine  Prim- 
zahl und  zugleich  die  Anzahl  der  Seiten  des  Polygons  ist),  sind 
folgende:  p  =  7,  p  =  13,  p  ==  97.  Es  handelt  sich  in  jedem 
dieser  Fälle  um  die  Construction  der  Wurzeln  einer  kubischen 
Gleichung.    Für  p  =  7,  13,  97  hat  man  bezw.  die  Gleichungen: 

a?'+a?*— 2a?  — 1  =  0, 

x»  +  a;'  — 4«+ 1  =  0, 
a?'  +  a;'-32x— 79  =  0. 

Eine  jede  dieser  Gleichungen  wird  zunächst  durch  Substitution 
von  «  =  y  — ^   in  eine  andere  mit  y,   die   vom   zweiten  Gliede 


716  IX«  Abschnitt    Analytische  Geometrie. 

frei   ist,   verwandelt.     Letztere    wird  dann  nach  bekannter  Art 
angesehen  als  entstanden  aus  zwei  Gleichnngen: 

(x-ay-\r(y-ßy=^a\     y' =  mx 
durch  Elimination  von  x.    Nach  passender  Constantenbestimmuog 
ergiebt  sich   die  Construction  mit  Hülfe  von  Kreisen  und  einer 
Parabel.  Mz. 

E.  Neovius.     üeber  eine  specielle  geometrische  Aufgabe 
des  Minimums.      Gott.  N.  407-4io. 

Es  handelt  sich  um  die  bekannte  Aufgabe,  in  einer  Ebene 
durch  einen  Punkt  M  eine  Gerade  zu  legen,  auf  welcher  die 
Schenkel  eines  gegebenen  Winkels  eine  möglichst  kleine  Strecke 
abschneiden.  Der  Herr  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam, 
dass,  wenn  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung,  auf  welche 
das  Problem  führt,  reell  sind,  einer  derselben  ein  Maximum  ent- 
spricht^ den  beiden  andern  ein  Minimum.  A. 


J.  J.  Walker,  T.  R.  Terry.     Solution  of  question  8556. 

Bd.  Times  XLVI.  69. 

Man  bezeichne  mit  S  das  Resultat  der  Einsetzung  der  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  P  in  die  allgemeine  Gleichung  eines  Mittel- 
punkts-Kegelschnittes.  Dann  ist  S  dem  Quadrate  des  Inhaltes 
des  Vierecks  proportional,  das  die  beiden  Tangenten  von  P  an 
den  Kegelschnitt  und  die  Verbindungslinien  des  Mittelpunktes 
mit  den  BerQhrungspunkten  zu  Seiten  hat.  Lp. 


Th.  Mkyer.      Lehrsatz   von   den    Kegelschnitten.     Hoppe 

Arch.  (2)  V.  211-214. 

In  dieser  Arbeit  wird  gezeigt,  dass  auf  der  Hauptaxe  einer 
Curve  zweiter  Ordnung  im  allgemeinen  zwei  Paare  von  Punkten 
A,  S  und  A',  S'  yorhanden  sind,  die  eine  besondere  Eigenschaft 
haben.     Zieht  man  nämlich  von  einem  beliebigen  Curyenpunkte 

P  die  Gerade  nach  A  und  yerlftngert  PA  bis  zum  zweiten  Durch- 
schnitt P,    mit  der  Gurye,   construirt  dann   an  die  Curye  in  P, 
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die  TangeDte,  so  ist  diese  allemal  senkrecht  zu  der  Geraden, 
die  P  mit  S  verbindet  Ferner  sind  R\  S'  symmetrisch  zu  A,  S 
in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Curve  und  haben  im  Qbrigen 

dieselbe  Eigenschaft  wie  A,  S.     Ist  Q  der  Durchschnitt  von  PS 

mit  der  Tangente  in  P„  so  ist  das  Prodnct  PS .  SQ  unveränder- 
lich. Auch  sind  A,  S  durch  die  Brennpunkte  der  Curve  har« 
monisch  getrennt 

Die  Existenz  der  Punkte  A,  S,  A',  S'  mit  diesen  Eigenschaften 
wird  nun  durch  eine  räumliche  Betrachtung  nachgewiesen,  wobei 
der  gegebene  Kegelschnitt  als  Projection  eines  solchen  Rotations- 
kegels erscheint,  bei  welchem  jede  die  Axe  enthaltende  Ebene  zu 
einander  lotrechte  Linien  aus  dem  Kegel  ausschneidet  Hier 
mag  nur  flir  die  Ellipse  6'a?*-f  aV  =  a'6*  angegeben  werden, 
dass  Punkt  S  durch  die  Coordinaten: 


X- ^ ,       y-0 

und  Punkt  A  durch: 

a;  =  — ]  ,       «  =  0 

gegeben   ist     Analoges  gilt   f&r  die  Hyperbel  und  mit  einiger 
Modification  für  die  Parabel.  Mz. 


E.  GoüRSAT.     Remarques  sur  la  d^termination  des  foyers 
d'une  conique.     Nouv.  Ann.  (3)  vi.  465-468. 

Die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  mit  der  Gleichung: 
ax'+2bxy  +  cy^+2dx  +  2ey  +  f==0 

sind  die  Durchschnitte  der  beiden  Gurven: 

2(6*-  ac)xy  +  2  (bd  -  ae)  a?  +  2(be  -  cd)y  +  2(6/"-  de)  =  0. 

Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  t  (d.  i.  V^)  und 
addirt  sie  zur  vorletzten,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von 
der  Form: 
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WO  z  =  x-\'yi  gesetzt  ist.  Diese  letzte  Gleichung  wird  auf- 
gelöst uDd  discutirt  Hierauf  wird  das  Problem  der  Brennpunkte 
einer  beliebigen  algebraischen  Curve  behandelt.  Die  Tangential- 
gleichung  einer  solchen  sei: 

ip(m,  p)  =  0, 

wobei  y  =  mx-f  P  die  Gleichung  einer  Tangente  dieser  Curve 
ist.  Sind  nun  x^^  y^  die  Coordinaten  eines  reellen  Brennpunktes 
dieser  Curve,  so  muss 

sein;  oder,  wenn  wieder  z  =  ^i+^Vi  gesetzt  ist: 

Vih  — tÄ)  =  0. 
Am  Schluss  wird  aus  diesen  Betrachtungen  der  bekannte  Satz 
hergeleitet,   dass   die  Brennpunkte   aller  einem  Dreiecke  einge- 
schriebenen Parabeln  auf  dem  diesem  Dreiecke  umgeschriebenen 
Kreise  liegen.  Ifz. 

M.  d'Ocagn£.  Sur  les  cordes  communes  a  une  coni- 
qua  et  k  nh  cercle  de  rayon  nul:  application  k 
la  thöorie   g^omötrique  des  foyers  dans  les  coniques. 

Edinb.  M.  S.  Proc.  V.  84-92. 

Ist  JiT  =  0  die  Gleichung   eines  Kegelschnitts  und  (x—ay 
+  (y—ßy  =  0  die  eines  Punktkreises  P,  so  enthält  das  System 

K+l{(x^ay+{y-ßy\=0 

ein  einziges  Paar  reeller  Geraden,  welche  hier  zum  Punkte  P 
und  Kegelschnitte  K  „conjugirt**  (conjointes)  genannt  werden. 
Bezüglich  der  Conjugirten  wird  folgender  Satz  aufgestellt:  Bei 
der  Transformation  durch  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  einen 
Kreis  sind  die  zu  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts  ge- 
hörigen Elemente  die  Conjugirten  vom  Mittelpunkte  des  Leit- 
kreises (Mittelpunkt  der  Transformation)  und  vom  bezQglichen 
Kegelschnitt.  Dieser  Satz  wird  zur  Herleitung  der  Brennpunkts- 
eigenschaften eines  Kegelschnitts  aus  den  Eigenschaften  der 
Potenzlinie  eines  Kreises  und  eines  Punktes  benutzt     Gbs.  (Lp). 


Capitel  2.     Analytische  Geometrie  der  Ebene.  719 

K.  Pklz.     Zum  Normalenproblem  der  Ellipse.    Wien.  Ber. 

XCV.  481-491. 

Der  Herr  Verfasser  erwähnt  nach  Angabe  des  allgemeinen 
Normalenproblems  der  Ellipse  besondere  Fftlle,  in  denen  die 
Lösung  einfacher  wird.  Dies  findet  anter  anderem  statt,  wenn 
der  Punkt,  von  dem  die  vier  Normalen  an  die  Ellipse  gehen 
sollen,  auf  ^ner  der  Axen  oder  in  unendlicher  Entfernung  ist. 
Ferner,  wenn  der  Punkt  auf  einem  mit  der  Ellipse  concentrischen 
Kreise  liegt,  dessen  Radius  entweder  gleich  der  Summe  oder 
gleich  der  Differenz  der  Halbaxen  der  Ellipse  ist.  In  dieser 
Arbeit  wird  nun  noch  ein  neuer  Fall  mitgeteilt,  in  welchem  sich 
das  Problem  yereinfacht  Construirt  man  nämlich  in  der  Ellipse: 
b*x*  +  a*y*  =  aV  die  beiden  conjugirten  Durchmesser,  welche 
gleiche  Länge  haben,  und  zu  diesen  die  senkrechten  Durch- 
messer, so  sind  diese  beiden  letzteren  Linien  von  der  Art,  dass, 
wenn  ein  Punkt  auf  einer  von  ihnen  gegeben  ist,  die  vier  Kor- 
malen, die  durch  diesen  Punkt  an  die  Ellipse  gehen,  sich  sehr 
einfach  mit  Zirkel  und  Lineal  finden  lassen.  Denn  die  zur.  Con- 
struction  dienende  gleichseitige  Hyperbel: 

hat  in  diesem  Falle  mit  der  Ellipse  ein  gemeinsames  Poldreieck, 
Yon  welchem  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  iüeraden 
ay  =•  hx  (oder  auch  a^  =  —  &x)  die  eine  Ecke  sein  muss. 

Mz. 


E.  Obkinghaus.     Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte. 

Hoppe  Arch.  (2)  VI.  112. 

Wenn  von  einem  Punkte,  dessen  Polarcoordinaten  R,  9 
sind,  an  die  Ellipse  6'j?*-f  a'y'  =  a'6'  die  vier  Kormalen  con- 
struirt werden,  deren  Längen  bez.  n,,  ft„  n,,  n^  seien,  so  ist: 

nj+nj  +  nj  +  nj  =  4Ä'  +  2(o'  +  6')- -^  (o'cosV-i'sin». 

Von  *diesem  Ausdruck  werden  Anwendungen  auf  Sätze  über  Kor- 
malen an  Kegelschnitten  gemacht.  So  ist  z.  B.  der  Ort  aller 
Punkte,  bei  denen  die  von  ihnen  an  die  Ellipse  gehenden  vier 
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Normalen  eine  constunte  Quadratsumme  haben,  ein  Kegelschnitt; 
für  die  gleichseitige  Hyperbel  wird  dieser  Kegelschnitt  ein 
Kreis,  u.  dgl.  m.  Mz. 


A.  QoRDON,  J.  YouNG,  T.  Gallters.    Solution  of  queation 

8547.     Bd.  Times  XL  VI.  124. 

1)  Der  Ort  eines  Punktes,  fflr  welchen  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Normalen  an  die  Parabel  y*  =  Ix  constant  (=  c*)  ist, 

ist  die  Ellipse  3y'  +  (a?+0'  =  *''  +  c*. 

2)  Der  entsprechende  Ort  f&r  die  allgemeine  Gleichung 
zweiter  Ordnung  ist  ein  Kegelschnitt. 

Andere  Aufgaben  über  die  Normalen  von  Kegelschnitten 
sind  gestellt  von  S.  Ray  (No.  8280,  XLVI.  36),  Asparagus 
(No.  8269,  XLVI.  38-39),  T.  R;  Terry  (No.  8260,  XLVI.  47), 
C.  E.  McVicker  (No.  8541,  XLVI.  71),  T.  A.  E.  Sanderson 
(No.  8619,  XLVI.  103-104),  A.  F.  Terry,  (No.  8538,  XLVI.  123), 
R.  Tucker  (No.  8786,  XLVII.  61-62),  t.  Vigarii  (No.  8931, 
XLVII.  8182)  und  von  verschiedenen  andern  Geometem  gelöst 
worden.  Lp. 

W.  J.  C.  Miller,  A.  M.  Nash.     Solution  of  question  7434. 

Bd.  Times  XLVL  79-80. 

Der  geometrische  Ort  fUr  die  Fusspunkte  der  Normalen, 
die  man  von  einem  festen  Punkte  an  die  einem  Quadrate  ein- 
geschriebene Kegelsehnittschar  ziehen   kann,   hat  die  Gleichung 

(x'-a^)  dx^X)'  =  (y>-a')(y-Y)«, 

wenn  die  Seiten  des  Quadrates  die  Gleichungen  x  =  +  a, 
y  =  +  a  haben ,  und  X,  Y  die  Goordinaten  des  gegebenen 
Punktes  sind.     Die  Formen  dieser  Gurve  werden  erörtert 

Lp. 

Genksb,    6.  B.   Mathews,    A.  M.  Nash.      Solution   of 

question   8555.     Ed.  Times  XLVI.  68. 

Zwei  beliebige  Kreise  sind  reciprok  polar  zu  einander  in 
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Bezug  auf  vier  Kegelschnitte,  deren  Mittelpunkte  in  den  Aehn- 
lichkeitspunkten  beider  Kreise  liegen.  Die  vier  Kegelschnitte 
sind  imaginär,  wenn  die  Kreise  sich  ausschliessen;  zwei  von 
ihnen  sind  reell,  wenn  der  eine  Kreis  den  andern  yoUig  um- 
schliesst,  und  in  diesem  Falle  ist  der  innere  Aehnlichkeitspunkt 
ihr  Gentrum.  Bedeuten  a  und  b  die  Halbaxen  eines  reellen  der 
Kegelschnitte,  so  ist  a  senkrecht  zur  Centrale  der  Kreise,  und 
a*/b  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Radien  der  bei- 
den Kreise.  Lp. 

F.  P.  RuPFiNT.     Delle  conicbe  polari  inclinate  per  l'an- 
golo  zero  principalmente  in  rispetto  alle  coniche  con- 

jugate.     Bologna  Mem.  (4)  VII.  753-772. 

Der  Aufsatz  zerfällt  in  zwei  Teile.  Im  ersten  beweist  der 
Verf.  durch  die  Hülfsmittel  der  analytischen  Geometrie  einige 
von  den  Sätzen,  welche  Hr.  £d.  Dewulf  in  seiner  Abhandlung: 
„Essai  d'une  th^orie  göom^trique  des  polaires  inclin^es^  (Dar- 
boux  Bull.  (2)  IL  41-48,  372-379;  F.  d.  M.  X.  1878.  396)  auf 
synthetische  Weise  in  grösserer  Allgemeinheit  hergeleitet  hat. 
Zum  Verständnisse  des  Inhaltes  wiederholen  wir,  dass  ;,geneigte 
Polare  eines  Punktes  P  bezüglich  einer  algebraischen  Gurve  C„ 
von  der  Ordnung  ii"  der  geometrische  Ort  eines  Punktes  M  ist, 
dessen  geradlinige  (gewöhnliche)  Polare  bezüglich  der  Curve  Cn 
mit  dem  Strahle  PM  einen  constanten  Winkel  a  bildet.  Im  all- 
gemeinen ist  die  geneigte  Polare  eine  neue  Curve  n^"  Ordnung, 
wie  gross  auch  a  sein  mag.  Ist  daher  a  gleich  Null  und  die 
Corve  Cn  ein  Kegelschnitt  C„  so  sind  die  geneigten  Polaren  für 
den  Winkel  Null  Kegelschnitte,  welche  der  Verf.  „parallele  Po- 
laren" bezüglich  des  Kegelschnittes  C,  nennt. 

Im  zweiten  Teile  entwickelt  der  Verfasser  die  Formeln,  aus 
denen  die  Beziehungen  folgen,  in  welchen  die  parallelen  Polaren 
bezüglich  der  Kegelschnitte  einiger  Kegelschnittscharen,  insbe- 
sondere bezüglich  der  conjugirten  Kegelschnitte  zu  einander 
stehen,  u.  dgl.  m.  Den  früheren  Arbeiten  des  Hrn.  Ruffini  ähn- 
lich; ist  auch  die  vorliegende  weniger  durch  neue  Resultate  als 

Fomobr.  d.  Math.  XIX.  :e.  46 
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durch  eine  sehr  klare,  zur  Breite  hinneigende  Darstellung  aus- 
gezeichnet.    Lp. 

Fb.  Machovec.  Beitrag  zur  Ableitung  der  Gleichung 
der  Evolute  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  der 
Ausdrücke  für  die  Coordinaten  ihrer  Krümmungs- 
mittelpunkte.    Casop.  XVI.  235.  (Böhmisch.) 

Ist 

die  Gleichung  einer  centrischen  C„  und  bezeichnen  a^,  y'  recht- 
winklige Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes/ so  sind  die  Linien- 
coordinaten  seiner  Polare  beztiglich  C, 

^  ~     AC   '    ^  ~     BC  ' 

die  Coordinaten  der  zu  dieser  Polare  senkrecht  conjugirten 
Geraden 

_  A  _  B 

-'  ~    (A—By    •     '•  ~    {B-A)y'   ' 

und  die  Coordinaten  des  Poles  dieser  Geraden 

A*C  B*C 

<^i  =     rt      m  -'    .      ».  = 


{A-B)x'    '     »'  i.B-Ä)y' 

Daraus  folgen  u.  a.  die  Gleichungen 

Wenn  der  Punkt  (a;',  y')  eine  beliebige  Curye  C  beschreibt, 
so  umhüllt  seine  reciproke  Gerade  (f„  rj^)  eine  Curve  Fj  deren 
Gleichung  in  Liniencoordinaten  man  aus  der  Gleichung  von  C 
erhält,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  x^  y  durch  die  aus  den 
Gleichungen  (2)  für  x\  y'  sich  ergebenden  Ausdrücke  ersetzt. 
Wenn  z.  B.  der  Punkt  (x\  y')  die  gegebene  Curve  C,  durchläuft, 
so    umhüllt   seine  reciproke  Gerade  die  Evolute  von  C,,    deren 
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Gleichung  in  Liniencoordinaten  man  auf  Orund  des  angeführten 
sogleich  hinschreiben  kann. 

Der  reciproke  Punkt  (Xj,  y,)  von  («',  y')  beschreibt  in 
diesem  Falle  eine  andere  Gurve,  und  die  Pole  von  Tangenten 
dieser  Gurve  bezQglich  C,  sind  Erümmungsmittelpunkte  von  C, 
in  den  betreffenden  Punkten  (x\  y*).  Auf  dieser  Grundlage 
können  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (1)  die  Goordinaten  dieser 
Krümmungsmittelpunkte  leicht  gefunden  werden. 

Zum  Schlüsse  zeigt  der  Verfasser,  wie  die  in  den  Gleichungen 
(1)  und  (2)  enthaltenen  Transformationen  mit  der  allgemeinen 
quadratischen  Transformation  zusammenhängen.  Std. 


A.  Cayley.  System  of  equations  for  three  circles  which 
cut  each  other  at  given  angles.     Mese.  (2)  xvii.  18-21. 

Ueber  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  als  Grundlinien 
beschreibe  man  nach  aussen  gleichschenklige  Dreiecke  aBC,  bCA^ 
cAB  mit  den  Basiswinkela  bezw.  a,  ß^  y.  Man  zeichne  einen 
Kreis,  welcher  a£,  aC  in  den  Punkten  fi,  C  berührt;  einen  zwei- 
ten, welcher  frC,  hA  in  den  Punkten  C,  A  berührt;  einen  dritten, 
welcher  cAy  cB  in  A,  B  berührt.  Diese  Kreise  bilden  ein  krumm- 
liniges Dreieck  ABC,  dessen  Winkel  bezw.  i4-|-/J-f-y,  Ä  +  y+cr, 
C+a+ß  sind. 

Für  den  Hittelpunkt  des  Umkreises  des  ursprünglichen 
Dreiecks  als  Goordinaten-Anfang  und  für  eine  beliebige  Gerade 
durch  ihn  als  ^c-Axe  schreibt  der  Verf.  die  Gleichungen  der 
Kreise  nieder  und  bewahrheitet,  dass  sie  durch  die  geeigneten 
Punkte  gehen  und  sich  unter  den  geeigneten  Winkeln  schneiden. 

Glr.  (Lp.) 

A.  Cayley.  On  the  system  of  three  circles  whieh  cut 
each  other  at  given  angles  and  which  have  their  cen- 
tres  in  a  Hne.     Hess.  (2)  xvii.  60-69. 

In  dem  Systeme  von  Kreisen,  das  in  dem  vorigen  Artikel 
betrachtet  wurde,  ist  die  Bedingung  leicht   auszudrücken, 

46* 
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die  drei  Mittelpunkte  in  eine  Gerade  fallen.  Nimmt  man  jedoch 
diese  Bedingung  als  erfflllt  an,  so  scheint  kein  einfacher  Aus- 
druck für  die  Gleichung  der  Geraden  durch  die  drei  Mittelpunkte 
zu  bestehen.  Daher  untersucht  der  Verf.  diesen  besonderen  Fall 
unabhängig,  indem  er  die  Gerade,  auf  welcher  die  Mittelpunkte 
liegen,  zur  ^-Axe  nimmt.  Glr.  (Lp.) 


F.  Schiffner.  üeber  den  geometrischen  Ort  der  Mittel- 
punkte von  Kreisen,  die  durch  zwei  Punkte  gehen 
und  eine  Gerade  treffen.     Hoppe  Arch.  (2)  v.  442-448. 

Die  gegebenen  Punkte  seien -4,  B  und  die  gegebene  Gerade 
sei  G.  Zunächst  wird  der  Fall  ausgeschlossen,  in  welchem  die 
Punkte  A  und  B  nait  G  in  derselben  Ebene  sind.  Dann  legt 
man  durch  die  Gerade  AB  diejenige  Ebene,  \velche  mit  G  pa- 
rallel ist.  Ferner  sei  dies  die  Ebene  OXZ^  AB  die  Z-Axe;  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  voij  A  seien  (0,  0,  m)  die  von  B: 
(0,  0,  — m).     Die  Gerade  G  habe  die  Gleichungen: 

s  =  (wj  -j-  6,    y  ^=  c. 

Der  gesuchte  Ort  ist  dann  eine  ebene  Gurve  dritten  Grades 
in  der  Ebene  OXY  mit  der  Gleichung: 

Diese  Curve  wird  nun  eingehender  untersucht.  Der  Coordinaten- 
anfang  0  ist  für  diese  Curve  Knotenpunkt,  Rückkehrpunkt  oder 
isolirter  Punkt,  je  nachdem: 

Die  Curve  geht  durch  die  unendlich  fernen  imaginären  Kreis- 

punkte,  und  auch  durch  den  Punkt  a?  =  oo,  y  =  —  (1+a').    Die 

Asymptoten  werden  gleichfalls  angegeben,  ebenso  die  punktweise 
Construction,  die  Construction  der  Tangenten,  die  Darstellung 
der  Coordinaten  eines  Curvenpunktes  als  rationale  Functionen 
eines  Parameters  und  noch  einiges  Andere.  Mz. 
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O.  Stone.     Solution  of  an  exercise.    Ann»U  of  Math,  lll.  27. 

Sind  p,,  p,,  p,  die  exceQtrischen  Anomalien  für  drei  Punkte 
einer  Ellipse,  bo  drücken  sieh  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
aas. durch  Xi  =  acosp,  und  y,  =  ftsinp,^  und  die  Dreiecksfläche, 
welche  durch  jene  drei  Punkte  bestimmt  ist,  stellt  sich  durch 
jene  Parameter  in  der  Form  dar:  . 

J  =  2a6  8inKp,-rj8inKP,-P3)«i"i(f^s-Pi)- 
Die  Hittelpunktscoordinaten  des  jenem  Dreieck  umgeschriebenen 
Kreises  werden  durch  folgende  Ausdrücke  gegeben: 

X  =  — - — cosKp,+pJco8Kp,+P,)co8Kp,+P,), 

y  == ^ — 8ini(P.+P,)8iöiCP,  +  P,)8ini(P,fP,> 

Rücken  jene  drei  Punkte  in  *einen  zusammen,  so  ergeben  sich 
für  die  Coordinaten  des  Krttmmungsmittelpunkts  die  Werte 

X  =  cos'p:     y  = £ —  sin'p«       o  l 

a  '^      ^  b  ^        Sehn. 


W.  M.  Thornton.      Solution    of  an    exercise.      Annais  of 

Math.  in.  62. 

Wenn  drei  Punkte  auf  einer  Ellipse  durch  ihre  excentrischen 
Anomalien  gegeben  sind,  so  werden  die  Coordinaten  des  Hohen- 
Schnitts  durch  jene  drei  Parameter  dargestellt.  Soll  das  von 
jenen  drei  Punkten  gebildete  Dreieck  die  grösste  Fläche  haben, 
so  ergiebt  diese  Forderung  eine  Bedingungsgleichung  für  die 
Coordinaten,  welche  ausdrückt,  dass  die  Höhenschnitte  aller  jener 
Maximaldreiecke  wieder  auf  einer  Ellipse  gelegen  sind. 

Sehn. 

F.  J.  VAN  DEN  Berg.  Over  zoodanige  stelsels  van  twee 
cirkels  in  het  platte  vlak  of  op  den  bol  of  ook  van 
twee  coaxiale  ellipsen  in  het  platte  vlak,  dat  daarin 
en  daarom  eenzelfde   veelhoek  past.      Nienw  Arch.    XIV. 

95-116,  125-192. 
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Die  ausführliche  Arbeit  handelt  über  solche  Systeme  von 
zwei  Kreisen  in  der  Ebene  oder  anf  der  Kugel,  oder  auch  von 
zwei  coaxialen  Ellipsen  in  der  Ebene,  in  und  um  welche  das- 
selbe Vieleck  beschrieben  werden  kann.  Zunächst  wird  die 
Literatur  des  Gegenstandes  nachgewiesen.  Euler  gab  diie  Be- 
ziehung zwischen  den  Kreisen,  welche  in  und  um  dasselbe  Drei- 
eck beschrieben  werden  können.  Darauf  folgten  die  Unter- 
suchungen von  Fuss,  Poncelet,  J.  Steiner,  Jacobi,  Richelot  und 
andern  über  ein-  und  umgeschriebene  Vielecke.  In  vorliegender 
Arbeit  wird  ein  anderer  Weg  für  eine  solche  Untersuchung  ein- 
geschlagen, durch  Anwendung  von  Functionen,  für  welche  ver- 
schiedene, sowohl  einfache  als  periodisch  zurücklaufende  Be- 
ziehungen entwickelt  werden.  Weiter  wird  der  durch  Richelot 
festgestellte  Uebergang  vom  ebenen  zum  sphärischen  Fall  mit 
Hülfe  von  elliptischen  Transcendenten  durch  geometrische  Um- 
formung ersetzt.  Endlich  wird  gezeigt,  dass  für  ein  ebenes 
Vieleck  von  gegebener  Seitenzahl  völlige  Uebereinstimmung  be- 
steht zwischen  der  erwähnten  Beziehung  für  zwei  Kreise  und 
der  für  das  Axenverhältnis  von  zwei  coaxialen  Ellipsen,  in  und 
um  welche  ein  solches  Vieleck  padst.  G. 


R..  H.  Graves.     Od  tlie  focal  chord  of  a  parabola. 

Annais  of  Math.  III.  153. 

Zieht  man  durch  den  Brennpunkt  einer  Parabel  eine  Sehne 
und  construirt  über  derselben  als  Seite  jederseits  einen  Rhombus 
(sodass  das  zweite  Seitenpaar  der  Axe  parallel  ist),  so  sind  die 
vier  Diagonalen  dieser  Rhomben  die  Tangenten  und  Normalen 
in  den  Endpunkten  der  Sehne.  Werden  die  Normalen  soweit 
verlängert,  dass  sie  Parabelsehnen  werden,  so  schneiden  sie  sich 
gegenseitig  im  Verhältnis  1 : 3,  und  die  Verbindungslinie  ihrer 
Endpunkte  ist  eine  neue  Sehne,  welche  der  ursprünglichen  pa- 
rallel ist,  dreimal  so  lang  ist  als  diese  und  zur  Einhüllenden 
eine  confocale  Parabel  hat.  •  R.  M, 
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R.   H.  Gravks.     On   the  chord  common   to  a  parabola 
and    the  circle   of  curvature  at  any   point.      AnnaU  of 

Math.  III.  50. 

WeoD  eine  Parabel  y*  =  2px  von  einem  beliebigen  Kreise 
geschnitten  wird,  so.  besteht  zwischen  den  Ordinaten  der  vier 
Sohnittpankte  die  Relation  yj  +  yj+yj+y*  -^  0.  Indem  der  Verf. 
diese  Gleichung  auf  den  KrQmmungskreis  anwendet,  erhält  er 
eine  Reihe  von  bekannten  Eigenschaften  der  diesem  Kreise  und  der 
Parabel  gemeinsamen  Sehne;  sie  wird  von  der  Axe  im  Verhältnis 
1 :3  geteilt,  die  Enveloppe  aller  möglichen  Sehnen  ist  die  Parabel 
y'  ^  —  6px.  R.  M. 

J.  Neubbrg,  P.  H.  Schoütb,  G.  B,  Mathews.   Solution  of 

questions   8277,   8641.     Bd.  Times  XLVI.  64-65,  114-115. 

Der  KrQmmungskreis  einer  Ellipse  im  Punkte  M  treffe  die- 
selbe zum  zweiten  Male  in  If^  der  in  If,  schneide  sie  in  M„ 
n.  8.  w.  Es  wird  die  Bedingung  ermittelt,  dass  die  gebrochene 
Linie  MM^M^M^  ...  sich  schliesst,  und  bewiesen,  dass  die  Sehnen 
MM^y  MM^y  MM^j  . . .  Orthogonalprojectioncn  von  Epicykloiden 
einhüllen.  Lp. 

C.  Bbromans.      Thdorfemes    sur    la    parabole.       Mathesis 

VII.  136-138. 

Mn. 

W.  Myjkowski.  Was  für  eine  Linie  beschreibt  der 
Schatten  eines  von  der  Sonne  beleuchteten  festen 
Punktes,  z.  B.  des  Scheitels  eines  Lotes  im  Laufe  des 
Tages  auf  einer  Horizontalebene?    Pr.  Wadowice. (PoiniBch.) 

Eine  analytische  ziemlich  einfache  Lösung  der  elementaren 
Aufgabe.  Du. 

G.  König.  Ein  Beitrag  zu  dem  mathematischen  Unter- 
richte in  der  Prima.     Pr.  Realg^ymn.  BüUow  (No.606).  S.  3-7.  4^ 

Auch  ttiit  dem  besonderen  Titel:  „Zwei  geometrisch'^ 
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SchOleraafgaben".  Die  Behandlung  der  beiden  Aufgaben  nach 
den  einfachsten  Methoden  der  analytischen  Geometrie  zeigt,  dass 
die  fraglichen  Oerter  Kegelschnitte  sind.  Lp. 


Barisibn.  Solution  de  la  question  "de  g^om^trie  ana- 
lytique  donn^e  au  concours  d'agr^gation  des  sciences 
mathdmatiques  (1886).     Noav,  add.  (3)  vi.  372-391. 

Es  giebt  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Eegelschoitten, 
welche  eine  gegebene  Gerade  T>  in  einem  gegebenen  Punkte  O 
berühren  und  eine  zweite  gegebene  Gerade  0'  zur  Directrix 
haben;  der  Ort  ihrer  Brennpunkte  ist  ein  Kreis;  durch  jeden 
Punkt  der  Ebene  gehen  zwei  solcher  Kegelschnitte.  Verfasser 
liefert  eine  ausführliche  Discussion  der  Natur  dieser  Kegel* 
schnitte,  je  nach  der  Lage  des  Punktes  P.  Diese  beiden  Kegel- 
schnitte schneiden  sich  ausser  in  P  in  einem  zweiten  Punkt  P^ 
Es  giebt  Curven,  welche  gleichzeitig  Ort  für  P  und  P'  sind. 
Die  Fälle,  wo  D  und  D'  senkrecht  oder  parallel  aind,  sind  be- 
sonders behandelt.  R.  M. 


N.  GoFFART.      Solution  analytique  de  la  question   pro- 
pos^e  en  1884  pour  Tadmission  k  TEcoIe  Polytechnique. 

Nouy.  ADD.  (3)  VI.  895-399. 

Ein  Punkt  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  wird  mit  den  beiden 
Brennpunkten  verbunden;  es  werden  die  ein-  und  anbeschriebenen 
Kreise  dieses  Dreiecks  untersucht,  die  geometrischen  Oerter  ihrer 
Mittel-  und  Berührungspunkte  bestimmt.  Werden  bei  der  Ellipse 
zwei  solcher  Dreiecke  gezeichnet,  so  geht  die  Chordale  der  bei- 
den einbescbriebenen  Kreise  durch  die  Mitte  der  zugehörigen 
Ellipsensehne.  R.  M. 

V.  Berghoff.     Die  Brennpunktscurve  einer  Schar  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitte.       Pr.    Stidt.    Gewerbeseh. 

Dortmand.  28  S.  4<^. 

Die   bezeichnete   Curve   ergiebt  sich   für   ein  passend   ge- 
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w&bltes  Coordinaten System  in  der  Form: 

sie  ist  also  eine  unieursale  Gorve  dritter  Ordnung,  deren  Doppel- 
punkt (0, 0)  ist.  Sind  {x^^  y^)  und  (o^,  jf,)  zwei  conjugirte 
Punkte,  d.  b.  zwei  Brennpunkte  desselben  Kegelsebnitts,  so  fin« 
d«t  man  x^x,  s  y^y^.  Specielle  conjugirte  Punkte  sind  (0,  a) 
und  (6,  0);  fttr  jeden  derselben  ist  die  Gurve  sich  selbst  kreis* 
verwandt,  w&hrend  sie  ersichtlich  fttr  den  Anfangspunkt  als 
Inversionsoentrum  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  übergeht. 

R*  M. 

J.  J.  Sylvkstbr,  J-  Nbubbrg.    Solution  of  queetion  2231. 

Ed.  Times  XLYI.  48-49. 

Herr  Neuberg  giebt  einen  ganz  kurzen  Beweis  des  von 
Hrn.  Sylvester  aufgestellten  Satzes:  Wenn  eine  Kegelschnitt- 
schar eine  gegebene  Gerade  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt, 
wo  alle  Kegelschnitte  dieselbe  Krümmung  besitzen,  und  wenn 
femer  alle  durch  einen  zweiten  gegebenen  Punkt  gehen,  so  be- 
steht der  Ort  fttr  die  Brennpunkte  der  Schar  aus  den  beiden 
circularen  kubischen  Gurven: 

2by(x'+y')-(ax+byy  =  0, 
2ax(x^+y*)  —  (ax+byy  =  0, 

wobei  die  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  der  gegebenen 
Geraden  und  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte 
die  Axen,   a  und  b  die  Goordinaten  des  zweiten  Punktes  sind. 

Lp. 

C  DöBLMANN.     Ueber  einige  Eigenschaften  des  Systems 
der   Kegelschnitte,    die    drei    feste  Gerade    berühren. 

Schlomilch  Z.  XXXH.  120-127. 

Die  beiden  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  mit  drei  festen 
Tangenten  sind  bekanntlich  in  der  involutorisch  -  quadratischen 
Verwandtschaft  einander  zugeordnet,  deren  Fnndamentalpunkte 
mit  den  gegenseitigen  Schnittpunkten  der  drei  Tangeuten  zu- 
sammenfallen und  deren  Doppelpunkte  die  Mittelpunkte  der  vier 
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Kreise  sind,  welche  die  drei  Tangenten  berfthren.  Wird  der 
eine  Brennpunkt  ober  ein^  Curve  n^'  Ordnung  geführt,  so  durch- 
läuft der  andere  eine  Curve  2n'*'  Ordnung,  welche  die  drei  Fun- 
damentalpunkte it- fach  enthält.  Die  Axe  des  veränderlichen 
Kegelschnitts  umhüllt  als  Verbindungslinie  entsprechender  Punkte 
eine  Curve  3n'*''  Klasse;  Doppeltangenten  sind  die  n*  Geraden, 
welche  die  den  beiden  Curven  gemeinsamen  Punktepaare  enthalten. 
Der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  wie  jeder  Punkt,  welcher  den 
Abstand  der  Brennpunkte  in  einem  constanten  Verhältnis  teilt, 
beschreibt  nach  einer  kurzen  analytischen  Entwickelung  eine 
Curve  3n^^'  Ordnung.  Sie  enthält  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  gegebenen  Curve,  die  anderen  Asymptotenrichtungen  geben 
die  Axen  der  2n  Parabeln  an,  welche  die  drei  Tangenten  be- 
rühren und  ihre  Brennpunkte  auf  der  gegebenen  Curve  haben. 
Die  angegebenen  Zahlen  würden  sich  vermindern,  wenn  die  gege- 
bene Curve  einzelne  Grundpunkte  oder  Doppelpunkte  enthielte. 

C.  K. 


F.  Gbrbaldi.     Sulla  realith  dei  puuti   e  delle  tangenti 

Comüni   a  due   COniche.      Palermo  Reod.  I.  327-337. 

Bestimmen  zwei  Kegelschnitte  den  Büschel  B  und  die  Schar 
S,  so  haben  die  Discriminanten  der  Gleichungen,  welche  die  zer- 
fallenden Elemente  von  B  bezw.  S  angeben,  immer  gleiches  Vor- 
zeichen. Sind  sie  negativ,  so  sind  sechs  Fälle  möglich:  1.  Die 
Grundpunkte  P  von  B  und  die  Grundlinien  L  von  S  sind  reell; 
2.  P  reell,  L  imaginär;  3.  P  imaginär,  L  reell;  4.  Pund  L  ima- 
ginär und  die  Kegelschnitte  reell;  5.  P,  L  und  ein  Kegelschnitt 
imaginär;  6.  P,  L  und  beide  Kegelschnitte  imaginär.  Hier  wer- 
den einige  einfache  Kriterien  zur  Unterscheidung  dieser  Fälle 
aufgestellt.  Vi. 

B.  Sporer.     Einiges  über  Gebilde  zweiten  Grades  und 
deren  reciproke  Inversen.     Schlömilch  Z.  xxxil.  66-59. 

Beweis  des  Satzes:    Dreht  sich  der  Scheitel  eines  rechten 
Winkels  um  den  reellen  Doppelpunkt  einer   circularen  Inverse 
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C^  eines  KegelschDittes,  so  bestimmen  dessen  Schenkel  aaf  der 
Carye  eine  Sehne^  deren  Halbirungspnnkt  einen  Kreis  zum  Orte 
hat.  Dieser  Satz  wird  einerseits  specialisirt,  andererseits  auf 
den  Baum  ausgedehnt,  wobei  sich  u.  a.  der  yon  Steiner  aufge- 
stellte Satz  ergiebt:  Schneiden  sich  in  einem  Oktaeder  die  Dia- 
gonalen unter  rechten  Winkeln,  so  liegen  die  acht  Fusspunkte 
der  vom  Diagonalenschnitt  auf  die  Oktaederflächen  gefällten  Lote 
auf  einer  Engel.  Schg. 

Fr.  Hofmann.  Zur  geometrischen  Interpretation  binärer 
Formen,  speciell  solcher  von  der  vierten  Ordnung, 
im  ternären  Gebiete.      Schlomilch  z.  XXXll.  363-368. 

Man  kann  die  Wurzeln  einer  binären  Form  f  vierten  Grades 
geometrisch  darstellen  durch  vier  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte 
Ä,  dessen  Gleichung  durch  ors — y'  =  0  gegeben  ist.  Unter  dem 
Büschel  von  Kegelschnitten  durch  jene  vier  Punkte  ist  besonders 
einer,  F,,  projectivisch  ausgezeichnet  (nämlich  der  zu  B  conju- 
girte).  Der  zu  B  und  F  harmonische  Kegelschnitt  schneidet  dann 
aus  B  vier  Punkte  aus,  welche  die  Wurzeln  der  Hesse'schen 
Form  der  Grundform  f  repräsentiren. 

Der  Verfasser  untersucht  die  so  entstehende  Configuration 
genauer  unter  Anwendung  einfacher  geometrischer  Principien. 
Man  vergleiche  übrigens  die  bezüglichen,  früher  von  Hrn.  Linde- 
mann und  dem  Referenten  gewonnenen  Ergebnisse.  My. 


D.    Andere  specielle  Curven. 

V.  Jamet.     Snr  le  rapport  anharmonique  d'une  courbe  du 
troisifeme  ordre.     8.  M.  F.  Bull.  XV.  35-38. 

Das  berühmte  Salmon'sche  Theorem  von  der  Erhaltung  des 
Doppel  Verhältnisses  der  vier  Tangenten,  die  von  einem  Punkte 
der  Curve  dritter  Ordnung  an  dieselbe  führen,  leitet  Herr  J.  aus 
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einem  von  Herrn  Picard  herrührenden  Theorem  ab,  nach  dem 
vier  particuläre  Integrale  einer  Differentialgleichung  von  der 
Form 

wo  il,  ß,  C  Functionen  von  x  sind,  ^n  constantes  Doppelver- 
hältnis ergeben.  Ist  nun  ^,  f]  der  Tangentialpunkt  von  x,  y  und 
y  =  fi«-fü  die  Gleichung  der  Tangente,  so  sind  ii,  f>  und  x  vier- 
wertige  Functionen  von  f.  Jedes  mit  f  (und  ry)  stetig  sich  ver- 
ändernde u  genügt  aber  der  Differentialgleichung 

du  35 +  P  ÖM* 


/ 


a 


wobei  die  Gleichung  der  Curve  in  der  Form 

ay^  =  aj'-fpaj'+giT-l-r  =  f(x) 
angenommen  wird,  was  bekanntlich  gerechtfertigt  ist.     Die  vier 
verschiedenen  u  und  damit  die  vier  von  $,  f]  ausgehenden  Tan- 
genten haben  mithin  ein  unveränderliches  Doppel  Verhältnis. 

E.  K. 

F.    MOBLET.      Oa   Critic  centres.      American  J.  X.  UM4a 

In  dem  Bttschel  der  Curven  dritter  Ordnung,  welche  ihre 
neun  Wendepunkte  gemeinsam  haben,  giebt  es  12  Curven,  welche 
einen  Doppelpunkt  besitzen.  Diese  12  Doppelpunkte  werden 
die  kritischen  Centra  des  Büschels  genannt.  Indem  Herr  M.  die 
kanonische  Form  ic*-[-y*+«*-f6ma?yÄ  =  0  zu  Grunde  legt,  unter- 
sucht er  die  Configuration  dieser  12  Punkte  und  der  durch  sie 
bestimmten  Geraden.  Ein  besonderes  Interesse  erregt  folgendes 
Paradoxon.  Es  giebt  Curven  fünfter  Ordnung,  welche  durch 
diese  12  Punkte  und  die  9  Wendepunkte  hindurchgehen  und 
trotzdem  noch  zwei  variable  Parameter  enthalten,  die  12  Centra 
zählen  nur  als  9  Bedingungen;  die  vier  übrigen  Schnittpunkte 
von  zwei  solchen  Curven  sind  (entgegen  den  bekannten  allge- 
meinen Schnittpunktssätzen)  variabel,  liegen  aber  in  gerader 
Linie.  Analoge  Verhältnisse  lassen  sich  auch  für  die  kritischen 
Centra  von  Curven  höherer  Ordnung  nachweisen.  R.  M. 
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B.  DE  Ckks,     Solution  de  la  question  du  concours  d'ad- 
mission  k  Tficole  Normale  (1886).    Noov.Ann. (3)  vi. 369-372. 

Unter  den  durch  die  Gleichung  x^y-\-a*x  =  l  bei  variablem 
X  repräsentirten  Gurven  dritter  Ordnung  sind  zwei,  welche  die 
Gerade,  y  =  mx+p  berühren.  Die  Goordinaten  jedes  der  beiden 
Berührungspunkte  lassen  sich  eindeutig  durch  die  des  anderen 
ansdrflcken;  die  beiden  Punkte  sind  reell,  imaginär  oder  yer- 
einigt,  je  nachdem  die  Gerade  die  gleichseitige  Hyperbel 
4xy+3a*  =  0  schneidet,  nicht  schneidet  oder  berührt.  Der  geo- 
metrische Ort  der  zusammenfallenden  Berührungspunkte  ist  die 
gleichseitige  Hyperbel  3iry+2a'  =  0.  R.  M. 


F.  MoRLEY.     On  plane  cubics  which  inflect  on  crossing 
tteir  asymptotes.     Mesa.  (2)  xvif.  51-57. 

Der  Verfasser  betrachtet  den  Fall  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung mit  singulärem  Punkte,  welche  im  Schnittpunkte  mit  einer 
Asymptote  einen  Wendepunkt  hat,  und  auch  den  Fall,  wenn  sie 
im  Schnittpunkte  mit  einer  zweiten  Asymptote  einen  Wendepunkt 
besitzt.  Er  ermittelt  auch  die  Hüllcurve  der  Wendepunktsgeraden 
einer  Curve  dritter  Ordnung  ohne  Singularitäten,  welche  im 
Schnittpunkte  mit  jeder  Asymptote  einen  Wendepunkt  hat. 

Glr.  (Lp.) 

J.  J.  Walker.     On  the  diameters  of  plane  cubica. 

Lond.  R.  S.  Proc.  XLII.  334-335. 

Auszug  aus  einer  in  den  Lond.  Phil.  Trans.  1888  erschie- 
nenen Abhandlung.  Gly. 

H.  Brocard.     Bibliographie  des  questions  8396  et  8516. 

Bd.  Times  XLVI.  81-82. 

Sircom.     Solution  of  question  8516.  Ed.Tirao«.  XLVl.ii5-ii6. 

Die  kubische  Gurve,  welche  den  Gegenstand  der  Aufgaben 
8396  (cf.  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  694)  und  8516  bildet,  ist  bereits 
früher  behandelt  worden,  zuerst  von  Hrn.  G.  Darboux  in  N*"" 
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Ann.  (2)  V  (1866),  danach  von  Hrn.  Ed.  Lucas  in  der  Nouvelle 
Gorrespondance  Hathämatique  IL  94  (1876),  ferner  von  Hrn. 
H.  van  Aubel,  Ib.  IV.  261-272,  355-356,  V.  81-87,  VL  56-65, 
von  Hrn.  E.  Dewulf  in  Nouv.  Ann.  (2)  XV.  550-555.  Herr 
Brocard  führt  aus  diesen  Aufsätzen  die  hauptsächlichsten  Ergeb- 
nisse an,  ^  Lp. 

Aug.  Panbk.      Eine   Bemerkung  Ober    die   Cissoide   des 

Diokles.      Gas.  XYI.  33.  (Böhmisch.) 

Liefert  die  Cissoide  als  geometrischen  Ort  eines  bestimmten 
Bedingungen  unterworfenen  Dreiecksscheitels.  Std. 


G.  Kühn,     üeber  die  zu  einer  allgemeinen  Curve  vier- 
ter   Ordnung     adjungirten    Curven     neunter    Klasse. 

Wien.  Her.  XCV.  338-348. 

Es  sei  f  eine  ebene  algebraische  Curve  n**'  Ordnung,  m^ 
Klasse  mit  nur  einfachen  Doppel-  und  Rückkehrpunkten,  Doppel- 
und  Wendetangenten  als  Singularitäten;  die  zu  f  „adjungirten^ 
Ordnungscurven  C  sind  solche,  welche  durch  die  Doppel-  und 
RQckkehrpunkte  von  f  einmal  hindurchgehen,  die  adjungirten 
Elasscncurven  K  solche,  welche  die  Doppel-  und  Wendetangenten 
von  f  einmal  berühren.  Unter  ihnen  sind  diejenigen  von  der 
Ordnung  fi-~3,  resp.  der  Klasse  m— 3  ausgezeichnet,  sie  seien 
mit  Cm.3  resp.  Km-^  bezeichnet.  Dann  stimmt  bekanntlich  die 
Schar  der  Punktgruppen ,  welche  die  C«.3  auf  f  ausschneiden, 
überein  mit  der  Schar  der  Berührungspunkte,  welche  die  K^^i 
auf  f  bestimmen,  mithin  sind  sich  die  beiden  Gurvenscharen  ein- 
ander eindeutig  zugeordnet. 

Für  eine  allgemeine  Curve  vierter  Ordnung  /'ist  n  =  4, 
I»  =  12,  also  n--3  =  1,  m— 3  =  9.  Zu  jeder  Geraden  C,  der 
Ebene  gehört  also  eine  JTg,  welche  f  in  den  vier  Schnittpunkten 
mit  C,,  sowie  ausserdem  die  28  Doppeltangenten  und  die 
24  Wendetangenten  von  f  berührt,  und  sich  demgemäss  hierin 
ganz  so  verhält,  wie  die  erste  Polare  von  C,  bez.  f.  Bildet  man 
die  erste  Polare  von  C.    mittels   der  Clebsch'schen  Darstellung 
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von  f  als  KlasseDcnrye  S*—T^  =  0,  so  lassen  sich  unmittelbar 
eine  Reihe  einfacher  Sätze  daraus  ableiten,  z.  B.:  „Die  zu  C,  ge* 
hörige  ÜT,  wird  yon  allen  jenen  Geraden  umhQlIt,  welche  um 
ihren  Schnittpunkt  mit  C^  unendlich  wenig  gedreht  werden  kön- 
nen, ohne  dass  das  Ooppelverhältnis  ihrer  vier  Schnittpunkte 
mit  f  geändert  wird." 

„Alle  CurTcn  neunter  Klasse,  welche  sämtliche  Doppel-  und 
Wendetangenten  Ton  f  berühren  (im  besondem  also  auch  die 
ATg),  tangiren  ausserdem  noch  dieselben  21  Geraden,  nämlich  die 
geraden  Bestandteile  der  21  zerfallenden  kubischen  Polaren  Ton  f,^ 

Die  Modificationen,  welche  für  nicht  allgemeine  (z.  B.  ratio- 
nale) Curven  vierter  Ordnung  eintreten,  sind  leicht  angebbar. 

My. 

G.   KoHN.     Zur  Theorie  der  ratioualen  Curven   vierter 

Ordnung.       Wien.  Ber.  XCV.  318-337. 

Die  Clebsch'flche  Darstellung  fttr  eine  allgemeine  ebene  Curve 
vierter  Ordnung  f  in  Liniencoordinaten  S'— 'f  =  0  geht  für 
eine  rationale  Curve  f  über  in  D^F  =  0,  wo  D  =  0  das  Product 
der  Gleichungen  ihrer  drei  Doppelpunkte  bezeichnet. 

Sei  P  ein  Punkt  von  fy  so  bilde  man  bez.  f  die  kubische 
und  quadratische  Polare,  die  mit  C,  resp.  C,  bezeichnet  seien. 
Dann  sind  die  vier  Tangenten,  welche  von  P  an  C,  gehen,  iden- 
tisch mit  den  vier  Tangenten,  welche  von  P  an  die  Curve  S  =  0 
gelegt  werden  können,  und  die  sechs  von  P  an  die  Curve  T  =  0 
gehenden  Tangenten  projiciren  gerade  die  sechs  weiteren  Schnitt- 
punkte von  f  mit  C,.  Dieser  Satz  erlaubt  eine  Reihe  von  inter- 
essanten Folgerungen  bez.  des  Verhaltens  der  Singularitäten  von 
f  zu  den  Curven  S  =  0  und  T  =  0.  My. 


W.  Stahl.      Ueber    die    rationale    ebene   Curve    vierter 

Ordnung.     J.  für  Math.  CI.  3C0-325. 

„Die  BehandlungsweisQ  der  rationalen  ebenen  Curve  vierter 
Ordnung  A^    ist   in    diesem  Aufsatze  eine  analytische,  doch  be- 
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ruhen  die  Operationen  meist  auf  synthetischen  Ueberlegungen.* 
Eigenschaften  der  R^  werden  aus  der  Theorie  der  rationalen 
Raumcurye  vierter  Ordnung  q^  abgeleitet,  als  deren  perspectives 
Bild  R^  angesehen  werden  kann.  Zu  Hülfe  genommen  wird 
insbesondere  die  Schar  der  einfach  unendlich  vielen  von  Hrn.  JoUes 
Osculanten  genannten  Raumcurven  dritter  Ordnung  ^3,  welche 
auf  der  Tangentenfläche  von  q^  liegen  und  deren  Schmiegungs* 
ebenen  eine  Steiner'sche  Fläche  umhüllen.  Die  Bilder  dieser  q^ 
in  der  Ebene  von  R^  sind  die  Osculanten  A^  letzterer  Curve. 

Nach  Darstellung   der  Coordinaten   von  A^    als  Functionen 
eines  Parameters  X  wird  unter  Benutzung  der  Osculanten  A,  die 
Gleichung  für  die  Parameterwerte  der  Wendepunkte  von  A^  und 
die  Gleichung  derjenigen  Curve  F,  abgeleitet,   welche  von  den 
Wendetangenten  aller  Ä,  umhüllt  wird.     Die  Parameterwerte  l 
solcher  vier  Punkte  der  A^,    welche  ein  Quadrupel   der  funda^ 
mentalen   biquadratischen    Involution  J^   bilden,   genügen    einer 
Gleichung   vierten  Grades  in  ^,    deren  Coefficienten    linear    von 
einer   veränderlichen  Grösse   abhängen.      Durch   die   Involation 
werden   die   Osculanten  A,    in  Gruppen   von  je   vier   geordnet. 
Drei  A,  einer  Gruppe  besitzen  drei  je  zweien  gemeinsame  Wende- 
tangenten,  welche  sich  in  einem  Punkte  H  schneiden.     Der  geo- 
metrische Ort  von  H  ist  ein  auf  A^  projectiv  bezogener  Kegel- 
schnitt K.     Auf  synthetischem  Wege   wird   nachgewiesen,    dass 
die  sechs  Wendepunkte  von  A^  auf  einem  Kegelschnitt  ir  lieges 
(Satz  von  Brill  und  Grassmann),   und  es  wird  eine  Paramet/sr- 
darstellung  für  die  Punkte  von  to  gegeben.     Die   vier  Dop|)el- 
tangenten  von  A^  sind  die  Grundtangenten   einer  Kegelscl^nitt- 
schar.    Jede  Curve  dieser  Schar  hat  ausser  den  Doppeltangunten 
mit  A^    und   mit  K  je   vier  gemeinsame  Tangenten,  dereja  Be- 
rührungspunkte entsprechende  Quadrupel  der  Involution  J^  bil- 
den.    Nach   Angabe   einer  Methode   zur  Berechnung   der  Para- 
meterwerte für  die  Doppelpunkte  der  A^  wird  die  Gleichung  der 
Curve  dritter  Ordnung  C,  aufgestellt,  welche  durch  die  Doppel- 
und  Wendepunkte  von  A^   geht.     Ist   d  derjenige  Kegelschnitt, 
welcher  C,  in  den  Doppelpunkten  von  A^  berührt,  so  lässt  sich 
die  Gleichung  der  A^  auf  die  Form  bringen  C, .  /  =  ip  •  d  (/  be- 
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deutet  eine  gewisse  gerade  Linie).  Die  biquadratische  luTolution 
auf  Q^  fahrt  auf  einfach  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades, 
deren  scheinbare  Grenze  in  der  Ebene  von  R^  die  Kegelschnitte 
f,  einer  Schar  sind,  welche  einem  linearen  Gewebe  zweiter  Stufe 
angehört.  Dasselbe  besteht  aus  den  ersten  Polaren  aller  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Cnrve  dritter  Klasse  xp^.  Die  ersten 
Polaren  der  Tangenten  von  K  sind  die  /*„  die  zweiten  Polaren 
derselben  sind  StrahlenbOschel,  deren  Hittelpunkte  auf  R^  liegen. 
Jeder  Geraden  entspricht  bezüglich  ^,  eine  zweite  Polare,  deren 
Mittelpunkt  das  perspective  Bild  eines  Punktes  der  erwähnten 
Steiner'schen  Fläche  ist.  Letztere  ist  somit  eindeutig  auf  das 
Geradenfeld  der  Ebene  yon  R^  abgebildet.  Zufolge  dieser  Ab- 
bildung ist  dem  Kegelschnitte  tr  in  derselben  Ebene  ein  Strahlen- 
bQschel  zugeordnet,  dessen  Mittelpunkt  als  der  Mittelpunkt  einer 
gewissen  Involution  zweiten  Grades  auf  K  gefunden  wird,  die 
zur  FundamentaliuYolution  projectiv  ist.  Durch  zwei  Quadrupel 
der  Fnndamentalinyolution  ist  die  ß^,  von  oollinearen  Verände- 
rungen abgesehen,  Tollständig  bestimmt.  Um  dies  analytisch 
klar  zu  legen,  werden  aus  den  Coefficienten  der  beiden  Formen 
vierten  Grades,  welche  die  beiden  Quadrupel  bestimmen,  die 
Gleichungen  aller  die  Involution  tragenden,  unter  einander  col- 
linearen  R^  abgeleitet.  F. 


K.  BoBBK.  Ueber  Curven  vierter  Ordnung  vom  Ge- 
schlecbte  Zwei,  ihre  Systeme  berührender  Kegel- 
schnitte und  Doppeltangenten.     Wien.  Abh.  Liii.  119-154. 

Die  Gleichung  einer  allgemeinen  ebenen  Curve  vierter  Ord- 
nung (D  vom  Geschlecht  zwei  (d.  h.  mit  einem  Doppelpunkte) 
entsteht  durch  Elimination  von  X  aus  der  Gleichung  eines  Strahlen- 
bQscbels 

und  einer  Ordnungs-Kegelschnittschar  vom  Index  2: 

Aber  auch  umgekehrt  kann  man,  wie  der  Verfasser  beweist,  in 
mannigfaltiger  Weise  jede  vorgelegte  Curve  vierter  Ordnung  O 

FortMhr.  d.  Math.  XIX.  3.  47 
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mit  einem  Doppelpunkte  d  auf  die  angegebene  Art  erzeugen. 
Die  Schar  der  „erzeugenden^  Kegelsebnitte  besitzt  eine  Enve- 
loppe  K^j  welche  die  Orundcurve  <Z>  Oberall  berOhrt,  wo  sie  ihr 
begegnet,  mithin  achtmal.  Diese  acht  BerQhrungspunkte  yon  K^ 
auf  0  bilden  dann  mit  d  die  Basispunkte  eines  CurvenbQschels 
dritter  Ordnung,  welcher  zu  der  gemeinten  Erzeugung  der  Curve 
0  in  der  innigsten  Beziehung  steht. 

Haben  umgekehrt  irgend  acht  Punkte  der  Curve  0  die 
Eigenschaft,  mit  d  die  Basispunkte  «ines  CurTcnbüschels  dritter 
Ordnung  zu  bilden,  so  sind  sie  auch  stets  die  BerOhrungspunkte 
eines  Büschels  yon  Curyen  vierter  Ordnung  K^,  Von  irgend 
einer  der  letzteren  ausgehend,  kann  man  zu  einer  erzeugenden 
Eegelschnittschar  zurückgelangen  (während  der  erzeugende 
StrahlenbQsohel  den  Doppelpunkt  d  zum  Centrum  hat). 

Durch  geeignete  Specialisirung  der  erzeugenden  Kegel- 
schnitte  wird  der  Verfasser  auf  zwei  „kanouiBche^  Gleichungs- 
formen der  Curve  <Z>  geführt,  die  beide  nur  noch  von  fünf  wesent- 
lichen Constanten  abhängen.  An  diese  beiden  Formen  lässt  sich 
die  Aufstellung  der  vierfach  berührenden  Kegelschnitte  einerseits, 
die  der  Doppeltangenten  andererseits  ungezwungen  anschliessen. 
Die  schwierigere  Untersuchung  ist  die  der  vierfach  berührenden 
Kegelschnitte.  Die  63  Systeme  derselben,  die.  bei  einer  Curve 
vierter  Ordnung  vom  Geschlecht  3  existiren,  zerlegen  sich  bei 
Entstehung  eines  Doppelpunktes  d  in  drei  Gruppen.  Eines  der 
Systeme  geht  Ober  in  das  der  doppelt  zählenden  Geraden  durch 
d,  32  werden  zu  16  (doppelt  zählenden)  Systemen  der  die  Curve 
0  dreimal  berührenden  und  durch  d  gehenden,  d.  h.  adjnngirten 
Kegelschnitte,  sodass  nur  30  Systeme  eigebtlich  vierfach  berüh- 
render Kegelschnitte  übrig  bleiben.  Die  letzteren  lassen  sich 
den  vom  Doppelpunkte  d  an  die  Curve  0  gehenden  Tangenten 
in  eigentümlicher  Weise  zuordnen,  nämlich  so,  dass  jeder  der 
15  Combinationen  jener  sechs  Tangenten  zu  zweien  je  zwei 
„conjugirte^  der  30 Systeme  angehören.  Dabei  heissen  zwei  Systeme 
vierfach  berührender  Kegelschnitte  conjugirt,  wenn  die  zweimal 
vier  Berührungspunkte  von  zwei  Individuen  der  beiden  Systeme 
mit  d  die  Basispunkte  eines  Curvenbüschels  dritter  Ordnung  sind. 
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Hieraaf  läsat  sieb  eine  vollständige  und  übersichtliche  Ein- 
teilung der  yierfach  berührenden  Kegelschnitte  gründen.  Das 
Resultat  wird  in  sorgfältigen  Tabellen  niedergelegt 

Die  Untersuchung  der  Doppeltangenten  wird  an  die  der  ad- 
jungirten,  'die  Curve  <Z>  noch  dreimal  berührenden  Kegelschnitte 
geknüpft  Die  16  Systeme  dieser  Art  werden  nämlich  geradezu 
repräsentirt  durch  die  16  Doppeltangenten  Ton  <P,  insofern  irgend 
eine  der  Doppeltangenten,  mit  einer  bestimmten  der  yon  d  aus- 
gehenden Tangenten,  stets  zu  einem  bestimmten  jener  Systeme 
gebort.  Andererseits  ordnen  sich  die  Doppeltangenten  nach 
einfachen  Gesetzen  in  die  30  Systeme  der  yierfach  berührenden 

« 

K^elschnitte  ein,  was  wiederum  durch  eine  Reihe  von  Tabellen 
illustrirt  wird. 

Die  Modificationen,  welche  eintreten,  wenn  ein  resp.  zwei 
Wendepunkte  in  den  Doppelpunkt  hineinrücken,  und  wenn  der 
letztere  zur  Spitze  wird,  lassen  sich  ohne  fremde  Hülfsmittel 
direct  aus  dem  Obigen  ableiten.  My. 


Welll.      Sur   la   courbe  du  quatriöme  degrd  ä  2  points 

doubles.     Nouv.  Ann.  (3)  VI.  272-274. 

Zunächst  wird  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  mit  yer- 
änderlichem  Parameter  aufgestellt,  der  durch  zwei  feste  Punkte 
und  durch  drei  Ecken  eines  yeränderlichen  Dreiecks  geht,  das 
einem  festen  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  zugleich  einem 
andern  festen  Kegelschnitt  umgeschrieben  ist  Mit  dieser  Glei- 
chung ist  also  eine  Schar  yon  Kegelschnitten  ausgedrückt;  und 
die  Enyeloppe  dieser  Schar  ist  eine  Curye  yierten  Grades,  welche 
die  zwei  festen  Punkte  zu  Doppelpunkten  hat  Diese  Curye 
wird  genauer  betrachtet,  und  es  wird  gezeigt,  dass  jede  Curye 
yierten  Grades  mit  zwei  Doppelpunkten  in  dieser  Weise  erzeugt 
werden  kann.  Nimmt  man  die  cyklischen  Punkte  der  Ebene 
zu  diesen  Doppelpunkten,  so  erhält  man  die  anallagmatischen 
Curven  yierter  Ordnung.  Diese  können  daher  als  Enyeloppe 
eines  yeränderlichen  Kreises  betrachtet  werden,  d.  i.  aller  Kreise, 
die  Dreiecken  umgeschrieben  sind,  yon  denen  jedes  einem  Kegel- 

47* 
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schnitt  eingeschrieben  und  zugleich  einem  andern  umgeschrieben 
ist.  Die  allgemeine  Curve  vierten  Grades  mit  zwei  Doppel- 
punkten kann  in  homogenen  Punktcoordinaten  x,  y,  z  so  ausge- 
drückt werden: 

X  :  y  :  z  =  C  :  1  :  q>(C), 

wo 


Hieraus  ergiebt  sich  die  Parameterdarstellung  mit  Hülfe  ellipti- 
scher Functionen.  Hz. 


G.  DE  LoNGCHAMPS.     Rapprocheiiient  entre  la  trisectrice 
de  Mac-Laurin  et  la  cardioi'de.    Prag.  Ber.  601-608. 

Der  Herr  Verfasser  stellt  den  Satz  yoran:  Die  trisecirende 
Curve  des  Maclaurin  und  die  Kardioide  können  ans  einander 
durch  Transformation  mittels  reciproker  Polaren  erzeugt  werden, 
wobei  die  vermittelnde  Figur  ein  passend  gewählter  Kreis  ist. 
Dies  wird  in  sehr  einfacher  und  leicht  verständlicher  Weise  ge- 
zeigt. Ohne  die  Deduction  hier  zu  wiederholen,  mögen  nur  die 
bezüglichen  Gleichungen  angegeben  werden.  Der  vermittelnde 
Kreis  hat  die  Gleichung: 

x'  +  y*=:R\ 
Die  Gleichung  der  trisecirenden  Curve  ist: 

Von  jedem  Punkte  dieser  Curve  gehen  an  den  Kreis  zwei  Tan- 
genten, und  die  Enveloppe  aller  BerUhrungssehnen  hat  die  Glei- 
chung in  Polarcoordinaten: 

3q  =  2ÄCOSW  +  2Ä, 

wobei  die  X-Axe  die  Axe  des  Polarcoordinatensystems  ist,  der  Pol 

R 

die  Coordinaten  (r  = ^,  ^  =  0  hat,  und  ^,  (o  die  laufenden 

Polarcoordinaten  sind.  Es  werden  einfache  Tangentenconstruc- 
tionen  für  die  Curven    angegeben;    auch    wird    die   trisecirende 
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Corve  quadrirt,  und  zum  Schluss  finden  sich  Bemerkungen  ttber 
die  Krümmung  beider  Curven.  Mz. 


M.  Chini.     Una  proprietk  della  lemniscata  di  Bernoulli. 

Batt  G.  XXV.  51-53. 

Der  Herr  Verfasser  beweist  zuerst  von  der  Bernoulli'schen 
Lemniskate  folgenden  Satz:  Jeder  Punkt  dieser  Curye  hat  Ab- 
stände von  den  beiden  Brennpunkten,  deren  Differenz  gleich 
der  Diagonale  desjenigen  Quadrates  ist,  welches  die  Entfernung 
des  Gurvenpunktes  von  der  Mitte  der  Curve  zur  Seite  hat.  Auf 
diese  Weise  tritt  die  Lemniskate  zur  gleichseitigen  Hyperbel  in 
Beziehung,  und  die  Punkte  der  Lemniskate  ergeben  sich  als 
Durchschnitte  einer  Schar  concentrischer  Kreise  mit  einer  Schar 
confocaler  gleichseitiger  Hyperbeln.  Später  werden  die  Glei- 
chungen angegeben;  es  zeigt  sich,  dass  die  Elimination  von  z 
aus  den  Gleichungen: 

zu  der  Gleichung  der  Lemniskate  führt: 

(x«  +  y»)'_2a'(j?'-y')  =  0.  Mz. 


F.  ZuMKLET.'     Analytische   Untersuchung  einer  Gruppe 
verwandter  Umbüllungslinien.     IL  Teil.       Fr.  Frogymn. 

EupeD.  (No.411).  S.3-22  u.  3  Taf.  4«. 

Der  Bericht  ist  mit  dem    über   Teil  I  zusammen  gegeben 
in  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  698-699.  Lp. 


J.  Mister.     Propriötes  de  la  courbe  d'Agnesi.      Mathesis 

VII.  5-6. 

Mn. 

G.  Maisano.  Gleichung  der  Curve,  welche  die  Be- 
rührungspunkte der  doppelten  Tangeuten  der  allge- 
meinen Curve  des  fünften  Grades  ausschneidet.       Math. 

AoD.  ZXIX.  431-446. 
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Die  drei  Restpunkte,  welche  die  an  eine  C^  gelegte  Tangente 
aus  dieser  noch  ausschneidet,  hängen  yon  einer  Qleichnng  dritten 
Grades  ab.  Die  Discriminante  J  der  letzteren,  gleich  Null  ge- 
setzt, muss  zu  der  Gleichung  der  Curre  F^g  =  0  führen,  welche 
durch  die  Berührungspunkte  der  120  Doppeltangenten  der  C^ 
hindurchgeht.    In  der  That  existirt  die  Relation: 

J  =  4(A,A,^A\)(iA,A,-^Äl)^(A,A,^A,A,y  =  ui'F 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  der  C^  erfQlU  sei. 
Mittels  eingehender  symbolischer  Rechnung  werden   die  A 
durch  Formen  der  ersten  sechs  Grade  des  Systems  der  (die  C^ 
repräsentirenden)  Grundform  f  ausgedrückt.  My. 


D.  Barcroft.     Forms   of  non  -  siugular  quintic  curves. 

American  J.  X.  131-140. 

Bezeichnet  i*  =  0  eine  Curve  dritter  Ordnung ,  »  =  0  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  und  k  einen  beliebig  klein  zu  wählen- 
den Parameter,  so  kann  aus  der  zerfallenden  Curve  uv  =  0  auf 
Gestalt,  Wendepunkte  und  Doppeltangenten  der  Curve  uo  =  k 
geschlossen  werden;  z.  B.  je  nachdem  u  und  f>  sich  in  6,  4,  2,  0 
reellen  Punkten  schneiden,  hat  die  abgeleitete  Curve  15,  11,  7,  3 
reelle  Wendepunkte.  In  Verfolg  dieses  Gedankens  zählt  der 
Verfasser  80  Formen  nicht  singulärer  Curven  fünfter  Ordnung 
auf.  Beigegeben  sind  47  Figuren  von  Formen  der  Curven  mit 
15  reellen  Wendepunkten.  R.  M. 


F.  MoRLBY.      Note  on   geometric  inferences  from  alge- 

braic   symmetry.     American  J.  X.  173-174. 

Wenn  an  einer  in  x,  y  symmetrischen  Function  eine  in  x^  y 
symmetrische  Operation  vorgenommen  wird,  so  muss  das  Re- 
sultat auch  in  x^  y  symmetrisch  sein.  Gestützt  auf  diese  evidente 
Bemerkung  leitet,  der  Verfasser  ohne  jede  Rechnung  einige  auf 
die  singulären  Punkte  und  Tangenten  der  beiden  Curven: 
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(y*  +  j5a;  +  xyy  —  kx^y%  =  0, 
(y»  +  isa?  +  xyy  +  9te'y'»'  =  0 
bezOgiieben  Gleichungen  und  Sätze  ab.  R.  M. 


W.  Beisswangbr.     Analytische  Behandlung  einiger  Cur- 

ven    höherer   Ordnung.        Pr.    Realaost.    Reutlingen     (No.  555). 
42  S.  u.  5  Taf.  i^. 

Die  Gleichungen  der  betrachteten  Curven  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  sind: 

y»  =  ca?«-i  (n  =  3,  4,  5,  6,  7), 

y%n^i  =  c^ay^-i  (n  =  1,  2,  3), 

a;*»+l  J\.  y2«+l   =  c2»  +  l  («  =:   1,    2,    3), 

y*»(c— j?)— a?>«+*  =0  («  =  1,  2,  3). 

Nachdem  die  Form  der  Curve  festgestellt  ist,  berechnet  der  Ver- 
fasser (ohne  Differentialrechnung  anzuwenden)  die  Gleichungen 
der  Tangente  und  Normale,  die  Coordinaten  des  KrQmmungs- 
mittelpunktes,  den  Krümmungsradius,  die  Länge  der  Subtangente 
u.  dgl.  m.,  zuerst  f&r  die  besonderen  Zahlenwerte  von  fi,  nachher 
fUr  das  allgemeine  n.  Lp. 


M.  Baker.     A  collection    of  Solutions  of  the  trisection 

problem.       Wash.  Ball.  X.  96-100. 

Bericht  über  eine  private  Sammlung  zur  Literatur  der  Auf- 
gabe der  Dreiteilung  eines  Winkels,  welche  Hr.  Baker  seit  meh- 
reren Jahren  sich  angelegt  hat  unter  den  Rubriken:  1.  Histori- 
sehe Einleitung.  2.  Dreiteilung  durch  Kegelschnitte.  3.  Drei- 
teilung durch  besondere  oder  höhere  Curven.  4.  Dreiteilung  durch 
Mechanismen.  5.  Dreiteilung  durch  Näherung.  6.  Falsche  Drei- 
teilungen. 7.  Bibliographie.  Hr.  Curtis  ergänzt  die  Angaben 
des  Hrn.  Baker  aus  einer  von  ihm  seit  acht  Jahren  angelegten 
ähnlichen  Sammlung  und  hebt  hervor,  dass  eigentlich  nnt  dt^ 
Curven   brauchbar   sind,    welche   durch   geeignete  MetflVafäMihen 
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gezeiehnet  werden  können,  wie  Hr.  W.  Hillhouse  ans  New  Haren 
dies  jüngst  mit  fünf  versebiedenen  Curven  aasgefClhrt  hat. 

Lp. 

H.   Ekama.     Die  Lissajous'schen  Curven.     Hoppe  Arch.  (2) 

VI.  39-68. 

Die  aus  der  Physik  bekannten  Lissajous'schen  Stimmgabel- 
curven  werden  in  dieser  Arbeit  eingehend  untersucht.  Die  bei- 
den  Schwingungsrichtungen,  welche  bei  der  Entstehung  dieser 
Curven  statthaben,  werden  zu  Goordinatenaxen  gewählt.  Da  der 
allgemeine  Fall  vorausgesetzt  ist,  in  welchem  die  Riehtungen 
einen  Winkel  ta  bilden,  so  wird  ein  schiefwinkliges  Coordinaten- 
System  zu  Grunde  gelegt.  Die  Amplituden  der  beiden  Schwin- 
gungsbewegungen seien  a  für  die  eine,  in  der  Axe  OX  statt- 
findende, und  b  für  die  andere,  die  in  der  Axe  OY  geschieht; 
und  in  der  Zeit,  in  welcher  die  eine  Bewegung  n  Schwingungen 
macht,  möge  die  andere  m  Schwingungen  machen.  Hier  können 
n  und  m  als  ganzzahlig  ohne  gemeinsamen  Factor  vorausgesetzt 
werden.  Wird  nun  die  Zeit  von  dem  Augenblick  an  gerechnet, 
in  welchem  der  Punkt  sich  auf  der  Axe  OY  befindet,  so  sind 
zur  Zeit  /  die  Coordinaten  des  schwingenden  Punktes: 

(1)         a?,  =asin-^,    y,  =  6sin2fr(y, -f  |r), 

p  ist  die  Phasendifferenz  beider  Bewegungen;  T  Schwingungs- 
zeit und  X  Wellenlänge  der  Bewegung  in  der  X-Axe;  T  und 
V  die  entsprechenden  Grössen  für  die  Y-Axe.    Auch  ist: 

nT  =  mT  und  nX  =  mX\ 
Durch  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  (1)  erhält  man 
die  allgemeine  Gleichung  der  Lissiyous'schen  Curven.  Diese 
werden  nun  ausführlich  betrachtet.  (Vgl.  den  Bericht  Ober  die 
Arbeit  desselben  Verfassers  im  Nieuw  Archief  XIU.  184-212, 
F.  d.  M.  XVm.  1886.  704).  Mz. 


0.  Walterhöfer.     üeber  die  Gestalt  der  Schwingungs- 
purven,    welche    durch   das   Zusammenwirken   zweier 
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unter    einem  Winkel    von    90"  erfolgenden   hin-    und 
hergehenden  Bewegungen  mit  ungleichen  Schwingungs- 

anfangen   entstehen.      Pr.  Realprogymn.  Franken haaseo.  32  S.  4^ 

Der  Verfasser  berechnet  und  zeichnet  20  von  den  bekannten, 
zuerst  durch  Lissajous  studirten  Schwingungscnrven,  welche  durch 
die  Zusammensetzung  der  beiden  geradlinigen  Schwingungen 

a;  =  r cos -^ /,     y  =  r,  cos -^(/-a) 

T  r  a 

entstehen,  indem  er  für -7=7-,    — ^,    -i;r- einfache  rationale  Werte 
'  T  r  1^ 

annimmt.  R.  M. 


G.  Chrystal.     On    certain    inverse    roulette    problems. 

Bdinb.  M.  8.  Proc.  V.  38-50. 

Die  Erzeugung  gewisser  Curven  als  Rouletten  bildet  den 
Uauptgegenstand  dieses  Aufsatzes,  und  die  Untersuohungs- 
methoden  beruhen  auf  der  Pedalgleichung  (p,  r-Gleichung)  einer 
Gurve.  Im  ersten  Teile  des  Aufsatzes  ist  nach  Annahme  der 
Gentroden  -  Raum  gegeben  und  die  durchgeführten  Fälle  sind 
einige,  in  denen  der  Centroden  •  Raum  1)  eine  gerade  Linie, 
2)  ein  Kreis  ist.  Ist  dann  der  Centrodenkörper  gegeben,  so 
werden  Fälle  untersucht,  in  denen  derselbe  eine  Gerade  ist 
Zuletzt  wird  die  Erzeugung  einer  Curve  mittels  identischer  Cen- 
troden erklärt.  Gbs.  (Lp.) 

P.  G.  Tait.     Note  on  Milner's  lamp.    Bdiob.  M.  s.  Proc.  v. 

97-98. 

A.  Cayley.      On    a   diflferential    equation   and   the  con- 
struction  of  Milner's  lamp.    Bdiob.  m.  S.  Proc.  v.  99-101. 

Hr.  Tait  bezieht  sich  auf  De  Morgan's  „Budget  of  para- 
doxes^ S.  149,  wo  die  Lampe  beschrieben  wird  als  ein  ^hohler 
Halbcjlinder,  aber  nicht  mit  einer  circularen  Curve^,  der  sich 
auf  Zapfen  dreht  Die  Gestalt  des  Cylinders  ist  so,  dass  er 
sich  dreht,  wie  viel  Oel  er  auch  enthalten  mag,  bis  das  Oel  dem 
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Dochte  zufliesst,  der  am  Rande  befestigt  ist  Beim  Aufsacben 
der  Gestalt  der  Gurve  hatte  Hr.  Tait  einen  Ereiscylinder  ge- 
funden. Da  er  jedoch  an  der  Richtigkeit  zweifelte,  so  wandte 
er  sich  an  Hrn.  Cayley,  der  die  verlangte  Differentialgleiohang, 
nämlich 

rß 

— i  jcosö /^r'cosÖdÖ  +  sinö/r'sinödöj 

6  0 

in  einer  für  die  Aufgabe  geeigneten  Form  au6öste. 

Gbs.  (Lp.) 

ScuoBNTjBS.     Sur  un  mode  de  g^p^ration  de  la  spirale 

hyperbolique.      Mathesie  vir.  248-249. 


Capitel  3. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

A.     Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  RaumcurTen. 

G.  Darboüx.     Le9on8   sur  la  th^orie  gön^rale  des  sur- 
faces  et  les  applications  gdom^triques  da  caicul    iofi- 

nit^simal.      Teil  1    U.  2.     Paris.  Gautbier-Villars.  1887-89. 

Der  um  die  Infinitesimalgeometrie  hoch  verdiente  Heister 
hat  durch  die  Herausgabe  dieser  Vorlesungen  ein  Lehrbuch  ge- 
schaffen, welches  bestimmt  erscheint,  auf  lange  Zeit  hinaus  die 
Schritte  der  Geometer  zu  leiten.  Sein  bewundernswerter  Fleiss 
und  seine  umfassendste  Kenntnis  alles  bisher  auf  dem  behandelten 
Gebiete  Geleisteten  werden  dem  yollendeten  Werke,  von  dem 
bisher  zwei  Teile  erschienen  sind,   den  Wert  einer  fast  selbst- 
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ständigen  Bibliothek  der  iDfinitesimalgeometrie  verleihen.  Auf 
jeder  Seite,  and  auch  da,  wo  der  Verfasser  Bekanntes  abhandelt, 
findet  der  Leser  fiberraschend  elegante  Darlegungen  und  Wen- 
dungen, so  wie  eine  Fülle  originaler  Gedanken.  Bei  dieser 
Sachlage  wttrde  eine  eingehende  Besprechung  des  nicht  genug 
za  empfehlenden  Werkes  einen  Raum  beanspruchen,  der  den  an 
dieser  Stelle  zu  Gebote  stehenden  weit  überschreiten  müsste. 
Wir  können  uns  daher  nur  auf  eine  kurze  andeutende  Inhalts- 
angabe beschränken. 

Der  erste  Teil  des  Werkes  zerßlllt  in  drei  Bücher  yon  neun, 
acht  und  zwölf  Capiteln.  Das  erste  Buch  behandelt  die  Anwen- 
dangen  der  Geometrie  auf  die  Theorie  der  relativen  Bewegungen. 
Als  Grundlage  der  Theorie  der  krummen  Linien  und  Flächen 
giebt  der  Verfasser  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  Bewegung 
eines  festen  Trieders,  bei  welcher  die  drei  Rotationscomponenten 
und  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  Eckpunkte  als  Func- 
tionen eines  oder  zweier  Parameter  gegeben  gedacht  werden. 
Er  zeigt  auf  eleganteste  Weise,  dass  bei  dieser  Angabe  die  Er- 
mittelung der  Richtungscosinus  der  Triederkanten  auf  die  Inte- 
gration* einer  allgemeinen  Riccati'schen  Gleichung  zurückgeführt 
werden  kann,  und  giebt  eine  Menge  interessanter  Anwendungen 
des  Vorgetragenen.  Darauf  wendet  er  sich  zu  den  krummlinigen 
Coordinaten  und  zu  den  Flächen,  die  durch  kinematische  Eigen- 
schaften definirt  werden,  giebt  die  Sätze  von  Bour  über  die 
Schraubenflächen  und  die  weiter  gehenden  von  Maurice  Lövy, 
so  wie  Sätze  über  die  durch  Bewegung  fester  Curven  erzeugten 
Flächen. 

Im  zweiten  Buche  werden  verschiedene  Systeme  krumm- 
liniger Coordinaten  behandelt.  Zunächst  diejenigen,  welche  zu 
einem  System  conjugirter  Linien  einer  krummen  Fläche  führen, 
in  welche  ein  Theorem  von  Königs  einführt.  Darauf  folgen  all- 
gemeine und  umfangreiche  Betrachtungen  über  Krümmungslinien 
und  asymptotische  Linien.  Alsdann  die  orthogonalen  und  iso- 
thermen Systeme  und  ein  ausgezeichnet  schönes  Capitel  über 
conforme  Abbildung.  Weiter  wird  das  durch  die  Krümmungs- 
linien  gegebene  Orthogonalsystem  behandelt  und  die  Theorie  der 
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pentasphärischen  Cooidinaten  angeknüpft.  Es  folgt  eine  meister- 
hafte Darstellung  der  Theorie  der  Tangentialcoordinaten  (Ebenen- 
coordinaten  der  Tangentialebene)  sowie  eine  Reibe  interessanter 
Anwendungen. 

Im  dritten  Capitel  wendet  sich  Hr.  Darboux  zu  den  Minimal- 
flächen.  Nach  einer  vortrefflichen  historischen  Einleitung  in  die 
Theorie  folgen  die  in  eleganter  und  eigenartiger  Form  darge- 
legten Formeln  von  Weierstrass  und  der  Zusammenhang  der- 
selben mit  den  Functionen  eines  complexen  Arguments. 

Es  werden  weiter  Sätze  von  Minding,  Bour,  Bonnet  und 
Enneper'sche  Flächengattungen  besprochen,  die  Bonnet'schen 
adjungirten  Flächen  und  deren  Schwarz'sche  Verallgemeinerung. 

Daran  schliesst  sich  die  Mitteilung  der  Lie'schen  Unter- 
suchungen, seine  schöne  Entdeckung  der  Doppelflächen  und  eine 
Betrachtung  über  Flächeif,  die  nur  eine  Seite  darbieten.  Die 
bisher  bekannten  Untersuchungen  über  algebraische  Minimal- 
flächen werden  in  grosser  Vollständigkeit  mitgeteilt.  Darauf 
folgen  die  Schwarz'schen  Formeln  für  die  Bestimmung  einer 
Minimalfläche,  welche  eine  gegebene  Curve  enthält  und  in 
jedem  Punkte  derselben  eine  gegebene  Tangentialebene  besitzt 
Demnächst  kommen  einige  Sätze  von  Lie,  die  sich  auf  Eigen- 
schaften algebraischer  Minimalflächen  beziehen,  zur  Besprechung. 
Die  Arbeiten  von  Riemann,  Schwarz  und  Weierstrass  über  Mi- 
nimalflächenstttcke,  die  durch  geradlinige  Contouren  vollständig 
begrenzt  werden,  werden  in  eigenartigster  Weise  dargestellt 
und  weitere  Anwendungen  der  Theorien  dieser  Geometer  gegeben. 

Hiermit  schliesst  die  ausgezeichnete  Darstellung  der  Theorie 
der  Minimalflächen,  die  mit  Ausnahme  der  Untersuchungen  über 
die  Grenzen,  innerhalb  deren  Minimalflächenstücke  wirkliche  Mi- 
nima darstellen,  alles  bisher  auf  diesem  Gebiete  Geleistete  be- 
sprochen hat. 

Der  zweite  Teil  des  Werkes  (1889  erschienen)  beginnt  mit 
einer  Darstellung  der  Theorie  der  Gongruenzen,  die  in  wichtigem 
und  elegantem  Uebergang  geradezu  in  die  Theorie  der  linearen 
partiellen  Difi^erentialgleichungen  zweiter  Ordnung  einfllhrf,  und 
zwar   in   die   Laplace'sche  Methode   der   Integration   derselben. 
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Die  neuen  Untersuchungen,  welche  der  Verfasser  im  zweiten 
Capitel  des  vierten  Buches  mitteilt,  gehören  zu  den  schönsten 
und  fruchtbarsten,  welche  bisher  in  der  Theorie  dieser  Differen- 
tialgleichungen yeröffentlicht  worden  sind,  und  geben  einen  neuen 
Beweis  der  hohen  Meisterschaft  des  Verfassers.  Sie  erledigen 
die  Frage  nach  den  durch  die  Lapiace'sche  Methode  integrirbaren 
Differentialgleichungen  endgültig,  eine  Frage,  die  von  Moutard 
schon  fOr  gewisse  Formen  derselben  mit  Erfolg  behandelt  wor- 
den war.  Wir  bedauern,  eine  ausführliche  Darstellung  dieser 
schönen  und  umfassenden  Untersuchungen  hier  nicht  geben  zu 
können. 

Hierauf  wendet  sich  Hr.  Darboux  zu  der  Behandlung  der  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  mit  reellen  Charakteristiken,  von 
der  ein  besonderer  Fall  schon  durch  Euler  bei  seinen  Untersuchun- 
gen über  Schallfortpflanzung  behandelt  wurde,  und  geht  dazu  über, 
einen  Gedanken  von  Riemann,  der  die  Integration  dieser  Gleichung 
in  seiner  berühmten  Abhandlung  über  die  Fortpflanzung  von 
Luftwellen  von  endlicher  Schwingungsweite  gegeben  hat,  in 
wahrhaft  meisterhafter  Weise  darzustellen  und  weiter  zu  führen. 
Auch  hier  müssen  wir  es  uns  versagen,  eine  ausführlichere  Be- 
sprechung der  wichtigen  Darlegungen  zu  geben,  die  von  jedem 
Freunde  mathematischer  Wissenschaften  gelesen  werden  sollten. 
Bei  der  Riemann'schen  Integrationsmethode  spielt  die  Lagrange'- 
sche  Adjungirte  der  zu  behandelnden  Differentialgleichung  eine 
wesentliche  Rolle.  Beide  Differentialgleichungen  sind  gleichzeitig 
integrirbar,  die  eine  durch  die  Integration  der  anderen.  Hr.  Dar- 
boux fasst  den  von  Riemann  kaum  angedeuteten  Zusammenhang 
in  seiner  vollen  Allgemeinheit  ins  Auge  und  beschäftigt  sieh 
daher  mit  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Lagrange'schen 
AdjuDgirten  in  eigenartiger  und  elegantester  Darstellung.  Nach 
der  Untersuchung  in  Beziehung  auf  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen, wendet  er  sich  zu  den  Analogien  bei  den  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  und  speciell  denen  zweiter  Ord- 
nung mit  zwei  Variabein.  Das  sechste  Capitel  des  vierten  Buches 
bringt  eine  Vervollständigung  der  Untersuchungen  über  die  La- 
place'sche    Integrationsmethode   und    endigt    mit   einer   directen 
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Berechnung  der  Invarianten,  welche  den  nach  dieser  Methode 
zu  bildenden  Reihen  von  neuen  linearen  Differentialgleichungen 
entsprechen,  und  der  Angabe  der  vollständigen  Lösung  jeder 
dieser  Differentialgleichungen.  Auch  hier  ist  es  nicht  möglich, 
die  ganze  Fttlle  des  wichtigen  mitgeteilten  Stoffes  auch  nur  an- 
zudeuten. 

Das  siebente  Gapitel  beschäftigt  sich  mit  den  Differential- 
gleichungen, deren  Invarianten  gleich  sind,  deren  Integral,  wenn 
es  durch  die  Methode  von  Laplace  überhaupt  erlangt  werden 
kann,  eiplicite  gegeben  wird.  Zusammenhang  mit  den  üsitf- 
suchungen  von  Moutard.  Von  hohem  Interesse  und  grosser 
Wichtigkeit  ist  das  achte  Gapitel,  welches  die  ZurttckfQhrung 
der  Integration  linearer  partieller  Differentialgleichungen  auf  an- 
dere behandelt,  derart,  dass  an  jede  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  eine  Reihe  von  ebensolchen  Gleichungen  ge- 
knflpft  ist,  deren  jede  mit  der  ursprünglichen  gleichzeitig  inte- 
grabel  ist. 

Das  neunte  Gapitel  behandelt  eine  besondere  Klasse  der 
Differentialgleichungen  von  gleichen  Invarianten,  die  Hr.  Darboux 
harmonische  Gleichungen  nennt,  eine  Klasse,  die  bei  geometri- 
schen und  mathematisch-physikalischen  Problemen  häufig  auftritt 
In  Beziehung  auf  sie  giebt  Hr.  Darboux  tiefe  und  wichtige  Studien 
von  überraschender  Eleganz,  die  die  Theorie  der  gewöhnlichen 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mannigfach 
bereichern  und  die  grösste  Aufmerksamkeit  der  Oeometer  ver- 
dienen. Gleiches  gilt  von  den,  geometrische  Anwendungen 
enthaltenden,  Gapiteln  X-XV  des  vierten  Buches. 

Das  fünfte  Buch  des  Werkes  handelt  von  den  auf  krummen 
Flächen  gezogenen  Linien  und  bringt  zunächst  die  Formeln  von 
Godazzi  und  eine  Reihe  von  Anwendungen  derselben.  Er  ent- 
wickelt weiter  die  Krümmungs-  und  Torsionsverhältnisse  der 
auf  Flächen  gezogenen  Linien  und  Sätze  von  Laguerre,  Bonnet, 
Beltrami,  Enneper. 

Das  sechste  Buch  geht  über  zur  Theorie  der  geodätischen 
Linien  der  krummen  Flächen,  die  Hr.  Darboux  wiederum  in  voll- 
endeter  Weise   vorträgt   und   wesentlich    bereichert.      Der  Zu- 


Capitel  3.    Aoalytische  Geometrie  dea  Raumes.  751 

sammenbang  der  Theorie  der  geodätischen  Linien  mit  einem 
besonderen  Fall  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  krummen 
Fläche  giebt  ihm  Oelegenbeit,  an  die  allgemeinsten  Transforma- 
tionen der  Gleichungen  der  Dynamik  elegante  und  wichtige  Unter- 
suebungen  anzusebliessen,  die  wertvolle  Anwendungen  auf  geo* 
metrische  Probleme  ermttgliefaen.  Auch  über  diese  hervorragen- 
den Uotersnchungen,  welche  den  zweiten  Teil  des  Werkes  endi- 
gen, Ausführlicheres  mitzuteilen,  erlaubt  uns  der  beschränkte 
Baum  unseres  Referates  nicht. 

Wie  schon  im  Anfange  bemerkt,  und  wie  wir  am  Schlüsse 
wiederholen,  wttrde  eine  alle  Teile  des  ausgezeichneten  Werkes 
würdigende  ausreichende  Besprechung  selbst  auf  den  Umfang 
eines  Buches  anwachsen  mttssen.  Wir  mussten  uns  darauf  be- 
schränken, nur  den  tiefen  Eindruck  anzudeuten,  den  das  Dar- 
boux'sche  Werk,  dessen  Fortsetzung  wir  mit  Spannung  entgegen- 
sehen, auf  uns  gemacht  hat  Wgt. 


E.  GouRSAT.     Sur  un   problJjme  relatif  aux   courbes    k 

double   COUrbure.       Add.  de  la  Fac.  d.  Sc.  Toal.  I.  C    1-26. 

Das  Problem,  um  welches  es  sich  handelt,  ist,  eine  Curve 
durch  Coordinatengleichungen  darzustellen,  wenn  ihre  Krümmung 
und  Torsion  als  Functionen  des  Bogens  gegeben  sind.  Nach 
gegenwärtigem  Standpunkt  reducirt  sich  das  Problem  auf  eine 
imaginäre  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Diese 
hat  die  Eigenschaft,  dass  aus  einer  Lösung  der  conjugirte  Wert 
einer  zweiten  durch  Differentiation  hervorgeht.  Nachdem  beide 
bekannt  sind,  verursacht  die  Bestimmung  der  Constanten  gemäss 
der  Orthogonalität  der  neun  Richtungscosinus  der  Tangente, 
Haupt-  und  Binormale  noch  eine  etwas  längere  Rechnung.  Ueber 
diesen  Standpunkt  geht  auch  die  vorliegende  Arbeit  nicht  hin- 
aus. Zunächst  bedarf  nun  eine  Behauptung  des  Verfassers  der 
Berichtigung,  welche  die  vorgängige  Erreichung  der  genannten 
Resultate  in  Zweifel  stellt.  Er  citirt  (indem  er  einer  Hitteilung 
von  anderer  Seite  folgt)  die  Arbeit:  Hoppe,  fiber  die  Darstellung 
der  Curven  durch  Krümmung  und  Torsion,   Grelle  J.    LX.    182, 
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LXIII.  122,  sagt  aber,  sie  beschäftige  sich  nur  mit  einem  spe- 
ciellen  Falle  jenes  Problems.  Nach  einer  späteren  Stelle  S.  19 
wird  sogar  eine  sphärische  Gnrve  als  Gegenstand  angegeben. 
Hierauf  ist  zu  erwidern:  Jene  Arbeit  umfasst  yollständig  das- 
selbe  Problem  wie  die  vorliegende,  die  Reduction,  die  genannte 
Eigenschaft  und  die  Constantenbestimmung,  und  von  dem  angeb- 
lichen Inhalt  steht  kein  Wort  darin.  Sind  aber  auch  die  drei  ge- 
nannten Resultate  seit  30  Jahren  bekannt,  so  enthält  doch  die  Arbeit 
eine  wertvolle  Leistung  in  der  Form  und  Methode  der  Reduction. 
Die  Differentialgleichung  ist  zwar  weniger  einfach,  aber  ihre 
Gesuchte  steht  mit  den  Gesuchten  des  Problems  in  directer,  ein- 
facher und  symmetrischer  Beziehung.  Das  Verfahren  ist  folgen- 
des: Sind  a,  /?,  y  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  a",  /?",  /' 
die  der  Binormale,  so  setzt  man 

und  erhält  durch  Differentiation  und  Elimination  eine  lineare 
Gleichung  dritter  Ordnung  für  m,  der  auch  t)  und  w  genflgen. 
Da  M'+r'-j-fr' =  0,  so  ist  nach  einem  Satze  von  Laguerre  die 
Möglichkeit  ihrer  Reduction  auf  die  zweite  Ordnung  gewährleistet. 
Sei  nun  u  =  F*  und 

dann  findet  man  durch  Differentiation  und  Elimination  gleichfalls 
eine  lineare  Gleichung  dritter  Ordnung  für  ti,  welche,  mit  der 
vorigen  identificirt,  drei  Gleichungen  für  a  und  b  ergiebt.  Die 
dritte  zeigt  sich  identisch  erfüllt,  wenn  a,  b  den  zwei  ersten  ge- 
nügen. Nach  Einsetzung  der  Werte  von  a  und  b  hat  61.  (5)  die 
Form : 

WO  F  =  -^  +  -=- ,    R  und  T  RrUmmungs-   und  Torsionsradius, 

und    Fq    conjugirter   Wert   von    F   ist.     Auf  eine  Lösung  von 
Gl.  (8)  reduciren  sich  die  Werte  von  «,  /?,  y,  nämlich: 
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woraus  die  6  flbrigen  Riohtungscosinus  leicht  hervorgehen. 

l  H. 

A.  E.  Pbllkt.    8nr  les  normales  aux  courbes.    0.  B.  oiv. 

1Ö01-1602. 

Aaf  der  Normale  N  einer  Gurve  «,  welche  mit  der  Haupt- 
normale den  Constanten  Winkel  a  bildet,  wird  die  constante 
Strecke  /  bis  zum  Punkte  (a;,,  y^^  jsj  abgeschnitten.  Dieser  be- 
schreibt bei  Variation  des  Bogens  $  eine  Curve  <,.  Es  werden 
f&r  den  Fall,  wo  N  Hauptnormale  von  i^  ist,  drei  bemerkens- 
werte Beziehungen  zwischen  befiden  Gurven  ohne  Beweis  mit- 
geteilt    Seien  q  und  r  Krtlmmungs-  und  Torsionsradius  von  <, 

Q^  und  r,  von  i,  und  u  =  sin«  / {-  const.     Dann    ist  die 

Bedingung  des  Falles: 

/       .     ,    /cosa      .       ^ 
—  cotti  -) 1=0, 

und  zwar  drfickt  u  den  Winkel  zwischen  beiden  Normalebenen 
aus;  «,  ist  Eflrzeste  auf  der  Ganalfläche,  welche  die  um  Punkte 
von  M  mit  dem  Radius  /  beschriebenen  Kugeln  umhttllt.  Die 
drei  Belationen  sind: 

1         /oosa-— ^sin*ti  .  «         - 

Qi  /(^— /cosa)      '         * 

Es  wird  dann  der  besondere  Fall  betrachtet,  wo  t,  eine  Helix 
i0t  Zu  bemerken  ist,  dass  die  Gurve  m  hinsichtlich  der  Rieh- 
tongs-  und  Erflmmungsverbaltnisse  beliebig  ist  und  nur  ihre 
Dimensionen  durch  die  Bedingung  beeinflusst  werden.        H. 


FortMhr.  d.  Math.  ZIX.  3. 
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C.  Stolp.     Eene  formule  uit  de  analytische  meetkunde. 

Nieow  Arch.  XIV.  201-208. 

Die  Yorliegende  Arbeit  handelt  ttber  die  bekannte  Formel 
fttr  den  unendlich  kleinen  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander 
folgenden  Geraden  desselben  Systems.  Diese  Formel  wird  in 
eine  etwas  andere  Gestalt  gebracht  und  dann  zur  Bestimmung  der 
drei  ErQmmungswinkel  von  Raumcurven  brauchbar  gemacht;  die 
erhaltenen  Resultate  f&hren  auf  einfache  Weise  zu  dem  Theorem 
von  Laueret.  Sodann  werden  sie  angewandt  auf  die  Krümmung 
des  Durchschnittes  zweier  Oberflächen,  und  daraus  wird  das 
Theorem  von  Meunier  abgeleitet  G. 


G.  KoBNiGS.      Sur    remploi    de    certaines    forraes   qua- 
dratiques  en  gdomdtrie.     Tool.  Add.  I.  E.  i3-id. 

Moment  zweier  Geraden  heisst  das  Product  ihres  normalen 
Abstands  und  des  Sinus  des  Winkels  zwischen  ihnen.  Sind  die 
Geraden  zwei  consecutive  Lagen  einer  bewegten  Geraden 
X  =  az-\'Py  y  =  6is+9)  so  heisst  es  das  elementare  Moment  der 
letzteren  und  hat  den  Ausdruck 

dadq  —  dhdp 

l  +  a'  +  6* 

Variirt  die  Gerade  mit  drei  Parametern  t/j,  u,,  ti,,  so  stellt  sich 
dasselbe  als  ternäre  quadratische  Form  von  du^,  du^y  du^  dar, 
deren  Discriminante  J  den  Gegenstand  der  folgenden  Unter- 
suchungen bildet,  die  sich  auf  den  Fall  J  =^0  beziehen,  dessen 
Bedingungen  und  Gonsequenzen  sie  ermitteln.  Wie  Cayley  ent- 
deckt und  nachher  Klein  allgemein  bewiesen  hat ,  ist  i^  =  0 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  daftlr,  dass  die  Gerade 
Tangente  einer  constanten  Fläche  ist.  Gegenwärtig  fragt  der 
Verfasser  weiter,  welche  Bedingung  hinzukommt,  damit  sie  Se- 
cante  einer  Curve  wird  ?  Wenn  i^  s»  0,  zerftült  J  in  zwei 
lineare  Factoren.  Als  notwendige  und  ausreichende  Bedingung 
ergiebt  sich,  dass  einer  der  Factoren  durch  einen  Multiplicator 
integrabel  wird.     Eine  Anwendung  der  Resultate  führt  zur  Be- 
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BtimiDaDg  der  asymptotischen  Linien  auf  der  Eummer'schen 
Fläche  vierter  Ordnung,  wie  schon  Klein  durch  Anwendung 
elliptischer  Coordinaten  gefunden  hatte.  Ferner  wird  Anwendung 
gemacht  auf  die  Transformation  der  asymptotischen  Linien  in 
Erümmungslinien  und  auf  die  singulären  Complexe  von  Engeln. 

H. 


6.  KoBNiGS.     Sur   la  forme  des  courbes  h  torsion  con- 
stante.     Tool.  Ado.  I.  B.  1-8. 

In  Ermangelung  der  notwendigsten  Angaben  dem  Ref.  un- 
verständlich. H. 


F.  P.  Rüffini.      Di    alcune    proprietk    della    rappresen- 
tazione  sferica  del  Gauss.     Bologna  Mem.  (4)  VIII.  661-680. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  M  einer  Fläche  seien  durch 
die  Erünunungsparameter  u  und  e  dargestellt,  und  es  sei  das 
Quadrat  des  Linienelementes  ds*  =  Edu*  +  Gdc^\  r,  und  r,  seien 
die  beiden  Hauptkrttmmungsradien.  Die  Fläche  sei  in  der  be- 
kannten Weise  auf  die  Gauss'sche  Engel  abgebildet,  d.  h.  so, 
dass  in  entsprechenden  Punkten  die  Normalen  beider  Flächen 
gleichgerichtet  sind.  Sucht  man  nun  diejenigen  Elemente  in  If, 
welche  mit  den  entsprechenden  Elementen  der  Engel  einen  ge- 
gebenen Winkel  bilden,  dessen  Cosinus  gleich  A  sei,  so  erhält 
man  die  Differentialgleichung 

Es  giebt  also  in  jedem  Punkte  im  allgemeinen  vier  Richtungen, 
welche  die  Bedingung  erfttUen.  Diese  Gleichung  bildet  den 
Ausgangspunkt  f&r  die  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers, 
durch  welche  viele  bekannte  Resultate  der  Flächentheorie  in  an- 
derer Form  wiedergewonnen  werden.    Die  abwickelbaren  Flächen, 
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bei  welchen  die  Oauss'sche  Abbildung  in  eine  sphärische  Corre 
degenerirt,  und  die  Minimalflächen  werden  besonders  untersaeht 

A. 


Em.  Barbier.     Sur    une    g^n^ralisation    de    rindicatrice 
de  Ch.  Dupin.     0.  R.  OV.  516-518. 

Als  wesentlichen  Inhalt  der  vorliegenden  Note,  wenn  auch 
in  etwas  anderer  Form  dargestellt,  möchte  Referent  folgendes 
angeben.  Wenn  zwei  Flächen  von  unveränderlicher  (Gestalt  in 
den  gewöhnlichen  Flächenpunkten  P  und  P^  gemeinschaftliche 
Normalen  haben,  und  die  eine  translatorisch  so  bewegt  wird, 
dass  die  Distanz  PP^  =  -fd  oder  =  —  d  unendlich  klein  wird, 
so  kann  fttr  ein  unendlich  kleines  Flächensttick.  in  der  Nähe  der 
Normale  der  Durchschnitt  beider  Flächen  als  ein  Kegelschnitt 
angesehen  werden ,  welchen  man  als  den  der  betreffenden  Be- 
rührung entsprechenden  Dupin'schen  Kegelschnitt  bezeichnen 
kann.  Ausserdem  schneidet  die  Tangentialebene  der  festen 
Fläche  in  P  die  bewegliche  Fläche,  und  die  Tangentialebene  der 
bewegten  Fläche  in  P,  schneidet  die  feste  Fläche  je  in  einer 
Curve,  die  in  der  Nähe  der  Normale  ebenfalls  als  Kegelschnitte 
angesehen  werden  dürfen,  nämlich  als  die  Dupin'schen  Kegel- 
schnitte im  engeren  Sinne.  Zwischen  diesen  drei  unendlich  klei- 
nen Kegelschnitten,  welche  im  Grenzfall  in  die  gemeinschaftliche 
Tangentialebene  fallen,  findet  folgende  Beziehung  statt:  Legt 
man  durch  P  irgend  eine  Tangente,  welche  auf  den  Dupin'schen 

Kegelschnitten  im  engeren  Sinne  die  Vectoren  ^>^und  ^ij/d 
bestimmt,  dagegen  auf  dem  Durchschnitt  der  Flächen,  d.  h.  dem 

Dupin'schen  Kegelschnitt  im  weiteren  Sinne,  den  Vector  r}^,  so 

ist  ^-Y-  =  — r  H — r  •    S'°^  *1®^  ^^®  Dupin'schen  Kegelschnitte 

bekannt,  so  lässt  sich  der  Durchschnitt  der  beiden  Flächen  in 
der  Nähe  von  P  construiren.    Indem  man  den  Aehnüchkeitsfaetor 

Yi  durch  die  Einheit  ersetzt,  erhält  man  drei  endliche  Kegel- 
schnitte, welche  die  Beziehung  veranschaulichen.  Es  ist  zu  be- 
achten,  dass  ^,  q^  und  r  reell  und  imaginär,  also  ihre  Quadrate 
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poBiüT  und  oegativ  sein  können.  Berflhren  sieb  zum  Beispiel 
zwei  positiv  gekrfimmte  Flächen  gleichartig,  nnd  wird  die  nach 
der  conrexen  Seite  gerichtete  Normale  positiv  gezählt,  so  ist  bei 
der  oben  gewählten  Bezeichnung  q  stets  reell,  ^,  stets  imaginär, 
so  dase  r  entweder  immer  reell,  oder  immer  imaginär  bleiben 
kann  (reelle  oder  imaginäre  Ellipse)  oder  auch  teilweise  reell, 
teilweise  imaginär  sein  kann  (Hyperbel).  Ersetzt  man  d  durch 
—  d,  geschieht  also  die  Annäherung  von  entgegengesetzter  Seite, 
86  erhalten  q%  q]  und  r*  durchweg  die  entgegengesetzten  Voi^ 
zeichen.  A. 

Gentt.     Note    sur    la    courbure    des   sections  normales 
d'une  snrface.    Noav.  aod.  (8)  vi.  24-29. 

>  Wenn  die  beiden  HauptkrQmmungsmittelpunkte  f&r  einen 
Flftchenpunkt  gegeben  sind,  den  ErQmmungsmittelpunkt  f&r  einen 
beliebigen  andern  Normalschnitt  zu  construiren. 

Die  Construction  wird  mit  Httlfe  der  Euler'schen  Formel 

JL-^   cos*^p     ,     8in*9 

f&r  positiv  gekrümmte  Flächen  in  sehr  einfacher  Weise  ausge- 
ftthrt  Aus  der  Construction  ergiebt  sich  dann  sofort  der  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Erflmmungen  von  Hauptschnitten  in 
conjugirten  Richtungen.  Es  werden  an  diese  Construction  noch 
einige  weitere  Betrachtungen  geknflpfi  Namentlich  wird  darauf 
hingewiesen,  dass  sie  bei  Aufgaben  der  descriptiven  Geometrie 
(Schatten  constructionen)  von  Nutzen  ist 

Endlich  wird  gezeigt,  wie  sich  die  Aufgabe  der  Construc- 
tion der  Axen  einer  Ellipse  aus  zwei  conjugirten  Durchmessern 
mit  denselben  Hfllfsmitteln  lösen  lässt. 

Dass  die  mitgeteilte  Construction  bei  negativ  gekrümmten 
Flächen  nicht  gültig  ist,  hätte  wohl  erwähnt  werden  müssen. 

A. 

M.  Demartrbs.     Sur  la  courbure  totale  des  surfaces. 

8.  M.  F.  Ball.  XV.  34-36. 
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M.  Demartres.     Sur  un  point  de  la  th^orie  des  surfaces. 

8.  M.  F.  Bull.  XV.  129-133. 

Ist  M  ein  beliebiger  Punkt  einer  Fläche,  h  sein  Abstand  yon 
einer  festen  Ebene,  ^  der  Neigungswinkel  der  Tangentialebene 
in  M  gegen  jene  Ebene,  g>  der  Winkel,  welchen  die  Spur  der 
Tangentialebene  in  der  festen  Ebene  mit  irgend  einer  festen 
Geraden  in  dieser  Ebene  bildet,  nnd  Iftsst  man  den  Punkt  M 
in  einer  bestimmten  Richtung  zu  einem  Nachbarpunkt  M*  tiber- 
gehen, 80  erhalten  die  betrachteten  Grössen  Incremente,  und  der 
Herr  Verfasser  nennt  den  Ausdruck 

'  dq>  sin»^ 

die  Flexion  des  Elementes  MM',  und  beweist  den  folgenden  Sats. 
Sind  f  und  f  die  zu  zwei  conjugirten  Richtungen  in  M  gehörigen, 
anf  dieselbe  feste  Eb^ne  bezogenen  Flexionen,  fi  und  A,  die 
beiden  Hauptkrümmungs'-Radien  in  üf,  so  ist  ff  +  fiA,  =  0. 

Das  Produet  der  beiden  zu  conjugirten  Richtungen  gehörigen 
Flexionen  ist  somit  unabhängig  von  der  Wahl  dieser  Richtungen 
nnd  von  der  Lage  der  festen  Ebene.  Fällt  insbesondere  MM' 
in  die  Richtung  einer  Asymptote  des  Dupin'schen  Kegelschnittes 

in  If,  so  ist  f  =  —  ]/AA'.  Hierdurch  wird  man  auf  eine  grosse 
Zahl  bekannter  Resultate   geführt,   namentlich   bei  Regelflächen. 

In  der  zweiten  Note  werden  nun  hieran  folgende  weitere 
Betrachtungen  geknüpft. 

Die  Flexion  eines  Elementes  ändert  sich  nicht,  wenn  die 
Ebene,  auf  die  sie  bezogen  ist,  sich  um  ihren  Durchschnitt  mit 
der  Tangentialebene  in  M  dreht,  oder  wenn  sie  sich  parallel 
mit  sich  selbst  verschiebt. 

Hierdurch  kommt  man  dazu,  die  Flexion  einer  Tangenten- 
richtung D'  iu  M  in  Bezug  auf  eine  zweite  D  zu  betrachten, 
welche  mit  {DD')  bezeichnet  wird.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass 
(DD*)  =  —  (D'D)  ist.  Ferner  zeigt  sich ,  dass,  wenn  DD'  einen 
vorgeschriebenen  Wert  haben  soll,  D  und  D'  zwei  homographi- 
sche Büschel  beschreiben,  welche  die  Asymptoten  des  Dupin'- 
schen  Kegelschnittes  zu  Doppelstrahlen  haben.  Endlich  ergiebt 
sich  der  Satz: 


.  i 
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Wenn  die  Riebtangen  D  und  ff  auf  einander  senkrecht 
stehen,  so  ist  der  absolute  Wert  von  (DD')  und  (D'D)  gleich 
der  entsprechenden  geodätischen  Torsion,  wie  dieselbe  von 
Herrn  Bertrand  in  die  Flächentheorie  eingeführt  ist. 

A. 


R.  LiPSCHiTZ.     Zur  Theorie  der  krummen  Obei*fläcben. 

AcU  Math.  X.  131-136. 

R.  LiPSCHiTZ.  Sur  les  surfaces  oii  la  diffdrence  des 
rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  est 
constante.   (Extrait  d'nne  lettre  adressde  k  M.  Hermite^ 

C.  B.  OIV.  418. 

In  der  zuerst  genannten  Abhandlung  wird  die  Aufgabe, 
diejenigen  Flächen  zu  bestimmen,  ffir  welche  die  Differenz  der 
Hauptkrttmmungsradien  constant  ist,  ausf&hrlich  behandelt  Die 
zweite  Veröffentlichung  enthält  nur  eine  kurze  Angabe  des  Re- 
sultats, in  welche  sich  Überdies  einige  Versehen  eingeschlichen 
haben,  so  dass  das  Referat  sich  auf  die  erst  genannte  Arbeit 
beschränken  kann.  Die  Methode  knflpft  an  die  in  den  Berl. 
Ber.  1883  veröffentlichte  Abhandlung  des  Herrn  Verfassers  an: 
Untersuchung  über  die  Bestimmung  von  Oberflächen  mit  vorge- 
schriebenen, die  Erttmmungsverhältnisse  betreffenden  Eigen- 
schaften (Ref.  F.  d.  M.  XV.  1883.  626). 

Die  Lösung,  welche  der  Herr  Verfasser  giebt,  ist  keine  all- 
gemeine, vielmehr  ist  noch  eine  beschränkende  Bedingung  hin- 
zugef&gt,  nämlich,  dass  der  bereits  in  der  früheren  Arbeit  defi- 
nirte  Stellungswinkel  a  nur  von  einem  der  beiden  Parameter, 
nftnalich  von  ^  abhängig  sei,  nicht  aber  von  q>.  Alsdann  ergiebt 
sieb  folgendes  Resultat. 

Sind  L  und  M  beliebige  Constanten  und  setzt  man 

sin*^-(L+lf  cos^)'  =  F(cos^), 


^       Sin'*  '   ^       sin'*  ^' 

dann  ist 
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X  =   ^'~^*  [(2P+lfy)  COB*  -  20  + 1(^1 

»  =  -£i^  [(2P+  %)  sin  *  Bin  y  +  ^  °  g-f  /  ^  eoB  9]  • 

(,,  ^,  und  a  sind  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

8in2a  sin*^  =  L+ Jf  cos^,    C082a  sin'^  =»  VF(co8*), 


V.  RouQUBT.      Des    surfaces    dont  toutes  les   lignes  de 

COUrbure  SOnt  planes.     Tonloma  Uta.  (8)  IX.  2S3-368. 

Di6  Flächen,   deren  sämtliche  Krflmmnngslinien  eben  sind, 
wurden  bekanntlich  schon  yielfach  untersucht,  u.  a.  von  den  Herren 
0.  Bonnet  und  J.  Serret,  welche  der  Herr  Verfasser  oitirt,  aber 
auch   von   Enneper.     (Oött.  Abb.  XXIII,  XXVI,   F.  d.  M.  XII. 
1880.  579.)    Der  Herr  Verfasser  selbst  hat  früher  in  einer  Thtoe 
de  doctorat,   Montpellier  1882,   ftlr  diese  Flächen,   so   wie   f&r 
solche  mit  einem  System  sphärischer  Krflmmungslinien  eine  Con- 
struction  gegeben.     In  der  vorliegenden  Arbeit  handelt  es  sieh 
um  eine  möglichst  einfache  analytische  Darstellung,  welche  der 
Herr  Verfasser  dadurch  erreicht,  dass  er  die  Fläche  auf  Erfim- 
mungsparameter  bezieht     Die  Grundlage  der  Untersuchung  ist 
die  folgende.     Bildet  man  eine  Fläche  in  bekannter  Weise  auf 
die  Gauss'sche  Kugel  ab,  so  dass  auf  beiden  Flächen  die  Punkte 
mit  gleichgerichteten  Normalen   einander  entsprechen,   so  sind 
die  Erttmmungslinien  dadurch  ausgezeichnet,  dass  jedes  Bogen- 
Clement  einer  ErQmmungslinie  dem  ihm  entsprechenden  Element 
auf  der  Gauss'schen  Engel  parallel  ist     Hieraus   folgt  weiter, 
dass  einer  ebenen  Erflmmungslinie  ein  Eugelkreis  entsprechen 
muss.     Soll  also  eine  Fläche  zwei  Systeme  ebener  Erttmmungs- 
linien besitzen,  so  müssen  ihnen  auf  der  Eugel  swei  ^steme  von 
Ereisen    entsprechen,    die    sich    gegenseitig    orlhc^nal    durch- 
schneiden.   Daraus  folgt  aber,  dass  diese  Ereise  zwei  coiyngirte 
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Kreisseharen  aof  der  Kugel  bOden  mUssen,  d.  b.  swei  Sebaren, 
welebe  dnreb  Ebeneablleehel  aosgeBchnitten  werden,  deren  Axen 
H  and  H'  barmoniseb  polar  einander  zugeordnet  sind.  Diese 
Axen  sebneiden  somit  eine  Centrale  der  Kugel  rechtwinklig,  und 
das  Produet  ihrer  Abstände  vom  Mittelpunkte  ist  gleich  dem 
Quadrat  des  Kugelradius,  d.  h.  gleich  1.  Da  die  Ebenen  der 
KrQmmungslinien  den  Ebenen  der  entsprechenden  Kugelkreise 
parallel  sind,  so  folgt,  dass  die  Ebenen  jeder  Schar  von  KiHm- 
mungslinien  einen  Cylinder  umhttllen,  und  dass  die  Seiten  des 
einen  der  beiden  Cylinder  mit  denen  des  anderen  einen  rechten 
Winkel  bilden.  Nennt  man  nun  den  Abstand  der  Geraden  B' 
vom  Mittelpunkte  der  Kugel  cosir,  so  sind  bei  passender  Wahl 
der  Coordinatenaxen  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kugel 
in  folgender  Art  auszudrflcken : 

coshtf  cosJk— QOSV 

X  = 


y  = 


z  = 

Hierin  bedeutet 

eosh«  =  g— ,    sinhii=       g       ,     tghii  = -j^^;^^- , 

II  yariirt  zwischen  —  oo  und  +  co,  fQr  reelle  Kugelpunkte  zwischen 
0  und  +oo\  V  yariirt  zwischen  0  und  2fi.  Die  Curven  u  =  const. 
und  V  =  coDst.  sind  die  beiden  conjugirten  Kreisscharea. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer  beliebigen  Fläche 
in  dem  den  Parameterwerten  ti,  e  entsprechenden  Punkte  ist 

«(ooshti  coeik  — cos 9)4-9  sinik8inh»  +  ^  sin A  sine  =  ^C**^^)} 

wo  F(«,  t>)  eine  beliebige  Function  bedeutet.  Um  den  Berflhrungs- 
punkt  dieser  Tangentialebene  zu  ermitteln,  hat  man  nur  diese 
Gleichung  partiell  nach  ti,  respective  nach  v  zu  differentiiren 
und  aus  den  drei  Gleichungen  w^  y  und  s  zu  berechnen. 

Wenn  man  nun  u  coastant  Iflsst  und  t>  um  dv  yermehrt,  so 
erhält  man  den  Nachbarpunkt  der  Curye  u  =  consi,  und  die  Be* 


coshti  — 

-cosAcoso  ' 

sinh 

itisinJk 

coshu  — 

COSÄTCOSO   ^ 

sino  sinA 

coshu  — 

cosA  cosv 

sinh  II  =- 
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diDgung,  da88  das  Bogenelement  .dieser  Parameterlinie  dem  ent- 
sprechenden Element  der  Oauss'schen  Kugel  parallel  sei,  ftihrt 
auf  die  partielle  Diiferentialgleiehung  zweiter  Ordnung 

dude        ^' 
deren  Integral  ist 

wo  U  willkürliche  Function  von  ti,  V  willkürliche  Function  von 
V  ist.  Hiermit  ist  das  Problem  gelöst  FQr  den  Fall  k  =  0  tritt 
eine  Singularität  ein.  Es  bertihren  sich  dann  alle  Kreise  je 
einer  Schar  in  demselben  Punkte,  und  die  gemeinsamen  Tangenten 
H  und  H'  beider  Scharen  schneiden  sich  rechtwinklig.  In  diesem 
Falle  werden  die  Formeln  illusorisch.  Ersetzt  man  aber  die 
Parameter  u  und  e  durch  ku  und  to,  so  kann  man  den  Fall  als 
Grenzfall  betrachten,  indem  man  k  unendlich  klein  werden  lässt; 
dann  drücken  sich  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Gauss'- 
sehen  Kugel,  wie  folgt,  aus: 

_    u«4.g«_i    ,       _         2u  _  2t? 

Die  Tangentialebene  der  gesuchten  Fläche  nimmt  die  Form  an: 

aj(u'+i)'— l)  +  2My  +  2ci5  =  F(ti,  c), 

wo  wie  oben  zu  setzen  ist 

F(ti,  tj)  =  U+  V. 

Die  hier  entwickelte  Darstellung  wird  benutzt,  um  ^ie  gefun- 
denen Flächen  zu  construiren,  ebenso  ihre  Mittelpunktsflächen, 
und  um  verschiedene  speciellere  Arten  von  Flächen,  die  darunter 
mit  einbegriffen  sind,  zu  untersuchen,  z.  B.  Enveloppen  von 
Kugeln,  Houlures- Flächen  und  Minimalflächen;  der  gegenwärtig 
veröffentlichte  Teil  der  Arbeit,  welche  fortgesetzt  werden  soll, 
behandelt  die  Minimalflächen  noch  nicht.  A. 


R.  V.  LiLiBNTHAL.     Zur  Theorie  der  KrUmmnngsmittel- 
pnnktsfläcben.     Math.  add.  xxx.  i-14. 
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Der  Berr  Verrsaser  wendet  die  in  Beinen  „Untersocbungen 
zur  allgemeinen  Theorie  der  brummen  Oberflächen  und  gerad- 
linigen Strahlensysteme"  (Bonn  1886  bei  E.  Weber,  Ref.  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  736-738)  entwickelte  Theone  auf  die  Untersuchung 
der  KrQmmnDgamittelpunktsflächen  an.  Er  stellt  die  Gleichnogen 
der  beiden  ErttmmuDgsmittelpnnktsflaehen  auf  und  bestimmt  ihre 
EsaptkrUmmungsradien,  ihre  ErQmmuDgslinien  und  ihre  asymptoti- 
schen Linien.  Als  specielles  Resultat  ergiebt  sich  u.  a.,  dass,  wenn 
die  UrflSche  eine  Minimalfläcbe  ist,  dem  System  der  Krttmmungs- 
linien  aaf  einer  Mittelpunktsflftche  ein  orthogonales  Currensystem 
aof  der  Urfl&ehe  entspricht.  A. 

A.  Caylet.  On  Radio's  inverse  eentro-surface.  Quwt-J. 
XXII.  156-158. 
Eine  kurze  Bemerkung,  welcbe  sich  auf  die  Arbeiten  von 
Herrn  Rudio  (Dissertation,  Berlin  1880  und  „Zur  Theorie  der 
Fischen,  deren  Krümmungsmittelpunktsfläohen  confocale  Fläeben 
zweiten  Grades  sind",  J.  für  Math.  XCV.  240-246,  F.  d.  M.  XV. 
1S83.  625)  bezieht.  Die  dort  vorkommenden  Integrale  sind  die- 
selben, welche  bei  der  Bestimmung  der  geodätischen  Linien  der 
Flachen  zweiter  Ordnang  auftreten.  Man  vergleiche  übrigens 
in  dieser  Beziehung  auch  die  Arbeit  des  Herrn  Rudio  selbst  und 
die  des  Herrn  von  BraanmOhl:  „Ueber  die  reducirte  Länge  des 
geodätischen  ßogens",  München  1883,  Franz  (F.  d.  M.  XV.  1883. 
655).  ^__^_  A. 

H.  Rksal.  Note  sur  la  courbure  des  lignes  g^od^iquea 
d'une  surface  de  rdvolution.  Nonv.  add.  (3)  vi.  l 
Rotirt  eine  ebene  Curve  um  die  y-Axe,  und  betra 
auf  der  Botationafläche  eine  geodStiacbe  Linie,  welch 
Meridiancurve  in  einem  beliebigen  ihrer  Punkte,  desse 
X  ist,  den  Winkel  a  bildet,  so  ist  xama  =  h  couet 
folgt  ans  dem  Fläebensatz,  wenn  man  berücksichtigt, 
geodätische  Linie  die  Bahn  eines  Massenpunktes  ist,  ai 
keine  Kräfte  wirken,  und  der  gezwungen  ist,  sich  auf  i 
za  bewegen,  und  dass  die  absolute  Geschwindigkeit  diesi 
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Punktes  constant  ist,  wenn  keine  Reibung  wirkt  Ist  femer  die 
Länge  der  Normale  der  Meridiancurve  bis  zur  y-Axe  gleich  R% 
der  Ertlmmungsradius  derselben  gleich  A,  der  ErBmmuogsradiiui 
der  geodätischen  Linie  =  ^,  so  ergiebt  sich 

Hieraus  würden  sich  merkwürdige  Eigenschaften  f&r  die  Bota^ 
tionsflächen  ergeben,  deren  Meridian  eine  Cykloide,  eine  Ketten- 
linie  ist,  oder  auch  fttr  Rotationsflächen  die  zugleich  Minimal- 
flächen sind. 

Fflr  Rotationsflächen   zweiten  Grades  leitet   der  Herr  Ver- 
fasser eine  bereits  von  Gudermann  fttr  das  EUipsoid  gefundene 

Relation  ab,  nämlich  die,  dass  constant  ist  . 

0  o* 


V.  Jamet.      Thdor^me  sur   les  lignes  g^od^Biques  des 
surfaces  de  rövolution.     Beig.  Ball  (3)  xiil.  421424. 

E.  Catalan.     Sur  les  lignes  g^odösiques  des  smrfaces 

de   r^VolatioQ.      Belg.  Ball.  (8)  XIII.  425-432. 

Man  bezeichne  mit  0»  die  Axe  einer  Umdrehungsfläche,  mit 
xOy  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene,  mit  S  eine  geodätische  Linie, 
mit  S  den  Durchschnitt  einer  Engel  vom  Radius  fi  um  0  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Eegel ,  dessen  Spitze  0  ist  und  dessen  Er- 
zeugende zu  den  Tangenten  von  S  parallel  sind,  mit  m  und  o 
die  Projectionen  von  S  und  S  auf  xOy,  Wird  R  passend  ge- 
wählt, so  fällt  a  Ycrmöge  einer  Vtertelumdrehung  um  0%  mit 
der  reciproken  Polare  von  a  bezttglich  des  Ereises  vom  Radius 
R  zusammen.  Umkehrung.  Hr.  Catalan  ermittelt  eine  der  For- 
meln des  Hrn.  Jamet  und  sucht  den  ErQmaungsradios  einer 
geodätischen  Linie  auf.  Mn.  (Lp.) 


Barbarin.      Retrouver    les    öMments    d'une    surface    de 
r^voIutioQ    dont     on     ne    poss^de    qu'un    fragment 

A88.  Fran^.  (Touloase).  123-126. 
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DB  Salvsbt.  Memoire  sur  l'emploi  des  coordonn^es 
cunrilignea  daDs  leg  probl&mes  de  Mdcaniqoe  et  les 
lignes  g^od&iqoes  des  sarfaces  isothermes.    Bnu:.  8.  sc 

XL  B.  1-136;  Paris.  GanUuer-yiUftrs. 
P.   MaNSION.      Rapport^    Brox.  8.  sc.  XL  A.  46-62. 

Die  beiden  ersten  Teile  dieser  Abhandlung  sind  im  yoran- 
gehenden  Bande  derselben  Annalen  S.  293-408  erschienen.  Fol- 
gendes ist  eine  Summarische  Uebersicht  Aber  das  Ganze:  L  Sind 
9>(a?,  jf,  s)  =  9,  ^(«,  y^%)  z=z  %p  die  CHeichnngen  zweier  Systeme 
Yon  Oberfiftchen,  welche  eine  dritte  Oberflftche  F(x,  y,  s)  =s  0 
nach  Cnrven  schneiden,  die  zu  einander  senkrecht  sind,  so  be- 
stimmen diese  drei  Oberflftchen  die  Lage  eines  beweglichen 
Punktes,  welcher  längs  den  Normalen  zu  den  drei  Flächen  die 
Beschleunigungen  V^  F,  IF,  die  Geschwindigkeiten  «,  9,  w  habe. 
Man  setze: 

4(^)'+(^)'+(^)"]=>. 


^  = 


d*x     öv     a*» 


dx 
d<p 
dx 


_öy_ 
dg> 
dy 


dtp* 
d» 
dg> 

dz 


dyt        dt/f        d\f> 


8  = 


d'x 


d*if 


d*» 


dgidi/ß     dtpdtfß     dq>dy> 


dx 


dy 


dz 


dx 


dtp 

dz 

dxp         dtp  d.tfß 


dq> 

djL 


Q  gleich  einem  Ausdruck  wie  P,  in  welchem  tp  und  ^  TeYtauscht 
sind.    Dann  ist 


'"^=''^+*^(^)'+ 


dir  dif   dtp 


diff    dl    dt 

,dK_/d,f,\' 

~*  dtp  \~dry ' 

Aus   der  letzten  Formel  leitet  man  leicht  die  Hauptkrttm- 
mungsradien  der  Oberfläche  ab. 
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II.  Die  als  constant  vorausgesetzt«  Eräftefunetion  sei 
dann  ist 

Falls  man  dazu  gelangt,  diese  Gleichung  zu  integriren,  d.  h. 
eine  Beziehung  zwischen  (p  und  %})  zu  finden,  so  kann  die  Glei- 
chung der  lebendigen  Kraft  zur  Bestimmung  der  krummlinigen 
Coordinaten  als  Function  von  /  dienen.  Der  Verf.  macht  ver- 
schiedene Fälle  bekannt,  in  denen  die  Integrationen  auf  Qua- 
draturen führen;  danach  giebt  er  vier  Anwendungen:  1)  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  einem  Ellipsoide  unter  der  Einwirkung 
einer  vom  Centrum  ausgehenden  und  der  Entfernung  propor- 
tionalen Anziehungskraft.  2)  Aehnliche  Aufgabe  fQr  den  Kegel, 
wenn  auf  den  Punkt  zwei  Kräfte  einwirken,  die  eine  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  von  der  Spitze,  die 
andere  umgekehrt  proportional  dem  Wtlrfel  der  Entfernung  von 
der  Axe  und  senkrecht  zur  Axe  gerichtet  3)  Problem  von  C. 
Neumann,  J.  für  Math.  LVI.  46-63.  4)  Bewegung  eines  schweren 
Massenpunktes    auf    einem    Paraboloide    mit    verticaler    Axe. 

III.  Untersuchung  der  geodätischen  Linien.  Der  Verf.  findet 
ihre  Differentialgleichung  durch  die  Annahme  F(jtp^  tfi)  =^  const.; 
er  behandelt  die  folgenden  besonderen  Fälle:  1)  Ebene.  2)  Um- 
drehungs-Cylinder.  3)  Cylinder.  4)  Umdrehungs-Kegel.  5)  Um- 
drehungs  -  Oberflächen.  6)  Kegel.  7)  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung. 8)  Oberflächen,  die  ein  dreifach  isothermes  orthogonales 
System  bilden. 

Drei  Noten  vervollständigen  die  Abhandlung.  1)  Der  Ver- 
fasser giebt  an,  wie  er  die  Fälle  gefunden  hat,  in  denen  die 
Aufgabe  des  zweiten  Teiles  auf  Quadraturen  zurtlckkommt 
2)  Berührungspunkte  seiner  Lösung  der  Bewegung  auf  dem 
Ellipsoide  mit  denen  von  Jacobi  und  Schellbach.  3)  Bestimmung 
des  Krümmungsradius  für  die  Bahn  eines  beweglichen  Punktes, 
der  gezwungen  wird,  auf  einer  Oberfläche  zu  bleiben. 

Mu.  (Lp.) 
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L.   BiANCHi.     Sui  sistemi  di  Weingarten  negli  spazi  di 

CUrvatura  COStante.      Rom.  Acc  L.  Mem.  (i)  IV.  221-256. 

Ausdehnung  auf  die  in  Rftamen  von  constanter  Krflmmung 
liegenden  Flächensysteme  einiger  in  Batt  O.  XXI.  275-292, 
XXII.  333-374;  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  I.  163-166,  243-246, 
II.  19-22;  Brioschi  Ann.  (2)  XIII.  177-234  (Bericht  in  F.  d.  M. 
XV.  1883.  668,  XVI.  1884.  673,  XVII.  1886.  729,  XVIII.  1886. 
726)  erhaltenen  Resultate.  Nachdem  der  Verfasser  die  Existenz 
orthogonaler  Tripel  nachgewiesen,  den  Ausdruck  des  Linien- 
elementes eines  Raumes  von  constanter  Krflmmung  ffir  den  Fall 
aufgestellt,  wo  ein  Flächensystem  des  Beziehungstripeis  aus 
parallelen  FlAeheo  besteht,  und  einen  bekannten  Weingarten'schen 
Satt  auf  gleichförmig  gekrümmte  Räume  ausgedehnt  hat,  kommt 
er  aaf  den  Hauptgegenstand  seiner  Arbeit,  die  Untersuchung  der 
Weingarten'schen  Tripel,  das  ist  derjenigen  Tripel,  welche  ein 
Flächensystem  enthalten,  dessen  Elemente  eine  und  dieselbe  con- 
stante  absolute  Ertlmmung  k  =  -^-1  oder  k=  —1  haben.  Ist K die 
Krümmung  des  Raumes,  und  bezeichnet  man  als  „relative  Ertlm- 
mung'' des  Flächensystemes  die  Differenz  Jr— JT,  so  gelangt  man 
zu  wesentlich  verschiedenen  Resultaten,  jenachdem  die  relative 
und   die   absolute   Krflmmung   gleiches   oder   entgegengesetztes 

Vorzeichen  haben.    Wir  bezeichnen  immer  durch  -^  den  abso- 

luten  Wert  von  k—K,  durch  w  =  const  das  Flächensystem  von 
constanter  Krflmmung. 

Sei  erstens  k(k'-K)>0.    Dann  ist  das  Linienelement  durch: 

(a)  df«  =  cos'erfii'+8in'örfr'  +  Ä»(^ydir' 
oder  durch: 

(b)  df'  =  csh*ödii'+sh'ödü«  +  Ä*(-|^ydip' 

gegeben,  jenachdem  Jr  =  4II  ist.  Die  Gleichungen,  welche  d 
definiren,  stimmen  mit  denjenigen,  die  fflr  den  euklidischen  Raum 
gelten  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  730,  61.  (4)  und  (5)),  vollkommen 
Qberein.      Hieraus    ergiebt    sich,    dass  jedem    im   euklidischen 
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Räume  liegenden  Weingarten'BChen  Tripel,  f&r  welches  das  Linien- 
element die  Form: 

oder: 

d$'  =  C8h«ddii'  +  8h*Örff>*+(-^yAp* 

hat,  ein  in  einem  gleichförmig  gekrümmten  Baume  liegendes 
Weingarten'sches  Tripel  entspricht,  für  welches  das  Linienelement 
die  Form  (a)  bezw.  (b)  annimmt.  Man  kann  sogar  beweisen, 
dass  jedem  Ribaucour'scben  Tripel  ein  Ribaucour'sches  Tripel, 
jedem  Weingarten'schen  Tripel  von  constanter  Flexion  ein  eben- 
solches Tripel  entspricht 

Ist  zweitens  k(k — K)  <  0,  so  nimmt  ds*  für  *  =  —  1  die 
Form  (b),  für  Jr  =>  -|- 1  die  Form  (a)  an;  d  wird  durch  die 
Gleichungen: 

du  ^cshÖ  dudwJ  dw       shÖ   dv    dvdw  ' 

d*e  shö    dd    d^d         cshö   dd     d^d 

dudvdtö        cshO   dv    dudw        shO     du     dvdw  ' 

bezw. : 

d'd      d'd  n     ^ 

-gjjjr--g^=-sinöcosÖ, 

ö  /   1     a*ö  \  ^  de  .     \     dd    d'e 


/    1      d'd  \  ^  _  ^^^^  d0_ 

\CöAß  dudtß/  dtß    * 


du  vcosÖ  dudw^  dw        sinö   dw    dvdw 

d'd  cosö   de    d'e         sinÖ    dO      d*0 


du  dvdw        Bind    du  dvdw       cosö    dv     dudw 

gegeben. 

Wenn  fc  rr  —  1,  Ä— Ä'<0,  also  *(*— Jr)>0  ist,  so  kann 
man  durch  wiederholte  Ausfibung  der  oomplementaren  Transfer* 
mation  (F.  d.  M.  XVIL  1885.  732)  auf  eine  psendospbiriache 
Fläche  ein  Flftehensystem  erhalten,  welches  einem  ojklisehen 
Tripel  angehört    Ist  dagegen  üc— jr>0,  also  k(k^K)<:0^   so 
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ist  die  eomplementare  Transformation  nicht  mehr  anwendbar; 
man  kann  dennoch  durch  aus  der  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen entnommene  Betrachtungen  beweisen,  dass 
auch  in  diesem  Falle  cyklische  Tripel  existiren.  Die  Orthogonal- 
kreise sind  aber  Kreise  mit  ideellem  Mittelpunkte  (Linien  glei- 
chen Abstandes). 

Betrachtet  man  nun  solche  Tripel,  welche  ein  System  von 
pseudosphärischen  Flächen  mit  von  Element  zu  Element  ver- 
ftnderlicher  Krümmung  enthalten,  und  beschränkt  man  sich  auf 
ein  Gebiet,  innerhalb  dessen  k—K  sein  Vorseichen  nicht  ändert, 

so  findet  man,   wenn  k  = ^r  ^'^^* 

ti 

Für  k—K  <  0  (also  fOr  A(üt-Jr)  >  0): 

da*  =  cos*  d  du*  +  sin'ö  rfc»  +  -j^ ("1^)*  ''"''• 

-jr  +  K 

wo  6  durch  dieselben  Gleichungen  bestimmt  wird,  die  fDr  den 
ebenen  Raum  gelten  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  727); 

fBr  k—K  >  0  (also  fOr  *(*-«")  <  0): 

dt*  =  c«h*e  du*+  sh'Ö  de'  + ^ (^)'  du>\ 


--^-K 


wo  0  die  Gleichungen: 
d*d_       d}^        shöcshö 


9/1        d*d    \        \     de      d'O  \ d  /8hg\ 

du  Vcshö    dudw  /"^shö    dt     dtdw  ~  R    dw\  R    /' 

befriedigen  muss. 

Fasst  man  irgend  eines  der  Gleicbuugssysteme,  welchen  d  in 
den  verschiedenen  Fällen  genQgt,  ins  Auge,  und  setzt: 

(c)        0  =  Vo  +  V'i«^+-|f- «>•+  •••  +-^"^"+  •••' 
wo  die  %pn  analytische  Functionen  von  ti,  t>  sind,    so    zeigt 

Fortwhr.  d.  Math.  XIX.  2.  ^^ 
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Verfasser,  wie  man  diese  Functionen  successiv  berechnen  kann; 
er  beweist  ferner,  dass,  wenn  eine  pseudosphärische  Fläche  2^ 
und  eine  orthogonale  Trajectorie  C^  willkürlich  vorgegeben  sind 
und  Co  eine  analytische  Curve  ist,  die  Functionen  i^«  eindeutig 
bestimmt  sind,  folglich  höchstens  ein  einziges  Weingarten'sches 
Tripel  existirt,  von  dessen  pseudosphärischem  Flächensysteme  2^ 
ein  Element  und  C^  eine  orthogonale  Trajectorie  ist.  Zur  strengen, 
analytischen  Begrtlndung  des  Satzes  A  (F.  d.  M.  XVII.  1885. 
731)  bliebe  es  nur  noch  ttbrig,  die  Existenz  des  Tripels,  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Convergenz  der  Reihe  (c)  nachzuweisen. 

Vi. 


Adam.      Thfese    d' Analyse.       Sur    les    systfemes    triples 

ortbogonaUX.      Paris.  80  S.  49. 


Demartres.     Memoire  sur  les  snrfaces  qui  sont  divi.s^es 
en  carr^s  par  une  suite  de  cercles  et  leurs  trajectoires 

orthogonales.      Add.  de  TEc.  Norm.  (3)  IV.  146-158. 

Demartres.      Sur  les   surfaces  qui  ont  poiir  lignes  iso- 
thermes une  famille  de  cercles.     c.  R.  civ.  217-220. 

Um  die  Flächen  zu  finden,  welche  eine  Familie  von  Kreisen 
als  Isothermen  haben,  betrachtet  der  Herr  Verfasser  die  von 
einem  mit  dem  Parameter  /  veränderlichen  Kreise  beschriebenen 
Flächen  und  ermittelt  die  Bedingung,  unter  welchen  das  Quadrat 
des  Linienelementes  in  die  Form  i(du^ -{-dv*)  gebracht  werden 
kann. 

Er  gelangt  nach  einer  kurzen  Analyse  zu  folgendem  Resultat: 

Die  gesuchten  Flächen  sind  diejenigen  anallagmatischen 
Flächen,  deren  Deferente  eine  Regelfläche  ist,  welche  die  Director- 
Kugel  in  einer  asymptotischen  Linie  schneidet. 

Die  erste  in  der  Ueberschrift  genannte  Abhandlung  behan- 
delt das  Problem  ausführlicher,  die  zweite  in  kürzerem  Auszuge. 

A. 
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A.  Offbnuauer.    Ueber  eine  bestimmte  Art  von  Flächen- 

verbiegung.      Dias.  Halle.  46  S.  8^. 


J     Weingarten.      Eine  neue    Klasse    auf   einander   ab- 
wickelbarer  Flächen.    Gott.  N.  28-31. 

Es  ist  bis  jetzt  nur  fQr  eine  Ebene  und  ffir  zwei  speclelle 
Klassen  von  Rotationsfläcben  die  Gesamtheit  aller  darauf  ab- 
wickelbaren Flächen  yoUständig  dargestellt.  Der  Herr  Verfasser 
bat  eine  neue  Klasse  auf  einander  abwickelbarer  Flächen  ge- 
funden, zu  deren  Individuen  keine  Rotationsflächen  gehören. 
Es  sind  dies  diejenigen  Flächen,  bei  denen  das  Quadrat  des 
Linienelementes  sich  in  die  Form  bringen  lässt 

Ihre  geodätischen  Linien    sind,   wie    aus   einem  Liouville'schen 
Satze  gefolgert  werden  kann,  durch  Quadraturen  bestimmbar. 

Diese  Flächen  werden  durch  gewisse  Relationen  aus  der 
Klasse  der  Minimalflächen  hergeleitet,  in  der  Art,  dass  jeder 
speciellen  Minimalfläche  eine  specielle  Fläche  der  auf  einander 
abwickelbaren  entspricht,  und  umgekehrt.  A. 


K.   CoMBESCURE.      Sur    Tapplication    des  surfaces.       c.  R 

CV.  434-435. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt  an,  dass  es  ihm  gelungen  ist,  das 
Problem  der  Abwickelung  der  Flächen,  welches  allgemein  die 
Integration  einer  partiellen  Difi*erentialgleichung  zweiter  Ordnung 
erfordert,  die  zu  einer  Klasse  von  Gleichungen  gehört,  wie  sie 
von  Monge,  Ampere  und  anderen  behandelt  sind,  durch  eine  be- 
sondere Wahl  der  Parameter  auf  eine  Gleichung  einfacherer  Form 
zurtlckzuführen,  bei  welcher  nämlich  die  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  nur  in  linearer  Form  auftreten.  Er  ist  zu  dieser 
Vereinfachung  durch  Benutzung  gewisser  Gleichungen  gekommen, 
welche  bei  Betrachtung  von  Rotationen  benutzt  werden  können. 
Im  Anschluss  daran  lägst  sich   das  gewissermassen  umgekehrte 

49* 
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Problem  behandeln,  nämlich  alle  diejenigen  aaf  einander  ab- 
wickelbaren Flächen  zu  bestimmen,  welche  einem  gegebenen 
System  von  Rotationen  entsprechen.  Dieses  Problem  fährt  auf 
eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.       A. 


E.  Amigubs.      Sur  las  surfaces  applicables.      C.  R    civ. 

564-566. 

Der  Herr  Verfasser  nennt  zwei  geradlinige  Flächen  gerad- 
linig auf  einander  abwickelbar,  wenn  die  eine  sich  so  auf  die 
andere  biegen  lässt,  dass  die  geradlinigen  Erzeugenden  der  einen 
Fläche  denen  der  anderen  entsprechen.  Das  Problem  dieser 
„geradlinigen  Biegung^  ist  analytisch  von  einer  willkürlichen 
Function  abhängig. 

Um  diese  willkürliche  Function  zu  bestimmen,  stellt  der 
Herr  Verfasser  das  speciellere  Problem,  eine  geradlinige  Fläche 
geradlinig  so  zu  biegen,  dass  die  Strictionslinie  eine  ebene  Curve 
werde.  Er  behauptet,  dass  dies  Problem  durch  eine  Quadratur 
gelöst  werden  könne,  und  dass  es  nur  eine  Lösung  zulasse,  ab- 
gesehen von  der  Lage  der  gefundenen  Fläche. 

Referent  hat  die  erstere  Behauptung,  welche  ohne  Beweis 
mitgeteilt  ist,  nicht  bestätigt  gefunden,  ist  vielmehr  auf  eine 
Differentialgleichung  geführt,  welche  zwar  von  sehr  einfacher 
Form  ist,  aber  im  allgemeinen  nicht  auf  Quadraturen  zu  führen 
scheint. 

Das  vom  Herrn  Verfasser  gegebene  Beispiel  ist  insofern 
nicht  entscheidend,  als  er  als  gegebene  Fläche  ein  geradliniges 
Rotationshyperboloid  wählt,  welches  schon  eine  ebene  Stric- 
tionslinie besitzt  In  diesem  Falle  geltngt  zwar  die  Integration, 
aber  die  gefundene  Fläche  ist,  abgesehen  von  der  Lage,  mit 
der  gegebenen  identisch.  Es  ist  also  gar  keine  Biegung,  son- 
dern nur  eine  Aenderung  der  Lage  der  ganzen  Fläche  vollzogen. 

A. 
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H.  MoLiNS.  Sur  les  surfaces  gauches  dont  la  ligne  de 
strictioD  est  plane  et  qui  sont  coup^es  partout  sous 
le  mSme  angle  par  le  plan   de  cette  ligne.     Tonioase 

M^m.  (8)  IX.  516-547. 

Die  Aufgabe  ist,  wie  der  Titel  besagt,  die  Aufsucbung  der 
geradlinigen  Flächen,  welche  eine  ebene  Strictionslinie  besitzen, 
und  welche  die  Ebene  dieser  letzteren  unter  constantem  Winkel 
sehneiden.  Diese  Aufgabe  ftlhrt  auf  eine  Differentialgleichung, 
welche  sich  integriren  lässt.  Die  Strictionslinie  selbst  kann  eine 
beliebig  gegebene  ebene  Gurve  sein,  sie  ist  nach  dem  bekannten 
Satz  von  Joachimsthal  zugleich  eine  Krflmmnngslinie  der  Fläche, 
so  dass  die  Normalen  der  Fläche  län^  der  Strictionslinie  eine 
abwickelbare  Fläche  bilden.  Steht  die  Fläche  tiberall  senkrecht 
auf  der  Ebene  der  Strictionslinie,  so  ist  diese  zugleich  Eflrzeste 
der  Fläche. 

Bemerkenswert  ist,  dass  ftlr  jede  Wahl  des  constanten  Win- 
kels der  Directorkegel ,  d.  h.  der  Kegel,  dessen  Seiten  der  Er- 
zeugenden parallel  sind,  immer  dieselbe  Gestalt  hat,  wie  auch 
die  Gestalt  der  Strictionslinie  sei,  und  zwar  tritt  derselbe  Kegel, 
wenn  man  seinen  Scheitelpunkt  festhält,  nur  in  zwei  verschie- 
denen Lagen  auf,  von  welchen  die  eine  aus  der  andern  hervor- 
geht, wenn  der  Kegel  um  die  normal  zur  Ebene  der  Strictions- 
linie durch  den  Scheitel  gelegte  Gerade  eine  Drehung  um  180®  macht. 
Sehneidet  die  Fläche  die  Ebene  der  Strictionslinie  rechtwinklig, 
so  ist  sie  algebraisch,  wenn  die  Strictionslinie  algebraisch  ist. 
Die  Angabe  des  Herrn  Verfassers,  dass  unter  den  algebraischen 
Flächen  das  einschalige  Rotationshyperboloitl  die  einzige  sei,  bei 
welcher  die  Strictionslinie  zugleich  Ktlrzeste  ist,*  ist  nicht  richtig, 
vielmehr  kann  jede  algebraische  Curve  als  Strictionslinie  auf- 
treten. 

Die  Methode,  welche  der  Herr  Verfasser  gewählt  hat,  ist 
etwas  umständlich.  Die  Betrachtung  wird  wesentlich  vereinfacht, 
wenn  man  zunächst  nur  die  Winkel  in  Betracht  zieht,  also  die 
dimensionslosen  Grössen,  und  erst  nachher  die  Dimensionen  des 
Rogens  der  Strictionslinie  berücksichtigt.  A. 
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AsTOR.  Lignes  göodösiques  des  snrfaces  r^gl^es  dont 
les  gdn^ratrices  coupent  la  ligne  de  strictiou  soiis  un 
angle  constant,  et  dont  le  paramfetre  de  distribution  est 

COnstant.      Abs.  Fran$.  (Toulouse).  1-12 


G.  PiRONDiNi.     Sulle  superficie  rigate.   Batt.  G.  xxv.  25-41, 

115-154. 

Diese  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  früheren  Abhandlungen 
über  infinitesimale  Geometrie,  welche  der  Verf.  im  Giornale  di 
Matematiche  veröffentlicht  hat;  besonders  hängt  sie  mit  den  ^Studii 
geometrici  relativi  speciahnente  alle  superficie  gobbe"  (ßatt  G, 
XXIII,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  741)  eng  zusammen,  deren  Ergebnisse 
hier  benutzt  und  verallgemeinert  werden.  Die  Methoden  der 
Untersuchung  und  der  Darstellung  sind  in  der  neuen  Arbeit  die- 
selben wie  in  den  älteren:  Jene,  erhalten  ihr  Gepräge  durch  die 
stetige  Deutung  der  Gleichungen,  welche  in  der  Absicht  ge- 
schieht, zu  Constructionen  der  Gebilde  zu  gelangen,  auf  die  man 
stösst;  diese  durch  eine  sehr  grosse  Menge  von  Lehrsätzen, 
welche  auf  einander  folgen,  und  welche  der  Verf.  gehäuft  zu 
haben  scheint,  ohne  ihre  Bedeutung  im  voraus  erkannt  zu  haben. 
Dies  macht  es  uns  unmöglich,  über  die  neue  Arbeit  des  Hrn. 
Pirondini  eine  Uebersicht  zu  geben.  Um  jedoch  dem  Leser  eine 
Vorstellung  von  dem  Inhalte  zu  verschaffen,  wollen  wir  in  ge- 
drängter Form  die  Aufgaben  hersetzen,  welche  darin  behandelt 
sind.  Freilich  ist  dies  nicht  die  beste  Art  der  Berichterstattung; 
sollte  jedoch  ein  Leser,  der  von  unserem  Artikel  nicht  befriedigt 
ist,  zur  näheren-  Einsicht  auf  die  Abhandlung  selbst  zurück- 
greifen, so  dürfte  er  nach  unserer  Meinung  finden,  dass  die  Un- 
zulänglichkeit unseres  Berichtes  nicht  so  ganz  dem  Ungeschick 
des  Berichterstatters  zuzuschreiben  ist,  und  wird  vielleicht  den 
Wunsch  aussprechen,  dass  der  Verf.  das  Eindringen  in  seine 
künftigen  Arbeiten  durch  eine  bessere  Abfassung  weniger  müh- 
sam machen  möchte. 

Folgendes  ist  das  Verzeichnis  der  hauptsächlichsten,  von  Hrn. 
Pirondini  behandelten  Aufgaben. 
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I.  CoDstruction  von  Regelflächen,  welche  gegebene 
Bedingungen  erfüllen. 

Construction  einer  Regelfläche,  welche  längs  ihrer  Striotions- 
linie  eine  gegebene  Regelfläche  berührt.  Construction  einer 
Regelfläche,  wenn  man  die  Abwickelbare  ihrer  Berührungsebenen 
im  Unendlichen  kennt.  Construction  der  rectificirenden  Ab- 
wickelbaren einer  gegebenen  Curve.  Construction  der  Abwickel- 
baren der  Berührungsebenen  einer  Raumcurve  in  den  Punkten 
ihrer  Strictionslinie. 

II.  Construction  von  Regelflächen  mit  gewissen 
Eigenschaften. 

Regelfläche,  bei  welcher  die  Strictionslinie  eine  sphärische 
Curve  ist,  welche  mit  ihren  Parallelen  ein  System  von  Krüm- 
mungslinien der  Oberfläche  bildet;  besonderer  Fall,  in  welchem 
die  Oberfläche  eine  Leitebene  hat.  Oberflächen,  welche  man  er- 
hält, indem  man  an  den  Hauptnormalen  einer  Raumcurve  eine 
Drehung  von  gegebeoem  Wiokel  um  die  entsprechenden  Punkte 
und  in  den  entsprechenden  Normalebenen  vollzieht.  Regelflächen, 
welche  als  asymptotische  Linie  eine  die  Erzeugenden  unter  einem 
constanten  Winkel  schneidende  Curve  besitzen,  und  als  geodäti- 
sche Linie  eine  andere  ähnliche  Trajectorie.  Regelflächen,  deren 
Leitkegel  ein  Umdrehungskegel  ist  und  deren  Berührungsebenen 
in  den  Punkten  der  Strictionslinie  die  Oberfläche  unter  einem 
Constanten  Winkel  schneiden.  Regelflächen  mit  einer  gegebenen 
Strictionslinie,  welche  auf  der  Oberfläche  eine  geodätische  Krüm- 
mung hat,  die  als  eine  bekannte  Function  des  Bogens  ausge- 
drückt wird. 

IIL  Besondere  Umgestaltungen  der  Regelflächen 
und  Umgestaltungen  besonderer  Regelflächen. 

Ueberführung  einer  Regelfläche  in  eine  andere  unter  der 
Bedingung,  dass  die  Strictionslinie  der  ersteren  eine  geodätische 
oder  eine  asymptotische  Linie  der  transformirten  werde,  oder 
auch  dass  eine  beliebige  Linie  (welche  weder  eine  Erzeugende, 
noch  eine  senkrechte  Trajectorie  der  Erzeugenden  sein  darf)  der 
ersteren  eine  Krümmungslinie  der  letzteren  werde.  Bedingungen, 
denen  eine  RegelflächQ  genügen  muss,  damit  es  möglich  ist,  sie 
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in  eine  andere,  eine  Kugel  längs  ihrer  Strietionslinie  berflhrende 
zu  transformiren;  oder  in  eine  solche,  welche  als  Strietionslinie 
eine  Erümmungslinie  hat,  welche  auf  einer  zur  Oberiftehe  senk- 
rechten Kugel  gezogen  ist,  u.  s.  w. 

IV.  Bestimmung  von  Gurven  mit  gegebenen  Eigen- 
schaften. 

Notwendige  Bedingungen,  damit  man  durch  eine  Drehung 
der  Hauptnormalen  einer  Raumcurve  von  einem  und  demselben 
Winkelbetrage  um  ihre  Punkte  und  in  ihren  Normalebenen  su 
einer  aus  den  Binormalen  einer  anderen  Gurve  gebildeten  Regel- 
fläche gelange.  Bestimmung  solcher  Raumcnryen,  bei  denen  man 
durch  Vollziehung  einer  Schrauben bewegung  an  einer  von  ihnen 
eine  Oberfläche  erhält,  deren  verschiedene  Lagen  der  Erzeugen- 
den asymptotische  Linien  sind;  oder  bei  denen  eine  Schrauben- 
bewegung um  zwei  Raumcurven  zwei  Oberflächen  erzeugt,  deren 
verschiedene  Lagen  der  Erzeugenden  geodätische  Linien  sind. 

La.  (Lp.) 

G.   PiRONDiNi.     Sulla  similitudine  delle  curve.      Aaoeli  di 

Mat.  (2)  XV.  53-66. 

Aus  den  bekannten  Bedingungen,  welche  zur  Aehnlichkeit 
zweier  räumlichen  Vielecke  notwendig  sind,  folgert  der  Verf. 
leicht  die  Bedingungen  fQr  die  Aehnlichkeit  zweier  Raumcurven 
L,  L^]  diese  Bedingungen  bestehen  darin,  das»  die  Punkte  der 
beiden  Gurven  sich  in  der  Weise  eindeutig  entsprechen,  dass 
die  Bogenelemente  cb,  (/«,,  die  Radien  q,  Q^  der  ersten  Krüm- 
mung, die  Radien  r,  r,  der  zweiten  bei  beiden  Gurven  in  den 
entsprechenden  Punkten  proportional  sind,  wobei  also  die  drei 
Verhältnisse  der  Proportionen  unter  einander  gleich  sind.  Dies 
ist  tlbrigens  fast  selbstverständlich;  denn  beim  Uebergange  von 
einer  Gurve  zu  einer  ähnlichen  braucht  man  ja  nur  eine  Aende- 
rung  im  Masse  der  linearen  Einheit  vorzunehmen.  Sind 
Q  =  7(0)   ''  =  V^(0  ^i^  charakteristischen  Gleichungen  von  L, 

so  sind  Q^  =1  — .  q>(kSj)^  r,  =   — .  tp(k9^)  die  von  L,,  und  k  ist 

das  Aehnlicbkeitsverhältnis  von  L  zu  L.. 

I    • 
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Insbesondere:.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafttr,  dass  die  ebene  Curve  L^  der  ebenen  Curve  L  mit  der 
charakteristischen  Gleichung  q  =  ^(»)  ähnlich  sei,  ist  die,  dass 

L,  die  analoge  Gleichung  q^  =-r~9>(^)    habe;    dabei    ist    k 

das  Aehnlichkeitsverbftltnis  von  L  zu  L,.  Es  sei  L^  die  Hüll- 
^  curve  (sviluppoide)  der  durch  die  verschiedenen  Punkte  von  L 
unter  einem  constanten  Winkel  •  gegen  seine  Tangenten  ge- 
zogenen Geraden;  die  Bedingung  der  Aehnlichkeit  von  L  uiitL, 
besteht  dann  darin,  dass  die  Function  g>  identisch  die  Gleichung 
befriedigt: 

ff[k(s  cost  -\-q>{s)  sint  —  m)]  =  k  [cost  H }"  ^  sint]  (f'(i)^ 

wo  m  eine  willkOrliche  Constante  ist.     Der  Verf.  wendet  diesen 

Satz  auf  den  Fall  g>(s)  =  ya-\'2bs+cs^  an.  Wenn  die  Beziehung 
zwischen  der  Curve  L  und  ihrer  HQllgeradencurve  derartig  ist, 
dass  jedem  Punkte  P  von  L  der  BerQhrungspunkt  von  L,  mit 
ihrer  durch  P  gehenden  Tangente  entspricht,  so  ist  die  Aehnlich- 
keit nur  möglich,  wenn  L  eine  logarithmische  Spirale  ist.  — 
Man  bestimme  nun  die  HQllgeradencurve  L,  vonL,,  welche  dem 
Winkel  t'  zugehört;  es  ist  leicht,  die  Bedingungen  der  Aehnlich- 
keit von  L  mit  L,  hinzuschreiben.  Nimmt  man  •'  =:  n—i^  so 
findet  Hr.  Pirondini,  dass  L  mit  L,  nur  dann  ähnlich  ist,  wenn  L 

die  charakteristische  Gleichung  q  =  ya-\-2bi  +  cs*  hat  (vgl.  oben). 
In  den  Raum  zurtlckkehrcnd,  merkt  der  Verfasser  an,  dass 
die  Bedingungen  für  die  Aehnlichkeit  zweier  Raumcurven  in 
manchen  Fällen  sich  einfacher  und  zweckmässiger  als  im  allge- 
meinen fassen  lassen.  Es  handle  sich  z.  B.  um  zwei  auf  zwei 
Kugeln  mit  den  Radien  R^  R^  gezogenen  Curven  L,  L^ ;  t  und 
s^  mögen  die  Bogen,  Qg  und  Q^g  die  geodätischen  ErQmmungs- 
radien  beider  Curven  sein.  Ist  Qg  =  (p(s)  die  Gleichung,  welche 
die  Curve  L  auf  der  ersten  Kugel  bestimmt,  so  ist  die  Gleichung 

R     r  Ä     1 

von  L,,  wenn  sie  L  ähnlich  ist,  Qig  =  "70^  V  |~o~*iJ   "^^  ^/^i 

ist  das  Aehnlichkeitsverhältnis  von  L  zu  L^.  Nehmen  wir  da- 
gegen an,  dass  die  beiden  Curven  Sehraubenlinien  sind,  so  be- 
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stehen  ihre  Bedingungen  der  Aehnlichkeit  darin,  dass  sie  auf 
Cylindern  gezeichnet  sind,  deren  senkrechte  Querschnitte  ähnliche 
Curven  sind,  und  dass  sie  zu  den  entsprechenden  Erzeugenden 
ihrer  bezüglichen  Cylinder  dieselbe  Neigung  besitzen.  Das  Aehn- 
lichkeitsverhältnis  der  beiden  Schraubenlinien  ist  dann  dem- 
jenigen der  senkrechten  Querschnitte  ihrer  Cylinder  gleich.  Durch 
Anwendung  dieses  Satzes  findet  der  Verf.,  dass  die  einzige 
Schraubenlinie,  welche  der  Strictionslinie  der  durch  ihre  Haupt- 
normalen  gebildeten  Oberfläche  ähnlich  ist,  die  cylindro-koniscbe 
ist,  bei  welcher  die  logarithmische  Spirale,  der  senkrechte  Quer- 
schnitt des  correspondirenden  Cylinders,  gegen  die  Fahrstrahlen 
eine  Neigung  von  i  n  besitzt. 

Der  Verf.  schliesst  seine  Arbeit  mit  der  Untersuchung  der 
charakteristischen  Gleichungen  der  sphärischen  Linien,  welche 
geodätische  von  Kegeln  sind.  Haben  «,  r,  p  die  obigen  Bedeu- 
tungen, und  sind  a,  fr,  m,  n  Constanten,  so  sind  diese  Glei- 
chungen: 

A.  -  a«+fr,     Q  =  yn-\-2bms-\'{am  -  fr')  s'  —  ahs^  —  \a^s\ 

La.  (LpO 

W.  HosENFELDT.    Zuv  Theorie  der  abwickelbaren  Flüchen. 

Dies.  Rostock.    71  S.    8o. 


E.  Amigues.     Thöorfemes  sur  les  surfaces  gauches. 

CR.  CIV.  1092-1094. 

Js. 


G.   HüMBERT.       Sur    quelques    propri^t^s    des    surfaces 
coniques.    C.  R.  üv.  739-741. 

Eine  geschlossene  konische  Fläche  schneide  eine  Kugelfläche 
vom  Radius  R  in  zwei  getrennten  geschlossenen  Curven.  Eis 
werden  die  Grundzüge  einer  Theorie  der  sphärischen  Zone  zwi- 
schen beiden  Curven  entwickelt  „Orientationseben^  des  Kegels 
heisst  die  Ebene  iLc+/uy-|-ys  =  0,  deren  Coefficieuten 
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s  __    r  zdy  —  ydz  __    /*    xdz—zdx  _    /*  ydx—xdy 

sind;  die  Spitze  ist  Anfang  der  x,  y,  z^  die  Integrale  erstrecken 
sich  Ober  den  ganzen  reellen  Umfang  des  Kegels;  „Orientations- 
axe**  heisst  die  Normale  zu  jener  Ebene  im  Anfang,  ,,Orientations- 
modul"  die  Grösse  g  =  I^(A'+^i* +  >'').  Bezeichnet  d  den  Ab- 
stand des  Kugelmittelpunkts  von  der  Orientationsebene,  so  ist 
die  Zone  =  2QRd.  Der  Ort  der  Kugelmittelpunkte  für  gegebenen 
Kegel  und  gegebenen  Wert  ^der  Zone  ist  ein  System  zweier, 
der  Orientationsebene  in  gleichem  Abstände  parallelen  Ebenen. 
Der  Wert  der  Zone  bleibt^  constant,  wenn  der  Kegel  um  seine 
Orientationsaxe  rotirt.  Die  Orientationsaxe  eines  Kegels  zweiten 
Grades  ist  dessen  innere  Hauptaxe.  Der  Modul  hat  hier  den 
Wert  2«sinasin/?,  wo  o  und  ß  die  Winkel  zwischen  dieser 
Hauptaxe  und  den  zwei  Erzeugenden,  die  in  Hauptebenen  fallen, 
bezeichnen.  Eine  analoge  Theorie  bieten  die  abwickelbaren 
Flächen,  welche  eine  sphärische  Zone  begrenzen.  Der  Wert 
der  Zone  hat  denselben  Ausdruck.  Die  algebraische  Summe 
der  sphärischen  FlächenstQcke  zwischen  einer  beliebigen  Fläche 
und  ihrer  asymptotischen  Fläche  (mit  Vorbehalt  gewisser  Bedin- 
gungen der  Realität)  ist  Null.  Die  von  einem  einschaligen  Hyper- 
boloid begrenzte  sphärische  Zone  hat  gleichfalls  den  Ausdruck 
2^Rd,  wo  sich  R  und  d  auf  die  asymptotische  Fläche  beziehen. 

H. 

L.  LindelOff.  Observations  relatives  k  une  note  röcente 
de  M.  P.  Serret,  sur  un  th^orfeme  de  g^ome'trie.  Lettre 
h,  M.  le  Secr^taire  perpetuel.     c.  R.  CIV.  43. 

Es  wird  auf  einen  kleinen  Irrtum  in  der  Note  des  Herrn 
Serret  (Ref.  F.  d.  M.  XVIU:  1886.  725)  hingewiesen.         A. 


Pellet.      Sur    les   sphferes   tangentes    k   deux    surfaces. 

Abb.  Frao^.  (Toulouse).  116-118. 
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B.    Theorie  der  algebraischen  Flächen  und  Raum- 

curven. 

Fr.  Machovec.  Wie  viel  einfache  Bedingungen  reprä- 
sentirt  die  Angabe  einer  r  -  fachen  Geraden  einer 
Fläche  11^®^  Ordnung?    Casop.  xvi.  230. 

Indem  der  Verfasser  die  Glieder,  welche  in  einer  allgemei- 
nen Gleichung  einer  Fläche  it^'  Ordnung  fehlen  mQssen,  damit 
diese  Fläche  eine  der  Coordinatenaxen  zu  ihrer  r-fachen  Geraden 
habe,  abzählt,  erhält  er  fttr  jene  Zahl  den  Ausdruck 

ir(r  +  l)(3«-2r-h5).  Std. 


A.  R.  Johnson.     Symmetrie  producta  in  relation  to  cur- 
ves  and  surfaces.     Quart.  J.  xxii.  325-369. 

Da  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  algebraischer 
Gleichungen  sich  rational  in  deren  Coefficienten  darstellen,  so 
gilt  ein  Gleiches  von  den  symmetrischen  Functionen  der  Coordi- 
naten  der  Schnittpunkte  algebraischer  Curven  und  Flächen,  ebenso 
von  den  BerUhrungnpunkten  der  Tangenten,  den  Fnsspunkten 
der  Normalen,  den  Punkten,  wo  die  Coordinaten  Null  und  wo 
sie  unendlich  werden.  Dies  kommt  hier  für  den  Fall  in  Aus- 
führung, wo  die  symmetrische  Function  ein  blosses  Product  ist 

H. 

M.  d'Ocagne.     Sur   une   propriötö   de   la  sphfere  et  son 
extension  aux  surfaces  qneleonques.       Lond.  M.  S.  Free. 

XVIII.  361-363. 

Der  bezügliche  Satz  über  die  Kugel  ist  folgender.  Sind  die 
Abstände  einer  Anzahl  (m>3)  fester  Punkte  von  einer  beweg- 
lichen Ebene  durch  eine  lineare  Relation  verbunden,  so  wird 
die  Ebene  von  einer  Kugel  umhüllt.  Deren  Mittelpunkt  ist  dann 
der  Schwerpunkt  der  mit  den  Coefficienten  der  Relation  belas- 
teten   Punkte.     Umgekehrt   existirt   diese   Relation,    wenn    die 
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Ebene  eine  Kugel  berttbrt  Hieraus  wird  nun  der  weitere  Satz 
abgeleitet:  Sind  die  Abstände  der  m  Punkte  von  einer  beweg- 
lichen Ebene  durch  eine  beliebige  Relation  -F(<Jp  <J„  .  . .,  <Jm)=0 
verbunden,  so  wird  die  Ebene  von  einer  Fl&che  eingehüllt,  deren 
momentaner  Berührungspunkt  der  Schwerpunkt  der  mit 

aF     ÖJF  dF_ 

as, '  ad, '  •  •  •'  ddm 

belasteten  Projectionen  auf  die  £bene  ist.  Ein  ähnlicher  Satz 
ist  von  Tschirnhausen.  H. 


A.  Cantone.      Teorenia    sulle    curve    gobbe.        Batt  a 

XXV.  303-304. 

Der  Satz  lautet:  Projicirt  man  eine  Raumcurve  ti}^'  Ordnung 
aus  einem  beliebige^  Punkte  auf  eine  beliebige  Gerade  a,  welche 
die  Curve  nicht  schneidet,  und  sucht  die  polare  Ebene  zu  a  in 
Bezug  auf  den  so  erzeugten  Kegel  n^'  Ordnung,  so  geht  diese 
Ebene  constant  durch  eine  Gerade.  H. 


L.  Lecornu       Sur    les    surfaces    possödant    les    m^mes 
plans  de  sym^trie   que  Tun   des    polyfedres    rdguliers. 

AcU  Math.  X.  201-280. 

E.  GouRSAT.      £tude    des   surfaces   qui   admettent    tous 
les  plans  de  sym^trie  d'un  polyfedre  regulier.     Ann.  de 

rfic.  Norm.  (3)  IV.  159200,  241-312,  316-340- 

Diese  beiden  Arbeiten,  von  welchen  die  erste  (in  etwas  ver- 
änderter Form)  von  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften 
mit  einer  ehrenvollen  Erwähnung,  die  zweite  mit  dem  »grand 
prix"  ausgezeichnet  wurde,  gewinnen  der  Theorie  der  regel- 
mässigen Polyeder,  welche  in  neuerer  Zeit  verschiedentlich  in 
den  Vordergrund  des  Interesses  gerückt  worden  ist,  eine  neue 
interessante  Seite  ab,  indem  sie  dieselbe  zur  allgemeinen  Theorie 
der  Oberflächen  in  Beziehung  setzen.  Da  der  von  Lecornu  be- 
bandelte Gegenstand  auch   einen  Teil  der  Goursaf  sehen  Arbeit 
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ausfüllt,    80   ist  eine  gemeinsame  Besprechung  am  Platze,   bei 
welcher  die  Lecornu'schc  Arbeit  vorangehen  mag. 

Sollen    diejenigen    Oberflächen    bestimmt    werden,     deren 
Symmetrieebenen  mit  denjenigen  der  regelmässigen  Körper  (über- 
einstimmen,  so   kann    man  zunächst,  unabhängig  von  der  Zahl 
und  Anordnung  dieser  Ebenen,   nach  der  Form  der  Gleichung 
fragen,    welcher    eine    derartige   Oberfläche   entsprechen    wird. 
Diese  allgemeine  Untersuchung  bildet  den  ersten  Teil  von  Hrn.  Le- 
cornu's  Arbeit.     Die  Leichtigkeit,  mit  der  ein  regelmässiger  Kör- 
per auf  das  rechtwinklige   Coordinatensystem    bezogen   werden 
kauD,  macht  dasselbe  zu  einem  natürlichen  HUlfsmittel  der  Unter- 
suchung und  gestattet  ohne   erhebliche  Complication   der    Glei- 
chungen ein  ungewöhnlich  tiefes  Eindringen  in  die  Tücorie  der 
hier  behandelten  Flächen;  tetraedrische  Coordinaten  werden  nur 
gelegentlich  verwendet      Von  fundamentaler  Bedeutung  ist  zu- 
nächst der  Satz,  dass,  wenn  drei  algebraische  Flächen:  L  =  con8t, 
il|  =  const.,  iV=const.  gerade  soviel  gemeinsame  Punkte  haben, 
als  zur  Herstellung  der  Symmetrie  erforderlich  ist,  jede  einzelne 
symmetrische  algebraische  Fläche  als  ganze  Function  von  L,  Jf, 
JV  dargestellt   werden    kann.      Es    kommt  nun  darauf  an,   drei 
solche  Functionen  L,  M^  N  (symmetrische  Elemente)  in  möglichst 
einfacher  Weise  zu  bestimmen.    Der  Verfasser  setzt  L=x'+y*4-Ä', 
und  für  M  und  'N  das  Product  der  Abstände    eines   beliebigen 
Punktes  von  den  Ebenen  eines  auf  die  beiden  einfachsten  Arten 
zu  wählenden  symmetrischen  Systems.    Sind  m  und  n  die  Grade 
der  Functionen  M  und  JV,  so  ist  alsdann  die  Zahl  der  Syrome- 
trieebenen  des  zu  Grunde  gelegten  regelmässigen  Körpers  gleich 
m  +  n  — 1.     Die  symmetrischen  Flächen   werden    elementar    ge- 
nannt,  wenn  ihre   Gleichung  nur  das  Element  If,  binär,  wenn 
sie  die  Elemente  L  und  M  enthält.     Von  diesen  Flächen  werden 
verschiedene    allgemeine    Eigenschaften    bewiesen,    namentlich 
werden  Schnitte  einer  Elementarfläche  mit  einer  Central  -  Kugel 
(sphärosymmetrische  Curven)  genauer  untersucht;  unter  den  bi- 
nären Flächen  werden  einige  besonders  einfache  specielle  Arten 
näher  betrachtet.  —  Während  nun  die  bisherigen  Resultate  von 
der  Anzahl   und   Lage  der   symmetrischen    Ebenen    unabhängig 
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waren,  werden  jetzt  drei  Typen  solcher  Systeme  und  der  ihnen 
entsprechenden  Oberflächen  aufgestellt  und  einzeln  bebandelt. 
Der  erste  Typus  geht  aus  dem  Tetraeder  hervor,  der  zweite 
f:leichmäs8ig  aus  Oktaeder  und  Hexaeder,  der  dritte  ebenso  aus 
Ikosaeder  und  Dodekaeder.  —  Der  tetraedriscbe  Typus  ist  cha- 
rakterisirt  durch  6  Symmetrieebenen  (£benen  durch  Kanten  und 
Mittelpunkt  des  Tetraeders).  Coordlnatenaxen  sind  die  Verbin- 
dungslinien der  Kantenmitten.     Es  wird  gesetzt 

Die  allgemeine  Gleichung  der  hierher  gehörigen  Symmetrieflächen 
lautet  in  der  bemerkenswertesten  Form: 

Als  specielles  Beispiel  wird  die  kubische  Fläche 

xya  +  A(«'  +  y'-f  O  +  B  =0 

betrachtet,  welche  sich  als  Ort  der  Punkte  erweis,  für  welche 
die  Summe  der  Kuben  ihrer  Abstände  von  den  Flächen  eines 
Tetraeders  constant  ist.  Bei  dieser  und  anderen  noch  mehr 
specialisirten  Formen  der  Gleichung  bieten  sich  zahlreiche  Be- 
rührungspunkte mit  den  Untersuchungen  anderer  Geometer.  — 
Reim  kubooktaedrischen  Typus  finden  sich  neun  Symmetrieebe- 
nen (die  sechs  Diagonalebenen  des  Würfels  und  die  drei  den 
Seitenflächen  parallelen  Centralschnitte,  welche  letztere  als  Coor- 
dinatenebenen  dienen).  Hier  liefert  jede  Gleichung  von  der 
Form  (p(x^j  y',  ä')  =  0  eine  symmetrische  Fläche.  Nach  Analogie 
mit  dem  vorhergehenden  Falle  wird  aber 

M  =  xyz\  N  =  X*  +  y*  +  z'  -2x'y'—2t^V-~-2z'x' 

gesetzt,  woraus  in  Verbindung  mit  </(L,  If,  iV)  =  0  die  Gleichung 
der  biquadratischen  Symmetriefläche  folgt  Dieselbe  wird  wieder 
eingehend  untersucht,  u.  a.  ihre  Beziehung  zu  der  aus  der  Sub- 
stitution x'  =  X,  y'=r,  a'  =  Z  sich  ergebenden  quadratischen 
Rotationsfläche  festgestellt,  und  die  Lage  ihrer  Knotenpunkte 
und  ihrer  (den  Kanten  des  Kubo-oktaeders  entsprechenden)  24 
reellen  Geraden  ermittelt.  Specielle  Formen  dieser  Fläche  sind 
die  „pseudosphärische"    Fläche    x^  +  yM  »*=!   und  die  Fläche 
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9 

— T  H — f  H — j-  =  — ^,  welche  den  Ort  des  Schwerpunkts   eines 

Dreiecks  darstellt,  in  dessen  Ecken  die  Tangentenebene  einer 
Kugel  von  den  Verlängerungen  dreier  auf  einander  senkrechten 
Durchmesser  geschnitten  wird.  —  Der  ikosi-dodekaedrische  Typus 
besitzt    15  Symmetrieebenen,    welche    durch  je    zwei   parallele 

Kanten  des  Dodekaeders  gehen.    Hier  ist  (^ (|/ö — 1)  =  il  gesetzt): 

X  («*  +  y*  +  »*— 2a;'y"  —  2yV  -  2i^x*). 
Im  übrigen  wird  die  Untersuchung  der  Symmetriefläche)  die 
den  sechsten  Grad  besitzt,  analog  wie  oben  ausgeführt. 

Die  Goursat'sche  Arbeit  zerfällt  in  drei  Abteilungen.     Die 
erste  derselben  deckt  sich  im  wesentlichen  mit  der  Arbeit  Lfe- 
cornu's.    Sie  kommt  zu  denselben  Hauptresultaten  wie  jene  und 
weicht  nur  in  der  Wahl  der   specieller   behandelten   Probleme 
von  ihr  ab.     Neben    den    Symmetrieebenen    der  regelmässigen 
Körper  zieht  Hr.  Goursat  auch  die  der  regelmässigen  Pyramide  und 
Doppel  Pyramide  in  Betracht,  macht  alsbald  Gebrauch  von  den 
Coordinaten   s  =  X'\-iy^  s^  ^  x  —  iy,    bestimmt  die   Tangen tial- 
gleichung   einer   Symmetriefläche   von    gegebenem    Grade,   gebt 
näher  auf  die  Flächen   dritter  und  vierter  Ordnung  mit  kubo* 
oktaedrischer  Symmetrie  ein  und  untersucht  ausführlich  die   in 
den  letzteren  enthaltenen  Geraden  und  Doppelpunkte.    Von  den 
Flächen    mit    tetraedrischer   Symmetrie   werden    diejenigen   mit 
Doppelpunkten,  von  denen  mit  dodekaedrischer  Symmetrie  die 
Flächen  sechsten  Grades  hervorgehoben.   —   Die   zweite  Abtei- 
lung beschäftigt  sich   mit   der   Aufsuchung    der   symmetrischen 
Minimalfiächen.      Ist  M   ein   Punkt   der   Fläche  ^,   m  (mit  den 
'Coordinaten  s  und  «J  sein  Bild  auf  einer  Kugelfläche,  so  ent- 
steht zunächst  von  jeder  durch  M  auf  2  beschriebenen  Curve 
ein  sphärisches  Bild  auf  der  Kugelfläche  durch  den  Bildpunkt  in. 
Auf  diese  Weise  wird  eine  Minimalcurve  durch  eine  „charakte- 
ristische   Function^    F(f)    einer    „charakteristischen   Variablen* 

s  =  —  _,  —  i-iL  dargestellt.      Aus    dieser    Minimalcurve    wird 
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durch  Bewegung  eines  ihrer  Punkte  längs  einer  andern  Mini- 
malcnrve  eine  Minimalfläche  erzeugt,  und  aus  der  charakteristischen 
Function  der  ersteren  Curve  mittels  der  von  Hrn.  Lie  gegebenen 
Formeln  die  charakteristische  Function  fttr  die  bewegte  Curve 
bestimmt.  Somit  gelingt  die  Darstellung  der  Coordinaten  eines 
reellen  Punktes  einer  Minimalflftche  durch  Functionen  von  F(s)  und 
die  conforme  Abbildung  der  Fl&che  auf  der  Kugel.  —  Nunmehr 
wird  der  Minimalfläche  die  Bedingung  der  Symmetrie  auferlegt, 
wobei  sich  aus  den  Transformationen,  welche  die  Fläche  in  sich 
selbst  Überfohren,  Beziehungen  zu  den  Klein'schen  Untersuchun- 
gen über  das  Ikosaeder  ergeben.  Hierbei  sind  zwei  Arten  von 
Symmetrie  zu  unterscheiden.  Entweder  nämlich  entsprechen 
zwei  symmetrisch  zu  einer  Ebene  gelegenen  Kugelpuukten  zwei 
symmetrisch  gelegene  Flächenpunkte,  oder  zwei  zur  Aze  OY 
symmetrisch  gelegenen  Kugelpunkten  entsprechen  zwei  symme- 
trisch zur  Ebene  xz  gelegene  Punkte  der  Fläche.  Die  erzeu- 
gende Minimalcurve  C  muss  dann  die  Eigenschaft  haben,  dass 
ihr  symmetrisches  Gegenbild  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Symme- 
trieebene entweder  mit  ihr  selbst  oder  mit  der  ihr  conjugirten 
Cq  zusammenfällt  Die  Gurven  C  und  C^  und  die  Function  F($) 
werden  für  die  Symmetrie  jedes  Polyeders  besonders  bestimmt. 
Die  fbr  die  beiden  oben  erwähnten  Arten  der  Symmetrie  aufge- 
stellten Bedingungen  F/«)  =  F(«),   bezw.  -  ,»f(--  )  =  F(«) 

sind  für  alle  algebraischen  symmetrischen  Minimalflächen  hin- 
reichend, genügen  aber,  einen  Ausnahmefall  abgerechnet,  nicht 
fttr  die  transcendenten.  Für  diese  lässt  sich  eine  „Pseudosym- 
metrie'  genannte  Eigenschaft  definiren,  die  ganz  analog  der 
Symmetrie  untersucht  werden  kann.  Von  speciellen  Arten  der 
Minimalflächen  werden  u.  a.  noch  diejenigen  näher  betrachtet, 
welche  geodätische  Linien  enthalten;  endlich  wird  auch  hier  die 
Symmetrie  in  Bezug  auf  eine  Doppelpyramide  untersucht.  —  In 
der  dritten  Abteilung  wird  die  Aufgabe,  die  allgemeinste  Form 
der  Gleichung  einer  symmetrischen  Fläche  zu  finden,  vom  Stand- 
punkte der  Functionentheorie  behandelt.  Es  folgen  Untersuchun- 
gen Ober  einige  sphärische  Gurven.     Dann. wird  die  Theorie  der 

PortMhr.  d.  Math«  xix.  2.  50 
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tetraedrischen  und  kubo-oktaedrischen  Symmetrie  aaf  das  n-dimen- 
sionale  Gebiet  ausgedehnt  und  speciell  der  Fall  n  =  4  betrachtet 
Schliesslich  wird  auf  eine  andere  Verallgemeinerung  der  Theorie 
hingewiesen,  betreffs  der  Oberflächen,  die,  ohne  die  Symmetrie  eines 
regelmässigen  Polyeders  zu  haben,  durch  alle  ein  regelmässiges 
Polyeder  in  sich  selbst  ttberführenden  Kotationen  ebenfalls  in  sich 
selbst  übergeführt  werden.  Schg. 


A.  R.  Johnson.   On  self-coujugate  polygons  and  polyhedra. 

Quart.  J.  XXII    158-173. 

Eine  jede  Form  n*«"  Grades  von  r  Veränderlichen  kann  be- 
kanntlich als  Summe  einer  Anzahl  n^'  Potenzen  linearer  Formen 
dieser  r  Veränderlichen  dargestellt  werden.  Wenn  die  Form 
eine  allgemeine  ist  (d.  h.  wenn  unter  ihren  CoeflScienten  keine 
Bedingungsgleichungen  bestehen),  giebt  es  für  diese  Anzahl  einen 
kleinsten,  von  it,  r  abhängigen  Wert,  und  zwar  derart,  dass  die 
Transformation  der  ursprünglichen  Form  in  die  Summe  dieser 
minimalen  Zahl  von  Potenzen  entweder  nur  auf  eine  endliche 
Anzahl  Arten  oder  auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist.  Ver- 
langt man  die  Transformation  in  eine  um  1  grössere  Zahl  von 
Potenzen,  so  wächst  die  Zahl  der  bei  der  Transformation  will- 
kürlichen Constanten  um  r. 

Indem  nun  der  Verfasser  die  für  Kegelschnitte  und  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  übliche  Nomenclatur  auf  Formen  von 
beliebig  vielen  Veränderlichen  und  beliebigem  Grade  ausdehnt, 
bezeichnet  er  die  Gesamtheit  der  linearen  Gebilde,  welche  man 
erhält,  indem  man  die  linearen  Formen  gleich  Null  setzt,  als  sich 
selbst  conjugirtes  Polygon  resp.  Polyeder  des  durch  Annullirung 
der  gegebenen  Form  bestimmten  geometrischen  Gebildes.  Er 
giebt  die  Construction  und  die  Eigenschaften  der  sich  selbst 
conjugirten  Polygone  der  Curven  dritter  bis  achter  Ordnung,  der 
sich  selbst  conjugirten  Polyeder  der  Flächen  dritter  und  vierter 
Ordnung  und  des  einer  Form  vierten  Grades  mit  fünf  Veränder- 
lichen entsprechenden  geometrischen  Gebildes.  Die  Untersuchung 
lehrt,  dass  die  allgemeine  Curve  oder  Fläche  einer  bestimmten 
Ordnung  zuweilen  nicht  ein  sich  selbst  conjugirtes  Polygon  resp. 
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Polyeder  von  so  geringer  Seitenanzahl  besitzt,  als  die  blosse 
ConstanteDabzfthlung  vermuten  lässt;  so  müssen  besondere  Be- 
dingungen erfflllt  sein,  damit  die  Curve  vierter  Ordnung  ein  sieh 
selbst  conjugirtes  Fünfeck  (Lttroth*sche  Curye,  cf.  Math.  Ann.  I. 
37),  die  Fläche  vierter  Ordnung  einen  sich  selbst  conjugirten 
Nennfiächner,  das  einer  Form  vierten  Grades  mit  fünf  Variabein 
entsprechende  Gebilde  einen  sich  selbst  conjugirten  Vierzehn- 
flftcbner  besitze.  F. 


G.  6.  GucciA.     Solle  superficie  algebriche  le  cui  sezioni 

piane  sono  unicursali.       Palermo  Rend.  I.  165168. 

Herr  Picard  hat  im  Jahre  1878  (Soc.  philom.  Paris  127—132, 
F.  d.  M.  X.  511.)  den  Satz  aufgestellt,  dass  die  einzigen  alge- 
braischen Flächen,  deren  ebene  Schnitte  einläufig  sind,  gewisse 
Regelfiäcben  und  die  Steiner'sche  Fläche  sind,  und  hat  im 
J.  für  Math.  C.  71-78  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  743)  diesen  Satz 
eingehender  begründet.  Der  Herr  Verfasser  findet  aber  in  dem 
Picard*schen  Beweise  eine  Lücke  und  beweist  den  Satz  in  ande- 
rer Weise  mit  Hülfe  einer  gewissen  von  ihm  selbst  früher  ge- 
fundenen Erweiterung  eines  Satzes  von  Herrn  Nöther.        A. 


E.  H.  MooRB.     Älgebraic  surfaces  of  which  every  plane 
section    is  unicursal   in   the    ligbt    of  n  -  dimensional 

geometry.      American  J.  X.  17-28. 

Die  Untersuchungen  des  Herrn  Picard  über  algebraische 
Flächen,  deren  ebene  Schnitte  sämtlich  rational  sind,  werden 
auf  den  Raum  von  n  Dimensionen  übertragen.  A. 


G.  KoBNiGs.  Recherches  sur  las  surfaces  par  chaqne 
point  desquelles  passent  deux  ou  pInsieurs  coniqnes 
trac^es   sur  la   surface.     0.  R.  ov.  407-409. 

Wenn  eine  algebraische  Fläche  eine  Familie  von  algebrai- 
schen Curven  enthält,  welche  von   einem  Parameter  abhängen, 

50* 
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SO  ist  wesentlich  zu  unterscheiden,  ob  das  System  von  Curven 
einfach  ist,  d.  h.  ob  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  nur  eine 
solche  Curve  geht,  oder  ob  es  zweifach,  dreifach,  .  . .,  n-fach  ist. 

Hier  ist  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen,  wo  auf  der 
Fläche  zwei  einfache  Systeme  von  Kegelschnitten  liegen.  Eine 
solche  Fläche  ist  stets  ein  specieller  Fall  oder  ein  Orenzfall  einer 
Fläche  achter  Ordnung,  deren  homogene  Punktcoordinaten 
(a:,,a?„a?„a?^)  vier  Polynomen  /"(A, /u)  proportional  sind,  welche 
folgende  Form  haben 

Diese  Fläche,  deren  Doppelcurve  vom  20^°  Grade  ist,  enthält 
in  sich  als  specielle  Fälle  die  Flächen  zweiten  Grades,' die  Stei- 
ner*sche  Fläche,  die  Flächen  dritter  Ordnung  und  viele  andere 
bekannte  Flächen.  Sie  lässt  sich  aus  den  Flächen  zweiter  Ord- 
nung durch  folgende  Transformation  herleiten.  Seien  X,-  und  xj 
die  homogenen  Coordinaten  zweier  Punkte  P  und  p  in  zwei  be- 
liebigen Coordinatensystemen;  seien  (y),,  9),,  9),,  q>^  beliebige  qua- 
dratische Formen  von  x^,  x„  a?„  x^^  und  setzt  man 

A.|  Aj  Aj  A^ 

Vi        %        Vi        Vi^ 

so  entspricht  jedem  Punkte  p  ein  gewisser  Punkt  P.  Beschreibt 
p  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  beschreibt  P  eine  der  oben 
charakterisirten  Flächen  achter  Ordnung,  und  es  entsprechen  den 
beiden  Systemen  von  Geraden  der  Fläche  zweiter  Ordnung  die 
beiden  Systeme  von  Kegelschnitten  der  Fläche  achter  Ordnung. 
Die  hier  benutzte  Transformation  geht  in  gewissen  speciellen 
Fällen  in  die  projectivische  Inversion  über  und  f&hrt  dann  auf 
eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt.  Ebenso 
kann  man  auch  die  Constanten  der  Transformation  so  wählen, 
dass  die  Kegelschnitte  in  Kreise  übergehen,' so  dass  man  auf 
eine  Fläche  achter  Ordnung  mit  zwei  Systemen  von  Kreisen 
geführt  wird,  auf  welche  bereits  Herr  Darboux  aufmerksam  ge- 
macht hat.  A. 
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J.  Larmor.     General  theory  of  Dupin's  space  extension 
of  the  focal  properties  of  conic  sections.   Lond.  M.  8.  Proo. 

XVIII.  363-369. 

Es  ist  bekannt,  dass  der  Ort  der  Brennpunkte  eines  Kegel- 
schnittes ein  zweiter  Kegelschnitt  ist,  dessen  Ebene  senkrecht 
zu  der  Ebene  des  ersten  steht,  und  dass,  wenn  mau  irgend  zwei 
feste  Punkte  des  Pocalkegelschnitts  mit  einem  beweglichen  Punkte 
des  andern  verbindet,  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Ver- 
bindungslinien constant  ist,  je  nachdem  die  festen  Punkte  auf 
demselben  Aste  oder  auf  verschiedenen  Aesten  liegen.  Analoge 
Focaleigenschaften  existiren  für  ebene  Curven,  welche  von  einem 
Punkte  beschrieben  werden,  dessen  Entfernungen  r,,  r„  r,  von  drei 
festen  Punkten  der  Ebene  die  homogene  und  lineare  Gleichung 
erfallen: 

^^i+K  +  ^i  =  0, 
und  welche  zu  den  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung  gehören, 

und  ebenso  für  die  durch  reciproke  Radien  daraus  transformirten 
sphärischen  Curven.  Der  Herr  Verfasser  untersucht  diese,  übrigens 
meist  schon  bekannten  Eigenschaften  auf  geometrischem  Wege 
und  kommt  dabei  auf  eine  Reihe  interessanter  Fadenconstruc- 
tionen  und  dgl.  A. 

V.  MuRKR.     SuUe  Serie   di  superficie  algebriche  d'indice 

1    e   2.      Batt.  G.  XXV.  363-366. 

Als  eine  „Flächenreihe  [/i,  n]  von  der  Ordnung  fi  und  dem 

Index  fA**  wird  nach  de  Jonquiöres  ein  System  von  unendlich  vielen 

Flächen  der  n*«"  Ordnung  bezeichnet,  von  denen  je  /u  durch  jeden 

Punkt  des  Raumes  gehen.    Diejenigen  Reihen,  deren  Gleichung 

die  Form: 

u^l^  +  u^lf"-^  H +  «^  =  0 

hat  (ti^,  ti,,  ...,  u^  sind  Functionen  n^  Grades  von  x,  j^,  js;  l 
ist  der  veränderliche  Parameter),  bilden  eine  besondere  Klasse, 
die  der  ^rationalen  Reihen^  (siehe  die  Abhandlung  des  Ver- 
fassers: Sulle  Serie  razionali  di  superficie  algebriche,  Batt.  G. 
XXIV.  106-123;  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  742).  Nun  beweist  der 
Verfasser,  dass  jede  Reihe  [1,  n]  oder  [2,  n]  rational  ist      "^^ 
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allgemeine  Reihe  [1,  h]  ist  nichts  anderes  als  ein  Flächenbflsehel. 
Die  allgemeine  Reihe  [2,  n]  besteht  aus  denjenigen  Flächen  eines 
Netzes  A,  welche  die  von  zwei  in  R  enthaltenen  projectivischen 
Büscheln  erzeugte  Fläche  längs  deren  Erzeugungslinien  berühren. 

'  Vi. 

M.  NoETHER.      üeber    die    totalen    algebraischen    Diffe- 
rentiale.    Math.  ADD.  XXIX.  339-381. 

Die  Abhandlung  bringt  in  ausführlicher  Darstellung  die 
schon  in  kurzen  Noten  (cf.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  741)  publicirten 
Untersuchungen  flber  Integrale  erster  Gattung,  welche  sich  auf 
eine  algebraische  Fläche  beziehen,  ein  zuerst  von  Hrn.  Picard 
betretenes  Gebiet  (cf.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  332-336).  Es  existi- 
reu  specielle  Klassen   algebraischer  Flächen   F(x^  y^  z)  =  0,    zu 

denen  auf  F  überall  endliche  Integrale  der  Form  nPdx  +  Qdy) 

gehören,  wo  P,  Q  in  den  a;,  y,  js  rational  sind,  und  zwischen 
den  X,  y^  is  die  Gleichung  F  =  0  besteht.  Indessen  ist,  wie  Hr. 
Noether  in  der  vorliegenden  Arbeit  zeigt,  die  von  Hrn.  Picard 
gegebene  Grundlegung  der  neuen  Theorie  noch  nicht  genügend 
allgemein;  wendet  man  statt  der  von  Hrn.  Picard  benutzten  Me- 
thode der  Reihenentwickelung  diejenige  der  rational-eindeutigen 
Transformation  der  Fläche  F  an,  so  gelangt  man  erst  zu  dem 
vollen  Grade  der  Allgemeinheit. 

Zunächst  werden  die  auf  F  bezüglichen  totalen  Differential- 
ausdrücke du  aufgestellt,  und  zwar  für  nicht  homogene  Coor- 
dinaten  Xy  y,  2,  wie  für  homogene  x^^  o;,,  a;„  o?^,  beidemal  in 
homogener  Form. 

Bei  homogenen  x  hat  man  für  f(x^^  «,,  a;„  x^)  =  0: 
^   2±KA,x,dx,       /  Jf_N 

N .  Skifi  V  •         dxi  ) 

Hier  bedeuten  die  h  Constante,  von  denen  der  Wert  des  Diffe- 
rentials unabhängig  ist,  die  iV,  il,,  .. .,  A^  rationale  ganze  Func- 
tionen der  x,  die  der  Relation 

24,f,  =  0,    a  =  o) 
zu  genügen  haben. 
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Ist   N  vom   Grade  y,   so   steigen   die  A   bis   zum   Grade 
ii  +  y  — 3  an. 

Bei  nicht  homogenen  x^  y^  z  fttr  F(x^  y,  s)  =  0  kommt  ganz 
ähnlich 

.    _   Bdt-'Cdy  __  Cix  —  Adz  _  Ady—Bdx 
N.F^      ""      N.F'y      ""      N.F:      ' 
wo 

.iF;  +  «n+cF;  =  o,  (F  =  o). 

Die  Yergleichung  beider  Darstellungen  lehrt,   dass  die  A^  0,  C 
von  der  Form 

A  =  a?A^— A„     B  =  yA^— A,,     C  =  aA^— A, 
sein  müssen.     Bedeutet   auch  hier   v  den  Orad  von  iV,   so   ist 
n+y— 2  derjenige  der  Functionen  A^  B,  C. 

In  der  Relation 

2Aifi=^R.f 
kann  der  Factor  R   zu  einer   ganz  beliebigen  ganzen  Function 
(ii  +  y— 4)^°  Grades  gemacht  werden. 

Legt  man  dem  Differential  du  die  Bedingung  der  Integra- 
bilität  auf,  so  ergiebt  sich  bei  v  =  0  für  Ä  der  Wert 

dxi   ' 
während  bei  beliebigem  v  noch  eine  weitere  zu  erfttllende  Iden- 
tität zwischen  den  Ai  hinzutritt. 

Es   wird  nun  das  Verhalten  von  du  bei  der  allgemeinsten 
rationalen  Transformation  der  Fläche  untersucht. 

Vermöge  einer  rationalen  Substitution 

(r) 

^i  ="  V^iCy  11  y^^y Ml  Vi) 

gehe  f  =  0  in  F  =  0  über,  sodass  f  =  MF. 

Dann   lässt   sich  das  umgeformte  Differential  du  in  die  zu 
der  ursprünglichen  Form  analoge  Gestalt  bringen: 

wo 

^  =  N(y„  y„  y„  yj  =  JV(«„  «„  «„  «,) 

ist. 
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Aus  der  Transformation  von  du  werden  die  Endlichkeits- 
bedingungen der  DifferentialausdrQcke  in  den  mehrfachen  Ele- 
menten der  Ifläche  hergeleitet. 

Die  Substitutionsformen  tpi(y)  werden  so  angenommen,  daas 
die  Flächen  tpi(y)  =  0  durch  alle  vielfachen  Elemente  von 
F(y)  =  0  einfach  hindurchgehen,  aber  gegeneinander  und  gegen 
F(y)  =  0  keine  weitere  Specialität  haben.  Vermöge  geeigneter 
Transformationen  werden  complicirtere  Singularitäten  der  Fläche 
in  einfachere  aufgelöst,  und  dies  ermöglicht  es,  den  Ausdruck  du 
so  zu  normiren,  dass  er  bei  verschwindendem  Skifi  und  N  nicht 
unendlich  wird.  Es  kommt  dies,  kurz  gesagt,  darauf  hinaus, 
dass  sich  der  Zähler  von  du  zur  Fläclie  f  „adjungirt*  ver- 
balten muRs. 

Uebrigens  lässt  sich  auch  die  Bedingung  der  Endlichkeit 
der  Integrale  längs  einer  vielfachen  Gurve  der  Fläche  auf  die 
bekannte  Normirung  der  Aberschen  Curvenintegrale  zurück- 
führen. 

Ein  besonderes  Interesse  verdienen  die  Flächen  F  vom  Flä- 
chengeschlecht 1.  Sie  besitzen  höchstens  zwei  unabhängige 
totale  Differentiale  du,  du'  erster  Gattung,  indem  alle  übrigen 
zu  F  gehörigen  Differentiale  dieser  Art  lineare  homogene  Func- 
tionen von  du,  du'  werden. 

Existiren  aber  zwei  solche  Differentiale  du,  du\  so  lassen 
sich  die  Coordinaten  der  Fläche  als  eindeutige  Functionen  der 
beiden  Integrale  erster  Gattung  u,  u'  ausdrücken.  Dass  die^e 
Ausdrücke  vierfach  periodisch  werden,  hat  Hr.  Picard  gezeigt: 
dasselbe  geht  übrigens  aus  dem  eben  ausgesprochenen  Satze 
leicht*  hervor.  My. 

F.  Caspary.     Ueber  die  Erzeugung  algebraischer  Raum- 
curven  durch  veränderliche  Figuren.    J.  für  Math.  o.  405-412. 

F.  Caspary.     8ur  les  courbes  gauches.      Darb.  Buii.  (2)  ix. 

222-236. 

Carvallo.      Exposition   d'une   raöthode  de  M.  Caspary 
pour  r^tude  des  courbes  gauches.  S.m.f.BuILXV.  158  166. 
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Bedeaten  nach  GrassmanD'schen  Principien  die  symbolischen 
Gleicbangen :  PQR  =■  0,  dass  die  drei  Punkte  P,  Q,  R  in  einer 
Geraden  liegen,  PQRS  =  0,  dass  die  vier  Punkte  P,  Q,  A,  S  in 
einer  Ebene  liegen ,  pq  =  0,  dass  die  beiden  Geraden  p,  q 
sich  treffen  etc.,  so  lässt  sich  die  Grassmann'sche  lineale  Er- 
zeugung ebener  algebraischer  Curven  auf  die  entsprechende  Er- 
zeugung räumlicher  algebraischer  Cnrven  Obertragen. 

Wird  ein  beweglicher  Punkt  X  mit  festen  Punkten,  Geraden 
und  Ebenen  durch  die  Operationen  des  Verbindens  und  Schnei- 
dens yerknOpft,  und  wird  er  dabei  n-mal  verwendet,  so  beschreibt 
er  eine  algebraische  Raumcurve  n^'  Ordnung,  sobald  eine  (auf 
die  gemeinte  Art)  aus  ihm  „abgeleitete^  Gerade  entweder  durch 
einen  aus  ihm  abgeleiteten  Punkt  geht  oder  in  einer  aus  ihm 
abgeleiteten  Ebene  liegt.  Insbesondere  lassen  sich  dadurch  ein- 
fache S&tze  über  Erzeugung  und  Eigenschaften  kubischer  Raum- 
curren  gewinnen.     So  z.  B.  bedeutet  die  Gleichung: 

(X(i.(i,)(X6,6,)(Xc,)  =  0 
den  Satz:  „Wenn  zwei  Ecken  eines  beweglichen  Dreiecks  auf 
zwei  festen  Geraden  sich  bewegen,  die  von  der  dritten  Ecke 
ausgebenden  Seiten  längs  zweier  anderen  festen  Geraden  gleiten 
und  die  Fläche  des  Dreiecks  sich  um  eine  ebenfalls  feste  Gerade 
dreht,  so  beschreibt  die  dritte  Ecke  eine  Raumcurve  dritter  Ord- 
nnng.*^  Man  kann  aber  auch  die  letztere  entstehen  lassen  durch 
geeignete  (lineale)  Bewegung  eines  Tetraeders  u.  s.  f.  Drehen 
sich  die  Seiten  eines  räumlichen  Polygons  um  feste  Punkte  und 
bewegen  sich  die  Ecken,  bis  auf  eine,  in  festen  Ebenen,  so  be- 
schreibt diese  letzte  Ecke  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung. 
Dieser  Satz  ist  das  Analogen  zu  einem  bekannten  Satze  der 
Ebene. 

Man  kann  von  derartigen  Erzeugungen  der  kubischen  Raum- 
curven  zu  wirklichen  Eigenschaften  der  letzteren  übergehen.  So 
gestatten  z.  B.  der  PascaFsche  und  Brianchon*sche  Satz  f&r  Kegel- 
schnitte verschiedenartige  Verallgemeinerungen  fttr  kubische 
Raumcurven.  Ferner  werden  neue  Constructionen  einer  solchen 
durch  sechs  Raumpunkte  bestimmt  gedachten  Curve  angegeben. 
Die  Theorie  der  durch  eine  kubische  Raumcurve  gehenden  ^erad- 
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linigen  Hyperboloide   erfthrt  auf  diesem  Wege   eine   neue  Be^ 
leuchtung. 

Herr  Carvallo  giebt  eine  übersichtliche  Darstellung  der  Cas- 
pary'schen  Methode.  My. 


G.    Raumgebilde  ersten,  zweiten  und  dritten  Grades. 

Fr.  Haag.     Die  regulären    Kry  stallkör  per.      Eine    geo- 
metrisch-krystallographische  Studie.     Pr.  Gymn.  Rottweil 

(No.  550).  40  S.  a.  2  Taf.  d». 

Im  ersten  Abschnitte  ist  die  Berechnung  des  Inhalts  und 
der  Oberfläche  der  ins  Gleichgewicht  gebrachten  regelmässigen 
Krystallkörper  ausgeführt.  Die  Bestimmung  der  Körper  von 
kleinster  Oberfläche  bei  gegebenem  Volumen  flKhrt  zu  dem  Re- 
sultate,  dass  es  unter  den  regulären  Krystallkörpern  im  allge- 
meinen keine  Formen  giebt,  welche  bei  gegebenem  Inhalte  eine 
kleinste  Oberfläche  besitzen;  nur  unter  gewissen  beschränkenden 
Umständen  ist  das  Rhombendodekaeder  ein  solcher  Körper. 
Der  zweite  Abschnitt  handelt  von  der  Zerlegung  der  Körper  in 
Primitivformen.  Für  einige  Beispiele  ist  die  Rechnung  durch- 
geführt,  teilweise  mit  Zuhülfenahme  der  Abnahmegesetze  (De- 
crescenzen)  von  HaOy.  Im  folgenden  Abschnitte  wird  gezeigt, 
dass  die  Kanten  der  Primitivformen  des  vorigen  Abschnitts  Raum- 
gitter bilden;  das  rhombendodekaedrische  Raumgitter  muss  je- 
doch noch  centrirt  werden,  wenn  es  mit  dem  von  Bravais  auf- 
gestellten ttbereinstimmen  soll.  Im  vierten  Abschnitte  wird  das 
Grundgesetz  der  Krystallographie  aus  der  neuen  Theorie  nach 
Bravais  und  Sohncke  abgeleitet.  Die  Untersuchung  über  Ver- 
teilung der  Systempunkte  auf  den  Flächen  hat  ergeben,  dass 
sich  für  gewisse  Gruppen  von  Formen  die  Hauptzonen  (Kanten- 
richtungen mit  kleinsten  Indices)  unmittelbar  aus  dem  Zeichen 
der  betreffenden  Fläche  ablesen  lassen.  Lp. 
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JoH.  KfiEJcf.    EinleitnDg  iu  die  mathematische  Krystallo- 

graphie.    Cm.  XVI.  68,  116.  (Böhmisch) 

Der  Verfasser  liefert  fHr  Anfänger  eine  einfache,  nnter  Ver- 
wendung der  analytischen  Geometrie  und  der  Determinanten 
kurz  dargestellte  Ableitung  der  wichtigsten  Lehren  und  Formeln 
der  mathematischen  Erjstallographie.  Std. 


Ad.  Lbesbkamp.      üeber    die    regelmässigen    Polyeder. 

Pr.  Techn.  Staatslehrenstalteo  ChemniU.  i9. 


Koch,     üeber  reguläre  und  halbreguläre  Stern- Polyeder. 

TubiDgeo.  24  8.  8^ 


F.  Caspart.     Bemerkung  zu  den  desmischen  Tetraedern. 

Math.  ADD.  XXIX.  581-582. 

Der  Verf.  bildet  ans  vier  Grössen  a,  ß^  y^  d  die  Summen 
und  Differenzen,  leitet  fär  die  Quadrate  derselben  Identitäten 
ab  und  deutet  die  erhaltenen  Formeln,  indem  a  =  0,  ß  =-  0^ 
y  =zOy  d  =  0  als  die  Gleichungen  Ton  vier  Punkten  betrachtet 
werden,  sodas«  man  drei  desmische  Tetraeder  erhält.        Lp. 


C.  Lb  Paigb.     Recherches   sur  le   penta^dre.     Beig.  Bali. 

(3)  XIII.  488-497. 

Beiträge  zur  Theorie  des  FOnflBachs  der  Oberflächen  von 
der  dritten  Ordnung.  Mn.  (Lp.) 

P.  J.  HoLLMAN.     Verzameling  van  vraagstukken  op  het 
gebied    van    de    analytische    meetkunde    der    ruimte. 

Tweede  gedeelte.     Alkmaar.  fi.  Coster  &  ZooD.    197  8. 

Fortsetzung  des  bereits  frOher  erwähnten  Werkes.  (Siehe 
F.  d.  M.  XVIII.  1886.  651.)  Der  vorliegende  Teil  enthält  Auf- 
gaben  Ober  die  Oberflächen  zweiten  Grades  und  ihre  Auflösungen. 

6. 
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P.  VAN  Geer.     La  conique  dans  l'espace.    N6eri.  Arch.  xxn. 

58-90. 

Siehe  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  754.  6. 


Ed.  Weyr.      Discuspion   der  Gleichung   zweiten   Grades 
zwischen  drei  Variablen.     Gas.  xvi.  97,  145,  202.  (Böbmiech.) 

Enthält  eine  elegante  Ableitung  aller  diesbezüglichen   geo- 
metrischen allgemeinen  wie  speciellen  Lehrsätze.  Std. 


S.  FiNSTERWALDER.  Katoptrische  Eigenschaften  der  Flä- 
chen zweiten   Grades.     Manch.  Ber.  33-42. 

Auf  rein  geometrischem  Wege  beweist  der  Verfasser  den 
Satz:  „Werden  die  Erzeugenden  einer  Developpablen  D,,  die 
einer  Fläche  zweiten  Grades  E  umschrieben  ist,  an  einer  ^u  JE 
confocalen  Fläche  F  reflectirt,  so  bilden  sie  nach  der  Beflexion 
wiederum  eine  Developpable  Z>,,  die  ebenralls  E  umschrieben 
ist."^  Es  folgt  das  Problem  der  Reflexion  eines  Strahlenbündels 
an  einer  spiegelnden  Fläche  zweiten  Grades  und  die  Erweite- 
rung eines  von  Lindelöf  fQr  die  Reflexion  von  Strahlen  parallel 
zur  Axe  eines  spiegelnden  Ellipsoides  gefundenen  Satzes.  End- 
lich wird  durch  Hereinziehung  der  auf  Quetelet  und  Malus  zu- 
rückreichenden  Construction  einer  Wellenfläche  des  Systems  der 
reflectirten  Strahlen  der  Beweis  dafür  gegeben,  dass  gewtsse 
auftretende  Curven  Rückkehrkanten  der  Brennfläche  des  Systems 
der  reflectirten  Strahlen  sind.  Damit  ist  ein  erster  Beitrag  zur 
gestaltlichen  Untersuchung  jener  Brennflächen  geleistet. 

Lp, 

G.  Plarr.  On  the  determination  of  the  curve  on  one 
of  the  coordinate  planes  which  forma  the  outer  limit 
of  the  positions  of  the  point  of  contact  of  an  ellipsoid 
which  always  touches  the  three  planes  of  reference. 

Edinb.  Trans.  XXXIII.  465-499. 
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Die  Aufgabe  ist  durch  den  Titel  gekennzeichnet  Die 
Untersuchung  bedient  sich  der  Quaternionen.  Das  Endergebnis 
wird  vermittelst  zweier  Gleichungen  III  und  IV  ausgedrückt, 
welche  die  Winkel  B  und  C  und  damit  die  Coordinaten  y  und 
z  eines  Punktes  der  Curve  in  der  j^s- Ebene  vermöge  des  Win- 
kels oder  Parameters  A  bestimmen.  Jedoch  wird  dazu  bemerkt, 
dass  dieses  theoretische  Ergebnis,  wenn  es  durchgeführt  werden 
könnte;  zu  äusserst  complicirten  vielfachen  Lösungen  führen 
wörde.  Cly.  (Lp.) 

P.  Droüet,     Sur  les  foyers  des  sections  planes  d'une  qiia- 

drique.      Nouv.  Ann.  (3)  VI.  321-325. 

Die  Brennpunkte  eines  ebenen  Schnitts  von  einem  EUipsoide 
werden  zunächst  auf  dieselbe  Art  gefunden,  wie  in  Salmon's 
Lehrbuch  angegeben  ist,  jedoch  mit  einer  etwas  abweichenden 
Begründung;  und  zwar  werden  zwei  verschiedene  Nachweise  ge- 
geben. Am  Schluss  wird  gezeigt,  wie  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten eines  solchen  Brennpunktes  aus  folgender  geometrischen 
Betrachtung  hervorgehen:  Hat  man  einen  Kegel,  welcher  durch 
den  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  gelegt  ist,  so 
trifft  eine  Tangentialebene  dieses  Kegels  die  beiden  Flächen  in 
Kegelschnitten,  welche  sich  doppelt  berühren.  Sind  also: 
x^        «•        a* 


die  Gleichungen  des  Ellipsoides  und  der  schneidenden  Ebene; 
femer  (a?,,y,,aj)  die  gesuchten  Coordinaten  eines  Brennpunktes, 
so  muss  man  ausdrücken,  dass  die  Gleichung: 

einem  Kegel  zugehört,  der  die  Ebene  zur  Tangentialebene  hat. 
Dies  ergiebt  vier  Gleichungen  zwischen  a?,,  y,,  ä,,  »S,  aus  denen 
dann  S  zu  eliminiren  ist.  Mz. 

M.  Baür.     üeber  den  Schnitt  eines  Ellipsoids  und  einer 
mit  ihm  concentrischen  Kugel.     Bokleo  Mitt.  ii.  24-31. 
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Sind  ein  Ellipsoid  und  eine  Engel  durch  die  Gleichungen 
gegeben : 

fl;'         t/*         a' 

und 

x'  +  y'  +  z'  =  r^, 

so  werden  zuerst  die  Projectionen  der  Schnittcurye  beider  Flä- 
chen auf  jede  Goordinatenebene  durch  Gleichungen  ansgedrflekL 
Diese  Projectionen  sind,  alle  drei  reell,  wenn  die  Schnittcurye 
reell  ist;  von  diesen  Projectionen  sind  aber  2  reell  und  eine  ist 
imaginär,  wenn  die  Schnittcurve  imaginär  ist.  Dieser  Aufsatz 
beschäftigt  sich  nun  mit  der  Aufsuchung  der  Beziehungen,  in 
welchen  die  reellen  Projectionen  zum  Ellipsoid  in  dem  Falle 
stehen,  wenn  die  Schnittcurve  imaginär  ist.  Dazu  werden  die 
Gylinderflächen  betrachtet,  deren  Erzeugende  durch  die  Punkte 
einer  solchen  Projection  und  zwar  lotrecht  zur  betreffenden  Goor- 
dinatenebene gehen;  und  es  wird  gezeigt,  dass  ein  Punktepaar 
einer  solchen  Erzeugenden,  welches  ffir  das  Ellipsoid  conjugirt 
ist,  auch  fttr  die  Kugel  conjugirt  ist.  Dann  wird  die  Aenderung 
dieser  Gylinderflächen  bei  veränderlichem  Kugelradius  untersucht 
und  zuletzt  gezeigt,  dass  zwar  noch  andere  Gerade  dieselbe 
Eigenschaft  wie  die  Erzeugenden  haben ;  aber  dann  nicht  mehr 
lotrecht  zu  einer  der  drei  Goordinatenebenen  sind.  Mz. 


J.  J.  Sylvester,  Sircom,  W.  J.  C.  Sharp.    Solution  of 

question   2832.     Ed.  Times  XL VII.  90-91. 

Die  Durchschnittscurve  zweier  geraden  Kegel  init  parallelen 
Axen  ist  eine  sphärische  Gurve,  durch  welche  man  einen  dritten 
geraden  Kegel  legen  kann.  Ferner  lässt  sich  eine  ebene  circu- 
lare  kubische  Gurve  so  bestimmen,  dass  die  Abstände  zweier 
beliebig  auf  ihr  angenommenen  festen  Punkte  von  jedem  Punkte 
der  obigen  Raumcurve  in  einer  bestimmten  linearen  Relation 
stehen.  Lp. 
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R.  A.  Roberts.     On   polygons  inscribed  in    a   quadric 
and     circumscribed     about     two     confocal     quadric8. 

LoDd.  M.  S.  Proc.  XVIII.  202-213. 

Id  einer  früheren  Arbeit  (Lond.  H.  S.  Proc.  XVI  p.  242, 
F.  d.  M.  XVII.  1885.  750.)  hatte  der  Herr  Verfasser  gezeigt,  dass 
es  möglieh  sei,  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  zweifach  un- 
endliche Schar  von  fi- Ecken  einzuschreiben,  welche  gleichzeitig 
zwei  dazu  confocalen  Flächen  umschrieben  sind,  und  dass  als- 
dann diese  drei  Flächen  durch  Relationen  verbunden  sind,  welche 
von  der  Seitenzahl  n  abhängen.  Die  Auffindung  dieser  Relationen 
wurde  unter  Benutzung  gewisser  von  Liouville  aufgestellten  Diffe- 
rentialgleichungen auf  die  Teilung  gewisser  hyperelliptischen 
Integrale  zurfickgefQhrt.  In  der  vorliegenden  Arbeit  werden 
nun  diese  Relationen  wirklich  aufgestellt,  und  zwar  vermittelst 
einer  vereinfachten  Grundlage  der  Rechnung.     Die  Gleichung 

19  9 


a+p        6  +  p        c  +  p 

stellt  ein  mit  dem  Parameter  p  variirendes  System  confocaler 
Flächen  zweiter  Ordnung  dar.  Durch  einen  beliebigen  Punkt 
(x,  y,  js)  des  Raumes  gehen  drei  Flächen  dieses  Systems,  die  den 
Parametern  p,  g,  r  entsprechen,  so  dass  p,  9,  r  die  elliptischen 
Coordinaten  des  Punktes  (x,  j^,  %)  sind.  Irgend  eine  Tangente  von 
p,  g,  r,  an  die  Flächen  p,  und  p,  gelegt,  bilde  mit  den  Nor- 
malen der  Flächen  p,  9,  r  im  Punkte  (x^  y,  z)  die  Richtungswinkel 
(tf  ßi  Y]  dann  ist 


cos  a  =  ]/(^z:Pj)^,Pj.  etc. 


Schreitet  man  auf  einer  Tangente  zu  einem  Nachbarpunkte 
p  +  dp^  g-fdg,  r-f-dr  vor,  so  ergeben  sich,  wie  Liouville  gezeigt 
hat,  für  dp,  dq,  dr  die  Differentialgleichungen 

-^4--^4.-^  —  O  P<^P   .   9(^Q   .    ^^^  ^  o 

Vf^  Vö'^  Vr"  '       yp  ^  yö    Vr  " 

wo 

P  =  (p-P^)(p-P,)(p+aXp-\-b)(p+c)  =  f(p\  Q  =  f(q),  R  =  /(r) 
ist. 
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Setzt  man 

80  folgt  durch  Integration  der  beiden  Differentialgleichungen, 

wo  die  Vorzeichen  in  beiden  Gleichungen  Obereinstimmend  zu 
nehmen  sind.  Dies  sind  also  die  Gleichungen  gemeinsamer  Tan- 
genten von  p,  und  p,  in  elliptischen  Goordinaten.  Hieraus 
schliesst  nun  der  Herr  Verfasser,  dass,  wenn  man  von  einem  be- 
liebigen Punkte  P^  einer  Fläche  p  ausgebt,  und  der  Fläche  ein 
Polygon  P^P^P^  ..,Pn*.>  einschreibt,  dessen  Seiten  die  Fläche  p^ 
und  p,  berühren,  P«  dann  und  nur  dann  mit  P^  zusammenfällt, 
wenn  2n  tCp)  =  -ß»  2n  M(p)  =  ß'  ist,  wo  Si  und  ß'  die  Peri- 
oden der  Integrale  erster  Gattung  L(p)  und  M(p)  sind;  so  dass 
das  Schliessungsproblem  auf  die  Teilung  der  Perioden  zurück- 
geführt wird. 

Diese  Teilung  der  Perioden  wird  nun  mit  Hülfe  des  AbeV- 
schen  Theorems  vollständig  durchgeführt  für  Dreiecke,  Vierecke, 
Fünfecke  und  Sechsecke,  also  für  n  =  3,  4,  5,  6,  während  für 
höhere  Werte  von  n  nur  der  Weg  der  Berechnung  angegeben 
wird. 

Es  kann  das  Problem  auch  in  der  Art  verallgemeinert  wer- 
den, dass  die  Eckpunkte  des  geschlossenen  Polygons  auf  ver- 
schiedenen confocalen  Flächen  liegen; 

Andrerseits  kann  eine  der  beiden  Flächen  p^  oder  p„  oder 
es  können  beide  in  die  Focalkegelschnitte  degeneriren. 

Schliesslich  weist  der  Herr  Verfasser  darauf  hin,  dass  das 
System  confocaler  Flächen  ganz  allgemein  durch  ein  System  von 
Flächen  zweiter  Ordnung  mit  gemeinschaftlicher  abwickelbarer 
Tangentenfläche  ersetzt  werden  kann.  A. 

O.  BöKLEN.      Ueber    die    Tangentialkegel    der    Fltlchen 
zweiter  Ordnung.     Böklen  Mitt.  lt.  48-55. 

Durch  einen  Punkt  des  Raumes  gehen  die  Glieder  aus  der 
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Schar  confocaler  Flächen  zweiten  Grades.  Ihre  Parameter  dienen 
in  bekannter  Form  als  Coordinaten  zur  Bestimmung  von  Punkten 
des  Baumes.  An  eine  beliebige  vierte  confocale  Fläche,  zum  Bei- 
spiel an  ein  confocales  Ellipsoid,  lässt  sich  von  einem  Punkte  S 
des  Baumes  ein  Tangentenkegel  legen.  Wird  diesem  Tangenten- 
kegel eine  singulare  Natur  beigelegt,  so  lässt  sich  die  Frage 
nach  dem  geometrischen  Ort  der  Punkte  S  untersuchen.  Von 
den  Ergebnissen  der  Untersuchung  mögen  einige  Sätze  hier 
Platz  finden. 

Soll  der  Tangentenkegel  ein  gleichseitiger  Kegel  sein,  d.  h. 
also  ein  Kegel,  in  dessen  Mantel  unendlich  yiele  senkrecht  auf 
einander  stehende  Dreistrahlen  liegen,  so  ist  der  Ort  der  Spitzen 
ein  Ellipsoid. 

Ist  der  Kegel  das  reciproke  Gebilde  eines  gleichseitigen 
Kegels,  also  ein  Kegel,  welcher  unendlich  yiele  Tripel  Ton 
rechtwinkligen  Tangentialebenen  hat,  so  ergiebt  sich  der  be- 
kannte Satz  von  Monge,  dass  der  Ort  der  Spitzen  eine  Kugel  ist. 

Soll  der  Tangentenkegel  einen  rechtwinkligen  Hauptschnitt 
besitzen,  so  ist  der  Ort  der  Spitzen  eine  Fresnersche  Wellen- 
fläche. 

Ergebnisse  solcher  Art  folgen  aus  der  Analyse  jener  oben 
charakterisirten  Frage.  Sehn. 


J.  C.  Malet,  A.  M.  Nash.     Solution  of  question  7305. 

£d.  Times.  XL  VI.  lia 

Die  Gleichung  des  Tangentialkegels  vom  Punkte  a;',  y*,  js' 
an  die  Flftche  zweiter  Ordnung 

S  =  ax^+by^+c%*+2fyi+2g%x+2hxy+2lx+2mff+2m-\'d  =  0 
wird,  auf  seine  Axen  bezogen: 

wobei  1„  1„  X,  die  Wurzeln  der  Gleichung  bedeuten: 

a-i       h  g       U^ 

k       b^X       f       U, 
9  f       c-A     U, 

U,      V,       u,      s 


=  0, 


Fortaehr.  d.  lUth.  XIX.  x.  51 
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in    der   gesetzt   ist    U^  =  oa?' +  Äy' -f  p»',      tf,  =  hx' +  by'  -{-fx^j 
U,  =  gx'  +  fy'  +  cM'.  Lp. 


H.  Kbmpb.    Kugel-  und  Kegelfläcbe  in  ihren  Beziehungen 
zu  den  Schwingungscurven.     Dis«.  Marburg.  60  S.  8«. 


Ü.  Rkrmann.    Ueber  Triederschnitte  und  Minimaltetraeder. 

Hoppe  Arch.  (2)  VI.  76-87. 

Schneidet  man  ein  beliebiges  Trieder  durch  eine  Ebene,  80 
entsteht  ein  Triederschnitt  in  Form  eines  Dreiecks.  Ist  der  Ort 
der  Schwerpunkte  dieser  Triederschnitte  gegeben,  so  omhQllen 
ihre  Ebenen  ein  Gebilde.  Die  Natur  dieser  Gebilde  wird  unter- 
sucht, l)  wenn  der  Ort  der  Schwerpunkte  ein  auf  die  Trieder- 
kanten  als  conjugirte  Durchmesser  bezogenes  Ellipsoid  ist, 
2)  wenn  der  Ort  der  Schwerpunkte  eine  Ebene,  3)  wenn  der 
Ort  derselben  eine  Gerade  ist.  Umhüllen  die  Triederschnitte 
eine  Fläche,  so  wird  unter  diesen  Schnitten  einer  ein  Minimal- 
tetraeder abgrenzen.  Die  Analyne  dieses  besonderen  Schnittes 
fuhrt  zu  dem  bekannten  Satz,  dass  der  Schwerpunkt  dieses 
Triederschnitts  mit  dem  Berührungspunkt  der  umhüllten  Fläche 
zusammenfällt.  Sehn. 


B.  Schiel.      Ueber   Kreissehnittfläehen,    die    aus  Ober- 
flachen   zweiter  Ordnung    abgeleitet    werden    können. 

Pr.  Joach.  Gymn.  Berlin. 

Die  hier  zuerst  betrachtete  Fläche  ist  der  Ort  des  Kreises 
in  welchem  eine  durch  die  mittlere  Hauptaxe  eines  EUipsoids 
gehende  Ebene  das  Ellipsoid  schneidet,  wenn  die  Länge  dieser 
Axe  variirt.     Ihre  Gleichung  ist: 

Von  ihr  werden  Hauptschnitte,  Krümmungseigenschaften,  singu- 
lare Punkte  und  Tangentialebenen,  Niveaulinien,  geodätische  und 
Erttmmungslinien,  Volumen  und  Flächeninhalt  berechnet.     Dann 
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werden   die   analog   aas   den  übrigen  Fl&chen  zweiten  Grades, 
welche  Ereisschnitte  haben,  hervorgehenden  Flächen  behandelt. 

H. 

J.  WoLSTENHOLME,  T.  R.  Terry,  H.  London.     Solution 

of  questiou    8593.     Ed.  Times  XLYI.  65. 

Wenn  bei  der  Fläche  aa;*  +  6y '  +  (?*•  =  1  die  Sehne  PQ  in 
P  normal  zur  Fläche  und  a  -f  6  4-  c  =  0  ist,  so  ist  PQ  das  har- 
monische Mittel  zwischen  den  beiden  HauptkrQmmungsradien  in  P. 

Lp. 

G.  H.  Halphen.      Un    th^or^me  sur  les  arcs  des  lignes 
g^od^siques  des  snrfaces  de  r^volution  du  second  degr^. 

CR.  CV.  583-584. 

Hat  man  auf  einer  von  zwei  confocalen  Flächen  zweiter 
Ordnung  eine  geodätische  Linie,  so  bestimmt  jede  Tangente  der 
letzteren  auf  def  anderen  Fläche  zwei  Punkte,  welche  bei  Ver- 
änderung des  Berührungspunktes  zwei  getrennte  Curven  be- 
schreiben. Bei  Rotationsflächen  ist  eine  dieser  Curven  von  der 
anderen  nur  durch  die  Lage  verschieden  und  kann  durch  dne 
Rotation  um  die  Rotationsaxe  der  Flächen  in  dieselbe  übergef&hrt 
werden.  Es  hat  also  jeder  Punkt  y  auf  einer  dieser  Curven 
seinen  homologen  Punkt  auf  der  andern,  oder  sogar,  da  jede 
Curve  aus  unendlich  vielen  congruenten  Aesten  besteht,  welche 
bei  Hyperboloiden  durchs  Unendliche  hindurch  zilsammenhängen, 
unendlich  viele  homologe  Punkte. 

Wählt  man  zwei  solcher  homologen  Punkte  aus,  g  und  y\ 
und  nennt  man  die  ihnen  entsprechenden  Berührungspunkte  der 
Tangente  der  geodätischen  Linie  x  und  x*]  besehreiben  ferner 
bei  einer  Variation  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  x'  die 
geodätischen  Bogen  s  und  ^;  sei  endlich  m  die  Zahl  der  un-t 
endlieh  entfernten  Punkte  zwischen  x  und  x'i  dann  hat  die 
Differenz  s' — s  und  die  algebraische  Summe  der  geradlinigen 
Strecken  ^y+(^l)^'y'  eine  constante  Differenz.  Hierbei  ist  das 
Zeichen  plus  zu  nehmen,  wenn  die  confocale  Fläche  die  geodäti- 
sche Linie  schneidet;  wenn  nicht,  das  Zeichen  minus. 

51* 
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Für  das  Ellipsoid  ist  m  =  0,  wodurch  sich  die  Sache  noch 
einfacher  gestaltet.  A. 

G.  H.  Halphbn.     Un  th^or^me  sur  les  lignes  g^od^siques 
de  TellipsoYde  de  r|6volation  allongd      C.  R.  CV.  535-536. 

Das  kurz  angekflndigte  Theorem  lautet: 

Jede  geodätische  Linie  auf  einem  länglichen  Rotationsellip- 
soid projicirt  sich  auf  die  Aequatorebene  als  eine  Curve,  welche 
aufgefasst  werden  kann  als  die  Bahn  einer  Ellipse  mit  festem 
Mittelpunkt)  welche  auf  dieser  Ebene  rollt,  ohne  zu  gleiten. 

A. 

A.  HüRwiTZ.      üeber  eine  besondere  Raumcurve  dritter 

Ordnung.      Math.  Add.  XXX.  291-298. 

Auf  einer  nach  dem  Erdmittelpunkte  zeigenden  Axe  Z  liegt 
der  Mittelpunkt  eines  Kreises  ÜT  ttber  dem  eines  Kreises  K\  und 
zwar  sind  die  Ebenen  beider  senkrecht  zu  Z.  Unausdehnbare  an 
ihren  unteren  Enden  mit  Gewichten  beschwerte  Fäden  p^  q^  ... 
verbinden  die  Punkte  P,  0,  ...  Ton  K  mit  den  senkrecht  unter 
ihnen  sich'  befindenden  Punkten  F\  Q\  ...  von  K\  ferner  Uuft 
ein  ebenfalls  durch  ein  Gewicht  gespannter  Faden  f  von  einem 
Punkte  von  K  zu  einem  beliebigen  Punkte  von  K\  Durch  eine 
geeignete  Drehung  von  K  gehen  p,  g, ...  in  Erzeugende  einer 
Begelschar  A«  eines  fiotationsbyperboloides  Ha  über,  während 
f  ein  Strahl  der  anderen  Regelschar  Rl  wird.  Die  Fäden  p,  f, ... 
werden  an  den  Stellen,  wo  sie  den  Faden  f  kreuzen,  kenntlich 
bezeichnet  und  dann  durch  eine  weitere  Drehung  von  K  um  die 
Axe  Z  in  Erzeugende  der  Regelschar  A^  eines  neuen  Rotations- 
hyperboloides Hß  ttbergefdhrt.  Auf  Hß  liegen  die  kenntlich  ge- 
machten Stellen  auf  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche 
die  imaginären  Kreispunkte  einer  Ebene  senkrecht  zur  Axe  Z 
enthält;  überhaupt  entsprechen  den  Regelstrahlen  von  Rl  auf  Hß 
Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche  sich  in  den  genannten 
Kreispunkten  berühren. 

Bekanntlich  schneiden  sich  die   den   vier   Dreiseiten   eines 
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Tollslftodigen  Vierseits  nmeehriebenen  Kreise  in  einem  Punkte 
F.  Letzlerer  beschreibt,  wenn  das  Viereeit  als  Schnitt  einer 
Ebene  a  betrachtet  und  o  parallel  zu  sieb  selbat  versohoben 
wird,  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  die  Eckpnnkte 
des  Tetraeders  und  die  imaginftren  Ereispunkte  von  o  enth&lt. 
Bleibt  das  ron  einem  leuchtenden  Funkte  auf  einer  Ebene  0  her- 
vorgebrachte Schattenbild  dreier  gegebenen  Geraden  bei  der  Be- 
wegung des  Punktes  sich  selbst  ähnlich,  so  durchläuft  der  Punkt 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnnug,  welche  durch  die  imagin&rea 
Ereispunkte  tod  ff  gebt  und  zu  deren  Sehnen  jene  drei  Geraden 
gebßren.  Durch  eine  den  imaginären  Eugelkreis  in  zwei  Punk- 
ten schneidende  Raumcurve  dritter  Ordnung  geht  nur  ein  Ro- 
tationshjperboloid.  Js. 


A.  Cantonb.     Un  teorema  sopra  cabica  gobba.    B»».  0. 

XXr.  42  44,  182. 
Das  Doppelverhältnis  der  vier  Tangentialebenen,  die  von 
einem  Leitstrahl  eines  Nuilsystems  aus  eich  an  eine  in  ihm  He- 
gende Raumcorve  dritter  Ordnung  legen  lassen,  ist  äquianbar- 
monisch,  ebenso  dasjenige  der  vier  Punkte,  welche  die    betref- 
fenden Tangenten  auf  dem  Leitstrahl  ausschneiden.    Zwei  dei 
vier  Tangenten  sind  hierbei  imaginär,  die  anderen  beiden  reell. 
Seiner  kurzen  Recboung  legt  Herr  C.  ein  Coordioaten'Tetraeder  zu 
Grunde,  von  dem  zwei  Ecken  auf  der  Curve  li( 
die  Tangenten  und  Scbmiegungeebenen  der  Punkt 
Ebenen  dessetbeu  sind.    Die  beiden  Punkte  kam 
wählen,  dase  ihre  Verbindungslinie  und  damit  d 
der  SobmiegnngsebeneD  den  gegebenen  Leitstrahl 


Hbrtimg.     Ueber  die  gestaUlicben  Verh&ltn 
cheo  dritter  Ordnung  and  ihrer  paraboIis( 
Fr.  AagBbnrg. 
Referat  auf  S.  644  dieses  Bandes. 
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G.  KoHN.     üeber  Flächen  dritter  Ordnung  mit  Knoten- 
punkten.     Wien.  Ber.  XCVl.  1298-1304. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  aü  eine  in  den  Wien.  Ber.  XCV 
(8.  oben  S.  735)  veröflFentlichte  Arbeit  desselben  Verfassers  an,  be- 
titelt „Zur  Theorie  der  rationalen  Curven  vierter  Ordnung**,  und 
zeigt,  dass  sich  mit  Hülfe  der  dort  angestellten  Untersuchungen 
auch  Schlüsse  über  die  Flächen  dritter  Ordnung  mit  Knoten- 
punkten ergeben.  A. 

B.  Mkth.    IJnterguchungen  über  die  asymptotische  FiSche 

dritten    Grades.      Pr.  Königl.  Realgymn.  Berlin    20  S.  4«. 

Die  Erümmungslinien  der  Fläche  xyz  =  1  sind  schon  durch 
die  Untersuchungen  von  Serret  und  Hoppe  über  die  orthogonalen 
Flächensysteme  bekannt.  Der  Verfasser  ermittelt  dieselben  auf 
dem  Wege  directer  Integration,  da  es  ihm  gelungen,  den  sehr 
complicirten  Integrabilitätsfactor  aufzustellen.  Nimmt  man  den 
CoordinatenAnfang  zum  erzeugenden  Punkt  positiver  und  nega- 
tiver Fusspunktsflächen,  so  findet  man,  dass  sie  alle  mit  der 
Fläche  xyz  =  1  dieselben  vier  Punkte  gemeinsam  haben,  welche 
für  alle  Flächen  zugleich  Nabelpunkte  sind  und  dieselbe  Tan- 
gentialebene haben.  Die  gleiche  Eigenschaft  hat  diejenige  zwei- 
schalige  Fläche,  deren  Radienvectoren  der  Grosse  und  Richtung 
nach  den  Hauptkrümmungsradien  der  asymptotischen  Fläche 
entsprechen.  R.  M. 

Sir  R.  8.  Ball.     On  the  plane  sections  of  the  cylindroid. 
Being  the   seventh  Memoir   on   the  theory  of  screws. 

Dablin  Trans.  XXIX,.  1-32. 

Die  Gleichung  des  Schnittes  im  allgemeinen  Falle  wird  auf 
zwei  Axen  bezogen,  die  sich  in  der  Enotenlinie  des  Cylindroids 
schneiden  und  zu  der  Linie  parallel  bezw.  senkrecht  sind,  in 
welcher  die  Schnittebene  die  Hauptebene  schneidet.  Nachdem 
die  Gleichungen  für  die  Verbindungssehne  der  Punkte,  in  denen 
Schrauben  von  gleichem  Windungsparameter  (pitch)  die  Curve 
schneiden,   und  für  die  Parabel,    welche   die  Hüllcurve   solcher 
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Sehnen  ist,  geftinden  worden  sind,  wird  nachgewiesen,  dass 
diese  Parabel  die  Carve  in  drei  Punkten  berührt.  Die  Hyperbel, 
welche  die  HfiUcurve  der  Verbindungssehnen  derjenigen  Punkte 
ist,  in  denen  Paare  reciproker  Schrauben  die  kubische  Curve 
treffen,  berührt  sie  ebenfalls,  wie  gezeigt  wird,  in  drei  Punkten. 
Besondere  Beachtung  wird  den  Schnitten  durch  den  Mittelpunkt, 
denen  parallel  zur  Enotenlinie  und  denen  tangential  zum  Cylin- 
droid  gewidmet.  Die  Ellipse,  in  welche  die  kubische  Curve 
(nebst  einer  Geraden)  ausartet,  erhält  im  letzten  Falle  eine  recht 
Tollständige  Behandlung,  und  es  wird  eine  Beziehung  zwischen 
Paukten  auf  ihr  und  zwischen  Schrauben  auf  dem  Cylindroid 
hergestellt,  welche  zu  der  circularen  Abbildung  führt,  die  in  der 
Abhandlung  „Dynamics  and  modern  geometry"  gegeben  ist. 
Zwei  Tafeln  mit  Abbildungen  des  allgemeinen  Schnittes  und  des 
centralen  Schnittes  sind  der  Abhandlung  angehängt. 

Gbs.  (Lp.) 

R.  A.  R0BBKTS9    SiRCOM.     Solution  of  question  8524. 

Ed.  Times  XLYI.  32-33. 

Das  Bairsche  Cylindroid  »(x*+y*)—2mxy  =i  0  wirft,  von 
der  Sonne  beschienen,  auf  die  Ebene  »  =  0  einen  Schatten, 
dessen  Grenze  eine  Hypocykloide  mit  drei  Spitzen  ist.      Lp. 


D.     Andere  specielle  Raumgebilde. 

K,  RoHN.    Die  Flächen  vierter  Ordnung  hinsichtlich  ihrer 
Knotenpunkte  und  ihrer  Gestaltung.     Math.  Ann.  xxix. 

81-96. 

Der  vorliegende  Aufsatz  ist  ein  Auszug  aus  der  Arbeit  des 
Herrn  Verfassers  mit  gleichem  Titel,  welche  als  gekrönte  Preis- 
Schrift  der  Jablonowski'schen  Gesellschaft  1886  in  Leipzig  bei 
S.  Hirzel  erschienen  ist.    (P.  d.  M.  XVIII.  1886.  765—67.) 

A. 


808  IX*  Absohoitt.    Aoalytisebe  Qeometrie. 

F.  Klein.  Ueber  Configurationen,  welche  der  Kummer'- 
schen  Fläche  zugleich  eingeschrieben  und  umge- 
schrieben  sind.      Math.  ADD.  XXYII.  106-142.  (1886). 

Herr  Rohn  hatte  betreffs  des  in  der  Ueberschrift  geuannten 
Gegenstandes,  von  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen 
ausgebend,  eine  Reihe  von  Sätzen  ausgesprochen  (cf.  F.  d.  M.  XI. 
1879.  313),  welche  hier  im  Zusammenhange  dargelegt  und  nach 
einigen  Richtungen  weiter  geführt  werden.  Der  erste  Teil  der  Ar- 
beit wendet  nur  elementare  liniengeometrische  Mittel  an:  Die  so 
gewonnenen  Ergebnisse  werden  im  zweiten  Teile  unter  Zu- 
grundelegung hyperelliptischer  Parameter  neu  bestätigt  und  gleich- 
zeitig verallgemeinert. 

Als  homogene  Coordinaten  einer  Raumgeraden  g  kann  man 
sechs  Grössen  x,,  a;,, ...,  o;,  ansehen,  wenn  zwischen  ihnen  die  Re- 
lation Sx*  =  0  erfüllt  ist.  Die  Eummer'sche  Fläche  K  wird 
dann  eingeführt  als  Singularitätenfläche  der  einfach  unendlich 
vielen  Complexe  zweiten  Grades 

WO  il  einen  Parameter  bedeutet 

Die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4,  in  denen  g  die  Fläche  K  trifft,  und 
die  vier  (Tangential-)  Ebenen  I,  II,  III,  IV,  welche  man  durch  g  an 
die  Fläche  legen  kann,  sind  in  der  Art  auf  einander  bezogen, 
dass  jeder  Zerlegung  der  vier  Punkte  in  zwei  Paare  eine  Zer- 
legung der  vier  Ebenen  in  zwei  Paare  rational  entspricht 

Correspondirt  nun  z.  B.  der  Ebenenzerlegung  (I,  II)  (III,  IV) 
die  Punktzerlegung  (1,  2)  (3,  4),  so  heissen  die  Paare  (I,  II)  und 
(1,  2),  ebenso  die  Paare  (III,  IV)  und  (3,  4)  bez.  K  „conjugirt**. 

Ein  (der  Fläche  gleichzeitig  ein-  und  umbescbriebenes)  Te- 
traeder, für  welches  je  zwei  seiner  Ebenen  und  die  beiden  Eck- 
punkte, welche  ihre  Durchschnittskante  enthält,  in  Bezug  auf  ÜT 
conjugirt  sind,  heisst  ein  „ausgezeichnetes^  Tetraeder.  Solcher 
giebt  es  fünffach  unendlich  viele.  Ein  ausgezeichnetes  Tetraeder 
steht  zu  den  vier  Wurzeln  der  Gleichung  ^(l)  =  0,  d.  h.  den 
^elliptischen  Liniencoordinaten"  einer  Geraden  (o^),  in  engster 
Beziehung. 
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Man  kann  vod  den  ElemeDten  eines  aosgezeichneten  Tetra- 
eders eine  Ebene  (d.  h.  als  Ebene  von  ÜQ,  ferner  auf  der  Durch- 
scbnittscnrve  derselben  mit  K  drei  Ecken  des  Tetraeders  belie- 
big wählen,  dann  aber  ist  das  Tetraeder  Tollstftndig  und  ein- 
deutig bestimmt  und  mittels  conjugirter  Paare  einfach  con- 
etruirbar. 

Aus  derartigen  Tetraedern  setzen  sich  complicirtere  Confi- 
gurationen  zusammen,  die  ebenAlls  der  Eummer*schen  Fläche 
zugleich  ein-  und  umbeschrieben  sind.  Unter  den  Gebilden  dieser 
Art  spielt  eine  besondere  Rolle  eine  gewisse  Configuration  (16),, 
die  von  den  Doppelpunkten  und  Doppelebenen  je  einer  neuen 
Eummer'schen  Fläche  K'  gebildet  wird,  welche  der  ursprüng- 
lichen in  merkwürdiger  Art  zugeordnet  sind.  Jedes  Tetraeder, 
welches  man  aus  den  Ebenen  und  Ecken  der  genannten  Con- 
figuration bilden  kann,  ist  ein  bez.  K  ausgezeichnetes  Tetraeder. 

Irgend  eine  Ebene  I  der  Configuration  schneidet  ÜT  in  einer 
C^  mit  Doppelpunkt  und  berührt  K'  längs  eines  Kegelschnitts, 
welcher  durch  den  genannten  Doppelpunkt  der  C^  hindurchgeht. 
Die  sechs  weiteren  Schnittpunkte  beider  Gurven  sind  sechs 
Doppelpunkte  von  K\  Zwischen  den  beiden  Kummer'schen 
Flächen  K  und  K'  besteht  geradezu  volle  Gegenseitigkeit. 

Als  hyperelliptische  Integrale,  welche  der  transcendenten 
Behandlung  der  Eummer'schen  Fläche  zu  Grunde  gelegt  werden, 
dienen  die  beiden: 

dl  r  Idk 


wo 


/•a)  =  (i-xja-x,)...a-o 


ist.  tTj  und  tr,  werden  auf  der  zu  YfW  gehörigen  zweiblättrigen 
Riemanu'schen  Fläche  hinerstreckt:  als  untere  Grenze  nimmt  man 
am  besten  einen  der  sechs  Verzweigungspunkte,  etwa  x,.  Hau 
bat  dann  für  jedes  der  beiden  Integrale  die  fünf  Perioden 


Fi  =  2/  ' dw,    wo    2Pi  =  0. 


Es  empfiehlt  sich  aber,  neben  jener  zweiblättrigen  Fläche 
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zweite  32- blättrige,  zu  der  Proportion 

gehörige  Fläche  einzuführen.     Die  Integrale  w  werden    hierbei 
von  der  Form  lo  =  /  (iir,  wo,  wie  ein  für  allemal  bemerkt 

sei,  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  geeignet  zu  normiren  6ind. 

Jedem  Punktquadrupel  (Ap^j,  A,,  XJ  der  32-blättrigen  Fläche 
entspricht  eine  bestimmte  Raumgerade,  nämlich  die,  welche  die 
^,,  A,,  A„  l^  zu  elliptischen  Coordinaten  besitzt;  umgekehrt  jeder 
Geraden  (wegen  der  Zweideutigkeit  der  Quadratwurzeln)  32* 
Punktquadrupel  der  Fläche. 

Diese  Festsetzung  stattet  zugleich  eine  Raumgerade  mit  vier 
Paaren  transcendenter  Parameter  aus,  nämlich 


tCa 


dw  (a  =  1,  2,  3,  4), 


(zu  denen  noch  Perioden  hinzutreten  können):  *  umgekehrt  ist 
durch  ein  solches  System  transcendenter  Parameter  eine  Raum- 
gerade  eindeutig  bestimmt. 

Für  >l,  =  k^  erhält  man  eine  Tangente  der  Kummer'schen 
Fläche,  für  A,  =  A,  =  X^  eine  Haupttangente,  für  Ä,  =  A„  ;i,  ==  A^ 
eine  Gerade  durch  einen  Doppelpunkt  oder  in  einer  der  Doppel- 
ebenen u.  s.  w.  Im  Falle  einer  Tangente  sollen  die  beiden  an- 
gleichen Parameterpaare  lOj,  tr,  speciell  u',  u"  genannt  werden. 
Dann  erteilt  man  zweckmässig  dem  Berührungspunkte  von  K  die 
Parameter 

i/,  —  if,      »,,  i/j  —  w,     w, 

und  der  Bertthmngsebene  die  Parameter 

(r.)  =  «'.+<,  (f,)  =  »*;+<, 

(während  bei  der  Drehung  der  Tangente  in  der  Ebene  um  den 
Punkt  das  Parameterpaar  w^  =  w^  successive  andere  und  andere 
Werte  annimmt).  Umgekehrt  gehört  zu  jedem  Wertsysteme  der 
l/,,  V^  resp.  der  (f/,),  (l/,)  immer  nur  ein  Punkt  bez.  eine  Ebene 
der  Fläche. 
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Zunftobst  werden  jetzt  mit  Httlfe  der  neuen  Parameter  die 
hjperelliptiscben  Gurven  C^  (von  Geschlecbt  Zwei)  studirt,  welche 
die  Tangentialebenen  von  K  aus'  der  Fläche  ausschneiden,  und 

die  sich  auf  die  zu  "^/"(il)  gehörige  zweiblftttrige  FIftcbe  eindeutig 
beziehen    lassen.    An    einer   solchen  C^    werden    die    Integrale 

to  =^   I  die  hinerstreckt,  und  das  AbeFsche  Theorem  für  Schnitte 

mit  Geraden  (und  Kegelschnitten)  aufgestellt. 

Daraus  Iftsst  sich  das  entsprechende  Theorem  für  den  Schnitt 
von  K  mit  einer  Geraden  entnehmen. 

Man  kann  damit  ferner  die  Congruenzen  angeben,  denen  die 
Parameter  einer  Geraden  genügen  müssen,  damit  sie  durch  einen 
festen  Punkt  V  von  K  hindurchgeht,  u.  s.  w.  Conjugirte  Punkte 
und  Ebenen  sind  jetzt  dargestellt  durch 

(U\  (ü)  +  2ir,  +  2to, ;  (U)  +  2tr, ,    (ü)  +  2w,. 

Nunmehr  bietet  die  transcendente  Darstellung  und  Behand- 
lung der  früheren  Gonfigurationen  keine  wesentlichen  Schwierig- 
keiten mehr,  und  die  daran  anschliessenden  Verallgemeinerungen 
drängen  sich  geradezu  mit  Notwendigkeit  auf.  My. 

P.  ROhrich.     üeber  eine  besondere  Fläche  vierter  Ord- 
nung und  deren  Hesse'sche  Fläche.    Fr.  Ritter-Akad.  Lieg- 

Ditz.  19  S.  4». 

Die  fragliche  Flftche  wird  gebildet  durch  die  Gesamtheit  aller 
Geraden,  welche  zwei  gegebene  windschiefe  Geraden  so  schneiden, 
dass  der  zwischen  diesen  liegende  Abschnitt  eine  eonstante  Länge 
hat  Da  die  Fläche  auch  erzeugt  werden  kann  durch  die  Ge- 
samtheit aller  Geraden,  welche  ausser  zwei  festen  Geraden  noch 
eine  Ellipse  treffen,  deren  Mittelpunkt  im  kürzesten  Abstand  dieser 
beiden  Geraden  liegt  und  deren  Ebene  denselben  parallel  ist, 
so  kann  sie  zur  Illustration  der  schon  von  Salmon  und  Cayley 
gegebenen  Sätze  über  Regelflächen  mit  drei  Leitlinien  dienen. 

R.  M. 

W.  S.  M'Cay,  P.  H.  Schoute.    Solution  of  question  8840. 

Bd.  Times  XLVII.  40. 
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Für  die  vier  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  den  Seiten- 
flächen eines  festen  Tetraeders  canstruire  man  das  Gentnim  der 
mittleren  Entfernangen.  Wenn  die  Gerade  parallel  mit  sich  im 
Räume  verschoben  wird,  so  ist  der  Ort  dieses  Centrums  eine 
Ebene.  Sind  ferner  A,  fi,  C,  D  die  Inhalte  der  vier  Seitenflächen 
des  Tetraeders,  so  ist  bei  beliebig  gewählter  Richtung  der  Ge- 
raden die  von  allen  zugehörigen  Ebenen  eingehüllte  Fläche  die 
Steiner'sche  Römerfläche: 

VAi+^By  +  yCs  +  yDÜ>  =  0.  Lp. 


J.  J.  Sylvester,  W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  queation 

5955.     Bd.  Times  XL VII.  69-70. 

Unter  einem  räumlichen  Cartesisohen  Ovale  möge  eine  Gurre 
verstanden  werden,  welche  der  Durchschnitt  zweier  Umdrehungs- 
flächen ist,  die  durch  zwei  ebene  Cartesische  Ovale  mit  einem 
gemeinschaftlichen  Brennpunkte  beschrieben  werden.  Umgekehrt, 
wenn  zwei  Punkte  gefunden  werden  können,  deren  Abstände 
von  jedem  beliebigen  Punkte  eines  räumlichen  Gartesischen  Ovals 
lineare  Functionen  von  einander  sind,  so  sollen  sie  Brennpunkte 
heissen.  Der  Ort  solcher  Brennpunkte  ist  eine  ebene  Gurve 
dritten  Grades.  Lp. 


Franz  Meybr.  Ueber  die  mit  der  Erzeugung  der  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  zweiter  Species  verknüpften 
algebraischen  Processe.     Math.  add.  xxix.  447-457. 

Dieser  Aufsatz  beschäftigt  sich  erstens  mit  denjenigen  ratio- 
nalen Ebenenbtischeln,  welche  perspectiv  zu  einer  rationalen 
Raumcurve  vierter  Ordnung  R^  sind,  und  zweitens  mit  denjenigen 
rationalen  Gurven,  welche  perspectiv  zu  den  Schmiegungsebenen 
der  R^  liegen.  Der  Herr  Verfasser  nennt  solche  zur  Gonstruction 
der  R^  verwendbaren  Ebenenbttschel  (resp.  die  von  ihnen  einge- 
httllten  Gurven)  und  Gurven  „erzeugende  Gurven"  der  A^. 

Sind  die  Goordinaten  der  R^  als  Functionen  vierten  Grades 
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eines  Parameters  l  gegeben  in: 

QXi  =  fi(X)  =  a,,  +  aaX  +  -  +  a^i*  (t  =  1,  2,  3,  4), 

und  hat  man  drei  von  einander  linear  unabhängige  zu  R^  per- 
spective Ebenenbttschel  (Elassencurven)  der  Ordnung  v^ ,  v,,  v,  in 

V  V  y 

aui  =  g>i(fi\       aui  =  tpi(ß),      aui  =  XiW, 

so  muss  zunächst  ^",+^9+^3  =^ '^^^^9  ^^^  folgende  Gleichungen 
mQssen  bestehen: 

wobei  <Z>,  'F,  X  unbekannte  ganze  Functionen  von  l  und  /u  sind. 

Wendet  man  diese  Gleichungen  an  zur  Bestimmung  der 
Functionen  ^,,  so  findet  man:  „Die  Goefficienten  der  ganzen 
Functionen  q^iQiX  welche  eine  zur  R^  perspectiv  liegende  ratio- 
nale Curve  Py  v^'  Klasse  darstellen,  bilden  eine  cx>^''-*  lineare 
Schar." 

Nun  wird  gezeigt,  dass  alle  zur  R^  perspectiven  Klassen- 
curven  sich  durch  drei  derselben  bilden  lassen,  für  welche 
y^  =  y,  =  1,  v^  =  2  ist,  und  das  Resultat  in  folgender  Weise 
ausgesprochen : 

„Ist  p  irgend  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  so  sind  sämt- 
liche zur  R^  perspectiven  Klassencurven  P^  geliefert  durch  die 
Formel : 

y  v—l  1  y-1  1  V— 2  2 

wo  die  g>iy  ^,,  Xi  irgend  drei  Systeme  ganzer  Functionen  sind, 
welche  die  obigen  Identitäten  befriedigen,  dagegen  a{fi)^  ß{h)% 
y(fi)  willktlrliche  ganze  Functionen  bedeuten." 

Es  wird  nun  übergegangen  zur  Berechnung  der  zur  R^  per- 
spectiven Ebenenbttschel  erster  und  zweiter  Ordnung.  Zu  diesem 
Zwecke  werden  folgende  Bezeichnungen  eingeführt.  Die  Deter- 
minante : 

\fiß),  fiß,\  fi(.K),  fi(f*)\     wird  gleich    F(X,  l„  A„  fi) 
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A.  Schmitz.      Ueber    eine    bemerkenswerte    Raumcurve 

fünfter   Ordnung.     Pr.  Nenbarg  a.  D.,  Diss.  München.  58  S.  8o. 

In  seiner  Geometrie  der  Lage  bezeichnet  Hr.  Reye  die  von 
allen  Punkten  des  Raumes  auf  ihre  Polarebenen  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  gefällten  Lote  als  die  Axen  dieser 
Fläche  und  spricht  ohne  Beweis  den  Satz  aus^  dass  die  Fuss- 
punkte  der  durch  einen  Punkt  P  gehenden  Axen  eine  Raum- 
curve fünfter  Ordnung  erfüllen.  Mit  dieser  C^  beschäftigt  sich 
die  vorliegende  Arbeit.  Zunächst  werden  ihre  Gleichungen  auf- 
gestellt (die  Goordinaten  eines  Curvenpunktes  sind  rationale 
Functionen  eines  Parameters)  und  nach  den  Plücker-Cayley'schen 
Formeln  ihre  Charaktere  bestimmt.  Aus  den  Gleichungen  wird 
die  Beschaffenheit  der  C^  discutirt  (P  ist  ein  reeller  dreifacher 
Punkt  der  C^,  die  drei  Tangenten  in  ihm  stehen  aufeinander 
senkrecht,  ein  anderer  vielfacher  Punkt  existirt  nicht,  im  Un- 
endlichen liegt  ein  einziger  Punkt)  und  ihr  Verlauf  ermittelt 
Bei  speciellen  Lagen  des  Punktes  P  wird  die  Curve  reductibel. 
Ist  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  Paraboloid  oder  eine  Ro- 
tationsfläche, so  ergeben  sich  einige  Vereinfachungen  resp.  Ab- 
änderungen. Eine  Anzahl  von  Flächen  dritter  und  vierter  Ord- 
nung, auf  denen  die  C^  Hegt,  wird  namhaft  gemacht  und  ins- 
besondere in  Bezug  auf  singulare  Punkte  und  gerade  Linien 
genauer  untersucht.  Die  bisher  auf  analytischem  Wege  erhal- 
tenen Resultate  lassen  sich  auch  durch  synthetische  Betrachtun- 
gen finden.  Der  geometrische  Ort  der  C^,  welche  einem  belie- 
bigen Punkte  P  auf  einem  bestimmten  Durchmesser  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  entspricht,  ist  eine  Fläche  fünfter  Ordnung. 
Zuerst  synthetisch  und  dann  analytisch  werden  deren  singulare 
Punkte,  gerade  Linien  und  Kegelschnitte  ermittelt,  sowie  die 
gegenseitige  Lage  der  sie  erzeugenden  C^  bestimmt.  Nachdem 
nunmehr  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Fläche  fünfter  Ord- 
nung als  rationale  Functionen  zweier  Parameter  X^  fi  dargestellt 
sind,  wird  die  Fläche  auf  eine  Ebene  mit  den  Goordinatena'xen 
A,  fi  abgebildet.  Anhangsweise  giebt  der  Verf.  neue  Beweise  für 
einige  bekannte  Sätze  über  rationale  Curven.  F. 
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K.  FiMK.  lieber  windscliiefe  Flächen  im  Bllgemeinen 
und  insbesondere  Über  solche  des  sechsten  Grades. 
GorretpoodeiiEbl.  t.  d.  Gelehrten-  and  Bealsch.  Wärtt.,  each  *ep.  DiM. 
TÄbingen.  30  B.  S". 

Der  Verf.  giebt  eine  KlasBificatioD  der  nindechiefeD  Flachen 
eechsteo  Grades  in  Bezug  auf  ibr  Geschlecht  und  die  Bescbaf- 
fenheit  ihrer  Doppelcurve  im  Anscbluss  an  die  8chwarz'sche 
Arbeit  über  die  geradlinigen  Flllcben  fOnften  Grades  (J.  für 
Matb.  LXVII).  ZuDftchst  wird  das  Maximum  des  Gescblecbtes 
einer  windschiefen  Fläche  beliebigen  Grades  durch  Ermittelnng 
der  Anzahl  der  Doppelpunkte  derjenigen  Gurre  bestimmt,  welche 
eine  zwei  erzeugende  Gerade  entbaltende  Ebene  ausschneidet. 
FUr  jede  mögliche  Beschaffenheit  des  irreductiblen  Bestandteils 
dieser  Gurre  wird  im  Falle  einer  FUehe  sechsten  Grades  das 
Geschlecht,  die  Ordnung  der  Doppelcarre  und  die  Erzeugung 
als  geometrischer  Ort  der  Verbindungsgeraden  entsprechender 
Punkte  zweier  aufeinander  bezogenen  Gurren  angegeben.  Es 
folgen  einige  algebraiscbe  Untersuchungen  über  windscbiefe 
Flächen  beliebiger  Ordnung,  Über  die  sechster  Ordnung  vom  Ge- 
schlecht Null  (Ordnung  und  Geschlecht  der  Doppelcurre,  Anzahl 
der  dreifachen  Punkte)  und  Ober  specielle  Fl&ciien  sechster  Ord- 
nung vom  Geschlecht  1-  F. 


V.  Jauet.     Snr  les  »urfaces  et  les  courbes  t^tra^drales 
sym^triques.     Add.  de  l'Ec.  Norm.  (3)  IV.  Suppl^m.  3-T8. 
Hit  dem  Mamen  surface  tädraädrales  sym^triqnes  hat  de  la 
Gournerie  Flächen  bezeichnet,  welche  in  den  tetraedrisehen  Coor- 
dinateo  a,  ß,  y,  d  durch  Gleichungen  von  der  Form 
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gleicbeD  Exponeoten  in  bilden.  Der  Herr  VerfasBer  setzt  diese 
UnlerBucliuDgeD  nun  nach  anderen  Gesichtspunkten  fort,  nament- 
lich dadurch,  dass  er  gewisse  iDfinitcsimaleigenschaften  in  Be- 
tracht zieht.  Im  ersten  Teile  untersucht  er  die  KrUmmung  der 
Flächen  und  der  triangulären  Gurven,  Über  welche  er  ein  inter- 
essantes  Theorem  aufstellt.  Uebrigens  ist  seine  Betraclttungs- 
weise  eine  sehr  verallgemeinerte,  so  dass  er  das  erhaltene  Re- 
sultat auch  auf  Flächen  und  ebene  Curven  ausdehnt,  deren  Glei- 
chungen sind 

wo  die  L  lineare  Functionen  der  Coordinateo  sind,  A  ein«  Con- 
stante  bedeutet,  und  die  Summe  der  vier  oder  drei  constanten 
Exponenten  a  gleich  Null  ist  Diese  Curven  und  Flächen  sind 
von  den  Herren  F.  Klein  und  S.  Lie  von  einem  anderen  Gesichts- 
punkte aus  untersucht  (C.  R.  LXX,  F.  d.  M.  II.  1870.  632). 

FOr  die  triangulären  Curven  ergiebt  sich  der  Satz:  Der 
Kegelschnitt,  welcher  dem  Dreieck  des  Systems  umecbriebeD  ist 
und  die  triangulÄre  Carve  in  einem  Punkte  P  berDbrt,  bat  in  P 
einen  Krümmungsradius,  welcher  zu  demjenigen  der  Curve  in  P 
in  einem  constanten  Verhältnis  steht. 

Im  zweiten  Teile  wird  eine  analoge  Eigenschaft  der  tetra- 
edralen  Raumcurven  begründet,  bei  welcher  statt  der  berühren- 
den Kegelschnitte  osculirende  Haumcurven  dritter  Ordnung  auf- 
treten.    Auch  werden  daselbst  die  singulärcn  Punkte  der  triangu- 
™-  '  '■        •  ^      die  zu  der  Curve  ge- 

ig auf  einfache  Typen 
n  welchen  Fällen  die- 
r  elliptische  Integrale 
itte  einige  trianguläre 
lieller  betrachtet,  wo- 
in  Herren  Bonnet  und 
}t  bereits  bewiesenen 

icben  Linien  der  tetra- 
zwar  bereits  bekannt. 
>en   ein,   weil   er  die 
52 
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Die  Linien  v  =  const.  geben  die  erzeugende  CurTe  in  ihren 
verschiedenen  Lagen  an,  die  Linien  y  =  conet.  sind  die  von 
den  einzelnen  Punkten  der  Erzeugenden  beschriebenen  Schrau- 
benlinien. Ist  die  Erzeugende  eine  Gerade,  so  ist  die  Strictions- 
linie  der  Flache  eine  ScbraubeDlinie,  welche  beschrieben  wird 
von  dem  Punkte  der  Erzeugenden,  der  den  kleinsten  Abstand 
TOD  der  Axe  hat  Von  diesen  durch  Gerade  erzeugten  Schrau- 
benfl&chen  sind  drei  Arten  besondere  ausgezeichnet,  die  durch 
die  Tangente,  die  Binormale  und  die  Bauptnonnale  einer  Scbrau- 
benlinie  erzeugt  werden,  von  denen  die  erste  abwickelbar  ist, 
während  die  beiden  anderen  windschief  sind-,  die  letzte  ist  die 
gewöhnliche  Schraubeufl&che  und  kommt  in  der  Arbeit  nicht  in 
Betracht. 

Mit  Hülfe  einfacher  Betrachtungen  entwickelt  nun  der  Herr 
Verfasser  einige  Sätze  Über  die  Schraubenflächen,  von  denen  die 
folgenden  hervorgehoben  werden  mögen: 

Die  Bedingung  dafDr,  dass  die  Erzeugende  asymptotische 
Linie  ist  (selbstTcrständtieh  in  jeder  Lage),  ist  ausgedruckt  durch 
die  Differentiatgleicliung 

Die  Accente  bedeuten  Differentiationen  nach  u.  Ist  p  be- 
liebig gegeben,  so  ist  £  durch  Quadraturen  bestimmt. 

Sind  die  Schraubenlinien  asymptotische  Linien,  so  wird  die 
Fläche  durch  die  Binormale  einer  Schraubenliuie  erzeugt. 

Die  Linien,  welche  bei  einer  Schraubenbewegung  mit  dem 
Parameter  p  um  die  x-Axe  geodätisch  und  orthogonal  zu  den 
durch  ihre  Punkte  beschriebeneu  Schrauhenlinieu  bleiben,  sind 
bestimmt  durch  die  Gleichungen 


=  ^eosu,   1]  =  ^sinu. 


C  =  -i/,.d„. 


en,  auf  welchen  eine  Loxndromie 
Axe  mit  der  Rotalionsaxc  zu- 
'linder. 

ir,  dessen  senkrechter  Querschnitt 
,    solche    Linien,   die  bei   einer 
.    52* 
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Sehraubenbewegung  um  die  Spiralaxe  geodAtigeb  und  ortbogonal 
KU  den  Scbraubenlinien  bleiben;  dieselben  haben  die  Geatalt  von 
Parabeln,  welche  auf  die  cylindrische  Fläche  aufgewickelt  sind. 
Damit  die  Erzeugenden  orthogonale  Trajectorien  eines  Sys- 
tems geodätischer  Linien  seien,  muss  sein 

(?'  +  e"  +  rxp'  +  f  •)  -  (e'  +  P^r  =  fl'Ce'  +  e"  +  T*), 

woraus  sich  ^  durch  Quadratur  bestimmen  lässt.  Von  diesem 
Resultat  wird  noch  eine  specielle  Anwendung  auf  gewisse 
Rotationsflächen  gemacht. 

Endlich  wird  von  einer  Schraubenfläche,  deren  Erzeugende 
ein  Kreis  ist,  dessen  einer  Durchmesser  auf  die  Rotationsaxe 
fällt,  und  dessen  Radius  =  p  ist,  bewieseti,  dass  die  orthogo- 
nalen Trajectorien  der  Kreise  geodätische  Linien  sind.      Ä. 


M,  PiERi.     Intorno  alle  superBcie  elicoidali.      G«DOTa  o. 

66-18. 

Der  Verfasser  wendet  die  klassischen  Formeln  der  infinite- 
simalen  Geometrie  auf  die  Schraubenflächen  (Helikoidc)  an, 
welche  er  auf  ihre  Schraubenlinien  und  ihre  Meridian profile  be- 
zogen annimmt.  Unter  Voraussetzung  einer  verticalen  Axe  be- 
weist er  leiciit: 

„Die  Tangenten  an  den  asymptotischen  Linien,  welche  durch 
einen  Punkt  P  der  Oberfläche  geben,  sind  harmonisch  conjngirt 
in  Bezug  aul  die  Schraubenlinie  und  auf  die  Linie  stärksteu 
Falles  der  Fläche,  welche  beide  durch  P  gehen.  Die  abwickelbaren 
Helikoide  sind  die  einzigen  schraubenförmigen  Oberflächen,  welche 
die  Niveaulinien  und  die  Linien  stärksten  Falles  zu  Erümmungs- 
linien  haben.  Unter  den  schraubeufijrmigen  Flächen  besitzen 
nur  die  abwickelbaren  die  Linien  stärksten  Falles,  als  geodätische 
Linien;   dagegen   sind   diejenigen,    welche  die  Linien  stärksten 
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stellten  Formeln,  welche  zur  Darstellung  dieser  Flächen  dienen, 
enthalten  elliptische  Integrale.  Durch  Benutzung  der  gewöhn- 
lichen Methoden  findet  der  Verf.  danach  die  Schraubenflächen, 
welche  sich  auf  andere  analoge  Flächen  derartig  abwickeln 
lassen,  dass  die  Profile  der  beiden  Flächen  entsprechende 
Linien  sind;  ihre  Bestimmung  hängt  auch  von  elliptischen  Inte- 
gralen ab. 

Durch  Beziehung  der  untersuchten  Oberflächen  auf  die  Pro- 
file und  auf  die  Niveaulinien  sucht  der  Verf.  endlich  diejenigen 
Helikoide  auf,  welche  auf  andere  Oberflächen  gleicher  Art  so 
bezogen  werden  können,  dass  die  Linien  stärksten  Falls  ent- 
sprechende Linien  sind;  er  gelangt  zu  dem  Schlüsse,  dass  der 
einzige  Fall,  in  welchem  das  vorkommt,  bei  einem  abwickelbaren 
Helikoide  eintritt,  welches  sich  auf  ein  anderes  so  legen  lässt, 
dass  die  Geraden  des  ersten  auf  die  des  zweiten  fallen. 

La.  (Lp.) 

F.  Schiffner.     Die  sphärische  Schleifenlinie.    Hoppe  Arch. 

(2)  V.  160-171. 

Wenn  ein  orthogonales  Axensystem  (der  x,  y,  z)  gleichzeitig 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  um  zwei  Axen  (der  x  und  &)  rotirf, 
so  beschreibt  ein  Punkt  y  =  r  auf  der  dritten  Axe  eine  8- för- 
mige sphärische  Curve  C,  welche  hier  sphärische  Schleifenlinie 
heisst  Ihre  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  anfängliche  Axen- 
lage  sind: 

X  =:  r  sina  coso,    y  =^  r  cos'a,    z  =^  r  sina. 
Eb  werden  ihre  Eigenschaften  und  die  der  miterzeugten  Gebilde 
und  Projectionen   entwickelt.     Unter  anderm  ist  C  Schnitt  von 
vier.  Flächen   zweiten   Grades;   die   stereographische  Projection 
von  C  ftlr  das  Gentrum  (OrO)  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

H. 

E.  Obkinghaus.     lieber  die  Pseudosphäre.     Hoppe  Arch.  (2) 

V.  217-218. 

Ist  (opj,  y,)  der  Fusspunkt  der  Senkrechten,  die  vom  End- 
punkte der  Ordinate  eines  beliebigen  Punktes  (a;,  y)  der  Ketten* 
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linie  y  =  ^(e*  -f-  e-*)  auf  die  Tangente  in  diesem  Punkte  gefällt 
ist,  und  wird  die  Eettenlinie  um  die  x-Axe  gedreht,  so  beschreibt 
die  Curve  der  Punkte  (a;,,  y^)  eine  Fläche,  die  mit  der  Beltrami'- 
sehen  Psendosphäre  identisch  ist.  Schg. 


E.  Liebheit.     Ueber  die  Dupin'sche  Cyklide.    Die«.  Halle. 

38  S.  8°. 

K.  Simon.     Ueber  den  Punkt  kleinster  Entfernungssumme 
und  die  Flächen  -Sr.  =  const.    Dies.  Haue.  46  S.  8«. 


A.  Kadrsch.     Ueber  die  Einhfillungsflächen  von  Potenz- 
ebeuenscharen.    t>i88.  Marbarg.  33  S  4^ 


A.  G.  Greenhill.      Sumner  lines   on   Mercators    cbart 

Mess.  (2)  XVI.  162-167. 

Eine  Sumner -Linie  ist  das  Bild  eines  Eleinkreises  auf  der 

« 

Kugel  in  der  Mercator'schen  Karte.  In  dem  vorliegenden  Auf- 
satze betrachtet  der  Verf.  die  Form  der  Sumner  -  Linien  nach 
analytischer  Methode.  Es  wird  ermittelt,  dass  die  Bogen  der 
Sumner-Linien  elliptische  Integrale  erster  Gattuug  sind. 

Glr.  (Lp.) 

G.  Darboux.      Sur  un  problfeme  relatif  k  la  thöorie  des 
surfaces  minima.    C.  R.  civ.  728-733. 

In  einer  frühern  Mitteilung  (CR.  CIL  15)3-1517,  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  778)  hatte  der  Herr  Verfasser  ein  bekanntes  Pro* 
blem  über  die  Minimalflächen  auf  zwei  Arten  gelöst  und  auf 
eine  dritte  Lösung  hingewiesen,  welche  auf  einer  von  Herrn 
Ribaucour  (Etüde  des  ^lassoi'des  ou  surfaces  a  courbare  moyenne 
nulle.  Brux.  M6m.  cour.  in  4^  XLV,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  708) 
angegebenen  Erzeugung  dieser  Flächen  beruht.  Mit  dieser  drit- 
ten  Lösung  beschäftigt  sich  die  vorliegende  Note, 
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Herr  Lie  erzeugt  bekanntlich  allgemein  die  Minimalflächen 
dadurch,  dass  er  auf  zwei  Minimaicurven  (das  sind  Curven, 
deren  Bogendifferential  Null  ist)  F  und  /",  zwei  beliebige  Punkte 
M  und  Ifj  verbindet  und  die  Verbindungslinie  halbirt.  Der  Ort 
des  Halbirungspunktes  ist  die  Minimalfläche,  deren  Tangential- 
ebene in  fi  den  Tangenten  der  Minimaicurven  in  M  und  in  M^ 
parallel  ist. 

Die  Erzeugung,  welche  Herr  Ribaucour  gegeben  hat,  ist  die 
folgende:  Es  seien  gegeben  zwei  abwickelbare  Flächen,  welche 
durch  den  unendlich  entfernten  Kugelkreis  gehen.  Man  con- 
struire  eine  gemeinsame  Tangente  beider  und  errichte  in  der 
Mitte  zwischen  beiden  Berührungspunkten,  im  Punkte  /9,  eine  auf 
der  Tangente  lotrechte  Ebene.  Die  Eingehüllte  dieser  Ebene 
ist  die  allgemeinste  Minimalfläche.  Der  Ort  der  Punkte  ß  wird 
Mittelfläche  (surface  moyenne)  genannt. 

Herr  Darboux  erwähnt  nun  zunächst  noch  folgenden  Satz: 

Wenn  man  durch  eine  Erzeugende  einer  Regelfläche  die  bei- 
den Tangenten  an  den  unendlich  entfernten  Kugelkreis  legt,  so 
erhält  man  zwei  Tangentialebenen  der  Regelfläche,  deren  Be- 
rührungspunkte auf  der  Erzeugenden  liegen.  Der  Halbirungspunkt 
der  Strecke  zwischen  diesen  beiden  Berührungspunkten  ist  der 
Centralpunkt  (Strietionspunkt)  der  Erzeugenden,  und  die  Strecke 
selbst  ist  der  mit  2t  multiplicirte  Verteilungsparameter;  dieser 
Satz  gestattet  eine  Folgerung  in  Bezug  auf  das  oben  besprochene 
Strahlensystem,  die  bereits  von  Herrn  Ribaucour  herrührt;  und 
diese  Folgerung  benutzt  Herr  Darboux,  um  das  von  ihm  früher 
gelöste  Problem  in  folgender  Weise  zu  lösen: 

„Um  alle  Minimalflächen  zu  erhalten,  welche  einer  gegebenen 
abwickelbaren  Fläche  eingeschrieben  sind,  bestimme  man  alle 
Regelflächen,  deren  Erzeugende  normal  auf  den  Ebenen  von  J 
sich  befinden,  und  für  welche  der  Centralpunkt  jeder  Erzeugenden 
in  der  entsprechenden  Ebene  von  J  liegt.  Die  Rflckkehrkanten 
der  beiden  abwickelbaren  Flächen,  welche  jeder  dieser  Regel- 
flächen  und  dem  unendlich  entfernten  Kugelkreise  umschrieben 
sind,  sind  die  beiden  Minimaicurven  (F),  (F,),  mit  deren  Hülfe 
man  die  entsprechende  Minimalfläche  wie  oben  erzeugen  kann.*' 
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Die  hier  angedeutete  Constraction  wird  nua  analytiseii  ge- 
nauer durchgeführt.  A. 


J.  Weingarten,     üeber  die  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form  36+D+3  =  ^  darstellbaren  Minimalfläohen. 

Gott.  N.  272-275. 

Die  im  Titel  bezeichneten  Minimalflächen  sind  von  Herrn 
H.  A.  Schwarz  (Fortgesetzte  Untersuchungen  über  specielle 
Minimalflächen,  Berl.  Ber.  1872,  3-27)  besprochen.  In  der  ange- 
führten Gleichung  sind  X,  D,  3  Functionen  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  x^  y^  Zy  von  denen  die  eine  nur  von  js  abhängt. 
Herr  Weingarten  beweist  in  der  vorliegenden  Note,  dass  die 
von  Herrn  Schwarz  gefundene  Klasse  von  Flächen  die  einzige 
Klasse  von  Minimalflächen  ist,  deren  Gleichung  in  die  angegebene 
Form  gebracht  werden  kann.  A. 


E.  GouRSAT.     Sur  la  th^orie  des  surfaces  minima. 

C.  R.  CV.  743-746. 

Herr  Lie  hat  den  Zusammenhang  der  Theorie  der  Minimal- 
flächen mit  der  der  Minimalcurven  aufgedeckt,  d.  h.  derjenigen 
Curven,  deren  Tapgenten  den  unendlich  entfernten  Kugelkreis 
schneiden,  oder  deren  Bogenelement  Null  ist.  Es  geht  unter 
anderem  aus  seinen  Betrachtungen  hervor,  dass  einer  gegebenen 
Minimalcurve  eine  einzige,  vollständig  bestimmte  Minimalfläche 
entspricht.  Unterwirft  man  die  Minimalcurve  einer  reellen  Ver- 
rUckung,  so  erleidet  die  Minimalfläche  ebenfalls  nur  eine  reelle 
Verrttckung.  Erleidet  aber  die  Minimalcurve  eine  imaginäre 
Verrückung,  so  verändert  die  Minimalfläche  ihre  Gestalt.  Diesen 
Vorgang  macht  nun  der  Herr  Verfasser  zum  Gegenstande  einer 
genaueren  Untersuchung,  und  er  stellt  die  Gesetze  der  Verwandt- 
schaft auf,  welche  zwischen  derartigen  Minimalflächen  auftreten. 
Hierbei  zeigt  sich  die  Vereinfachung,  dass  jede  imaginäre  Dre- 
hung sich  zusammensetzt  aus  einer  imaginären  Drehung  um  eine 
reelle  Axe  und  aus  einer  reellen  Drehung.    Man  kann  sich  des- 
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halb  bei  der  Betrachtung  der  Drehungen  auf  die  erstgenannte 
Art  beschränken.  Diese  Transformation  wird  unter  Zugrunde- 
legung der  Weierstrass'schen  Darstellung  der  Minimalflächen 
durchgeführt  und  näher  untersucht.  A. 


P.  Appell.     Surfaces  telles  que  Torigine  se  projette  sur 
chaque   normale  au  milieu    des   centres    de   cowrbure 

principaUX.      American  J.  X.  175-186. 

• 

Wenn  man  eine  Fläche  suchte  welche  so  beschaffen  ist,  dass 
jedes  unendlich  dünne  Bündel  ihrer  Normalen  eine  Kugel  in 
zwei  gleich  grossen  Flächenstücken  durchschneidet,  so  findet  man, 
dass  die  senkrechte  Projection  des  Mittelpunktes  0  dieser  Kugel 
auf  jede  Normale  sich  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Haupt- 
krümmungsmittelpunkten  befinden  muss.  Ist  umgekehrt  diese 
letztere  Bedingung  erfüllt,  so  wird  jede  Kugel  mit  dem  Mittel- 
punkte 0  von  einem  unendlich  dünnen  Normalenbündel  der 
Fläche  in  zwei  gleichen  Flächenstücken  geschnitten.  Dies  hat 
der  Herr  Verfasser  in  seiner  Abhandlung  Sur  les  d^blais  et 
remblais  (M^moires  pr^sent^s  par  divers  savants  a  TAcad^mie 
des  Sciences  XXIX.  No.  3  p.  133-137)  gezeigt. 

Diese  Flächen,  welche  in  einem  bemerkenswerten  Zusammen- 
hange mit  den  Minimalflächen  stehen,  werden  in  der  vorliegen- 
den Arbeit  eingehend  untersucht.  Als  Parameter  werden  nach 
Darboux  folgende  complexe  Grössen  s  und  s^  eingeführt.  Sind 
a,  ß^  y  die  Richtungscosinus  der  Normalen  einer  Fläche,  also 
zugleich  die  Coordinaten  der  Abbildung  des  Flächenpunktes  auf 
die  Gauss'sche  Kugel,    dann  ist  a^  +  ß^  =  1— y'j  i^^d  man  setzt 


a+ßi    ^     1+y     ^  ^  a-ßi    ^  J_+r 

1— y  a—ßi  '  i—y  cc  +  ßi' 


so  dass  jedem  complexen  Werte  s  eine  gewisse  imaginäre  (punk- 
tirte)  Gerade  der  einen  Schar  auf  der  Gauss'schen  Kugel  ent 
spricht,  jedem  s^  eine  Gerade  der  zweiten  Schar. 
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Man  findet  dann  leicht 

^")       "-1+^'    ^--ITii^^    ^-Tf^- 

Sollen  a,  ß^  y  reell  sein,  so  müssen  5  und  s^  conjugirt  sein,  und 
umgekehrt. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  der  Fläche  ist 

aii)     ^c«+«o)  ^-  »y(*o  -0 + <^K  - 1)  =  <«*o + 1)  = «, 

wo  t>  den  Abstand  der  Tangentialebene  von  0  bedeutet. 

Ist  u  als  Function  von  5  und  5^  gegeben,  so  findet  man 
die  Fläche  als  Enveloppe  der  mit  s  und  $^  variirenden  Ebene  (III); 
mithin  sind  die  Coordinateu  des  Flächenpunktes  folgendermassen 
dargestellt : 

-^~  -f  *«— #  -^-- 
(IV)  aj  +  ty  =  — •  ^* 


1+Wo 

dn     ,  5  ÖM  ,       du    ,         dti 


l+«*o  I+««o 

Irgend  zwei  verschiedenen  Functionen  u  und  ti,  entsprechen  zwei 
verschiedene  Flächen,  welche  durch  die  Parameter  s  und  t^  in 
der  Art  auf  einander  abgebildet  sind,  dass  in  entsprechenden 
Punkten  die  Normalen  beider  Flächen  gleich  gerichtet  sind.  Es 
hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  Difi*erentialgleichungen 
der  KrUmmungsIinien  und  der  asymptotischen  Linien,  die  Haupt- 
krtlmmungsradien  und  die  Coordinateu  der  HauptkrQmmungs- 
mittelpunkte  darzustellen,  sowie  diejenigen  des  Punktes,  der  in 
der  Mitte  zwischen  beiden  liegt;  sie  seien  X,  Y,  Z.  Soll  nun  die 
Fläche  1  die  oben  besprochene  Eigenschaft  haben,  so  muss 
X'a  +  Tß-^-Vy  =  0  sein.  Hieraus  ergiebt  sich  für  m  die  Diffe- 
rentialgleichung 

(V)        -373r-(l+*0-*-^r-*o-3r--" 


also  auch 
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WO  f  eine  willkürliche  analytische  Function,  f^  die  conjngirte 
bedeutet.  Bezeichnet  man  endlich  den  reellen  Bestandteil  einer 
oomplexen  Grösse  w  mit  A(tr),  so  sind  die  Coordinaten  eines 
Puuktes  der  Fläche  ^ 

(VI)  x^R [r « (1-,^)  +  y/;^^  f{s)] , 


=  4*^^'«-*4f:S-H- 


Jeder  analytischen  Function  f(ji)  entspricht  also  eine  Fläche  X 
Vermehrt  man  f(s)  um  eine  Constante,  so  geht  die  Fläche  2  in 
eine  Parallelfläche  über.  Ist  f{s)  algebraisch,  so  ist  es  auch  die 
Fläche  X  Besonders  einfache  Fälle  ergeben  sich,  wenn  man 
setzt  f($)  =  c  (Kugel  um  0),  f{$)  =  aln^  (Umdrehungsfläche, 
deren  Meridian  eine  Parabeievolvente  ist),  ((/)  =  {a-\'b%)\xis  (die 
Fläche  besteht  aus  unendlich  vielen  parallelen  Schalen). 

Die  Differentialgleichungen  der  Ertimmungslinien  und  die 
der  asymptotischen  Linien  nehmen  einfache  Formen  an,  die  er- 
stere   ist  in  vielen  Fällen  integrabel,  z.  B.  ftlr  f\s)  =  cw"  und 

Der  Zusammenhang  der  Flächen  2  mit  den  Minimalflächen 
ergiebt  sich  nun  auch  einfach.  Als  Differentialgleichung  der 
Minimalflächen  findet  man  nämlich  die  Gleichung 

durch  deren  Differentiation  nach  s  und  s^  die  Gleichung 

und  die  analoge  entsteht.    Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man  setzt 

(VIII)     u^u^^s^^s,    ^"« 


ds        •'^    ds^  ' 

eine  der  Gleichungen  (V)  und  (VII)  die  andere  zur  Folge  hat. 
Kennt  man  die  Coordinaten  der  Minimalfläche  a;,  y,  a,  so  zeigt 
sich  sofort,  dass  js,  =  —  r  ist. 
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hi  also  irgend  eine  Minimalfläche  s^  gegeben,  so  entspricht 
ihr  eine  einzige  Fläche  S  and  zwar  in  der  Art,  dass  der  Abstand 
der  Tangentialebene  von  2  von  0  der  Coordinate  Z,  der  Minimal- 
flache  entgegengesetzt  gleich  ist.  Umgekehrt  entsprechen  einer 
Minimalfläche  2  unendlich  viele  Minimalflächen,  welche  aber 
durch  eine  Translation  parallel  der  x^- Ebene  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  können. 

Ferner  zeigt  sich,  dass  einer  Verschiebung  der  Minimalfläche 
parallel  der  Ä-Axe  der  Uebergang  von  einer  Fläche  2  zu  einer 
Parallelfläche  entspricht.  In  einem  ähnlichen  Zusammenbange, 
wie  mit  den  Minimalflächen,  stehen  die  Flächen  2  mit  gewissen 
von  Herrn  0.  Bonnet  betrachteten  Flächen  S„  für  welche  der 
Ort  der  Mitten  zwischen  den  HauptkrQmmungscentren  eines 
Punktes  die  a;y- Ebene  ist,  und  von  welchen  Herr  Appell  gezeigt 
hat,  dass  ihre  Normalen  zwei  Ebenen,  parallel  der  ary- Ebene, 
äquivalent  (d.  h.  nach  Gleichheit  des  Flächeninhalts)  auf  ein- 
ander abbilden.     Die  Differentialgleichung  dieser  Flächen  S^  ist 

Setzt  man  dann 


80  ist  -^-ö —  =  0,  80  dass  v  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  (V). 
Mithin  liefert  die  Relation 

„  =  (1+".)«'  ^-rrj^b-'-ar-'o-di^} 

die    entsprechende     Fläche    2j   und    es    ist    d  =  — ^  j»,, 

wenn  .r,,  y,,  »^  die  Coordinaten  des  Punktes  S,  sind.  Es  lässt  sich 
also  aus  einer  Bonnet'schen  Fläche  die  entsprechende  Fläche  2  in 
analoger  Weise  construiren,  wie  aus  einer  Minimalfläche,  nur 
dass  statt  der  s- Coordinate  die  Länge  der  Normale  bis  zar  my- 
Ebene  auftritt.  Parallelen  Bonnet'schen  Flächen  entsprechen 
parallele  Flächen  S* 
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Umgekehrt  entspricht  jeder  Fjäche  2,  abgesehen  von  der 
Verschiebang  parallel  der  o;^- Ebene,  eine  einzige  Bonnet'sche 
Fläche. 

Dieses  Entsprechen  zwischen  den  Flächen  2  und  S,  fahrt 
den  Herrn  Verfasser  noch  zu  einem  interessanten  Resultat  bezüg- 
lich des  Problems  Sur  les  döblais  et  remblais,  welches  man  so 
aussprechen  kann:  Jedem  System  von  Wegen,  durch  welche  die 
Massen-Elemente  eines  homogen  mit  Masse  belegten  ebenen 
Fiftohenstückes  auf  die  günstigste  Weise  nach  einem  gleich 
grossen  Stück  einer  parallelen  Ebene  verlegt  werden;  entspricht 
ein  System  von  Wegen,  durch  welche  dieselbe  Aufgabe  fUr  zwei 
gleich  grosse  Stücke  derselben  Kugel  gelöst  wird. 

Dies  ist  der  Hauptinhalt  der  durch  elegante  und  durchsich- 
tige Darstellung  und  durch  ihre  Resultate  ausgezeichneten  Arbeit. 

A. 

L.  Saalschutz.      Ueber  die  Carve,  deren   Rotation  die 
kleinste  Oberfläche  erzeugt.    Hoppe  Arch.  (2)  v.  131-159. 

Sollen  zwei  Punkte  einer  durch  eine  Gerade  begrenzten 
Halbebene  durch  eine  Linie  der  Ebene  verbunden  werden,  welche 
bei  der  Rotation  um  die  die  Halbebene  begrenzende  Gerade  die 
kleinste  Oberfläche  erzeugt,  so  findet  man  nach  den  gewohnlichen 
Methoden  der  Variationsrechnung,  dass  die  Linie  Bogen  einer 
Kettenlinie  sein  muss,  welche  die  Rotationsaxe  zur  Basis  hat. 
Nimmt  man  also  die  Basis  zur  a;-Axe,  setzt  die  Coordinaten  von 
C  gleich  a  und  ä^,,  die  von  D  gleich  6  und  ä,  so  wird  die  Glei- 
chung der  Kettenlinie 

x-k  ac— t 

und   die    Integrationseonstanten  c  und  k    müssen    so    bestimmt 
werden,  dass 

Es  treten  nun  aber  folgende  Fälle  ein.  Entweder  es  giebt 
zwei   Kettenlinien,   welche  den  Bedingungen  genügen.     Bei  der 
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flacheren  schneiden  sich  die  Tangenten  in  den  beiden  Endpunkten 
innerhalb  der  Halbebene,  bei  der  steileren  aasserhalb  derselben. 
Alsdann  liefert  nur  die  flachere  Curve  ein  Minimum.  Oder  es 
giebt  keine  reelle  Eettenlinie  der  Art,  dann  ist  kein  Minimum 
vorhanden.  Im  Uebergangsfall  schneiden  sich  die  Tangenten 
auf  der  Axe,  und  es  ist  auch  dann  kein  eigentliches  Minimum 
vorhanden.  Der  Widerspruch,  der  in  diesen  (wie  in  ähnlichen^ 
Resultateu  der  Variationsrechnung  zu  liegen  scheint,  veranlasste 
den  Herrn  Verfasser,  das  Problem  nach  zwei  Richtungen  weiter 
zu  verfolgen. 

Im  ersten  Teile  seiner  Arbeit  sucht  er  den  Uebergang 
zwischen  den  Fällen,  wo  ein  Minimum  existirt,  und  denjenigen, 
wo  es  nicht  existirt,  aufzudecken.  Er  speoialisirt  dazu  das  Pro- 
blem, indem  er  die  Ordinaten  der  gegebenen  Endpunkte  h^  und 
h^  gleich  gross  annimmt,  dann  aber  durch  C  und  D  alle  mög- 
lichen Kettenlinien  legt,  deren  Axen  parallel  der  a;-Axe  liegen, 
und  diejenige  Kettenlinie  aufsucht,  welche  die  kleinste  Rotations- 
fläche liefert.  Er  findet  dadurch  selbstverständlich  eine  Bestäti- 
gung des  Resultates  der  Variationsrechnung*,  er  fügt  die  Bemer- 
kung hinzu,  dass  im  Uebergangsfalle  und  im  zweiten  Hauptfalle 
ein  Minimum  existire,  ^welches  die  Variationsrechnung  nicht 
liefere" ;  die  Linie  besteht  alsdann  aus  den  beiden  Ordinaten  h^ 
und  h^  und  dem  zwischen  ihnen  liegenden  Teile  der  Abscis- 
senaxe. 

Im  zweiten  Teile  stellt  er  sich  die  Aufgabe,  wenn  der 
Punkt  C  gegeben  ist,  zu  ermitteln,  innerhalb  welches  Gebietes 
der  Ebene  der  zweite  Punkt  D  liegen  muss,  damit  der  erste  der 
oben  genannten  Fälle  eintrete,  und  findet  als  Begrenzungscurve 
die  Enveloppe  aller  durch  C  gelegten  Kettenlinien ,  welche  die 
a;-Axe  zur  Basis  haben,  wie  dies  wohl  von  vornherein  einzu- 
sehen ist. 

Der  eigentliche  Grund  des  scheinbaren  Widerspruches  ist 
von  dem  Herrn  Verfasser  nicht  aufgedeckt.  Er  liegt  darin,  dass, 
wenn  man  die  Oberfläche  durch  die  analytische  Formel 

yds 
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definirt,  dieselbe  bei  passender  Wahl  der  Carve  jeden  beliebigen 
Wert  zwischen  +  <x>  und  —  cx)  annehmen  kann,  weil  y  auch  ne- 
gatiye  Werte  beliebiger  Grösse  durchlaufen  kann.  Unter  dieser 
Voraussetzung  giebt  es  kein  absolutes  Minimum  oder  Maximum; 
dagegen  existirt  im  Falle  1  ein  relatives  Minimum  und  ein 
relatives  Maximum.  Im  Uebergangsfalle  sind  diese  beiden 
zusammengefallen,  und  es  existirt  dann  weder  ein  relatives 
Minimum  noch  ein  relatives  Maximum,  ebenso  wenig  existiren 
solche  im  Falle  2.  —  Lässt  man  dagegen  nur  positive  Ober- 
flächenteile zu,  so  darf  auch  y  nur  positiv  genommen  werden;  ist 
also  nicht  mehr  unbeschränkt  reell  veränderlich.  Dies  ist  ein 
Fall,  wie  Referent  ihn  in  seinen  Abhandlungen  (F.  August:  „Ueber 
die  günstigste  Form  der  Geschossspitzen  nach  der  Kewton'schen 
Theorie".  Arch.  f.  Art.  XCIV.  und  „Ueber  die  Rotationsfläche  klein- 
sten Widerstandes  etc.,  J.  für  Math.  CHI.  1,  Referat  in  diesem 
Bande,  Abschnitt  X,  Cap.  4A)  bei  Gelegenheit  eines  anderen 
Variationsprobleras  bemerkt  und  dann  auch  bei  mehreren  ähn- 
lichen Problemen  festgestellt  hat,  und  welcher  sich  nach  den 
von  ihm  entwickelten  Methoden  vollständig  untersuchen  lässt. 
Es  ergeben  sich  im  Falle  1  ein  relatives  Maximum,  nämlich  die 
steilere  Gurve,  und^zwei  Minima,  nämlich  die  flachere  Curve 
und  die  gebrochene  Linie  CABD\  eines  von  beiden  ist  relativ, 
das  andere  absolut.  Im  Falle  2  und  im  Uebergangsfalle  existirt 
kein  Maximum  und  nur  ein  absolutes  Minimum,  nämlich  die  ge- 
brochene Linie  CABD.  A. 


G.  HoRMANN.  ÜDtersuchung  über  die  Grenzen,  zwischen 
welchen  Unduloide  und  Nodpide,  die  von  zwei  festen 
Parallelkreisflächen  begrenzt  sind,  bei  gegebenem  Vo- 
lumen ein  Minimum  der  Oberfläche  besitzen.  Diss.GBt- 

ÜDgen.  53  S   8<^. 

W.  HowE.      Die    Rotationsflächen,    welche    bei    vorge- 
schriebener Flächengrösse  ein  möglichst  grosses  oder 
kleines  Volumen  enthalten.     Diss.  Berlin.  24  s.  4«. 
Da  die  beiden  in  den  vorliegenden  Inaugural- Dissertationen 
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behandelten  Probleme  analytisch  im  wesentlichen  Übereinstimmen, 
und  da  auch  der  speciellere  Zweck  der  beiden  Arbeiten  ein 
gleicher  ist,  so  können  wir  über  sie  gemeinsam  berichten. 

Sucht  man  die  Meridiancurve  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  der  Rotationsoberflfiche,  welche  bei  gegebenem  Volumen 
die  kleinste  Oberfläche  oder  bei  gegebener  Oberfläche  das  grösste 
Volumen  hat,  so  zeigt  sich,  dass  dieselbe  eine  gewisse  Curve 
sein  kann,  welche  sich  durch  elliptische  Integrale  zweiter  Gat- 
tung darstellen  lässt,  und  welche,  wie  Delaunay  gefunden  hat, 
aufgefasst  werden  kann  als  Bahn  des  Brennpunktes  eines  Kegel- 
schnittes, der  auf  der  Rotationsaxe  rollt,  ohne  zu  gleiten.  Ist 
im  speciellen  Falle  der  rollende  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so 
geht  die  Kollcurve  in  eine  Kettenlinie  Ober.  Deswegen  bezeich- 
net Herr  Howe  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Lindelöf  die 
Meridiancuryen  allgemein  als  elliptische  oder  hyperbolische 
Kettenlinien,  von  denen  die  ersteren  die  Form  tou  Wellenlinien, 
die  letzteren  diejenige  von  Schleifenlinien  haben.  Beide  gehen  in 
Halbkreisbo^en  Ober,  wenn  die  kleine,  bezw.  die  imaginäre  Halb- 
axe  der  rollenden  Ellipse  oder  Hyperbel  Null  wird. 

Herr  Hermann  nennt '  die  entsprechenden  Rotationsflächen 
der  elliptischen  Kettenlinien  Unduloide,  die  der  hyperbolischen 
Nodoide. 

Es  zeigt  sich  aber,  dass  die  gefundenen  Curven,  welche  die 
gegebenen  Punkte  verbinden,  nicht  immer  die  Minimal-  respec- 
tive  Maximalbedingung  erfüllen.  —  [Auch  bei  diesem  Problem 
ist,  wie  Referent  einschalten  möchte,  zu  unterscheiden,  ob  man 
rein  analytisch  den  Maximal-  oder  Minimalwert  des  einen  der 
beiden  Integrale  sucht,  während  das  andere  constant  ist,  in 
welchem  Falle  man  auch  negative  Werte  der  Ordinate,  also  ne- 
gative Oberflächenteile  und  Schleifen,  welche  negative  Volumenteile 
bedingen,  zulassen  muss,  oder  ob  man  der  gewöhnlichen  Vorstellung 
entsprechend  negative  Ordinaten  und  negative  Oberflächenteile  so- 
wie Schleifen  und  negative  Volumenteile  ausschliessen  will.  Im 
ersteren  Falle  kann  man  die  Punkte  so  verbinden,  dass  die  Rota- 
tionsfigur bei  gegebenem  Volumen  jede  beliebige  Oberfläche 
zwischen  —  oo  und  +  ^  annimmt,  und  bei  gegebener  Oberfläche 
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jedes  beliebige  Volumen.  Es  existirt  also  dann  kein  absolutes 
Minimam  oder  Maximum,  und  es  braucht  auch  kein  relatives  zu 
existiren.  Im  letzteren  Fall  treten  beschränkende  Bedingungen 
hinzu,  welche  unstetige  Losungen  zur  Folge  haben  können,  aber 
es  muss  ein  absolutes  Minimum  oder  Maximum  existiren.  Man 
vergleiche  darQber  das  vorige  Referat]  —  Beide  Verfasser  be- 
schäftigen sich  nun  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Weierstrass 
mit  der  folgenden  Frage.  Wenn  eine  der  Minimal-,  respective 
Maximalbedingung  entsprechende  Meridiancurve  und  auf  dersel- 
ben ein  Punkt  gegeben  ist,  wie  weit  darf  man  den  zweiten 
Punkt  auf  der  Gnrve  abrücken,  damit  der  dazwischen  liegende 
Bogen  wirklich  ein  Minimum,  respective  Maximum  liefert?  Die 
ftusserste  Grenzlage  ftir  den  zweiten  Punkt  ist  nach  der  Bezeich- 
nung des  Herrn  Weierstrass  der  dem  ersten  conjngirte  Punkt. 
Er  ist  der  Goincidenzpunkt  der  Gurve  mit  der  durch  den  ersten 
Punkt  gelegten  unendlich  nahen  Gurve.  Es  handelt  sich  also 
um  die  Aufsuchung  dieses  conjugirten  Punktes.  Herr  Hormann 
benutzt  zu  seinen  sehr  ausgedehnten  Rechnungen  die  Weier- 
strass'schen  p-  und  a- Functionen,  Herr  Howe  bedient  sich  der 
Legendre'schen  Bezeichnungen.,  Beide  Verfasser  betrachten  das 
Problem  auch  physikalisch  mit  Hfllfe  der  Plateau'schen  Versuche. 
Der  Arbeit  des  Herrn  Howe  ist  am  Schluss  ein  kurzer  Abschnitt 
zur  Geschichte  des  Problems  zugefügt,  welcher  interessante  No- 
tizen enthält  A. 


L.  BiANCHT.     Sülle  superficie  d'area  minima  negli  spazi 

a   CUrvatura   COStante.      Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  IV.  503-519. 

Liegt  eine  Fläche  in  einem  Räume  von  constantem  KrQm- 
niungsmasse  ÜT,  so  gehen  durch  jeden  ihrer  Punkte  zwei  derar- 
tige Linien  (Erflmmungslinien),  dass  die  geodätischen  Normalen 
in  irgend  zwei  benachbarten  Punkten  jeder  dieser  Linien  sich 
gegenseitig  schneiden.  Wird  die  Normale  in  einem  Punkte  von  den 
Buccessiven  Normalen  längs  der  durch  ihn  gehenden  KrUmmungs- 
linien  im  Abstände  tr,  bezw.  tr,  vom  Fusspunkte  geschnitten,  so 
werden   als    „reducirte    HauptkrQmmungsradien^    zwei    Grössen 

Fortachr.  d.  Math.   XIX.  2.  53 
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r,,  r,  bezeichnet,  welche  mit  tr^  ad,  durch  die  folgenden  Re- 
lationen zasammenhängen: 

r,  =  atang  ^ ,     r,  =  atang  ^ ,     für  «f  =  ^, 

r,  =atgh^,     r,  =  atgh^,     fürÄT^--^. 

(Vgl. :  L.  Bianohi,  Sui  sistemi  di  Weingarten  negli  spazi  di  curva- 
tura  costante,  Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  IV.  221 — 256,  Bericht  in 
diesem  Bande  S.  767  ff.). 

Die  reducirten  Hauptkrflmmungsradien*  einer  Minimalfläche 
genügen,  wie  im  euklidischen  Räume,  der  Gleichung: 

i-  +  _L=o. 

r  r 

Ist  ür  =  + — i-,  so  kann  man  auf  einer  Minimalfläche  ein  sol- 

ches  krummliniges  Goordinatensystem  ti,  f>  finden,  dass  das  Linien- 
element und  die  reducirten  Hauptkrflmmungsradien  bezw.  die  Form: 

dt^  =  e2^(du'-f  dp';,     r,  =  oc^^,    r,  =  -  oc^^ 

annehmen;  die  Function  6  von  ti,  v  genttgt  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

|^  +  |^  =  Ac8h2ö,     förJr=--l. 
our       dt         ar  a' 

Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  zwei  Sätze,  welche  itlr 
den  euklidischen  Raum  schon  längst  bekannt  sind  (siehe:  Darboux, 
Le^ons  sur  la  th^orie  g^n^rale  des  surfaces.  Le^.  III  Chap.  V  und : 
Darboux,  Determination  d'une  classe  particuliire  de  surfaces  k 
lignes  de  courbure  planes  dans  un  Systeme  et  isothermes,  Darb. 
Bull.  (2)  VII.  257  ff.,  F.  d.  M.  XV.  1883.  726): 

Jede  Minimalfläche  kann,  ohne  Veränderung  ihrer  Haupt- 
krflmmungsradien,  einer  continuirlichen  Biegung  unterzogen 
werden. 

In  einem  Räume  von  constantem  positiven  Erflmmungsmasse 
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giebt  es  für  jede  Miniroalfläche  zwei  parallele  Flächen  von  con- 
stanter  positiver  Krümmung. 

Eine  Verallgemeinerung  der  Minimalflächen  bilden  die  Flä- 
chen von  constanter  „mittlerer  Ertimmung",  wenn  man  mit  diesem 

Namen  die  Grösse 1 bezeichnet.      Ist  -^    die  mittlere 

r,        r,  K 

Krümmung  einer  solchen  Fläche,  m  eine  willkürliche  Constante, 

so  existirt  immer  ein  solches  Coordinatensystem  ti,  «,  dass: 

d»»  =  m'e»(du*  +  dt*),   -1  =  ±  (1  -  e-w),  -1  =  ^(1  +  ,-»»); 
0  genfigt  der  partiellen  Differentialgleichung: 

Man  kann  (vgl.  die  oben  citirte  Abhandlung  des  Verfassers) 
das  Linienelement  eines  Raumes  von  constantem  Krümmungs- 
masse K  in  die  Form: 


4..-' 


(^>+y«+,.+  1  j 


(i*«  =  ^(£te'  +  dy*  +  dO,    füriif=--^ 

bringen.  Betrachtet  man  x,  y,  9  als  die  Goordinaten  eines  Punktes 
im  euklidischen  Räume,  so  bieten  diese  Formeln  eine  conforme 
Abbildung  des  Raumes  von  constantem  KrOmmungsmasse  auf 
den  euklidischen  Raum  dar.  Ist  dann  ^  =  z  (x^y)  die  Gleichung 
einer  im  krummen  Räume  liegenden  Fläche  S  von  constanter 
mittlerer  Krümmung,  so  ist  die  Differentialgleichung  ihrer  Ab- 
bildung 2  im  euklidischen  Räume: 

(^»  +  y»4.,»  +  _^)  g+^;-P^- ^^)=const.,    fürff=i,, 

2  1 

gg-f-7=i  =  const,    für  üf  =  — 

}/l  +  p'  +  q' 

wo 

(l  +  g>-2pg«  +  (i+p')< 
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Ist  S  insbesondere  eine  Minimalfläche,  so  sind  die  Constan- 
ten der  rechten  Seite  gleich  Null.  Die  Flächen  2  sind  isother- 
misch (d.  i.  sie  werden  durch  ihre  Krümmungslinien  in  unendlich 
kleine  Quadrate  geteilt)  und  gehören  zu  keiner  der  bekanntesten 
Familien  von  isothermischen  Flächen  (Flächen  zweiter  Ordnung, 
Gykliden,  Umdrehungsflächen,  Flächen  yon  constanter  mittlerer 
Krümmung,  und  die  aus  allen  diesen  durch  Inversion  ableit- 
baren). Den  Schluss  der  Abhandlung  bildet  der  Nachweis,  dass 
die  Flächen  2  der  von  Weingarten  („Ueber  die  Differentialglei- 
chung der  Oberflächen,  welche  durch  ihre  Krttmmungslinien  in 
unendlich  kleine  Quadrate  geteilt  werden  können*',  Berl.  Ber.  1883. 
1163  —  66;  vgl.  auch  Darboux,  Le^ons  sur  la  th^orie  g^n^rale  des 
surfaces.  Le^.  IV  Ghap.  XI)  aufgestellten  Differentialgleichung 
der  isothermischen  Flächen  genügen.  Vi. 


H.   DoBRiNBR.      Die    Minimalflächen    mit    einem  System 
sphärischer  KrOmmungslinien.    Acta  Math.  x.  145-152. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  eng  an  die  Abhandlung  des  Herrn 
Verfassers,  betitelt  „Die  Flächen  constanter  Krümmung  mit  einem 
System  sphärischer  KrOmmungslinien,  dargestellt  mit  Hülfe  von 
Thetafunctionen  zweier  Variablen*'  (Acta  Math.  IX.  73-109,  F.  d. 
M.  XVIII.  1886.  425).  Denn  die  Minimalflächen  können  durch 
eine  Grenzbetrachtung  aus  den  dort  behandelten  Flächen  herge- 
leitet werden.  Der  Herr  Verfasser  zieht  es  jedoch  vor,  sie  direct 
zu  untersuchen;  um  hierbei  die  Weierstrass'schen  Formeln  an- 
wenden zu  können,  ist  zunächst  erforderlich,  dass  die  Krüm- 
mungsradien durch  die  Parameter  dargestellt  werden.  Nachdem 
diese  Darstellung  durchgeführt  ist,  wird  die  Fläche  selbst  dar- 
gestellt, und  es  wird  die  Gleichung  der  Kugel  angegeben,  auf 
welcher  die  Krümmungslinie  o  =  0  liegt  A. 


O.   VON  LiCHTKNPELS.      Notiz    über    eine    transcendente 

Minimalfläcbe.      Wien.  Ber.  XOIV.  41-54.  (1886.> 

Aus  den  allgemeinen  Formeln  über  Minimalflächeu  leitet  der 
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Herr  Verfasser  die  Gleichungen  fttr  solche  Minimalflächen  ab^ 
welche  eine  vorgeschriebene  ebene  Carve  zar  Krflmmungslinie 
oder  zur  geodätischen  Linie  haben,  und  wendet  die  letzteren 
Gleichungen  auf  den  Fall  an,  däss  die  gegebene  Gurve  eine 
Lemniscate  ist.  Er  erhält  alsdann,  wenn  u  den  Winkel  bedeutet, 
den  die  Projection  der  Normale  auf  die  o;^- Ebene  mit  der  posi- 
tiven X'Axe  bildet,  &  den  Winkel  der  Normale  mit  der  positiven 
5-Axe,  V  =  Intg^d^  gesetzt  wird  und  /  =  u  +  rt,  die  recht- 
winkligen Coordinaten  in  folgender  Weise  dargestellt: 

X  =  dt\y2  cos  it  V"cös|/], 

wobei  allgemein  unter  ffi[f(i)]  der  reelle  Bestandteil  der  Func- 
tion f(i)  verstanden  ist.  Es  zeigen  diese  Formeln,  dass  i  als 
elliptisches  Integral  erster  Gattung  dargestellt  ist,  dass  also  die 
Fläche  in  Richtung  der  s-Axe  Periodicität  besitzt.  Hiermit  ist 
der  Ausgangspunkt  fUr  eine  eingehende  Discussion  der  Fläche 
gewonnen,  welche  durchgeführt  wird,  und  bei  welcher  auch 
die  Bonnet'sche  Biegung  Berflcksichtigung  findet.  A. 


E.  GöTTiNG.  Bestimmung  einer  speciellen  Gruppe  nicht 
algebraischer  Miuimalflächen,  welche  ^ine  Schar  von 
reellen  algebraischen  Curven  enthalten.    Diss.  OöttiDgeo. 

42  8.  8». 


E.    Gebilde  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 

W.  J,  C.  Sharp.      On    the  properties    of  simplicissima 
(with   especial  regard   to    the   related   spherical  loci). 

Lood.  M.  S.  Proo.  XV lU.  325359. 

Unter   einem  Simplicissimum   versteht  der   Herr   Verfasser 
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eine  durch  n  4- 1  Pankte  im  Räume  von  n  Dimensionen  gebildete 
Figur,  wenn  nicht  drei  dieser  Punkte  in  einer  Geraden,  nicht 
vier  in  einer  Ebene  u.  s.  f.  liegen.  Er  giebt  eine  grosse  Reihe 
von  Eigenschaften  solcher  Figuren,  indem  er  als  Volumen  der- 
selben die  Erweiterung  der  für  Ebene  und  Raum  bekannten 
Determinanten  zu  Grunde  legt.  Damit  bringt  er  die  Hyperkogel 
durch  die  n  +  l  Punkte  in  Verbindung,  bestimmt  den  Schnitt 
der  Figur  durch  einen  linearen  Ort  im  Raum  von  n  Dimensionen, 
und  leitet  viele  Formeln  ab,  welche  sich  als  Verallgemeinerungen 
der  fQr  n  =  2,  3  bekannten  ausweisen.  (Vgl.  das  Referat  S.  150 
dieses  Bandes.)  No. 

R.  Hopp£.  Das  it -dehnige  (ii+l)-Eck  in  Beziehung  auf 
seine  Hauptträgheitsaxen.    Hoppe  Arch.  (2)  v.  418-429. 

Die  Goordinaten  der  Ecken  eines  it- dehnigen  (n4-l)-Ecks 
(„Plasmas^)  werden  so  bestimmt,  dass  die  Axen  des  orthogonalen 
Coordinatensystems  Hauptträgheitsaxen  des  Gebildes  werden. 
Diese  Aufgabe  wird  specialisirt  für  die  Fälle  it  =  2,  3,  4. 

Schg. 

O.  ßiBRMANN.  lieber  die  regelmässigen  Pnnktgruppen 
in  Räumen  höherer  Dimension  nnd  die  zugehörigen 
linearen  Substitutionen  mehrerer  Variabein.    Wien.  Ber. 

XOV.  523-548. 

Referat  S.  143  dieses  Bandes. 


R.  Hoppe.     Erweiterung  zweier  Sätze  auf  n  Dimensionen. 

Hoppe  Arch.  (2)  VI.  69-75. 

Der  erste  der  hier  behandelten  Sätze  ist  der  von  Bermann 
in  Schlömilch  Z.  XXXL  381  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  249)  über 
die  BerOhrungsebene  einer  Fläche  angegebene.  Derselbe  lautet 
in  allgemeiner  Fassung:  „Das  tt-dehnige  (it+l)-Eck,  begrenzt 
von  ft  (n — 1)- dehnigen  n- Ecken,  deren  eins  eine  feste  kramme 
(it~l)- Dehnung  berührt,  während  die  übrigen  in  festen  linearen 
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(n— 1)- Dehnangen  liegen,  ist  bei  varürendem  Berührungspunkt 
ein  Minimum  nur  dann,  wenn  der  Berührungspunkt  Schwerpunkt 
jenes  berührenden  n-Ecks  ist^.  Der  zweite  Satz  betrifft  das  von 
Routh  (Quart.  Journ.  XXI.  281,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  260)  fftr 
das  Dreieck,  Viereck,  Tetraeder  und  Pentaeder  ausgewertete 
Integral 


/ 


Dasselbe  wird  zuerst  für  das  n- dehnige  (it-f  1)-Eck,  sodann  für 
das  (ft -1-2)- Eck  berechnet,  welches  letztere  Gebilde  als  Summe  von 
zwei  Gebilden  der  ersteren  Art  betrachtet  wird,  aber  auch  durch 
Projection  des  (n-fl)- dehnigen  (it-)-2)-Eck8  auf  eine,  lineare 
it>  Dehnung  erhalten  werden  kann.  Schg. 


A.  BucHHBiM.     On  the  theory  of  screws  in  elliptic  space 

(IV).      Lond.  M.  S.  Proc.  XVIII.  88-96. 

Diese  Arbeit  bringt  den  Schluss  früherer  Untersuchungen 
des  Verfassers  über  denselben  Gegenstand.  (S.  F.  d.  M.  XVIIL 
1886.  660).  Es  werden  darin  einige  Resultate  der  vorigen  Mit- 
teilung, betreffend  endliche  Bewegungen  innerhalb  eines  beliebig 
gekrümmten  dreidimensionalen  Baumes,  auf  das  it-dimensionale 
Gebiet  ausgedehnt.  Dies  gelingt,  wie  der  Verfasser  bemerkt, 
lediglich  mit  Hülfe  der  Grassmann'schen  Ausdehnungslebre,  nicht 
aber  mittels  der  vom  Verfasser  früher  nebenher  benutzten  Bi- 
quaternionen ,  deren  Verwendbarkeit  nicht  über  das  dreidimen- 
sionale Gebiet  hinausreicht.  Schg. 


F.  Schur,    üeber  die  Deformation  eines  dreidimensionalen 
Raumes   in    einem  ebenen    vierdimensionalen    Räume. 

Math.  ADD.  XXVIII.  343-353. 

Man  weiss,  dass  ein  n  dimensionaler  Raum,  welcher  eine 
Schar  ebener  (n—l)- dimensionaler  Räume  enthält,  innerhalb 
eines  (n-f  l)-dimen8ionalen  Raumes  deformirbar  ist.  Doch  ist 
diese   Deformation   auch   noch   unter   anderen   Voraussetzungen 
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möglich,  deren  vollständige  Angabe  bisher  nicht  gelungen  ist. 
Im  vorliegenden  Aufsatze  ermittelt  der  Verfasser  (im  Anscblaas 
an  eine  frühere  Arbeit,  Math.  Ann.  XXVIL  172,  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  444)  zunächst  eine  allgemeine  aber  noch  nicht  ausreichende 
Bedingung  der  Deformirbarkeit  und  zeigt  dann,  dass  die  Auf- 
gabe, alle  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  derselben 
zu  finden,  fttr  den  Fall  n  =  3  auf  das  folgende  noch  ungelöste 
Problem  führt:  innerhalb  eines  sphärischen  dreidimensionalen 
Raumes  alle  Flächen  zu  finden,  welche  in  ihm  so  deformirbar 
sind,  dass  zwei  conjugirte  Liniensysteme  derselben  in  ebensolohe 
fibergehen.  Daneben  werden  verschiedene  einfachere  Special- 
fälle deformirbarer  Räume  discutirt.  Schg. 


C.  Segre.     Sui  sistemi  lineari  di  curve  piane  algebriche 

di  genere  p,      Palermo  Rend.  I.  217-221. 

Der  Verfasser  beweist  in  einfacher  Weise  die  von  Guccia 
in  seinem  Aufsatze  „Generalizzazione  di  un  teorema  di  Noether^ 
(F.  d.  M.  XVIII.  1886.  671)  aufgestellte  Relation 

x  +  p— Z>-1  =  0  (D>2p  — 2), 

gültig  ftlr  ein  x-fach  unendliches  lineares  System  ebener  Gurren 
vom  Geschlechte  p,  mit  D  veränderlichen  Schnittpunkten,  wel- 
ches durch  seine  Basispunkte  bestimmt,  im  flbrigen  aber  will- 
kürlich ist.  Indem  der  Verfasser  der  obigen  Relation  eine  all- 
gemeinere Deutung  giebt,  gelangt  er  zu  verschiedenen  Folgerungen 
über  die  ebene  Abbildung  einer  im  x-dimensionalen  Raum  ent- 
haltenen Oberfläche  von  der  Ordnung  D,  und  über  die  Reduction 
linearer  Curvensysteme  vom  Geschlecht  1  oder  2  mittels  Cre- 
mona'scber  Transformationen.  Schg. 


P.  DEL  Pbzzo.     Intorno  ad  una  proprietk  fondamentale 
delle  superficie  e  delle  varietä  immerse    negli    spazi 

a  piü   dimensioni.     Napoli  Rend.  (2)  I.  40-43. 

Nachdem  der  Verfasser  schon  früher  (F.  d.  M.  XVIII.  1886. 
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450ff.)  festgestellt,  dass  eine  Oberfläche  m^'  Ordnnng;  im 
(n— p-f  l)-diinen8ioDalen  Räume  fQr  alle  eine  gewisse  Grenze 
fibersehreitenden  Werte  von  m  eine  Regelfläebe  sein  muss,  er- 
weitert er  diese  Bemerkung  in  obiger  Note  zunächst  dahin,  dass 
die  (j  4- l)-dimensionalen  Mannigfaltigkeiten  m*^"  Grades  im 
(n— p-f-O-dimensionalen  Baume  unter  der  gleichen  Voraussetzung 
aus  unendlich  vielen  t-dimensionalen  Gebilden  bestehen.  Wäh- 
rend die  allgemeine  Bestimmung  der  Grenze  von  m  dem  Ver- 
Tasser  noch  nicht  gelungen  ist,  teilt  er  über  das  Vorhandensein 
solcher  Begelflächen  (F,)  eine  Reihe  specieller  Resultate  mit, 
welche  auch  auf  (t-t-l)-dimensionale  Gebilde  (jPi+i)  ausgedehnt 
werden  können.  Hierbei  wird  eine  „Normalfläche  p^^'  Art"  im 
n-dimensionalen  Räume  als  solche  definirt,  deren  Schnitt  mit 
einem  (it— l)-dimensionalen  Räume  eine  Normalcurve  vom  Ge- 
schlechte p  ist.  Schg. 

P.  DEL  Pbzzo.      Sülle  superficie  e   le   varietk  a  piü  di- 
mensioui  le  cui  sezioni  sono  curve  normali  del  genere 

p.      Anoali  di  Hat  (2)  XV.  11Ö-126. 

Die  vom  Verfasser  an  anderer  Stelle  (s.  voriges  Referat) 
definirten  Normalflächen  p^**  Art  im  fi-dimensionalen  Räume  wer- 
den hier  einer  genaueren  Untersuchung  unterzogen-,  namentlich 
werden  Sätze  abgeleitet  tlber  die  auf  einer  Ebene  mittels  des 
Systems  aller  Curven  «*•'  Ordnung  darstellbaren  Flächen.  So- 
dann wird  fQr  die  Ordnungszahl  einer  Normalfläche  p^  Art  die 
Grenze  ermittelt,  über  welche  hinaus  sie  den  Charakter  einer 
Regelfläche  annehmen  muss.  Endlich  werden  die  für  Flächen 
erhaltenen  Resultate  auf  analoge  mehrdimensionale  Gebilde  aus- 
gedehnt. Schg. 

F.  DEj.  Pbzzo.     Sülle  superficie  del   n"**  ordine  immerse 
nello  spazio  di  n  dimensioni.    Palermo  Read.  l.  241-271. 

Diese  Arbeit  enthält  eine  ausführliche  Discussion  derjenigen 
Oberflächen  n^'  Ordnung  (f^)  im  n-dimensionalen  Räume  (iSn), 
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welche  keinem  Räume   mit  niedrigerer    Dimensionenzahl   ange- 
hören.    Eine   solche    Oberfläche   heisst   „von   der  ersten   Art'', 
wenn   ihre  Schnittcurve   mit    einem  Sn-i  vom  Gesohlechte  1   ist. 
Diese  Festsetzung  geschieht  im  Anscbluss  an  die  vom  Verf.  in 
seiner  Arbeit  „Intorno  ad  una  proprieta  fondamentale"  (s.  ob.  S.  840) 
aufgestellte  Definition  einer  Oberfläche  p^'  Art.     Und  die  vom 
Verf.  in  einer  früheren  Arbeit  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  514.)  behan- 
delten Flächen  n^^^  Ordnung  im  (n-f-l)-dimensionalen  Räume  er- 
scheinen   hiernach    als    Flächen    O^*"  Art.    —   Nach    einem    ein- 
leitenden Satze  Qber  die  eindeutige  Projection  einer  F;  auf  den 
dreidimensionalen  Raum  aus  nS  beliebig  auf  der  Fläche  ge- 
wählten Projectionscentren  werden  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung zuerst  erörtert  die  Tangentialebenen  an  eine  solche  Fläche, 
welche  nebst  ihren  Bertlhrungspunkten  durch  Projection  auf  den 
dreidimensionalen  Raum  dieselbe  Eigenschaft  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  dritter  Ordnung  erhalten.    Dieser  Zusammenhang  zwischen 
den  F^  und  den  Flächen   dritter  Ordnung  gestattet  es,  die  Ein- 
teilung der  letzteren  auf  die  ersteren  zu  tibertragen.'  Hierbei  er- 
giebt  sich,  dass  die  kubische  Kegelfläche  Projection  einer  Eegel- 
fläche,  und  die  Regelfläche  Projection  einer  Regelfläche  ist,  wäh- 
rend für  n>9  alle  hier  betrachteten  F^  Regelflächen  sind.    Auch 
hinsichtlich  der  vorhandenen  Doppelpunkte  findet  zwischen  beiden 
Arten  von  Flächen  ein  Entsprechen  statt.    Der  Verfasser  behan- 
delt hierauf  speciell  die  Regelflächen,  die  Geraden  auf  den  Übri- 
gen Flächen  n^^^  Ordnung  und  die  Darstellung  der  letzteren  auf 
einer  Ebene.    Weiter  werden  untersucht  die  Projectionen  der  F!l 
von  einer  Tangentenebene  aus,  die  osculirenden  5-dimensionalen 
Räume,  und  speciell  die  Fläche  achter  Ordnung  und  zweiter  Art 
im  8-dimen8ionalen  Räume.     Während  bis  hierher  die  Methode 
der  Projection  sich  besonders  fruchtbar  erwies,  geht  der   Ver- 
fasser nunmehr  dazu  ttber,  die  F^  als  Schnitte  von  S-dimensio- 
nalen  Mannigfaltigkeiten  zu  betrachten,   und  schliesst  mit  Auf- 
zählung einer  Reihe  von  Oberflächen  des  Sdimensionalen  Raumes, 
welche  als  Projectionen  specieller  fj  (für  verschiedene  bestimmte 
Werthe  von  n)  betrachtet  werden  können.  Schg. 
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A.  Brambilla.      Un    teorema   nella   teoria  delle    polari. 

Torino  Atti  XXII.  787-790. 

Ist  im  linearen  Räume  Sn  von  n  Dimensionen  H  eine  Mannig- 
faltigkeit (« — 1)^'  Dimension,  welche  entweder  von  (w  — l)  pro- 
jectiven  («— l)-gliedrigen  Reihen  linearer  Systeme  v^^  Ordnung 
(«—!)*«'  Dimension  oder  von  zwei  reciproken  Systemen  i'**' 
Ordnung  (n~l)^^  Dimension  erzeugt  wird,  und  ist  k^  das  Erzeug- 
nis der  ersten  Polaren  eines  Punktes  y  von  S^  bezüglich  einer 
der  Gruppen  der  zu  Grunde  gelegten  Systeme,  so  sind  die  ersten 
Polaren  von  y  bezOglich  h^  und  H  identisch.  Js. 


H.  B.  FiNE.      A   tbeorem  respecting  tbe  siugularities  of 
curves  of  multiple  curvature.    American  J.  ix.  180-Ib4. 

In  der  vorigen  Arbeit  des  Verfassers  „On  the  siugularities 
of  curves  of  double  curvature"  (Am.  J.  VIII.  156,  F.  d.  M.  XVII I. 
1886.  749.)  ward  bereits  die  Ausdehnung  der  daselbst  entwickelten 
Theorie  auf  n  Dimensionen  am  Schlüsse  angedeutet.  Diese  wird 
in  der  gegenwärtigen  vollzogen.  Zu  den  osculirenden  linearen 
Gebilden  kommen  noch  die  von  3  bis  n—1  Dimensionen,  83  bis 
Sn^u  ZU  den  3  Elassenindices  ebensoviel  neue  hinzu.  Es  wird 
der  Satz  bewiesen:  o?«,  x^-i,  •'.,^,  sind  die  Singularitätsindices 
des  osculirenden  Gebildes  ^n-i,  welches  einem  Punkte  von  den 
Singularitätsindices  j;,,  j;^, ...,  x«  entspricht.  H. 

D.  HiLBBRT.     üeber  SiDgularitäten   der   Discriininanten- 

fläche.     Math.  ADD.  XXX.  487-441. 

Sind  a^j,  x„  ...,  (Tn+i  die  homogenen  Punktcoordinaten  im 
^-dimensionalen  Räume,  und  setzt  man 

SO  wird  durch  jeden   Punkt  des  Raumes  eine   ganze   rationale 

Function  n^^  Ordnung  definirt,  und  umgekehrt  entspricht  jeder 

ganzen  rationalen  Function  n^^^  Ordnung  ein  Punkt  jenes  Raumes. 

Die  Gleichung  X(0  =  0  stellt  eine   mit   dem    Parameter  t 


844  IX •  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

• 

variirende  Ebene  [d.  h.  lineare  (n— 1)-Dehnung]  dar,  und  die  Dis- 
criminante  der  Gleichung  X(/)  =  0,  welche  bezeichnet  wird 
!!>(«,,  j;,,  ...,a!«),  bestimmt  die  Enveloppe  jener  (n— 1)-Dehnungen, 
welche  der  Herr  Verfasser  Discriminantenfläche  nennt,  wofür 
nach  anderweitigem  Sprachgebrauch  Discriminanten  (n—1)- Deh- 
nung gesagt  werden  mttsste. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt  nun,  dass  mit  alleiniger  HOlfe  der 
Discriminante  D  und  ihrer  Polaren  D^^  D,,  ...  eine  hinreichende 
Unterscheidung  und  Charakterisirung  der  mannigfachen  Ausar- 
tungen der  Form  X(i)  möglich  ist,  und  knttpfl  daran  noch  einige 
weitere  Betrachtungen.  A. 


G.  Zbcca.     Sopra  una  classe  di  curve  razionali.    BattG. 

XXV.  833-355. 

Die  bekannte  Farameterdarstellung  der  ebenen  Curve  dritter 
Ordnung  mit  Doppelpunkt  führt  ganz  natflrlich  zur  Bildung  ge- 
wisser der  Curve  eingeschriebener  geschlossener  Polygone  (vgl. 
Clebsch-Lindemann,  Vorl.  üb.Geom.  Bd.I.  S.588).  Die  vorliegende 
Abhandlung  beschäftigt  sich  zunächst  mit  der  ausftihrlichen 
Untersuchung  dieser  Polygone.  Es  bietet  sich  dann  als  eine 
erste  Verallgemeinerung  die  rationale  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung mit  Doppelpunkt  dar  (über  diese  Curve  cf.:  A.  Brambilla, 
Sulla  curva  gobba  del  quarto  ordine  dotata  di  punto  doppio, 
Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XVII.  857-866;  F.  d.  M.  XVI.  1884. 71 1  - 12); 
auch  diese  Curve  giebt  zu  eingeschriebenen  Polygonen  Veran- 
lassung, deren  Erzeugung  derjenigen  der  obigen  Polygone  ana- 
log ist,  und  deren  Untersuchung  zu  interessanten  Ergebnissen 
fflhrt.  Beide  Curven  sind  aber  nur  besondere  Fälle  einer  in 
einem  n-dimensionalen  Baume  liegenden  rationalen  Curve  (n-f-l)^ 
Ordnung  mit  Doppelpunkt.  Diese  Curve  lässt  eine  solche  Para- 
meterdarstellung zu,  dass  die  Parameter  ihrer  it-f  1  Durchschnitts- 
punkte mit  irgend  einer  Ebene  die  Gleichung: 

ij  A,  ...  Xni-i  =  const. 
erfQllen,  worauf  sich  die  Theorie  der  eingeschriebenen  Polygone 
leicht  begründen  lässt.  Vi. 
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K.  Rudel,     üeber  eine  Gattung  von   Körpern   höherer 
Dimension.     Fürth.  82  s.  b«. 


Capitel  4. 

Liniengeometrie.      (Complexe ,    Strahlensysteme.) 

A.   Cayley.     On  Systems  of  rays.     Mess.  (2)  xvil.  73-78. 

Hamilton's  Abhandlung  „Theory  of  Systems  of  rays**  wurde 
im  XV.  Bande  der  Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy 
(1828)  veröffentlicht.  In  der  gegenwärtigen  Note  macht  Hr. 
Cayley  einige  Bemerkungen  über  diese  Theorie,  wenn  man  sie 
vom  rein  analytischen  Gesichtspunkte  aus  ansieht.  Betrachtet 
man  eine  Congruenz  oder  eine  doppelt  -  unendliche  Schar  von 
Geraden  (oder  Strahlen)  und  nimmt  an,  dass  für  einen  beliebigen 
besonderen  Strahl  die  Richtungs  -  Cosinus  a,  ß^  y  (sodass 
«'  +  /^*  +  y'  =  1)  und  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  dem 
Strahle  x^  y,  %  sind,  so.  können  wir  uns  das  System  auf  zwei 
Arten  vorstellen. 

1.  Die  Strahlen  können  als  von  den  Punkten  einer  Ober- 
fläche ausgehend  angesehen  werden.  Wenn  man  in  diesem 
Falle  x^  y,  %  als  zu  einem  Punkte  auf  der  Oberfläche  gehörig 
betrachtet^  so  ist  %  eine  gegebene  Function  von  Xy  y,  und  um 
die  Congruenz  zu  bestimmen,  müssen  wir  a,  /^,  y  einzeln  als 
gegebene  Functionen  von  x,  y  haben,  so  dass  identisch 
ö*  +  /^*+y*  =  1»  jedoch  mit  keiner  anderen  Bedingung  betreffs 
der  Form  der  Functionen. 

2.  Die  Strahlen  können  ohne  Rücksicht  auf  irgend  eine 
Oberfläche  betrachtet  werden.  In  diesem  Falle  sind  a,  ß^  y  ein- 
zeln gegebene  Functionen  von  a?,  y,  »,  sodass  stets  a'+/?*+y'  =  1; 
aber  es  bestehen  noch  weitere  Bedingungen.  Es  wird  nämlich 
angenommen,  dass  wir  einen  und  denselben  Strahl  haben,  w 
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ches  auch  der  Punkt  rc,  y,  «  auf  dem  Strahle  ist,  oder  mit  an- 
deren Worten  (wenn  man  q  zur  Bezeichnung  eines  willkflrliohen 
Abstandes  gebraucht),  dass  a,  ß^  y,  als  Functionen  von  x^  y^  s 
betrachtet,  durch  die  Verwandlung  von  a?,  y,  z  in  x+pa,  y+ß/^, 
z-\'Qy  ungeändert  bleiben.    Dies  setzt  voraus,  dass 

einzeln  Null  sind,  und  umgekehrt  kann  gezeigt  werden,  dass, 
wenn  diese  Bedingungen  befriedigt  sind,  dann  a,  /?,  y  durch 
die  besprochene  Verwandlung  ungeändert  bleiben. 

Die  allgemeine  Theorie  ist  durch  Hm.  Kummer  (J.  f&r  Math. 
LVII)  von  dem  ersten  dieser  beiden  Gesichtspunkte  aus  schon 
behandelt  worden;  Hr.  Cayley  bearbeitet  sie  nun  auch  mit  Hflife 
des  zweiten.  Glr.  (Lp.) 

L.  BiANCHi.      Sui   sistemi  doppiamente  infiniti  di  raggi. 

Annali  di  Mat.  (2)  XV.  161-172. 

Der  Verfasser  lenkt  die  Auiinerksamkeit  auf  Strahlensysteme, 
welche  durch  eine  specielle  metrische  Relation  charakterisirt 
sind.  Der  Hauptgegenstand  seiner  Note  ist  die  Frage,  ob 
Strahlensysteme  existiren,  f&r  welche  sowohl  der  Abstand  der 
beiden  Grenzpunkte  als  auch  der  Abstand  der  beiden  Brenn- 
punkte constant  ist.  Es  zeigt  sich,  dass  in  jedem  derartigen 
Strahlensysteme  beide  Brennflächen  pseudosphärische  Flächen  sein 
müssen  mit  einem  Radius,  welcher  dem  Abstand  der  Grenzpunkte 
gleich  ist.  Umgekehrt  gehört  zu  jeder  pseudosphärischen  Fläche 
eine  einfache  Unendlichkeit  solcher  speciellen  „pseudosphärischen' 
Strahlensysteme,  mit  ersterer  als  gemeinsamer  „Focalfläohe^.  Durch 
diese  Resultate  wird  ein  Zusammenhang  mit  frtlheren  Arbeiten 
des  Verfassers  über  die  Bäcklund'sche  Transformation  hergestellt 
(F.  d.  M.  XVII.  1885.  732).  Zum  Schluss  wird  die  Aufgabe 
gelöst,  die  pseudosphärischen  Strahlensysteme  zu  ermitteln,  welche 
in  einem  gegebenen  linearen  Complex  enthalten  sind.      R.  Bf. 
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A.  Voss,     üeber  die  projective  Centrafläche  einer  alge- 
braischen  Fläche   n*®''  Ordnung.     München.Abh.X vi.  245-324. 

In  jedem  Punkte  x  einer  allgemeinen  Fläche  n^^  Ordnung 
/  =  0  werde  die  Tangentialebene  construirt,  sodann  der  har- 
monische Pol  y  derselben  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung X  =  0  gesucht  und  x  mit  y  verbunden.  Die  Brennfläche 
des  so  entstehenden  Strahlensystems  der  „projectiven  Normalen*^ 
soll  die  „projective  Centrafläche  erster  Art  von  f "  genannt  wer- 
den. Die  analytische  Theorie  dieser  Fläche,  soweit  sie  mit  Hülfe 
einfacher  Formbildungen  geleistet  werden  kann,  ist  der  Haupt- 
gegenstand der  vorliegenden  Arbeit  Der  Centrafläche  erster 
Art  wird  als  Grenzfall  eine  solche  zweiter  Art  an  die  Seite  ge- 
stellt, welche  entsteht,  wenn  man  als  absolutes  Gebilde  statt  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  einen  Kegelschnitt  nimmt. 

Anfänglich  betrachtet  der  Verfasser  jedoch  eine  viel  allge- 
meinere Klasse  von  Brennflächen.  Zur  Erzeugung  des  Strahlen- 
systems wird  nämlich  jeder  Punkt  x  von  f  mit  einem  Punkte  y 
verbunden,  von  dessen  Coordinaten  nur  angenommen  wird,  dass 
sie  rationale  Functionen  von  x  sind.  Die  charakteristischen  Zahlen 
der  zugehörigen  Brennfläche  lassen  sich  bestimmen,  und  einige 
ihrer  Curven  untersuchen,  vor  allem  die  Rtlckkehrcurve,  die 
parabolische  Curve  und  die  Curve  4-punktiger  Berührung.  Wäh- 
rend nämlich  im  allgemeinen  die  Brennfläche  zweideutig  auf  f 
bezogen  ist,  tritt  für  diese  Curven  eine  eindeutige  Beziehung 
ein,  sie  haben  also  ein  eindeutiges  Bild  auf  f,  und  dieses  Bild 
vermittelt  die  Untersuchung.  Für  den  specielleren  Fall  der  Cen- 
traflächen  erster  Art,  auf  den  der  Verfasser  sich  weiterhin  be- 
schränkt, kann  er  die  Flächen  angeben,  welche  f  in  jenen  Bild- 
curven  durchschneiden.  Von  den  zahlreichen  Sätzen  über  die 
charakteristischen  Eigenschaften  dieser  Curven,  ihr  Verhalten  zu 
einander  und  zu  andern  Curven  erscheint  ein  Referat  weder  an- 
gängig noch  erforderlich;  es  soll  daher  hier  nur  noch  erwähnt 
werden,  dass  einige  der  Entwickelungen  auch  ein  neues  Licht  auf 
die  von  Cayley  geschaflFene  Theorie  der  Quasi-Evoluten  (der  ent- 
sprechenden  ebenen  Gebilde)  werfen,    dass  der  Verf.  auch  die 
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Modificationen  bertteksichtigt,  welche  die  allgemeine  Theorie  in 
dem  Grenzfall  der  Centrafläche  zweiter  Art  erleidet,  sowie  in 
den  besonderen  Fällen ,  wo  f  einen  vielfachen  Punkt  hat,  oder 
wo  f  die  Fläche  X  =  0  resp.  die  Ebene  des  Kegelschnitt«  be- 
rührt. 

Ein  besonderes  Interesse  aber  beanspruchen  jene  Entwicke- 
lungen,  welche,  über  den  speciellen  Zweck  der  projectiven  Centra- 
fläche hinausgreifend,  neue  Gesichtspunkte  fttr  die  Untersuchung 
der  Erümmungsverhältnisse  algebraischer  Flächen  zu  geben 
scheinen.  Es  sind  dies  die  Resultate  über  Lage  und  Zahl  der 
Ereispunkte,  welche  zu  Hauptpunkten  des  Strahlensystems  (Kno- 
tenpunkten der  Brennfläche)  Veranlassung  geben,  ferner  die  Ein- 
führung des  neuen  Begriffs  des  Hauptschnitts  einer  Fläche  in 
Bezug  auf  das  Strahlensystem,  endlich  die  Betrachtung  einer 
Klasse  von  algebraischen  Flächen,  welche  die  „projectiven  Mini- 
malflächen" als  speciellen  Fall  enthält,  algebraischen  Flächen  näm- 
lich, für  welche  das  Doppelverhältnis  der  vier  auf  einem  Strahl 
liegenden  Punkte  (x^  y  und  die  beiden  Berührungspunkte  der 
Centrafläche)  constant  ist  und  zwar  harmonisch  für  die  Mini- 
malflächen. R.  M. 


A.  Voss.  Beiträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Flä- 
chen. II.  Teil.  Ueber  die  zu  zwei  eindeutig  auf 
einander  bezogenen  Flächen  gehörigen  Strahlensysteme. 

Math.  Ann.  XXX.  227-290. 

• 

Der  Verfasser  untersucht  zuerst  das  folgende  allgemeine  System 
von  Geraden  (xy).  Zwei  Flächen  jP  und  (Z>  von  den  Ordnungen 
m  und  fi  seien  so  auf  einander  bezogen,  dass  jedem  Punkte  x 
von  jP  a'  Punkte  y  auf  0  entsprechen ,  jedem  Punkte  y  von  O 
aber  a  Punkte  x  auf  F]  specieller  werde  dann  eine  gegenseitige 
eindeutige  Abhängigkeit  hergestellt  durch  vier  Gleichungen 
/i  =  0  resp.  von  den  Ordnungen  ihiy  Ui  in  den  zweimal  vier 
homogenen  Coordinaten  o;»,  y<.  Die  Brennfläche  dieses  Strahlen- 
systems, ihre  charakteristischen  Zahlen,  ihre  Rttckkehr-  und  para- 
bolischen Curven  werden  in  ähnlicher  Weise  behandelt  wie   in 
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des  Verfassers  Abhandlang  Ober  die  projectiTe  Ceotrafläche 
(siehe  das  vorige  Referat),  d.  h.  es  werden  alle  algebraischen 
Formen  ermittelt,  von  deren  Verschwinden  es  abhängt,  dass  2, 
3  oder  4  Strahlen  des  Systems  durch  einen  Punkt  gehen,  resp. 
in  einer  Ebene  liegen. 

Die  gewonnenen  Besultate  haben  namentlich  auch  GQltigkeit 
fBr  den  Fall,  dass  die  beiden  Flächen  F  und  0  conjugirte  Eern- 
fläehen  einer  algebraischen  Fläche  f  =  0  sind  (F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  739—740);  der  Verfasser  beschränkt  aber  die  nähere  Aus- 
ftthrung  auf  den  einfachsten  Fall  der  gewöhnlichen  Hesse'schen 
Fläche  H  und  ihrer  conjugirten  Steiner'schen  Fläche  S.  (Auf 
solche  besonderen  Strahlensysteme  hatte  Hr.  Fiedler  in  den 
Literatur  -  Nachweisen  zur  dritten  Auflage  der  Salmon'schen 
Raumgeometrie  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  gelenkt). 
Die  diesbezüglichen  Besultate  werden  vom  Verfasser  auf  etwas 
anderem  Wege  noch  einmal  direct  hergeleitet;  besonders  charak- 
teristisch sind  hier  die  aus  den  Knotenpunkten  von  H  entsprin- 
genden Knotenpunkte  und  singulären  Ebenen  der  Brennfläche. 

Die  Brennfläche  und  ihre  Curven  werden  schon  in  den  ein- 
fachsten Fällen  von  verhältnismässig  hohen  Ordnungen  (siehe 
unten);  es  ist  daher  sehr  dankenswert,  dass  der  Verfasser  einen 
besonderen  Abschnitt  den  Verhältnissen  bei  den  Flächen  dritter 
Ordnung  gewFdmet  hat.  Er  geht  dabei  aus  von  4  in  x  und  y 
symmetrischen  bilinearen  Gleichungen: 

4        4 

£  Z  ax^y  Xf,y^  =  Q  (A  =  1,  2,  3,  4). 

X  und  y  liegen  dann  auf  derselben  Fläche  vierter  Ordnung,  näm- 
lich der  Jacobi'schen  Fläche  der  vier  Flächen  zweiten  Grades 
2aiftyXf,x,  =0,  und  wenn  endlich  die  az^,.  für  alle  Indices 

symmetrisch  angenommen  werden,  so  erhält  man  das  zu  der 
Hesse'schen  Fläche  der  Fläche  dritter  Ordnung 

f  =        S       ülfgy  Xl  Xf^   Xy   =  0 

gehörige  Strahlensystem.     Es  ist  dritter  Klasse,  siebenter  Ord- 

FcyrtMbr.  d.  Math.  XU.  S.  54 
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Dung,  die  zugehörige  Brennfiftche  24^'  Ordnung,  16^  Elassey  die 
ROckkehrcurve  von  der  Ordnung  90,  die  parabolische  Curve  zer- 
fällt in  mehrere  Teile  von  der  Gesamtordnung  162;  der  Rang 
der  Brennfläebe  ist  42,  die  Doppelcurve  von  der  Ordnung  120, 
das  Geschlecht  des  ebenen  Schnittes  ist  43,  das  des  Tangenteo- 
Eegels  39;  er  besitzt  144  RQckkehrkanten,  66  Wendekanten. 
Die  Verhältnisse  sind  hier  leidlich  anschaulich  und  die  Resultate 
berühren  sich  mit  denjenigen,  welche  Caylej  in  seinen  Memoirs 
on  quartics  und  Sturm  in  seinen  synthetischen  Untersuchungen 
ttber  die  Flächen  dritter  Ordnung  gegeben  haben. 

Eine  kurze  Anwendung  der  Untersuchungsmethode  über  die 
Rückkehrcurve  auf  die  analoge  Frage  im  Gebiet  der  ebenen 
Gurven  beschliesst  die  Abhandlung.  R.  M. 


E.  Waelsch.    üeber  eine  Strablencongruenz  beim  Hyper- 
boloid.     Wien.  Ber.  XOV.  781-801. 

Diese  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Strablencongruenz 
dritter  Ordnung  zweiter  Klasse,  welche  von  den  kürzesten  Trans- 
versalen je  zweier  Erzeugenden  derselben  Regelschar  eines 
Hyperboloids  gebildet  werden.  Die  Construction  dieser  kür- 
zesten Transversalen  kann  in  folgender  Weise  ausgeführt  werden. 
Eine  beliebige  unendlich  ferne  Gerade  u  schneidet  zwei  Erzea- 
gende des  Hyperboloids;  man  ziehe  durch  den  Pol  dieser  Ge- 
raden u  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 
die  Gerade  /,  welche  dieselben  Erzeugenden  der  Regelschar 
trifft.  Der  Inbegriff  aller  Strahlen  /  bildet  dann  das  in  Rede 
stellende  besondere  Strahlensystem  dritter  Ordnung  zweiter  Klasse. 
(Vergl.  W.  Stahl,  J.  für  Math.  XCI.  1.)  Aus  dieser  Construction 
fliessen  dann  die  meisten  der  von  dem  Herrn  Verfasser  ange- 
gebenen Sätze.  Es  werden  folgende  Bezeichnungen  benutzt 
Die  Erzeugenden  von  X,  werden  „rechts**  oder  „links**  genannt, 
je  nachdem  sie  der  einen  oder  andern  Schar  angehören,  eine 
kürzeste  Transversale  heisst  einfach  Transversale,  die  Transver- 
sale zweier  rechten  (linken)  Erzeugenden  von  X,  wird  eine  linke 
(rechte)  Transversale  genannt.    Es  gelten  dann  folgende  Sätze. 
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Die  Transversale  zweier  rechten  Transyerealen  ist  eine  linke 
Transrersale.  Es  giebt  oo*  viele  mit  X,  coaxiale  Hyperboloide 
(X,),  deren  Scharen  durch  die  rechten  resp.  linken  Transver- 
salen gebildet  werden.    Alle  diese  Flächen  sind  concyklisch. 

Die  Brennfläche  der  beiden  Strablensysteme  wird*  von  den 
Flächen  (X,)  eingehflUt  Die  Berfihrungscnrve  der  Brennfläche 
mit  einer  X,,  sowie  die  Schnittcurve  von  X,  mit  der  Brennfläche 
liegen  je  auf  einer  Kugel.  Die  Brennfläche  der  Strablencongru- 
enz  ist  mit  der  Grenzfläche  identisch.  Die  Mittelfläche  der  Con- 
gruenz  ist  eine  Steiner'sche  Fläche  vierter  Ordnung.  Zum  Schlüsse 
werden  in  eleganter  Weise  die  Gleichungen  der  Strahlencongru- 
enz,  des  Fläehensystems  (X,)  und  der  Brennfläche  aufgestellt. 

W.  St. 

IL  BouRGET.  Representation  g^omdtrique  des  propri^t^s 
infinit&imales     du     prämier     ordre     des    complexes. 

0.  B.  CIV.  1253-1965. 

Js. 

V.  Jambt.     Th^or^me  sur  les  complexes  Unfaires. 

C.  R.  CIV.  567-568. 

Gehen  die  Schmiegnngsebenen  einer  Raumcurve  in  den  Punk- 
ten ^  in  welchen  sie  von  einer  beliebigen  Ebene  n  geschnitten 
wird;  durch  einen  Punkt  P  von  n^  und  bewegt  sich  P  auf  einer 
Geraden  d,  während  sich  n  um  eine  beliebige  Gerade  d^  dreht, 
so  sind  d  und  d^  zugeordnete  Gerade  eines  Nullsystems,  zu 
dessen  Leitstrahlen  die  Tangenten  der  Baumcurve  gehören. 

Js. 

Gbntt.  Sur  un  complexe  du  second  ordre  et  snr  la 
question  pos^e  au  concours  de  1881  pour  Tagr^gation 
des  sciences  matb^matiques.     Noa?.  Ado.  (3)  vi.  401-415. 

Bekannte  oder  sich  leicht  ergebende  Sätze  über  den  Beye'- 
schen  Complex  werden  auf  analytischem  Wege  abgeleitet. 

Js. 

Ö4* 
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6.  Lazzbri.     Sopra  i  sistemi  lineari  di  oonnessi   qua- 

ternari   (1,  1).      Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  IV.  259-272. 

De  Paolis  e  Battaglinl     Relazione.     ibid.  257-258. 

Den  Zweck  dieser  Abhaodluog  bildet  die  Erforschang  einer 
Klasse  von  Eigensohaften  der  linearen  Systeme  von  quatem&ren 
Connexen  (1, 1),  die  Ausdehnung  der  Untersuchungen  über  die 
ternären  Connexe  (1,  1)  auf  den  Baum,  welche  vom  Verf.  in  der 
Abhandlung:  ^La  rappresentazione  del  piano  rigato  sopra  un 
piano  connesso."  (Ven.  Ist.  Atti  (6)  III.  247—268,  F.  d.  M, 
XVII.  1885.  781)  angestellt  wurden. 

Ein  quaternärer  Connex  (1, 1)  wird  symbolisch  durch  eine  Glei- 
chung von  der  Form  a^Va  =  0  dargestellt,  wenn  Xi  die  Ck)ordi- 
naten  eines  Punktes,  v,  die  einer  der  entsprechenden  Ebenen 
sind;  (aa*a''u){aa'a'^y)  =  0  stellt  den  „conjugirten  Gonoex''  dar. 
Wenn  die  Determinante  des  gegebenen  Connexes,  d.  h.  die  De- 
terminante {aa'a^'a"')  Null  ist,  so  heisst  der  betrachtete  Connex 
„Singular",  wogegen  sein  conjugirter  Connex  „speciell"  ist,  d.  h. 
eine  in  zwei  Factoren  zerfallende  Gleichung  besitzt.  Ein  singu- 
lärer  Connex  wird  durch  ein  Punktfeld  a  (dessen  Träger  „Haupt- 
ebene^  des  Connexes  heisst)  und  durch  einen  projecti vischen 
Strahlenbündel  A  (dessen  Mittelpunkt  „Hauptpunkt*"  des  Connexes 
heisst)  bestimmt-,  in  Bezug  auf  einen  singulären  Connex  sind 
einem  Punkte  P  des  Baumes  alle  Ebenen  zugeordnet,  welche 
durch  den  dem  Strahle  AP  entsprechenden  Punkt  von  a  gehen-, 
jeder  Ebene  n  dagegen  sind  alle  Punkte  zugeordnet,  welche  auf 
der  der  Geraden  an  entsprechenden  Ebene  durch  A  liegen. 

Sind  f^  =  0^  f^  =^  0  die  Gleichungen  zweier  Connexe,  so 
ist  i'gfo+^ifx  =  0  die  eines  beliebigen  Connexes  des  „Büschels**, 
densie  bestimmen.  In  Bezug  auf  einen  Connexenbttschel  entsprechen 
einem  beliebigen  Punkte  die  Ebenen  eines  Büschels;  die  Axen 
dieser  Büschel  bilden  einen  tetraedralen  Complex,  dessen  wohl-  . 
bekannte  Abbildung  auf  den  Punkten  des  Baumes  man  so  wieder- 
findet. In  dem  Büschel  von  Connexen  sind  vier  singulare  vor- 
handen. 

Sind  f^  =  0,f^  =  0,/",  =  0  die  Gleichungen  dreier  Connexe, 
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SO  stellt  io/o+^ifi+AjA  =  0  einen  beliebigen  Connex  aas  dem 
darch  sie  bestimmten  „Netze^  dar.  Die  Mittelpunkte  der  oc'  Ebe- 
nenbOndel,  welche  in  Beziehung  auf  die  Connexe  eines  Netzes 
einem  Punkte  entsprechen,  liegen  auf  einer  Ebene.  Lässt  man 
diese  Ebene  jenem  Punkte  entsprechen,  so  gelangt  man  zu  einer 
eindeutigen  reciproken  Verwandtschaft  (3,3),  in  welcher  eine 
Fundamentaicurve  sechster  Ordnung  und  eine  fundamentale  Dere- 
loppable  sechster  Klasse  vorhanden  sind,  die  erstere  als  Ort  der 
Hauptpunkte  der  singulären  Connexe  des  Netzes,  die  zweite  als 
Htlllfläcbe  ihrer  Hauptebenen.  Wenn  insbesondere  die  drei  ge- 
gebenen Connexe  drei  Collineationen  bestimmen,  welche  ein  und 
dasselbe  Tetraeder  nicht  verwandeln,  so  reduciren  sich  die  er- 
wähnte Curve  und  Developpable  auf  die  Kanten  dieses  Te- 
traeders; und  wenn  einer  der  Connexe  der  identische  Connex 
Vg  =  0  ist,  so  ist  die  Verwandtschaft  ein  Nullsystem. 

In  einem  Kaearen  Systeme  oo'  von  Connexen  (1,1)  giebt 
es  oo'  singulare  Connexe;  ferner  eine  Oberfläche  als  Ort  der 
Hauptpunkte  und  eine  Hüllfläche  der  Hauptebenen;  diese  Ober- 
flächen sind  auch  diejenigen,  welche  allen  Connexen  des  Systems 
gemeinsam  sind. 

In  einem  linearen  Systeme  oc*  von  Connexen  (1,1)  giebt  es 
oo'  singulare  Connexe;  die  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  stehen 
in  einer  eindeutigen  reciproken  Verwandtschaft  (11,11)  mit  ein- 
ander. 

In  einem  linearen  Systeme  oc^  bilden  die  Hauptpunkte  und 
Hauptebenen  der  oo*  singulären  Connexe  die  zwei  quaternären 
Connexen  gemeinsame  Coincidenz  (2,2). 

Die  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  der  oo'  singulären  Con- 
nexe eines  linearen  Systems  oo*  bilden  einen  Connex  (3,3). 
Sind  endlich  ein  Punkt  und  eine  Ebene  beliebig  gegeben,  so  ist 
in  einem  Systeme  oo"  von  Connexen  ein  Connex  vorhanden,  von 
dem  jener  Punkt  der  Hauptpunkt,  jene  Ebene  die  Hauptebene  ist. 

La.  (Lp.) 


C.  Arnoldt.     Einige  Untersuchungen  über  quadrat^ 

Strahlencomplexe.    Strassbarg.  Trüboer.  Di88.  Strassbarg. 


L- 
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F.  Detbls.  üeber  homocentrische  Brechung  unendlich 
dünner,  cylindrischer  Strahlenbttndel  in  Rotations- 
flächen zweiter  Ordnung.      Dies.  Rostock.  32  S.  8^ 


G.  Ernst.  Ueber  Complexe  zweiten  Grades,  welche 
durch  Flächenpaare  zweiten  Grades  erzeugt  werden. 
(Gekrönte  Preisschrift.)     MuDchen  1885.  gr.  s«.  so  8. 


Capitel  6. 

Verwandtschaft,  eindeutige  Transformationen, 

Abbildungen. 

A.    Verwandtschaft,   eindeutige  Transformation  und 

Abbildung. 

Mlle  L.  BoRTNiKBR.     Sur  un  genre  particulier  de  trans- 
formations  homographiques.    c.  R.  CIV.  771-778. 

Als  biaxial  bezeichnet  Herr  Sylvester  eine  collineare  Trans- 
formation, bei  der  homologe  Punkte  auf  den  Strahlen  eines 
linearen  Strahlensystems  liegen.  Die  Frage,  ob  beliebige  collineare 
Fignren  durch  Drehungen  und  Verschiebungen  in  biaxial- colli- 
neare Lage  gebracht  werden  können,  entscheidet  Frl.  B.  in  ver- 
neinendem Sinne.  Collineare  Figuren  kann  man  nach  Richelot 
so  auf  zwei  rechtwinklige,  fest  mit  ihnen  verbundene  Coor- 
dinaten* Systeme  der  X,  F,  Z  und  x,  y,  z  beziehen,  dass  fQr 
homologe  Punkte 

ist,  wobei  X,  /u,  v  bestimmte  Constanten  sind.    Sollen  die  Figuren 
darch  Verschiebungen  und  Drehungen  in  biaxial-collineare  Lage 
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gebracht  werden,  so  ist  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
V  =  Ifi.  Hierbei  müssen  stets  die  Z-  und  die  2-Axe  in  dieselbe 
Gerade  gelangen.  Man  erhält  zwei  unendliche  Mannigfaltigkeiten 
biaxialer  Beziehungen.  Bei  der  einen  sind  Z-  und  s-Axe  gleich, 
bei  der  anderen  entgegengesetzt  gerichtet.  Durch  den  Abstand  der 
Mittelpunkte,  der  in  der  einen  Mannigfaltigkeit  überhaupt,  in  der 
anderen  aber  nur  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  willkürlich  ist, 
wird  dann  die  gegenseitige  Lage  der  Coordinatensysteme  und  damit 
die  der  beiden  Axen  der  biaxial-collinearen  Beziehung  eindeutig 
festgelegt.  Die  eine  Mannigfaltigkeit  enthält  zwei  geschart -in- 
voiutorische  Beziehungen.  E.  K. 


6.  Dabboux.     Kemarque  sur  la  communicntion    pr^c^- 
dente.      c.  B.  OIV.  773-777. 

Herr  D.  geht,  um  Frl.  Bortniker's  Resultat  zu  bestätigen 
(vergl.  das  vorhergehende  Referat),  ebenfalls  von  den  Richelot'- 
sehen  Gleichungen  aus.  Wenn  die  Lage  des  einen  Goordinaten- 
Systems  gegen  das  andere  fixirt  ist,  lassen  die  Gleichungen  sich 
aufstellen,  aus  denen  die  Coordinaten  der  entsprechend  gemein- 
samen Punkte  hervorgehen;  die  Zahl  derselben  muss  unendlich 
gross  sein.  Fttr  die  «  dieser  Punkte  ergiebt  sich  unter  allen 
Umständen  eine  Gleichung  vierten  Grades.  Es  müssen  also  fttr 
zwei  (Doppel-)  Wurzeln  dieser  Gleichung  die  zugehörigen  a;, 
y  unbestimmt  werden.  Dies  fahrt  Herrn  D.  auf  Frl.  Bortniker's 
Bedingung  y  =  ü^i  und  auf  die  unendlich  vielen  Lagen ,  welche 
die  Axen  der  X,  F,  Z  gegen  die  der  ^,  y,  »  alsdann  annehmen 
können.  Wird  eine  Figur  festgelegt,  so  bewegt  sich  ein  Punkt 
der  zweiten  auf  zwei  Ellipsen.  Irgend  zwei  collineare  Figuren 
können  durch  eine  homothetiscbe  und  eine  biaxial  -  collineare 
Transformation  in  einander  ttbergeftthrt  werden.  E.  K. 


Cl.  Sbrvais.     Sur   la   r^versibilitö  de  la  transformation 

unfaire.     Matbetit  VII.  90-91. 

Bei   einer   umkehrbaren  linearen  Transformati 
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die  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehenden  Geraden  ihre 
entsprechenden  in  Punkten,  welche  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden liegen.  Folglich  ist  die  einzige  derartige  lineare  Trans- 
formation die  harmonische  collineare  Transformation. 

Mn.  (Lp.) 

Cl.  Servais.      Sur     les    transformations    birationnelles 

quadratiques.      Mathesis  VII.  110-114,  129134,  187-190. 

Alle  birationalen  quadratischen  Transformationen  lassen  sich 
in  drei  Kategorien  einteilen,  welche  durch  die  folgenden  Bezie- 
hungen definirt  werden: 

aj«'  =  yy'  =  »»'  (trilineare  Inversion); 

jra?'  =  »»',  y ' :  y  =  »' :  Ä  (trilineare  Halbinversion) ; 

xy'+x'y  =  m»»',  a;:«'  =  »'  :a    (lineare  Scheininversion). 

Geometrisch  kann  man  sie  wie  folgt  deuten.  Sind  ein  fester 
Punkt  P  und  ein  Kegelschnitt  S  gegeben,  so  entspricht  einem 
Punkte  M  der  zu  diesem  Punkte  zugeordnete  harmonische  Pankt 
in  Bezug  auf  die  Durchschnittspunkte  der  Geraden  PM  mit  dem 
Kegelschnitte  S  (Hirst'sche  Transformation).  Zerfällt  der  Kegel- 
schnitt in  zwei  reelle  oder  in  zwei  coi\jugirt*imaginäre  Geraden, 
so  erhftlt  man  die  Transformation  zweiter  Art.  Liegt  der  Punkt 
P  auf  dem  Kegelschnitte,  so  hat  man  die  Transformation  dritter 
Art.  Mn.  (Lp). 

W.  Massny.     üeber  einen  besonderen  Fall  quadratischer 
Transformation  in  der  Ebene.     Pr.  Gymn.  Gross  -  strehUt». 

20  S.  4«. 

In  der  Ebene  wird  ein  fester  Kegelschnitt  f  und  ein  fester 
Punkt  a  angenommen;  jedem  Punkte  X  wird  alsdann  derjenige 
Punkt  X  zugeordnet,  in  dem  sich  die  Polare  von  X  und  die  Ge- 
rade aX  schneiden.  Als  die  drei  Grundpunkte  der  quadratischen 
Transformation  ergeben  sich  a  und  die  beiden  Bertthrungspunkte 
der  von  a  an  /*  zu  legenden  Tangenten.  R.  M. 
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C.  F.  E.  Bjöbling.  Zar  Theorie  der  mehrdeutigen 
Ebenen-Traneformation.  Stookh  Tebmsk-  Bibaag  Xlll. 
Vom  Hm.  R.  de  Paolis  (Le  trasformazioni  piane  doppie. 
Äoc  R.  dei  Lincei  (3)  I;  F.  d.  M.  IX.  1877.  581)  sind  die 
(1, 2)  deutigen  Ebenea-TraoBformatjoDeD  auBftthrlicb  bebaadelt,  uad 
es  iBt  unter  anderem  geeeigt,  dass,  inBofern  Bedingungen  für  die 
Lage  der  FundameDtalpunkte  Dicht  vorhanden  sind,  das  6e- 
seblecht  p  der  Transformationacurven  1  nicht  Dbersteigea  kann. 
Durch  quadratische  Transformation  kann  man  alle  hiebet  ge- 
bOrenden  TransformatiooBeysteme  auf  die  beiden  p  =  0,  n 
a,  =  2  und  p  =  1,  n  =  3,  o,  =  7  zurUcknihreo. 

Die  Torliegende  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  allge- 
meinen (1.  ()-deutigen  Transformation,  doch  nur  unter  der  oben- 
genannten VorauBsetzuDg,  dasB  die  Pundamentalpunkte  beliebig 
sind.  In  solchem  Falle  ist  immer  p^tt  —  l.  Der  Zweck  dei 
Abhandlung  ist,  zu  beweisen,  dase  die  Anzahl  „irreductibler' 
Transformationen  (d.  h.  solcher,  die  nicht  mittels  quadratischer 
auf  niedere  Ordnung  zurtlckgefobrt  werden  können)  fUr  gegebenes 
g  immer  endlich  ist.  Eine  Tafel  giebt  zuletzt  alle  solche  Trans- 
formattonsBysteme  ftlr  9^8.  Ftlr  den  letzten  9 -Wert  ist  ihre 
Anzahl  128,  wovon  83  füT  p  =  7.  Bg. 


L.  AuTONNB.     Sar  les  substitutions  or^moniennea  qtiadra- 

tiqnes.    0.  a  ClV.  767-770. 
L.  AoTONNB.     Snr  les  groupes  qaadratiquei 

C.  R.  OIT.  U22-142&. 

L.  AüTONNK.     8ur  les  groopes  cabiques  Cre 

fini.     C.  H.  CV.  267-270. 
Berieht  s.  S.  141  - 142  dieses  Bandes. 


P.  KiNDEL.     Eine  reciproke  Zuordnung  de 

Elemente.    Pr.  KöIId.  Gymo.  Bküd.  B.  Oaertner.  ! 
Einem  in  der  £hene  des  Coordinatendreiecb 
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den  Punkte  P  wird,  wenn  man  z.  B.  den  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden Pe^  und  e^e^  mit  «,  bezeichnet,  diejenige  Gerade  zugeordnet, 
in  welcher  die  Schnittpunkte  der  Geraden  e^e^  und  «,«,,  e, e, 
und  «,«j,  e^e^  und  «,«,  liegen.  Die  Ecken  zweier,  zu  den  Punk- 
ten Pund  P'  gehörigen  „Fusspunktdreiecke"  («,«,«,)  und  («',«',«',) 
bilden  ein  PascaFscbes  Sechseck.  Die  Geraden,  welche  den  Punkten 
des  demselben  umbeschriebenen  Kegelschnittes  zugeordnet  sind, 
schneiden  sich  in  dem  „charakteristischen  Punkte**  des  Kegel- 
schnitts. Auf  -dieser  Grundlage  Iftsst  sich,  wie  der  Verfasser 
zeigt,  die  ganze  Gruppe  von  Sätzen  über  Dreiecke  mit  ein- .  und 
umbeschriebenen  Kegelschnitten  sehr  leicht  analytisch  ableiten. 
Die  hierbei  verwendeten  Coordinaten  sind  natflrlich  identisch 
mit  den  Ableitungszahlen  der  Grassmann'schen  Methode.  Die 
Ausdehnung  dieser  Betrachtungen  atif  "den  Baum  fahrt  analog 
auf  die  gegenseitige  Zuordnung  eines  Punktes  und  einer  Ebene 
in  Bezug  auf  ein  Coordinatentetraeder  und  durch  Vermittelung 
der  Flächen  zweiten  Grades  auf  Sätze  Ober  gewisse  Curven  und 
Flächen  dritten  Grades.  Als  Fundament  dieser  Zuordnung 
kann  übrigens  auch  der  von  Schroeter  aufgestellte,  von  Pisani 
bewiesene  Satz  in  den  Nouv.  Ann.  (3)  IV,  474  betrachtet  werden. 
(Vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  616.)  Schg. 


A.  DBL  Rb.  Omografie  che  mntano  in  se  stessa  una 
certa  curva  gobba  di  4^  ordine  e  2*  speeie,  e  corre- 
lazioni  che  la  mutano  nella  sviluppabile  dei  saoi 
piani  osculatori.     ToHdo  Atti.  xxil.  901-922. 

Die  rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung,  für  welche  die 
vier  stationären  Ebenen  paarweise  sich  vereinigen,  und  welche 
deshalb  auch  von  der  vierten  Klasse  ist,  kann  durch  gewisse 
coUineare  und  reciproke  Baumtransformationen,  von  welchen 
Herr  Cremona  schon  zwei  angegeben  hat,  in  sich  selbst  über- 
geführt werden.  Der  Herr  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe, 
alle  derartigen  Transformationen  aufzustellen. 

Die  von  Herrn  Cremona  benutzte  Parameterdarstellong  der 
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Curve  C: 

wird  der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  und  dann  gezeigt,  dass 
zwei  Arten  von  collinearen  Beziehungen  die  Curve  in  sich  selbst 
(iberf&hren.  Dabei  entsprechen  solche  Punkte  von  C  einander, 
deren  Parameter  oi  und  cn'  folgenden  Gleichungen  genügen: 

(I)        b(o  +  c(J  =  0,  (II)        aww'  +  d  =  0. 

Unter  den  Transformationen  (I)  giebt  es  ausser  der  Identität  nur 
eine  involutorische  J,  bei  welcher  b  =  c  ist.  Sie  ftthrt  auf  ein 
geschart- involutorisches  räumliches  System,  dessen  Axen  die 
Schnittlinie  der  beiden  stationären  Ebenen  und  die  Verbindungs- 
linie der  Osculationspunkte  der  letzteren  sind.  Setzt  man 
6  =  ac,  wobei  a  eine  primitive  n^  Wurzel  der  Einheit  ist,  so 
hat  man  es  zu  thun  mit  cyklischen  Transformationen,  unter  wel- 
chen die  Fälle,  wo  n  =  3  und  n  =  4  ist,  von  besonderer  Be- 
deutung sind. 

Die  Transformationen  (II)  sind  sämtlich  involutorisch  und^ 
führen  auf  geschart  -  involutorische  Räume,  deren  Axen  zwei 
Regelflächen  dritter  Ordnung  erfQllen. 

Das  Product  zweier  gleichartigen  Transformationen  ist  eine 
Collineation  erster  Art,  das  Prodnct  zweier  ungleichartigen  eine 
Collineation  der  zweiten  Art.  Es  kann  jede  Collineation  auf 
unendlich  viele  Arten  als  das  Product  zweier  anderen  betrachtet 
werden.  Eine  Collineation  (II)  verwandelt  jede  Collineation  (I) 
in  die  inverse  Collineation.  Zwei  Collineationen  (I)  sind  immer 
vertaoschbar. 

Die  Curve  C  entspricht  sich  selbst  in  einem  Nullsystem  $ 
der  Art,  dass  jedem  Punkte  C  seine  Sohmiegungsebene  zuge- 
wiesen ist.  Es  ergeben  sich  somit  zwei  Arten  von  Reciprocitäten 
(1)  und  (II),  durch  welche  die  Punkte  von  C  in  Schmiegungs- 
ebenen  von  C  flbergefBbrt  werden,  je  nachdem  $  mit  einer  Colli- 
neation (I)  oder  (11)  zusammengesetzt  wird.  Auch  hier  werden 
die  Producte  gleichartiger  oder  verschiedener  Reciprocitäten 
untersucht  Unter  den  Reciprocitäten  (I)  giebt  es  zwei  involn- 
torische,  von  welchen  die  eine  $  selbst  ist,  die  a 
Beide  liefern  Nullsysteme.    Die  Reciprocitäten  (II)  sii 
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alle  involutorisch  und  liefern  rftumliche  Polarsysteme,  deren  Ord- 
nuDgsflächen  die  ersten  Polaren  der  Punkte  von  C  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  dritter  Ordnung  sind.  Die  Lagen  dieser  Flächen 
gegenüber  C  werden  näher  betrachtet.  W.  St. 


A.  DEL  Rb.     Correlazioni  che  mutano  la  quartica  gobba 
con  due  flessi  nella  sviluppabüe  dei  suoi  piani  bitangenti. 

NapoH  Rend.  (2)  I.  167-172. 

Anschliessend   an   eine   frühere   Arbeit   Ober   die   rationale 

Raumcurve   vierter  Ordnung   (s.  das  vorige  Referat)   untersucht 

der   Herr   Verfasser    die    reciproken   Raumbeziehungen,    durch 

welche  die  Punkte  der  Gurve  C  in  die  C  zweimal  berührenden 

Ebenen  übergeführt  werden.    Sind  die  Goordinaten  yon  C  gegeben 

durch : 

x^:x^:x^:x^   =  oi*  :  oi' :  in :  1, 

so  können  die  Goordinaten  der  die  Gurve  C  zweimal  berühren- 
den Ebenen  dargestellt  werden  durch: 

oder: 

II,  :  u, :  t«, :  ti^  =  x^;  4a?, :  —  8a?, :  4a?,. 

Wendet  man  auf  diese  Gorrelation  die  in  dem  früheren  Aufsatse 

gefundenen  GoUineationen  (I)  und  (II)  an,  so  ergeben  sich  zwei 

Reihen   von  Raumcorrelationen,   durch   welche   die  Punkte   der 

Gurve  in  die  doppelt  berührenden  Tangentialebenen  fibergeführt 

werden.    Die  zweite  Reihe  besteht  aus  Polarbeziehungen,  deren 

Ordnungsflächen  die  ersten  Polaren  der  Punkte  von  C  hinsichl- 

lieh  oo^  Flächen  dritter  Ordnung  sind.     Unter  der  ersten  Reihe 

giebt  es  nur  zwei  Polarbeziehnngen.    Die  Lage  dieser  Ordnnngs- 

flächen  gegenüber  C  wird  genauer  untersucht.  W.  St. 


B.  d'Emilio.     Älcune  osservazioni  sulla  projezioo^  stereo- 

SCOpica.     Ven.  At.  (10)  II.  71-76. 

Sind  0  und  0,  zwei  Projectionseentra,  P,  und  P,  die  Bilder 
eines  Punktes  P  auf  einer  Ebene  n,  so  wird  durch  Bewegung 
des  Punktes  P  auf  einer  Ebene  eine  homologe  Correspondens 
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zwischen  den  Punkten  P,  und  P,  begrrttndet,  die  von  Hrn.  Gossani 
(VeD.  Ist.  Atti  (6)  III,  F.  d.  H.  XVIII.  505)  als  „etereoBkopisohe 
Projection"  zur  Lösung  verschiedener  Aufgaben  verwendet  wor- 
den ist.  Der  Verf.  obiger  Note  untersucht  nun  die  Correspon- 
dens  zwischen  den  Punkten  P,  und  P,  l^r  den  Fall,  dass  P  auf 
einer  algebraischen  Fläche  n"^  Ordnung  varürt.  Hierbei  eotsprechen 
im  allgemeinen  eioem  Punkte  /*,  n  Punkte  P,  und  einer  Geraden 
eine  C,.  Diese  hier  noch  etwas  weiter  ausgeführten  Betrachtungen 
sollen  fortgesetzt  werden.  Schg. 


H.  M.  Jeffery.     On  the  converse  of  stereographic  pro- 
jection   and    OD   coDtangential    and    coaxial    spherical 
circles.      Lond.  H.  S.  Proc.  XTll.  379-409. 
Bekanntlich   iet  die  stereograpliieche  Projection  der  Eugel 
auf  die  Ebene  eine  Abbildung  durch  reciproke  Radien.    Der  Herr 
Verfasser  unterwirft  nun  die  gegenseitigen  Beziehungen  der  ent 
sprechenden  ebenen  und  sphArischeD  Figuren  einer  sehr  einge- 
henden Untersuchung  und  wendet  sie  namentlich  auf  einige  6e- 
rahruogsprobleme  an.    Wesentlich  Neues  ist  in  der  Arbeit  nicht 
enthalten.  A. 

W.  KocB.     Die  conforme  Abbildung 
Faraboloida  aaf  die  Ebene.     Disa. 

u.  Malier.  46  S.  S«. 
Die  beiden  ersten  Paragraphen  entha 
gedehnte  Gntwickelung  zur  Darstellung  di 
boliachen  Paraboloida  in  elliptischen  Coorc 
mungsparametern.  Es  scheint  dem  Herr 
zu  sein,  dass  diese  Darstellung  längst  be 
den  Lehrbüchern  findet  (z.  B.  in  Hoppe 
Im  dritten  Paragraphen  ist  alsdann 
nete  Aufgabe  nach  bekannten  Methoden 
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wird  der  Verfasser  unter  anderem  auf  die  Function 

^  ^      J        cn*tt 

u 

gefQhrt,  mit  welcher  er  sich  im  §  4  genauer  beschäftigt  Es  zeigt 
sich  hierbei  u.  a.,  dass  fl(w)  =  Z(ii+*+*'0  - -ZCä+ä'O  -  Vu 
ist,  und  dass  Sl{u)  eine  ungerade  eindeutige  Function  ist,  welche 
sich  für  alle  in  Betracht  kommenden  Argumente  in  eine  nach 
Potenzen  von  u  fortschreitende  convergente  Reihe  entwickeln  lässt, 
während  die  analoge  Function  bei  der  Abbildung  des  EUipsoids 
auf  Integrale  dritter  Gattung  führt.  Der  §  5  ist  der  Betrachtung 
specieller  Fälle,  namentlich  der  Abbildung  des  gleichseitigen  hy- 
perbolischen Paraboloids  gewidmet  A. 


A.  C.  Laisant.     Des  rayons  de  courbure  dans  les  trans- 
formations  isogonales,     s.  M.  F.  Bull.  XV.  39-41. 

Ist  y  =  (/-f  Vi  und  X  =  «+^  ^^^  setzt  man  y  =  9>  (^),  wo 
q>(x)  eine  analytische  Function  bedeutet,  so  ist  die  Ebene  der  x 
conform  (isogonal)  auf  die  Ebene  der  y  abgebildet. 

Ist  dann 


'»'C')  =  «"'  W  =  *'*'' 


ist  &  der  Richtungswinkel  der  Tangente  einer  Gurve  in  der  Ebene 
der  a;,  q  der  Krümmungsradius  derselben  und  haben  &'  und  ^' 
die  entsprechende  Bedeutung  für  die  Abbildung,  so  ist 

&'  =  a+»    und    -^=— +6sinC/»+*). 

Aus  dieser  Formel  lassen  sich  einige  interessante  Folgerungen 
ziehen,  nämlich:  Wenn  durch  einen  Punkt  der  a?-Ebene  eine 
Schar  von  Curven  gelegt  ist,  deren  Krümmungsmittelpunkte 
für  diesen  Punkt  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  liegen  die 
Krümmungsmittelpunkte  der  Abbildungen  ebenfalls  auf  einem 
Kegelschnitt    Besonders  hervorzuheben  sind  folgende  Fälle: 

Alle  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  der  o;- Ebene  gehen, 
bilden  sich  ab  in  Curven,  welche  durch  den  entsprechenden  Punkt 
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Zehnter  Abschnitt 

Mechanik. 

Capitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

J.  L.  Lagrangb.     Analytische  Mechanik.     Deutsch  her- 
ausgegeben von    H.   SkbvüS.        Berlin.    Spriogsr.    XXXI.  a. 
640  S.  gr.  8". 
Der  vorliegenden  deutschen  Ausgabe  von  Lagrange's  „M6- 
canique  analytique"  ist  die  zweite  Originalausgabe,   welche  der 
Verf.  zum  grösseren  Teile  noch  selbst  besorgt  hatte,  su  Grunde 
gelegt  worden,  die  dritte  von  Bertrand  veranstaltete  ist  indessen 
auch  benutzt.     Die  Uebersetzung  sehliesst  sich  dem  Texte  wort- 
getreu an;  doch  hat  der  Herausgeber  zuweilen  Wörter  und  SAtze 
eingeschoben,   sobald  ihm  dies  zum  Verstfindnisse  nötig  schien, 
Obschon  der  Plan  des  buchbandlerischen  Unternehmens,  dem  dag 


Capitel  1.    Allg< 

Zas&tze  beim  Lesen  dadurch  entdeckt,  dass  die  betreffenden 
Stellen  ucrerständlicb  oder  aogar  fehlerhaft  geworden  sind.  So 
iet  gleich  auf  S.  7  iu  No.  4  die  Darstellung  der  Lehre  vom  Hebel 
durch  einen  Einachub  und  durch  Abweichung  vom  Original  ver- 
dunkelt. Auf  S.  295  iBt  von  einer  Grösse  K  die  Rede,  welche 
in  Bezug  auf  die  Grössen  f,  g,  h,  ...  nur  von  der  zweiten  Dimen- 
sion ist  (ä  deux  dimensions,  was  der  Uebersetzer  verdeutlichen 
zu  mUssen  meint:  „in  Quadraten  und  Producten  zu  zweien").     La- 

.-  .        ■.         ,             .-.^  2Kd'K—dK' 
grange  argumentirt  weiter:  „la  quantile 3s sera  neces- 

consäquent  nulle."  Aus  diesem  durchaus  klaren,  einfach  ver- 
ständlichen Satze  macht  der  Herausgeber:  „Da  die  Grössen  f, 
9,  A,  ...  in  dem  Werte  von  K  nur  in  Quadraten  und  Producten 

ZU  zweien  vorkommen,  muss  die  Grösse -^ notwendig 

frei  von  {  sein.    Es  ist  also    das  Differential  dieser  Grösse  in 

~p.fi '   1  giciiiu  nun.      Eine  streng  an  den 

Wortlaut  sich  haltende  Ueberselzung  würde  die  sinnlose  Ver- 
drehung der  Stelle  vermieden  haben. 

Der  Stil   der  Uebersetzung  ist  ungleich;   während  manche 
Seiten   frei  von  Härten   sind  und    ein    echt   deutsches  Gepräge 
tragen,  sind  anderswo  Verstösse  gigeiii  Stil  und  gegen  angemessene 
Ausdrucksweise  zu  verzeichnen.    Man  vergleiche  den  Satz:  „Das 
erstere  beweist  man,  indem  man  die  Bewegung,  welche  ein  durch 
zwei  Kräfte,  die  nicht  im  Gleichgewichte  sind,  getriebener  Körper 
annehmen  muss,  betrachtet,  und  welche,  da  nur  eine  einzige  Be- 
wegung möglich  ist,  von  einer  Kraft  herrühren  muss  (NB.  peut 
etre  attribuä  ä  .  .  .),  die  allein  auf  ihn  in  Richtung  seiner  Be- 
zelne  Missverständnisse  und  Un- 
im   ganzen    Werke   häufiger  als 
sses  Gewicht  zu  legen,  so  muss 
hergebrachten  Terminologie  hin- 
kennt keine  „varürende"  Bewe- 
55 
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gung,  sondern  nennt  sie  „ungleichförmig";  statt  Grösse  der  Be- 
wegung sagen  wir  „Bewegungsgrösse",  u.  s.  w.  Die  „möthode 
g^omötrique  des  premiöres  et  demiöres  raisons"  ist  nicht  eine 
„Methode  der  ersten  und  letzten  Gründe^,  sondern  Newton's 
methodus  rationum  primarum  et  ultimarum,  wo  ratio  =  raison  = 
Verhältnis,  für  den  Nichtkenner  dieser  geschichtlichen  Beziehung 
vielleicht  als  Exhaustionsmethode  der  Verhältnisse  zu  kennzeichnen. 
Der  kurze  Lebensabriss,  welchen  der  Herausgeber  hinter 
dem  Vorworte  des  Verfassers  giebt,  ist  im  wesentlichen  ein  Aus- 
zug, an  manchen  Stellen  eine  wörtliche  Uebersetzung  der  „Notice 
sur  la  yie  et  les  ouvrages  de  Lagrange'  yon  Delambre,  die  im 
ersten  Bande  der  „Oeuvres  complötes"  von  Lagrange  abgedruckt  ist 

Lp. 


J.  G.  Macgregor.      An    elementary   treatise    on    kine- 

matics   and   dynamics.       London.  Macmülan  and  Co.  XVI-h512S. 

Dieses  Lehrbuch  begreift  alles  in  sich,  was  gewöhnlich  unter 
der  Bezeichnung  der  theoretischen  Mechanik  zusammengefasst 
wird,  indem  es  die  Kinematik,  die  Kinetik  und  die  Statik  ent- 
hält, und  ist  für  Studirende  bestimmt,  deren  Wissen  sich  noch 
nicht  auf  die  Infinitesimalrechnung  oder  irgend  einen  Zweig  der 
höheren  Mathematik  erstreckt.  Der  erste  Teil  des  Bandes 
(S.  1-184)  behandelt  die  Kinematik  einschliesslich  der  Kinematik 
starrer  Systeme  und  der  Deformation.  Der  zweite  Teil  (S.  187-504) 
ist  zwar  Dynamik  betitelt,  aber  der  tlblichen  Einteilung  in  Kinetik 
und  Statik  ist  nicht  beigetreten,  indem  statische  Probleme  durch- 
weg als  Grenzfälle  kinetischer  angesehen  und  die  Gleichgewichts- 
bedingungen aus  denen  der  Bewegung  abgeleitet  sind.  Newton's 
Bewegungsgesetze  sind  zur  Grundlage  der  Darstellung  der  Dy- 
namik gemacht,  und  eine  grosse  Frische  der  Behandlung  zeichnet 
die  verschiedenartigen  Capitel  aus.  (Vgl.  auch  die  Anzeige  des 
Werkes  durch  den  Uebersetzer  des  Referats  in  den  Verhandl.  der 
Berl.  Phys.  Ges.  VII.  17-19.  1888).  Gbs.  (Lp.) 
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O.  Fabian.     Abriss  der  aualytischeD  Mechanik  als  Ein- 
leitung in  die  theoretische  Physik.    Lemberg  1886. 8<>.  2398. 

(PolDiscb.) 

Der  Verfasser  hat  beabsichtigt,  ein  Compendium  zu  lieferD, 
welches  das  zum  erfolgreichen  Studium  der  theoretischen  Physik 
aus  der  Mechanik  Erforderliche  enthalten  soll.  Im  ersten  Teil 
seiner  Schrift  behandelt  er  die  Mechanik  des  Punktes  und  zwar 
zuerst  die  Kinematik  und  dann  die  Dynamik  desselben.  (§  1 
Definition  der  Kraft  und  die  darauf  sich  gründenden  mechani- 
schen Begriffe  und  Definitionen,  §2  die  Bewegungsgleichungen.) 
Im  zweiten  Teil  behandelt  der  Verfasser  die  Mechanik  des  Punkt- 
systems, nämlich  die  Kinematik  (§  1  Bewegung  eines  festen 
Körpers,  §  2  relative  Bewegung,  §  3  Bewegung  eines  ver- 
änderlichen Systems)  und  die  Dynamik  des  Punktsystems  (§  1  die 
auf  ein  starres  Punktsystem  wirkenden  Kräfte,  §  2  die  Princi- 
pien  der  Dynamik,  §  3  die  Gleichungen  fttr  das  Gleichgewicht 
und  die  Bewegung  eines  festen  Körpers,  §  4  die  nach  dem  New- 
ton'schen  Gesetz  wirkenden  Kräfte,  §  5  die  Hindernisse  der  Be- 
wegung). 

Das  Werk  empfiehlt  sich  ftlr  Studirende,  die  durch  dasselbe 
einen  recht  guten  Einblick  in  die  wichtigsten  Sätze  der  analyti- 
schen Mechanik  gewinnen  können.  Dn. 


J.  Petersen.  Dynamik.  Forelaesninger  holdte  ved  den 
Polytekniske  Laereanstalt.    Kjoebenhavn.  194S.  8o. 

J.  Petersen.  Lehrbuch  der  Dynamik  fester  Körper. 
Deutsche  Ausgabe,  unter  Mitwirkung  des  Verfassers 
besorgt  von  R.  von  Fischer- Benzon.    Kopenhageo.  Host 

&  Sohn.  213  S.  S». 

Dem  Lehrbuche  der  Statik  fester  Körper  (F.  d.  M.  XIV.  1882. 
731)  und  der  Kinematik  (F.  d,  M.  XVI.  1884.  759)  hat  Hr.  Petersen 
jetzt  ein  nach  denselben  Grundsätzen  gearbeitetes  Lehrbuch  der 
Dynamik  folgen  lassen.  Nach  einer  Einleitung  über  die  Grund- 
begrifife  behandelt  das  Buch  in  zehn  Capiteln  der  Reihe  nach  die 
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geradlinige  und  die  krummlinige  Bewegung  eines  freien  Teil- 
chens, die  Bewegung  eines  gebundenen  Punktes,  die  allgemeinen 
Prineipien  für  die  Bewegung  zusammengesetzter  Systeme,  das 
Trägheitsmoment,  den  Stoss,  die  Bewegung  eines  Körpers  mit  einer 
festen  Axe,  die  Bewegung  eines  einzelnen  Körpers,  die  relative 
Bewegung  und  vermischte  Untersuchungen.  Der  Verfasser  hat  die 
Auswahl  des  Stoffes  mit  grossem  Geschick  getroffen  und  durch 
knappe  Darstellung  innerhalb  des  engen  Rahmens  eine  bemer- 
kenswerte Reichhaltigkeit  erzielt,  so  dass  alle  Dinge  ber&hrt 
werden,  die  in  einer  Vorlesung  über  Dynamik  vorzukommen 
pflegen.  Geradezu  erstaunlich  ist  z.  ß.  die  Fülle  des  Stoffes, 
welchen  der  Verfasser  in  dem  vierten  Capitel  über  die  allgemeinen 
Prineipien  bewältigt  hat.  Wie  in  den  beiden  früheren  Leitfäden, 
so  sind  auch  dieses  Mal  jedem  Capitel  Uebungsaufgaben  ohne 
Lösungen  angehängt;  den  schwierigeren  sind  Andeutungen  über 
die  Lösungen  zugefügt.  Diese  Aufgaben,  unter  denen  manche 
neue  und  interessante  enthalten  sind,  bilden  eine  wertvolle  Zu- 
gabe der  Petersen'schen  Lehrbücher  und  dürften  ihnen  viele 
Freunde  verschaffen.  Manche  leicht  lösbare,  welche  nur  zur 
Beleuchtung  der  vorgetragenen  Sätze  dienen,  eignen  sich  zu 
einer  ganz  elementaren  Behandlung.  Lp. 


W.  K.  Clifford.     Elements  of  dynamic:  an  introduction 
to  tbe  study  of  motion  and  rest.     Part  L     Kinematic. 

Book   IV   and   appendix.        Loudoo.     Macmillan  and  Co.  IX -H 
120  S. 

Das  Buch  ist  eine  Fortsetzung  der  „Elements  of  djuamic**, 
die  1878  noch  zu  Lebzeiten  des  Verfassers  erschienen.  Das  vor- 
liegende Werk  ist  durch  Herrn  Tucker  als  kundigen  Herausgeber 
veröffentlicht,  hat  jedoch  leider  ein  sehr  fragmentarisches  Aus- 
sehen. Die  Seiten  1-56,  welche  aus  drei  Capiteln  mit  den  Ueber- 
schriften  Massenmittelpunkt,  zweite  Momente  und  Moment  be- 
stehen, sind  ungefähr  in  der  Gestalt  gedruckt,  in  welcher  Clif- 
ford sie  hinterlassen  hat.  Der  übrige  Teil  des  Buches  setzt  sich 
aus   mannigfachen  abgerissenen  Bestandteilen   des  Manuseriptes 
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sasammen,  die  zur  Einfügung  in  den  vollständigen  Lehrgang 
bestimmt  zu  sein  schienen.  Proben  von  den  in  den  Klassen* 
Prüfungen  durch  Clifford  vorgelegten  Fragen  werden  als  charak- 
teristisch für  sein  Werk  mitgegeben,  ebenso  ein  Register  für 
beide  Bände.  Gbs.  (Lp.) 

G.    FUMAGALLI.      Principii    di   dinauiica.      Torino.  Löscher.  8«. 
IV  u.  120  S. 

Ein  elementares,  aber  ausgezeichnetes  Lehrbuch  der  Dynamik 
zum  Gebrauche  an  den  technischen  Mittelschulen.  Titel  der  Ab- 
schnitte: Einleitung.  L  Die  drei  Gesetze  der  Bewegung. 
IL  Die  Erhaltung  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes. 
in.  Die  Erhaltung  der  Flächen.  IV.  Die  Erhaltung  der  Energie. 
V.  Die  gleichmässig  veränderliche  Bewegung;  die  harmonischen 
einfachen  Schwingungen.  VI.  Die  Gentralbewegung  auf  einem 
Kegelschnitte.  VII.  Die  Schwere  auf  der  Erdfläche.  VIII.  Die 
universelle  Gravitation.     IX.  Das  Weltsystem.  Vi. 


P.  DüLOS.     Cours  de  m^canique,    k  l'usage  des  Cooles 
d'Arts   et   Metiers    et    de    Tenseignement    special   des 

LyCÖes.      5   vol.     Paris.    Gaathier- Villars. 

Von  diesem  grossen*  Werke  sind  früher  erschienen  Bd.  IV 
(Mechanische  Wärmetheorie,  1879),  Bd.  V  (Specielle  Lehre  von 
den  Dampfmaschinen,  1882),  Bd.  I  (Theoretische  Mechanik,  2^^ 
Aufl.  1885).  Von  den  Bänden  II  (Technische  Mechanik)  und  III 
(Hydraulik)  liegen  im  Berichtsjahre  neue  Auflagen  vor.  Bei 
dem  Leser  werden  nur  die  Keuntnisse  der  Elementarmathematik 
vorausgesetzt.  (Verlagskatalog  von  Gauthier-Villars,  I  u.  II  trim. 
1887).  Lp. 

J.  B.  Lock.     Dynamics  for  beginners.     London.    Macmiiian 

and  Co.  178  8.  (1887). 

J.   B.   Lock.      Elementary   Statics.      London.  Macmiiian  and  Co. 
VIIH-248S.  (1888). 
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R.  H.  Pinkerton.     Dynamics  and  hjdrostatics.     lodcIod. 

Blackie  and  Sod.    276  8.    (1888). 

Bücher  f&r  Aufänger.  Beim  ersten  ist  die  Haaptneoigkeit 
die  EiDfQhrung  von  Namen  für  verschiedene  Einheiten.  So  ist 
die  Geschwindigkeit  (velocity)  von  einem  Fuss  in  der  Secande 
ein  „velo*'  genannt,  eine  Beschleunigung  von  einem  Fuss  in  der 
Secunde  ein  „celo"*.  Neuerdings  haben  ja  viele  Erörterungen 
über  die  Annahme  gewisser  Einheiten  stattgefunden,  und  da 
ein  Ausschuss  der  Gesellschaft  zur  Verbesserung  des  geometri- 
schen Unterrichts  den  Gegenstand  in  seiner  Tragweite  für  den 
Elementarunterricht  augenblicklich  in  Erwägung  zieht,  so  dürfen 
wir  auf  ein  völlig  befriedigendes  Ergebnis  in  Bezug  auf  den 
Gegenstand  hoffen.  .  Gbs.  (Lp.) 


E.  KoHLRAüSCH.     Physik  des  Turnens.     Hof.  R.  ifion.  viil. 

u.  68  S.  8«.  Mit  88  Fig. 

Das  vorliegende  Büchlein  soll  dem  Turnlehrer  die  Kenntnis 
der  beim  Turnen  in  Betracht  kommenden  Naturkräfte  und  Be- 
wegungsgesetze vermitteln.  Da  es  sich  hierbei  im  wesentlichen 
um  die  Mechanik  fester  Körper  handelt,  so  haben  wir  es  mit 
einem  populären  Abriss  der  Mechanik  zu  thun,  deren  Gesetze 
sofort  immer  auf  die  bezüglichen  turnerischen  Uebungen  ange- 
wandt werden.  Sätze,  welche  anderen  Gebieten  der  Physik  an- 
gehören, kommen  kaum  vor  oder  werden,  wie  im  Anhange  die 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Energie,  nur  eben  gestreift. 
Die  Zusammenstellung  zeugt  von  der  Sachkunde  des  Verfassers, 
und  die  erläuternden  Figuren  dürften  den  Freunden  des  Turnens 
sehr  willkommen  sein.  Die  Darstellung  schliesst  sich  im  allge- 
meinen der  Sprache  der  Wissenschaft  an,  nimmt  jedoch  mit  Rück- 
sicht auf  den  Leserkreis,  für  den  das  Buch  berechnet  ist,  einen 
popularisirenden  Ton  an.  Dadurch  sind  wohl  manche  Unge- 
nauigkeiten  und  Irrtümer  veranlasst,  die  dem  Werke  anhaften 
und  deren  sorgfältige  Ausmerzung  bei  einer  folgenden  Auflage 
wünschenswert  erscheint. 

Falsch  ist  z.  B.  der  Satz  über  einen  rotirenden  Körper  (S  8, 
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Ende  von  §  20):  „Die  Gesamtwirkung  aller  dieser  Centrifagal- 
kräfte  ist  eine  solche,  als  wäre  die  ganze  Masse  im  Schwer- 
punkte vereinigt^.  Lp. 

Ph.  Gilbert.     Bibliographie.     Matbesis  vii.  156-160. 

Bericht  Aber  die  von  Hrn.  Darboux  zu  der  Mechanik  von 
Despeyrous  hinzugesetzten  Noten.  Mn.  (Lp.) 


H.  PoiNCARE.  Cours  de  M^canique,  ann^e  1885-86. 
Partie  L  Cin^matique  pure.  M^canismes.  Partie  II. 
Potential.     M^canique  des  fluides.     Paris,  i^. 


D.  BoBYLEW.      Lehrbuch    der    analytischen    Mechanik. 

Zweite  Aufl.     I.    Kinematik.    St.  Petersburg  1886.  281  S.  u.  4 Taf. 

II.  Mechanik  des  materiellen  Punktes.      1887.   304  s.  a. 

1  Taf.  (RoBBiscb.) 


M.  Ferrari.     Lezioni  di  meccanica  razionale.    Napoii. 
J.  J.  Gray  and  G.  Lowson.     The  elements  of  graphical 

arithmetic     and     graphical     Statics.        London  and  Glasgow. 
William  CoUins,  Sons  and  Co.    XIII  +  HOS.  (1888.) 

Ein  gutes  elementares  Lehrbuch  flber  einen  Gegenstand,  der 
im  Englischen  noch  nicht  weiter  vertreten  ist        Gbs.  (Lp.) 


A.   B    W.   Kennedy.      The    mechanics    of    machinery. 

London.  Maomillan  and  Co.  XV4-6Ö2S.  (1886.) 

Anzeige  in  Nature  XXXVIL  195-196.  Gbs. 


J.  LuBiENSKi.      Mechanik.      Erster  Band:    Theoretische 

Mechanik.      Warsofaan.  (Polniscb.) 
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Ein   ohne   Benutzung    der   höheren    Mathematik    yerfasstes 
Lehrbuch.  Dn. 


J.  Krameriüs.      Repetitorium   aus   Geometrie   und    Me- 
chanik.     Wien.  173  8. 


C.  Neumann.      GrundzOge    der   analytischen   Mechanik, 
insbesondere  der  Mechanik  starrer  Körper.     Leip«.  Ber. 

153-190. 

Es  giebt  in  der  Mechanik  gewisse  Principien  (wie  z.  B.  das 
der  virtuellen  Verrückungen  und  das  d*AIembert'sche  Prinoip), 
die  man  nur  höchst  mangelhaft  zu  beweisen  im  Stande  ist  Der  Ver- 
fasser zeigt,  wie  man  unter  Vermeidung  derartiger  Principien 
die  Mechanik  construiren  kann,  indem  man  dabei  ausgeht  von 
drei  bestimmten  und  einfachen  Hypothesen.  Diese  Hypothesen 
sind  repräsentirt  durch  das  Trägheitsgesetz,  das  Gesetz  des 
Parallelogramms  und  das  Gesetz  der  Gleichheit  der  Action  und 
Reaction.  N. 


R.  F.  MuiRHEAD.      The    laws    of  motion.      Phil.  Mag.  (5) 

XXIII.  473-489. 

Dieser  Aufsatz  gewann  den  zweiten  Smith'schen  Preis  zu 
Cambridge  im  Jahre  1886.  Das  Ziel  desselben  ist,  in  möglichst 
klarer  Weise  den  besten  vorhandenen  Begriff  der  Wissenschaft 
der  Dynamik  festzustellen,  einen  Begriff,  der  versteckt  in  der 
Denk-  und  Schlussweise  der  besten  neueren  Meister  enthalten 
ist.  Die  Kritik  richtet  sich  fast  ausschliesslich  auf  Newton's 
Entwurf  der  dynamischen  Principien.  Der  folgende  Auszug  er- 
giebt  die  Grundlage  der  Stellung  des  Verfassers:  „Wir  sind  jetzt 
zu  dem  Schlüsse  gekommen,  dass  der  Versuch  zur  Festlegung 
der  Bewegungsgesetze  vermittelst  einer  Reihe  vereinzelter  Defi- 
nitionen und  Axiome  eitel  ist.  Wir  haben  gefunden,  dass  New- 
ton's erstes  Bewegungsgesetz  nicht  festgelegt  werden  kann,  bis 
wir  den  Begriff  eines  gewissen  Bezugssystemes   haben,   dessen 
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Definition  sowohl  die  Kenntnis  des  ersten  Gesetzes  in  sich 
schliesst  als  auch  die  Definition  der  Kraft,  n.  s.  w.  Wir  haben 
mithin  eingesehen,  dass  die  erfahrungsmässige  Grundlage  der 
Dynamik  als  eine  organische  Theorie  oder  als  eine  Hypothese 
hingestellt  werden  müsste.  Wir  haben  es  als  passend  gefunden, 
eine  Wissenschaft  der  abstracten  Dynamik  zu  gestalten,  die  eine 
verallgemeinerte  Kinematik  ist,  bloss  von  Raum-  und  Zeitab- 
messungen abhängt,  aber  die  Vorstellungen  von  Kraft  und  Masse 
(abstract)  in  sich  schliesst.*"  In  einer  dem  Aufsatze  angehängten 
Note  merkt  der  Verfasser  an,  dass  Kirchhoff  in  seiner  Mechanik 
eine  Ansicht  zu  vertreten  scheint,  die  der  im  Aufsatze  vorge- 
tragenen ähnelt.  Gbs.  (Lp.) 


J.  M.  DE  TiLLY.     Sur  les  notions  de  force,  d'acc^l^ration 
et  d'önergie  en  m^canique.  Beig.  Bali.  (3)  xiv.  97f>-i020. 

Kritische  Prüfung  der  Anschauungen  de  Saint- Venant's  und 
Tait's  Aber  die  Principien  der  Mechanik  und  über  den  Lehrgang 
für  diese  Principien.  1)  Unter  Ausschluss  des  Begriffs  der  Kraft 
und  unter  Beibehaltung  desjenigen  der  Beschleunigung  nach 
de  Saint- Venant  kann  die  Darlegung  der  Principien  der  Mechanik 
in  logischer  und  strenger  Weise  erfolgen.  2)  Man  kann  auf 
diesem  Wege  noch  weiter  gehen  und  die  theoretische  Mechanik 
als  die  Darstellung  der  Gesetze  gleichzeitiger  Aenderungen  von 
Gruppen  aus  vier  Grössen  (Zeit,  Goordinaten  eines  Punktes) 
ansehen,  die  an  einen  constanten  Coefficienten  (die  Masse)  ge- 
bunden sind.  3)  Wissenschaftlich  ist  diese  Darstellung  von 
Nutzen,  weil  sie  in  der  Mechanik  eine  bessere  Unterscheidung 
ermöglicht  zwischen  dem,  was  der  Erfahrung  entspringt,  und 
dem,  was  eine  logische  Folge  von  Grundsätzen  oder  Forderungs- 
sätzen ist,  die  als  Ausgangspunkt  zugegeben  und  aus  der  Er- 
fahrung durch  Idealisation  abgezogen  sind.  4)  Beim  Unterrichte 
empfiehlt  es  sich  für  die  Mehrzahl  der  Schüler,  bei  der  Unter- 
suchung der  geringsten  Anzahl  erster  Principien  der  Mechanik 
nicht  so  hoch  aufzusteigen.  Wahrheiten,  welche  einen  halb-ex- 
perimentellen, halb-logischen  Ursprung  haben,  deren  Wesen  dem 
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BegriffsvermögeD  der  meisten  zugänglicher  sind,  müssen  als 
Ausgangspunkt  dienen,  aber  das  in  den  Händen  der  Schüler 
befindliche  Lehrbuch  muss  als  Note  oder  Anhang  die  streng 
wissenschaftliche  Darstellung  der  Mechanik  enthalten.  Beim 
Unterrichte  soll  man  also  den  Kraftbegriff  beibehalten,  indem 
man  immerhin  den  Schülern  die  Möglichkeit  der  Einsicht  lässt, 
wie  man  den  Gebrauch  dieses  Begriffes  auf  das  stricte  Minimum 
reduciren  kann.  5)  Der  Energie -Begriff,  den  Hr.  Tait  anstatt 
des  Kraftbegriffs  in  die  theoretische  Mechanik  einführen  will, 
ist  viel  weniger  klar.  Wie  soll  man  ihn  erklären  für  den  Fall 
eines  Drucks,  den  keine  sichtbare  Wirkung  begleitet?  Ausser- 
dem hat  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie  nur  dann 
einen  Sinn,  wenn  man  die  virtuelle  Energie  erklärt,  und  diese 
letztere  hat  kein  actuelles  Dasein  und  ist  ein  mathematisches 
Wesen,  das  man  der  Erkenntnis  nur  nahe  bringen  kann,  wenn 
man  wenigstens  auf  den  Begriff  der  Beschleunigung  zurückgreift. 
8)  Duhamel  hat  mit  seinem  Ausspruche  Recht,  dass  man  ein 
System  ohne  Translation  nicht  definiren  kann;  bei  der  Trans- 
lation ist  alles  relativ.  Die  Bewegung  und  die  absolute  Ruhe 
sind  für  uns  undefinirbar.  9)  Mit  der  Rotation  verhält  es  sich 
anders;  denn  wenn  bei  ihr  alles  relativ  wäre,  was  würden  dann 
die  Versuche  mit  den  frei  fallenden  Körpern  bedeuten  (Berg- 
werk zu  Freiberg),  mit  dem  Foucault* sehen  Pendel  und  Gyroskop? 
Die  Frage,  ob  die  Erde  oder  das  Fixstern-System  sich  umdreht^ 
wäre  eine  sinnlose,  wenn  man  nur  relative  Bewegungen  darunter 
verstände.  Die  Antwort  würde  lauten,  jedes  der  beiden  Dinge 
drehe  sich  in  Bezug  auf  das  andere,  und  dies  sei  alles,  was 
man  wissen  könne.  Augenscheinlich  ist  dem  nicht  so.  10)  Das 
Trägheits- Princip  soll  man  so  aussprechen:  Wenn  keine  Kraft 
auf  einen  materiellen  Punkt  einwirkt,  so  bleibt  er  in  Ruhe  oder 
bewegt  sich  mit  gleichförmiger  Bewegung  auf  einer  festen  und 
unbeweglichen  Geraden.  Es  setzt  also  den  vorgängigen  Begriff 
absoluter  Unbeweglichkeit  voraus;  diese  absolute  Unbeweglich- 
keit  kann  man  dem  Fixsternsysteme  zuschreiben ;  denn  nur  wenn 
man  dieselbe  zugiebt,  hört  der  Foucault'sche  Pendelversuch  auf, 
bedeutungslos  zu  sein.     11)  Der  Begriff  der  Kraft  oder  der  des 
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freien  Punktes  kann  den  der  absoluten  Unbeweglichkeit  in  einer 
wissenschaftlichen  Darstellung  der  theoretischen  Mechanik  er- 
setzen; anders  verhält  es  sich  jedoch  mit  den  Begriffen  der  Be- 
schleunigung und  der  Energie,  welche  nur  in  der  Mechanik  der 
relativen  Bewegung  einer  Definition  fähig  sind.  12)  Die  Vor- 
stellung der  Kraft  ist  ferner  zur  Erklärung  der  Einwirkung  der 
freien  Willensäusserungen  auf  die  materielle  Welt  unerlässlich 
(so  lange  eine  Theorie  ihres  Eingreifens,  ähnlich  wie  die  von 
Hrn.  Boussinesq,  durch  die  Erfahrung  nicht  aufgestellt  ist).  In 
Wirklichkeit  ergiebt  sich  nämlich  der  Zustand  des  Weltalls  in 
jedem  Augenblicke  nicht  einfach  aus  seinem  Zustande  im  vor- 
angehenden, wie  Laplace  behauptet  hat,  sondern  auch  aus  den 
Aenderungen,  •  welche  von  den  Naturgesetzen  hineingetragen 
werden^  die  ihre  Einwirkung  innerhalb  der  beiden  Augenblicke 
ausgeflbt  haben,  und  aus  dem  unaufhörlichen  Eingreifen  von 
Willensmächten,  die  dem  Stoffe  entgegentreten  und  seine  ge- 
wöhnlichen Gesetze  abändern.  In  den  dann  folgenden  Koten 
dieser  bemerkenswerten  Abhandlung  giebt  Hr.  de  Tilly,  ausser 
verschiedenen  bibliographischen  Nach  Weisungen ,  einen  Ueber- 
blick  tiber  die  Art,  wie  er  die  Principien  der  theoretischen  Me- 
chanik auf  das  Princip  der  Unbeweglichkeit  bei  der  Rotation 
zurflckfhhrt;  er  zeigt  auch,  wie  die  Principe  der  Bewegung  des 
Massenmittelpunktes,  der  Flächen,  der  lebendigen  Kraft  im  ganzen 
Weltall  trotz  der  Einwirkung  der  Mächte  des  freien  Willens 
wahr  bleiben  können ;  es  genügt  hierzu  die  Annahme,  dass  diese 
wie  Kräfte  an  mehreren  Punkten  wirken.  Mn.  (Lp.) 


DB  Frbvcinet.     Note  sur  certaines  d^Bnitions  de  M^ca- 
nique  et  sur  les  nnit^s  en  vigueur.    C.  R.  CV.  903-910. 

Durch  ähnliche  Ueberlegungen  wie  auf  dem  Gebiete  der 
Wärmelehre,  der  Elektricität  und  der  Elasticität  ist  der  Verf. 
dazu  gefbhrt,  die  Masseinheiten  der  Mechanik  wie  folgt  zu  defi- 
niren:  „Dynamische  Capacität^  ist  die  Eigenschaft  der.  Körper, 
vermöge  deren  sie  mehr  oder  weniger  Kraft  oder  dynamische 
Einwirkung  verbrauchen,  um  in  derselben  Zeit  dieselbe  Geschwin- 
digkeit zu  erlangen.    Wird  die  dynamische  Capacität  des  Wassers 
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als  Einheit  genomroen,  so  wird  diejenige  eines  anderen  Körpers 
durch  die  Zahl  für  sein  specifisches  Gewicht  ausgedrückt  „Dy- 
namie''  oder  „Krafteinheit^  ist  die  Kraft,  die  man  anwendet,  um 
einem  Kubikdecimeter  Wasser  in  der  Zeiteinheit  die  Einheit  der 
Geschwindigkeit  zu  erteilen.  „Dynamische  Grosse*'  eines  Körpers 
von  beliebigem  Volumen  ist  das  Product  aus  seiner  dynamischen 
Capacität  und  aus  seinem  Volumen.  „Blasse^  heisst  der  Stoff 
der  Körper,  wenn  man  ihn  unter  dem  blossen  Gesichtspunkte 
der  Bewegung  betrachtet.  Zwei  Massen  werden  als  gleich  ange- 
sehen, wenn  sie  dynamisch  äquivalent  sind.  Bei  gleichem  Vo- 
lumen sind  die  Massen  den  specifischen  Capacitäten  proportional. 
Die  Dichtigkeit  ist  der  specifischen  Capacität  gleich.  Nachdem 
so  diese  Begriffe  unabhängig  von  der  Schwere  festgestellt  sind, 
schliesst  man  durch  Beobachtung,  dass  die  Schwerkraft  propor- 
tional der  Masse  wirkt,  dass  daher  das  Kilogramm  (für  Paris) 
sowohl  als  Masseneinheit  als  auch  als  Krafteinheit  dienen  kann. 
Nunmehr  wird  als  Längeneinheit  die  Grösse  g  =  9,808  Meter 
vorgeschlagen,  damit  die  Masseneinheit  durch  die  Zahl  1  darge- 
gestellt  werden  könne.  Ohne  die  weiteren  Ueberlegungen  des 
Verfassers  mitzuteilen,  stellen  wir  nach  seinem  Vorgange  nur 
noch  die  von  ihm  gewünschten  Einheiten  zusammen:  Längen- 
einheit ist  die  Länge  der  Geschwindigkeit,  welche  ein  im  luft* 
leeren  Räume  zu  Paris  frei  fallender  Körper  nach  Verlauf  einer 
Secunde  mittlerer  Zeit  erlangt.  Diese  Einheit  ergiebt  eine  Ver- 
kehrseinheit durch  ihr  Zehntel  =  0,98  m  ungefähr.  Volumeinbeit 
ist  der  Würfel,  dessen  Kante  gleich  0,01  von  der  Längeneinheit 
ist,  also  etwa  0,94  Liter.  Masseneinheit  ist  die  in  der  Volum- 
einheit enthaltene  Wassermasse  (von  der  Temperatur  4^,1). 
Gewichtseinheit  ist  das  Gewicht  der  Masseneinheit  zu  Paris. 
Krafteinheit  ist  gleich  Gewichtseinheit.  Die  anderen  Einheiten 
sind  hieraus  abzuleiten. 

Der  Verf.  verhehlt  sich  nicht  die  praktischen  Bedenken, 
welche  der  Aenderung  des  metrischen  Systems  entgegenstehen, 
möchte  aber  seine  Einheiten  in  den  Unterricht  der  Mechanik 
einfuhren.  Möge  es  in  Paris  geschehen;  für  andere  Oerter  ist 
die  Massregel  weder  bequem  noch  dringlich.  Lp. 
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L.  Hennebbrg.      üeber  das  Princip  der  virtuellen  Ver- 
rtickungen  und  das  Princip  von  d'Alembert.      Oiviling. 

XXXIII.  93-96. 

J.  J.  Weyrauch,     üeber  das  Princip  der  virtuellen  Ver- 

rUckungen.     Oiviling.  XXXIII.  186-190. 

In  einer  Besprechung  der  „Statik  der  starren  Systeme"  von 
L.  Henneberg  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  802)  hatte  Herr  Weyrauch 
es  als  unbefriedigend  bezeichnet,  dass  das  Princip  der  virtuellen 
Verrfickungen,  d.  h.  die  Gleichung: 

(1)      S(Xidxi  +  Yidyi  +  ZM)  =  0, 
welche  gewöhnlich  aus  d'Alenibert^s  Princip: 

(2)        2{m,^^X,)dx,+  {m,^^Y,)dyi 

hergeleitet  werde,  als  Hypothese  aufgestellt  sei. 

Dem  gegenüber  hebt  Herr  Henneberg  hervor,  dass  die  zweite 
Gleichung  nicht  bewiesen  sei,  und  dass  also  eine  Folgerung  aus 
derselben  nicht  als  Beweis  gelten  könne. 

Herr  Weyrauch. bemerkt,  dass  er  von  einem  Beweise  nicht 
gesprochen  habe,  dass  man  es  aber  keinesfalls  als  unrichtig  be- 
zeichnen dürfe,  wenn  in  „geschätzten  Lehrbüchern  der  Mecha- 
nik" eine  Herleitung  des  Satzes  als  Beweis  bezeichnet  werde, 
da  ja  jeder  Beweis  an  Voraussetzungen  geknüpft  sei.  Herr 
Weyrauch  versucht  dann  selbst  eine  Herleitung  des  Princips, 
welche  hier  übergangen  werden  kann.  Es  muss  aber  hervorge- 
hoben werden,  dass  Herr  Weyrauch  die  Tragweite  der  Gleichung 
(2)  beträchtlich  unterschätzt,  wenn  er  behauptet,  dass  die  Gültig- 
keit des  Princips  davon  abhängig  sei,  ob  die  Normalcomponenten 
der  virtuellen  Verrückungen  gegen  die  Hindernisse  gleich  Null 
sind  oder  nicht,  dass  dieselbe  also  aufhöre,  wenn  bewegliche 
Hindernisse  vorhanden  sind.  Ein  einfacher  Hinweis  auf  das 
Beispiel  einer  Bewegung  materieller  Punkte  in  einer  Röhre, 
welche  selbst  um  einen  Punkt  drehbar  ist,  genügt  um  das  Gegen- 
teil dieser  Behauptung  als  richtig  hinzustellen.  Die  Behauptung, 
dass  solche  Fälle  von  technisch  nicht  geschulten  Mathematikern 
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unbeachtet  geblieben  seien,  ist  ebenso  anrichtig.  Die  moderne 
Behandlung  des  Problems  der  Bewegung  eines  festen  Körpers 
in  einer  Flüssigkeit  beruht  lediglich  auf  der  geschickten  Anwen- 
dung des  Princips  der  virtuellen  Verrflckungen,  und  doch  ist  das 
Hindernis  der  freien  Flüssigkeitsbewegung  (der  feste  Körper) 
beweglich.  Meines  Wissens  haben  sich  bisher  keine  Techniker, 
wohl  aber  Physiker  und  Mathematiker,  die  der  Technik  völlig 
fern  stehen,  an  der  Discussion  der  Frage  beteiligt.        F.  K. 


R.  Hbgkr.      Das  Parallelogramm   der  Bewegungen   und 

der   Kräfte.      Pr.  Wettiuer  Gymo.  Dresden.  33  S.  u.  2  Taf.  4«. 

Um  die  betreffenden  Sätze  als  unbeweisbare  Grundsätze  der 
Mechanik  zu  kennzeichnen,  führt  der  Verf.  die  bezüglichen  Stellen 
aus  den  ersten  Autoren  über  diesen  Gegenstand  ausführlich  vor, 
nämlich  aus  Sterin,  Galilei,  Roberval,  Varignon,  Newton,  Euler. 
Bei  allen  Forschern  werden  die  Vorzüge  und  die  Mängel  her- 
vorgehoben und  die  von  Dühring  gefällten  bezüglichen  Urteile 
erörtert;  im  Anschlüsse  an  Varignon  werden  auch  die  neueren 
Darstellungen  bei  Resal  und  Helm  kritisirt  Zuletzt  fasst  der 
Verf.  seine  Ansicht  in  vier  Thesen  zusammen  und  giebt  danach 
einen  kurzen  Abriss  der  Einleitung  in  die  Mechanik  für  Schulen. 
Der  erste  historisch-kritische  Teil  ist  als  wertvoll  der  Beachtung 
zu  empfehlen.  Lp. 

PiARRON  DE  MoNDÄsiR.  Sur  la  force,  le  principe  d'Alem- 
bert,  r^quation  de  Lagrange,  le  principe  moderne  de 
la  conservation  du  travail  transform^     log.  civ.  II.  191, 

361,  475. 

Der  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  die  Kraft  F  gleich  der 
Ableitung  der  Bewegungsgrösse  Mv  sei;  er  bemängelt  jedoch, 
dass  die  Masse  allgemein  als  unveränderlich  angenommen  werde, 
und  setzt  daher  abweichend  vom  gewöhnlichen  Gebrauch 
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Wie  dies  zu  versteheD  sei,  geht  aus  dem  ersten  yom  Verfasser 
behandelten  Beispiel  hervor;  über  eine  Rolle  ist  ein  gewichts- 
loser Faden  gelegt,  welcher  beiderseits  eine  Kette  trägt,  deren 
unteres  Ende  auf  einer  Unterlage  ruht  Diejenige  Seite,  auf 
welcher  ein  schwereres  Stück  hängt,  wird  so  lange  mit  steigen- 
der Geschwindigkeit  sinken,  bis  eine  Gleichgewichtslage  erreicht 
ist;  dann  wird  die  Geschwindigkeit  abnehmen,  bis  endlich  die 
andere  Seite  anfängt  zu  sinken,  u.  s.  f.  Hier  werden  als  verän- 
derlich« Massen  die  hängenden  Stücke  der  Ketten  betrachtet. 
Die  Bestimmung  der  Schwingungen  wird  dann  mit  dem  oben 
angedeuteten  Princip  des  Verfassers  ausgeführt.  Referent  hat 
allerdings  nicht  zu  erkennen  vermocht,  welche  Vorteile  die  Auf- 
fassung des  Verfassers  gegenüber  der  Anwendung  der  gewöhn-  ^ 
liehen  Principien  der  Mechanik  gewährt. 

Ist  a  die  Grösse  einer  Ausflussöffnung,  V  die  Geschwindig- 
keit, f  die  Dichtigkeit  einer  Flüssigkeit,  g  die  Gravitationscon- 
stante,  so  nennt  der  Verfasser  den  Ausdruck 

die  „Kraft  des  ausfliessenden  Strahles''.  Dass  dieser  Ausdruck, 
wenn  man  mit  dem  Verfasser  Torricelli's  Formel  für  V  zu  Grunde 
legt,  gleich  dem  Druck  ist,  welchen  die  verschlossene  Oeffnung 
erleiden  würde,  ist  leicht  zu  übersehen,  und  der  Weg  von  drei 
Seiten,  den  der  Verfasser  hierauf  verwendet,  scheint  uns  für  die 
Gewinnung  des  Resultates  etwas  lang. 

Ein  weiteres  Beispiel  bildet  die  mathematische  Grundlage 
einer  interessanten  experimentellen  Bestimmung  eines  Trägheits- 
momentes. Es  sei  M  die  Masse  eines  Rades,  K  sein  Trägheits- 
halbmesser, (o  seine  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit.  Das 
Bad  trägt  einen  gewichtslosen  Faden,  an  dessen  Ende  eine  zu- 
nächst auf  ebener  Unterlage  ruhende  Kette  befestigt  ist.  Indem 
das  Rad  sich  dreht,  wird  ein  immer  grösseres  Stück  der  Kette 
aufgehoben  und  dadurch  die  Geschwindigkeit  mehr  und  mehr 
verzögert.  Ist  X  die  Länge  des  aufgehobenen  Kettenstückes  in 
dem  Moment,  wo  Ruhe  eintritt,  so  ist  die  gesamte  ursprünglich 
vorhandene  kinetische  Energie  ^MK^w^  dazu  verwandt,  um  den 
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Schwerpunkt  der  aufgehobenen  Kettenmasse  fiXg  auf  die  Höhe 
^^  zu  heben,  d.  h.  es  ist 

iMK'o}'  =  ifÄV9   oder    K^-f^^ 

Man  sieht,  dass  auch  diese  Aufgabe  sich  vollständig  ohne  das 
TOD  dem  Verfasser  aufgestellte  Princlp  der  yeränderlichen  Massen 
erledigen  lässt.  F.  K. 

M.  L6vY.     ßur  le  principe  de  l'önergie.    Noov.  Ann.  (3)  VL 

501-525. 

Eine  Vorlesung  über  die  ersten  Begriffe  und  Sätze  in  der 
Lehre  von  der  Energie;  zuerst  im  Jahre  1880  am  College  de 
France,  später  teilweise  in  der  £cole  centrale  des  Arts  et  Manu- 
factures  in  dieser  Fassung  gehalten.  Lp. 


J.  HüNDHAUSEN.     Zum  BegriflF  der  Kraft.     Hamm.  31  8.  8». 


E.  HvALGREN.  Paradoxa  mathematica.  Mensura  specu- 
lativa  sive  systema  metricum  eiusque  cousequentiae 
et  extremitates.    Varberg.  8  8.  4^. 


Capitel  2. 

Kinematik. 
A.  Schönflies.  Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer 

Darstellung.      Leipzig.  Teubner.  VI  u.  194  S.  (1886). 

In  dem  vorliegenden  Lehrbuch  wird  eine  systematische  Ent- 
wickelung  der  kinematischen  Geometrie  gegeben.  Ohne  die  Be- 
griflFe  „Geschwindigkeit"  und  „Beschleunigung*'  in  die  Betrachtung 
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einzufahren  werden  die  geometrischen  Gesetze,  welche  sich  bei 
der  Bewegung  eines  räumlichen  Systems  gegen  ein  anderes  dar- 
bieten, rein  aus  den  gegenseitigen  Lagen  abgeleitet,  welche  die 
Systeme  der  Reihe  nach  gegen  einander  einnehmen.  Besonders 
fruchtbar  fttr  die  Entwickelung  dieser  Gesetze  erweist  sich  der 
Gedanke,  mit  der  Bewegung  eines  Systems  o  gegen  ein  System 
a'  zugleich  die  indirecte  Bewegung,  nämlich  die  des  Systems  a' 
gegen  das  System  a,  zu  verknüpfen;  gerade  hierdurch  gelingt 
es  dem  Verfasser,  wechselseitige  geometrische  Verwandtschafts- 
verhältnisse herzustellen,  welche  eine  Einsicht  in  die  Natur  der 
Probleme  leicht  und  zweckmässig  vermitteln. 

Das  erste  Capitel  beschäftigt  sich  mit  'der  Bewegung  eines 
starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene.  Indem  zunächst  zwei 
Lagen  a^  und  a^  des  Systems  o  gegen  das  System  a'  betrachtet 
werden,  wird  der  Blick  auf  das  System  der  Mittelpunkte  der 
Sehnen  gelenkt,  welche  homologe  Punkte  von  a^  und  a,  ver- 
binden. Dieses  System  ist  ähnlich  mit  a^  und  hat  den  Dreh- 
punkt von  a^  und  a^  zum  selbstentsprechenden  Punkte.  Das 
Verwandtschaftsverhältnis  dieser  beiden  Systeme  vermittelt  leicht 
die  Erkenntnis  derjenigen  Gesetze,  welche  sich  auf  zwei  conse- 
cutive  Lagen  des  Systems  o  beziehen.  Nachdem  die  Bewegung 
von  a  gegen  a',  sowie  von  a'  gegen  a,  auf  die  rollende  Be- 
wegung einer  Curve  auf  einer  anderen,  also  auf  die  Bewegung 
der  Polcurven,  zurückgeführt  ist,  wendet  sich  der  Verfasser  zu 
drei  Lagen  des  Systems  a  gegen  a\  Durch  drei  Homologie- 
punkte eines  Punktes  A  in  den  drei  Lagen  a^,  a^,  o,  des  Systems 
a  führt  ein  Kreis,  dessen  Centrum  als  ein  Punkt  Ä'  des  Systems 
&  aufgefasst  werden  kann.  Bei  der  umgekehrten  Bewegung 
entspricht  A'  in  den  drei  Lagen  a',,  a',,  a\  des  Systems  o' 
in  gleichem  Sinne  der  Punkt  A  von  a.  Die  in  dieser  Weise 
durch  A  und  A'  aufeinander  bezogenen  ebenen  Systeme  a  und 
o'  stehen  in  quadratischer  Verwandtschaft;  jeder  Geraden  in  ö 
entspricht  ein  Kegelschnitt  in  ö\  welcher  durch  die  drei  Drehungs- 
centra  der  directen  Bewegung  hin^durchgeht,  und  umgekehrt, 
jeder  Geraden  in  a*  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  drei  Drehungs- 
centra  der  indirecten  Bewegung  in  sich  hat.    Diese  quadrp*'    "^ 

FortMhr.  d.  Math.  XIX.  3.  56 
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Verwandtschaft  ftthrt  auf  einfache  und  durchsichtige  Weise  zur 
Theorie  der  Wendekreise  und  der  Wendepole  fär  die  directe 
und  indirecte  Bewegung  der  Systeme  a  und  a*.  Mit  ihrer  Hfllfe 
werden,  wenn  die  Bewegung  eines  Systems  a  durch  die  Bahnen 
zweier  Punkte  desselben  gegen  cf  bestimmt  ist,  der  Drehungspol, 
die  Polcurventangente,  die  Wendekreise  und  der  Erfimmungs- 
mittelpnnkt  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  aus  den 
gegebenen  Elementen  durch  Construction  abgeleitet.  Beispiele 
erläutern  die  Bedeutung  der  gewonnenen  allgemeinen  Ergebnisse. 

Vier  Lagen  des  Systems  a  stellen  den  Verf.  vor  die  Frage, 
ob  es  Punkte  in  o  giebt,  welche  in  den  vier  Lagen  a«,  <r,,  (t„  er, 
auf  einem  und  demselben  Kreise  liegen.  Diese  Punkte  bilden, 
wie  Burmester  zuerst  gezeigt  hat,  eine  Gurve  dritter  Ordnung 
K^\  dieselbe  fährt  durch  die  sechs  Drehungspole,  welche  die  vier 
Lagen  bestimmen,  und  durch  die  imaginären  Kreispunkte.  Die 
Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  den  Punkten  von  ÜT*  entsprechen, 
bilden  eine  in  &  gelegene  Curve  dritter  Ordnung  üf";  diese  ge- 
winnt bei  der  umgekehrten  Bewegung  dieselbe  Bedeutung,  welche 
K*  bei  der  directen  Bewegung  besitzt.  Nachdem  hiermit  Ober 
die  Punkte  stationärer  Krümmung  eine  Einsicht  gewonnen  ist, 
schreitet  die  Entwickelung  zu  der  Krümmung  der  von  System- 
curven  umhüllten  Enveloppen  fort. 

Umhüllt  eine  Systemcurve  x  eine  Curve  x',  so  f&llt  in  jedem 
Augenblick  der  Krümmungsmittelpunkt  von  x'  mit  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkt  derjenigen  Bahn  zusammen,  welche  der  Krttm- 
mungsmittelpunkt  der  Systemcurve  x  beschreibt.  Bei  der  indi- 
directen  Bewegung  übernimmt  x'  die  Rolle  von  x.  Wenn  daher 
X  und  x'  zwei  beliebige  Curven  von  o  und  o*  sind,  welche  im 
gegenseitigen  Verhältnis  von  Curve  und  Enveloppe  stehen,  so 
sind  ihre  Krfimmungsmittelpunkte  im  momentanen  Berührungs- 
punkt stets  zwei  entsprechende  Punkte  A  und  A'  für  die  qua- 
dratische Verwandtschaft,  welche  den  betrachteten  Bewegungs- 
moment  kennzeichnet.  Die  Polcurven  sind  Curven  dieser  Art. 
Indem  auf  sie  die  in  früheren  Paragraphen  aus  der  quadratischen 
Verwandtschaft  entwickelten  Relationen  über  die  Lage  entspre- 
chender Punkte  zum  Drehungspol  herangezogen  werden,  gelangt 
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der  Verfasser  zur  Savary'schen  Gleichung,  welche  die  Verbindung 
zwischen  der  Krttmmung  der  Polcurven  und  dem  Durchmesser 
des  Wendekreises  herstellt.  Ist  im  besonderen  x  eine  Gerade, 
80  liegt  ihr  ErQmmungsmittelpunkt  im  Unendlichen;  daher  liegt 
der  Krtimmungsmittelpunkt  ihrer  Enveloppe  auf  dem  Wendekreis 
des  Systems  g\  Liegt  aber  der  Krümmungsmittelpunkt  einer 
Curye  des  Systems  a  auf  dem  Wendekreise,  so  hat  die  von  ihr 
amhüllte  Enveloppe  des  anderen  Systems  im  momentanen  Be- 
rührungspunkt einen  Wendepunkt.  Einige  Beispiele  zeigen  die 
Bedeutung  der  entwickelten  Gesetze  für  die  Untersuchung  spe- 
eteller  Bewegungsformen. 

Das  zweite  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  Bewegung  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt.  Der  bewegliche  Körper 
wird  als  Strahlenbündel  aufgefasst,  und  die  Bewegung  dieses 
Strahlenbündels  um  seinen  Mittelpunkt  untersucht.  Geht  der 
Strahlenbündel  S  aus  der  Lage  S^  in  die  Lage  5,  über,  so  bilden 
die  Halbirungslinien  der  Winkel  entsprechender  Strahlen  einen 
Strahlenbündel,  welcher  mit  S^  und  S,  collinear  ist.  Diese  colli- 
nearen  Bündel  haben  die  Drehaxe,  welche  S^  in  S,  überführt,  und 
die  zu  ihr  senkrechte  Ebene  entsprechend  gemein.  Diese  Verwandt- 
schaft bildet  die  Grundlage  für  die  Entwickelung  vieler  räum- 
liehen Beziehungen,  zu  denen  zwei  Lagen  des  Körpers  Anlass 
geben.  Drei  Lagen  S^,  8,,  S,  führen  zu  einer  anderen  geome- 
trischen Verwandtschaft.  Sind  a^,  a^,  a,  homologe  Strahlen,  so 
schneidet  die  Ebene,  welche  den  Winkel  (a^a,)  halbirt  und 
normal  zur  Ebene  des  Winkels  steht,  die  Ebene,  welche  die  gleiche 
Beziehung  zu  a,  und  a,  hat,  in  einer  Geraden.  Diese  kann 
als  ein  Strahl  a'  in  einem  festen  Bündel  S'  aufgefasst  werden, 
welcher  dem 'Strahl  a  im  Bündel  S  entspricht.  Die  beiden  in 
dieser  Weise  auf  einander  bezogenen  Strahlenbündel  stehen  in 
quadratischer  Verwandtschaft.  Diese  Verwandtschaft  vermittelt 
in  analoger  Weise,  wie  bei  den  ebenen  Systemen,  eine  grosse 
Zahl  von  Gesetzen,  die  sich  auf  drei  consecutive  Lagen  beziehen. 
Ein  Strahl  und  seine  Krümmungsaxe  stehen  in  dieser  Verwandt- 
schaft. Sind  X  und  x'  irgend  zwei  Kegelfläehen  der  Bündel  S  und 
Sy  welche  im  gegenseitigen  Verhältnis  von  Kegel  und  Enveloppe 
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Stehen,  so  sind  die  momentanen  Krttmmungsaxen  der  Kegel  im 
gemeinsamen  Berührungsstrahl  zugeordnete  Strahlen  derjenigen 
quadratischen  Verwandtschaft,  welche  den  betrachteten  Bewegungs- 
moment charakterisirt.  Die  Rolle,  welche  für  die  ebenen  Systeme 
die  Wendekreise  spielen,  übernehmen  hier  zwei  orthogonale 
Kegel.  Diese  haben  jedoch  nicht  dieselbe  kinematische  Be- 
deutung, vielmehr  sind  die  Wendekegel  in  den  Systemen  S  und 
S'  dritter  Ordnung.  Nachdem  diese  sowie  ihre  Polarkegel  in 
ihrer  kinematischen  Bedeutung  behandelt  sind,  schliesst  das  Ca- 
pitel  mit  dem  Kegel  der  stationären  Krümmungsaxen.  Derselbe 
ist  ein  Kegel  H^  von  der  dritten  Ordnung,  seine  sämtlichen  Punkte 
beschreiben  Bahnen,  welche  vierpunktig  berührende  Krttmmungs- 
kreise  besitzen,  und  die  Krümmungsaxen  dieser  Bahnen  bilden 
im  System  S'  einen  Kegel  JJ".  Bei  der  ümkehrung  der  Bewe- 
gung vertauschen  beide  Kegelflächen  ihre  Bedeutung. 

Das  dritte  Capitel  behandelt  die  Bewegung  eines  starren 
räumlichen  Systems.  Wenn  ein  solches  System  2  aus  der  Lage 
2^  in  die  Lage  2^  übergeht,  so  bilden  die  Mittelpunkte  der 
Sehnen,  welche  homologe  Punkte  verbinden,  ein  System  2'"*, 
welches  mit  2^  und  2i  im  Verwandtschaftsverhältnis  der  Affi- 
nität steht.  Die  Ebenen,  welche  in  den  Mitten  der  Sehnen  senk- 
recht zu  ihnen  errichtet  sind,  bilden  ein  System  2^y  welches  mit 
2^  und  2^  reciprok  ist.  Daher  sind  auch  2"*  und  2^  reciproke 
Systeme,  und  zwar  geht  jede  Ebene  des  einen  Systems,  durch 
den  entsprechenden  Punkt  des  anderen;  sie  bilden  also  ein 
Nullsystem.  Dieses  Verwandtschaftsverhältnis  führt  zur  kinema- 
tischen Bedeutung  der  conjugirten  Geraden,  der  zu  Büscheln 
paralleler  Ebenen  adjungirten  Durchmesser  und  der  Hauptaxe 
des  Systems.  Aus  diesen  Gesichtspunkten  wird  die  Schrauben- 
bewegung entwickelt  und  die  allgemeinste  Bewegung  eines  starren 
Systems  auf  ein  Rollen  und  Gleiten  einer  Pol-  oder  Axenfläche 
auf  einer  anderen  zurückgeführt.  Nachdem  über  Centralpunkte, 
Centralebene  und  Parameter  beider  Flächen  gehandelt  ist,  wendet 
sich  der  Verfasser  zu  dem  linearen  Strahlencomplex,  welcher 
aus  den  sich  selbst  conjugirten  Geraden  des  Nullsystems  gebildet 
ist.    Wenn  zwei  unendlich  nahe  Lagen  von  2  betrachtet  werdeOi 
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80  steht  jede  Gerade  dieses  Complexes  normal  zu  den  Bahnen 
aller  ihrer  Punkte;  jede  Gerade,  welche  zwei  conjugirte  Gerade 
schneidet,  gehört  diesem  Complex  an;  die  Momentanaxe  trifft 
den  kürzesten  Abstand  zweier  conjugirten  Geraden  und  steht 
auf  ihm  senkrecht  u.  s.  w.  Zwei,  Paare  conjugirter  Geraden  be- 
stimmen den  Complex  der  Normalstrahlen,  dasselbe  geschieht 
durch  fttnf  Strahlen  des  Complexes.  Nachdem  eine  Reihe  wich- 
tiger Sätze  Ober  die  von  den  Ebenen  und  den  Geraden  des  be- 
wegten Systems  erzeugten  Gebilde  entwickelt  ist,  behandelt  der 
Verfasser  den  Complex  der  Bahntangenten.  Derselbe  ist  ein 
tetraedralerStrahlencompIex,  fOr  welchen  das  Fundamentaltetraeder 
sich  auf  die  Axe  der  Schraubenbewegung  und  die  zu  ihr  senk- 
rechte unendlich  ferne  Gerade  reducirt.  Die  Untersuchung  der 
speciellen  Natur  dieses  Complexes  führt  zu  einer  grossen  Anzahl 
von  interessanten  Gesetzen.  Es  muss  genügen,  einige  derselben 
hervorzuheben.  Die  Charakteristiken  aller  Ebenen,  welche  durch 
eine  beliebige  Gerade  des  räumlichen  Systems  hindurchgehen, 
bilden  ein  orthogonales  Hyperboloid.  Ist  die  Gerade  Tangente 
der  Bahn  eines  Punktes,  so  entartet  dasselbe  in  einen  orthogonalen 
Kegel.  Die  Punkte  des  räumlichen  Systems,  deren  Bahnen  nach 
einem  festen  Punkt  gerichtet  sind,  liegen  auf  einer  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  welche  als  Durchschnitt  eines  orthogonalen 
Kegels  und  eines  Kreiscylinders  auftritt;  dieselbe  enthält  die 
Kreispunkte  der  zur  Axe  der  Schraubenbewegung  senkrechten 
Ebenen.  Lage  und  Natur  dieser  Gebilde  wird  eingebend  unter- 
sucht, und  es  werden  Sätze  hinzugefügt,  welche  sich  auf  die 
Ebenen  beziehen,  deren  Charakteristiken  in  einer  beliebigen 
Ebene  des  Raumes  enthalten  sind,  oder  die  Tangenten  derjenigen 
Bahnen  betreffen,  welche  die  Punkte  einer  Ebene  beschreiben. 

Drei  consecutive  Lagen  des  Systems  2  führen  zu  den  Krüm- 
mungsaxen  der  Bahnen.  Dieselben  bilden  einen  tetraedralen 
Strahlencomplex  mit  imaginären  Hauptpunkten  und  Hauptebenen. 
Die  Punkte,  deren  Krümmungsaxen  in  einer  Ebene  enthalten 
sind,  bilden  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  also  auch 
die  Punkte,  welche  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  durchlaufen. 
Nachdem   auf  die   reciproke  Beziehung   für   den  Complex   der 
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KrümmuDgsaxen  der  ursprünglichen  Bewegung  und  denjenigen 
der  umgekehrten  Bewegung  hingewiesen  ist,  werden  vier  auf 
einander  folgende  Lagen  des  Systems  S  betrachtet.  Vier  Homo- 
logiepunkte eines  Punktes  A  des  Systems  bestimmen  eine  Kugel; 
ihr  Mittelpunkt  A',  als  Punkt  von  S*  betrachtet,  bestimmt  bei 
der  umgekehrten  Bewegung  in  gleichem  Sinne  den  Punkt  A. 
So  entspricht  jedem  Punkt  A  von  2  eindeutig  ein  Punkt  A*  von 
2'.  Die  hierdurch  auf  einander  bezogenen  räumlichen  Systeme 
stehen  in  einer  kubischen  Verwandtschaft  Diese  Verwandtschaft 
fahrt  zu  dem  Orte  der  Punkte,  deren  Bahnen  vierpunktig  berflh- 
rende  Schmiegungsebenen  und  deren  Bahnen  f&nfpunktig  berüh- 
rende Schmiegungsebenen  haben,  und  zu  den  Punkten,  welche. 
Bahnen  mit  sechspunktig  berflhrenden  Schmiegungsebenen  be- 
schreiben. Weiter  leitet  die  Untersuchung  zu  dem  Ort  derjenigen 
Punkte,  deren  Bahnen  vierpunktig  berührende  Krümmungskreise 
besitzen,  zu  dem  Ort  derjenigen,  deren  Bahnen  fttnfpunktig  be- 
rührende und  deren  Bahnen  sechspunktig  berührende  Schmiegungs- 
kugeln  haben,  sowie  endlich  zu  denjenigen  Punkten,  welche 
Bahnen  mit  siebenpunktig  berührenden  Schmiegungskugeln  be- 
schreiben. Das  nächste  Gapitel  behandelt  die  Grade  der  Be- 
wegungsfreiheit eines  starren  räumlichen  Systems.  Die  indirecte 
Bewegung  lässt  die  Bedingung,  dass  ein  Punkt  auf  einer  festen 
Fläche  gleite,  sofort  als  gleichwertig  mit  der  Forderung  erkennen, 
dass  eine  Fläche  des  bewegten  Systems  durch  einen  festen  Punkt 
gehe.  Aus  den  theoretischen  Grundlagen,  welche  bereits  gewonnen 
sind,  werden  leicht  und  übersichtlich  die  mannigfachen  Gesetze 
entwickelt,  welche  Schönemann  und  später  Mannheim  über  diesen 
Gegenstand  gegeben  haben.  Eine  besondere  Behandlung  erfährt 
das  Gylindroid,  d.  i.  der  Ort  der  Momentanaxen  für  die  zulässigen 
Bewegungen  des  Systems  S^  wenn  dasselbe  mit  vier  Punkten  auf 
vier  festen  Flächen  geführt  wird.  An  diese  Untersuchungen 
schliesst  sich  eine  Reihe  interessanter  bezüglicher  Relationen.  Bei- 
spiele, welche  die  Bewegungen  specieller  räumlicher  Gebilde  dar- 
stellen und  der  Erläuterung  der  allgemeinen  theoretischen  Ergeb- 
nisse dienen,  schliessen  das  reichhaltige,  die  Wissetischaft  der 
Kinematik  nach  vielen  Richtungen  erweiternde,  anziehende  Werk. 

Sohn. 
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L*  BuRME8TER.     Lehrbuch  der  Kinematik.     J5.      Leipsig. 

A.  Felix.  XX  n.  561-941  mit  eioem  Atlas. 

VoD  dem  Werke,  über  dessen  beide  ersten  Lieferangen  seiner 
Zeit  Berieht  erstattet  warde  (siehe  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  814), 
liegt  die  dritte  Lieferung  (pag.  561—928)  vor.  Mit  ihr  erfolgt 
der  Abschluss  des  ersten  Bandes,  welcher  die  Bewegung  in  der 
Ebene  zum  Gegenstand  der  Betrachtung  macht.  Auch  in  dieser 
Fortsetzung  findet  das  reichhaltige  Material,  welches  die  wissen- 
schaftliche Forschung  auf  dem  Gebiete  der  Kinematik  zu  Tage 
gef5rdert  hat,  seine  systematische  Verarbeitung.  Die  Vorzüge, 
auf  welche  bei  der  Besprechung  der  ersten  Lieferungen  hinge- 
wiesen wurde,  charakterisiren  auch  diesen  Teil  des  Werkes. 

An  die  Erzeugung  ähnlicher  Bewegungen  vermittelst  des 
Pantographen  oder  Storchschnabels  und  gewisser  aus  allge- 
meineren Gesichtspunkten  herzuleitenden  Mechanismen  schliesst 
sich  die  Darstellung  in  verser  Bewegungen.  Dieselbe  knüpft  an 
den  Hart'schen  Inversor  an,  behandelt  den  quadruplanen  Inversor 
von  Sylvester  und  Eempe  und  schliesst  mit  der  Behandlung  des 
Inversors  von  Peaucellier.  Einzelne  interessante  geometrische 
Beziehungen  erscheinen  in  enger  Verbindung  mit  dem  behandelten 
Gegenstande.  Die  Grundlage  für  gewisse  Mechanismen,  die 
Sylvester  angegeben  hat,  bildet  der  Satz,  dass,  wenn  in  einem 
Gelenkviereck  die  Summen  der  Quadrate  der  gegenüberliegen- 
den Seiten  einander  gleich  sind,  die  Diagonalen  senkrecht  auf- 
einander stehen.  Im  Anschluss  an  diesen  Satz  wird  das  Wesen 
dieser  Mechanismen  entwickelt  und  ihre  Beziehung  zum  Peau- 
cellier'schen  Inversor  klar  gelegt.  Die  Betrachtung  mehrfach 
geführter  und  übergeschlossener  Mechanismen  bildet  den  Schluss 
dieses  Abschnittes.  Dem  folgenden  Capitel,  welches  sich  mit  der 
angenäherten  Geradftlbrung  beschäftigt,  ist  eine  zusammenhän- 
gende Entwickelung  der  geometrischen  Gesetze  vorausgeschickt, 
zu  denen  die  Betrachtung  der  Lagenbeziehungen  von  drei,  vier 
oder  fünf  complanen  congruenten  ebenen  Systemen  den  Anlass 
bietet.  Die  eigentümlichen  Verwandtschaftsverhältnisse,  zu  denen 
die  Entwickelung  ftlhrt,  werden  untersucht,  die  Bedeutung  der 
Ereispunktcurve  und   der   Mittelpunktcurve    ftlr  vier  in   einer 


» 
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Ebene  gelegene  congruente  Systeme  klar  gelegt,  ihre  Construc- 
tionen  aus  ihrer  geometrischen  Natur  hergeleitet  und  endlich  die 
Bestimmung  derjenigen  Kreise  gegeben,  welche  fünf  homologe 
Punkte  von  fünf  congruenten  in  einer  Ebene  liegenden  Systemen 
enthalten.  Durch  diese  allgemeine  und  umfassende  Entwickelung 
wird  die  geometrische  Grundlage  für  die  systematische  Bear- 
beitung des  reichhaltigen  Stoffs  gewonnen,  zu  dem  das  Problem 
der  angenäherten  Geradführung  im  Lauf  der  Zeiten  die  wissen- 
schaftliche Arbeit  geleitet  hat.  Im  Anschluss  an  diesen  Teil  des 
Werkes  werden  die  Mechanismen  derjenigeu  Schiebersteuerungen 
behandelt,  welche  sich  in  der  Praxis  bewährt  haben;  die  zweck- 
entsprechenden Constructionen  der  Technik  finden  hier  ihre  enge 
Verbindung  mit  der  rein  theoretischen  Wissenschaft  der  Kine- 
matik. Den  Principien  dieser  Wissenschaft  gemäss  werden  im 
folgenden  Capitel  die  Begriffe  der  Beschleunigung,  der  Deviation, 
der  Normal-  und  Tangentialbeschleunigung  zu  vollkommener 
Klarheit  entwickelt;  die  Beschleunigungen  höherer  Ordnung  er- 
halten ihre  Vermittelung  durch  die  von  Hamilton  ersonnenen 
Uodographen  der  Bewegung.  Die  eingeführten  Begriffe  finden 
ihre  Anwendung  bei  der  sich  anschliessenden  Behandlung  ein- 
facher Bewegungsformen,  wie  sie  sich  in  der  Wurfbewegang, 
der  allgemeinen  Centralbewegung,  der  Planetenbewegung  u.  s.  w. 
darbieten.  Die  Zusammensetzung  von  Beschleunigungen  führt  zu 
dem  Satz  von  Coriolis,  und  im  Anschluss  an  ihn  finden  die  Be- 
griffe „absolute  .Beschleunigung",  „relsctive  Beschleunigung", 
„Führungsbeschleunigung"  ihre  Erläuterung.  Für  die  bisher  ge- 
bräuchliche Benennung  „zusammengesetzte  Centripetalbeschleuni- 
gung"  bringt  der  Verfasser  den  angemesseneren  Ausdruck  „Zu- 
satzbeschleunigung" in  Vorschlag.  Zahlreiche  Beispiele  inter- 
essanter Bewegungsformen  zeigen  die  Fruchtbarkeit  des  Goriolis*- 
schen  Lehrsatzes.  Die  Beschleunigungen  der  Punkte  eines  ebenen 
starren  Systems,  ihre  allgemeinen  und  ihre  besonderen  Bezie- 
hungen führen  über  zur  constructiven  Bestimmung  der  Be- 
schleunigung bei  einfachen  und  zusammengesetzten  Mecha- 
nismen; ein  reicher  Stoff  ist  hier  in  den  Kreis  der  Betrachtung 
gezogen,    und   seine   wissenschaftliche  Durcharbeitung  leitet   zu 
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tieferer  Erkenntnis  eines  wesentlichen  Teils  der  Maschinen- 
lehre. 

Der  letzte  Abschnitt  ist  der  Bewegung  gesetzmässig  ver- 
änderlicher ebener  Systeme  gewidmet.    Nach  einer  einleitenden 

Betrachtung  der  allgemeinen  Gesetze  solcher  Bewegung  werden 

« 

ebene  Systeme  behandelt,  welche  während  der  Bewegung  ihre 
Aehniichkeit  bewahren,  und  besondere  Formen  dieser  Bewegung 
verfolgt.  Eine  grosse  Fülle  von  geometrischen  Relationen  er- 
hält so  eine  innigere  wissenschaftliche  Verbindung.  Es  folgt 
die  Behandlung  solcher  Systeme,  welche  während  der  Bewegung 
in  A  ffinitätsverwandtschaft  verbleiben,  und  den  Schluss  bildet  ein 
Capitel,  welches  sich  mit  der  Bewegung  der  bifocal-veränder- 
liehen  Systeme  beschäftigt.  Diese  Systeme  hat  der  Verfasser  in 
den  Math.  Ann.  1880.  Bd.  XVI  zuerst  behandelt,  und  es  ist  seiner 
Zeit  in  Bd.  XII  dieses  Jahrbuchs  darüber  berichtet  worden. 

Es  hat  hier  das  reichhaltige  Werk  nur  nach  seinem  wesent- 
liehen  Inhalt  und  in  einigen  allgemeinen  Zügen  gekennzeichnet 
werden  können;  auf  Einzelnheiten  näher  einzugehen,  verbietet 
das  der  Berichterstattung  zustehende  Mass  des  Raumes. 

Sehn. 

Edm.  Bour.     Cours  de  m^eanique  et  machines,  profess^ 
k  ITßcole  Polytechnique.    Cin^matique.    2«  6d.      Paris, 

Gaathier-Villars. 

£.   Boggio-Lbra.     Sulla  cinematica  dei  mezzi  continui. 

Ann.  della  R  8c.  Norm.  Sop.  di  Pisa.  IV.  53-99.     Abgedruckt  in  Nnovo 
Cimento  (8)  XXII.  63-69, 143-149, 231-240;  XXIII.  158-162;  XXIV.  41-45. 

Betrachtet  man  die  in  einem  Zeitelemente  stattfindenden  un* 
endlich  kleinen  Verschiebungen  der  Punkte  eines  Körpers  als 
lineare  homogene  Functionen  der  Coordinaten,  so  besteht  be- 
kanntlich die  Veränderung  eines  Teilchens  des  Körpers  aus  einer 
Translation,  einer  Drehung  uod  einer  Dilatation  (vgl.  z.  B.  Kirch- 
hoff, Mechanik,  X.  Vorlesung).  Behält  man  in  den  Ausdrücken 
der  Verschiebungen  auch  die  quadratischen  Glieder  bei,  so  kommen 
noch  drei  Bewegungen  hinzu,  nämlich : 
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a)  eine  Deformation,  welcher  ein  Potential  zukommt; 

b)  ein  Tripel  von  Windungen  (torsioni)  um  drei  recht- 
winklige, durch  den  Nullpunkt  gehende  Axen; 

o)  eine  Biegung  (flessione)  um  eine  durch  den  Kulipunkt 
gehende  Gerade. 

Hierbei  yersteht  man  unter  einer  Windung  um  eine  durch 
den  Nullpunkt  gehende  Axe  eine  Bewegung,  bei  welcher  jeder 
Punkt  um  die  Axe  mit  einer  Drehungsgeschwindigkeit  rotirt,  die 
dem  Abstände  der  Projection  des  Punktes  auf  der  Axe  von  dem 
Nullpunkte  proportional  ist;  —  unter  einer  Biegung  am  eine 
Axe  eine  Deformation,  bei  welcher  jede  Sie  Axe  rechtwinklig 
schneidende  Gerade  einem  bestimmten  Gesetze  gemäss  in  eine 
Parabel  übergeht,  welche  in  der  durch  die  beiden  Geraden  gehen- 
den Ebene  liegt.  —  Die  Biegungen  setzen  sich  nach  den  Ge- 
setzen der  Streckentheorie  zusammen.  Die  Biegungsgeschwindig- 
keit ist  das  constante  Verhältnis  der  Geschwin^igkeitscomponente 
irgend  eines  Punktes  in  der  Richtung  der  Axe  zum  Quadrate  des 
Abstandes  desselben  von  der  Axe. 

Sind  11,  v,  Iß  die  Geschwindigkeitscomponenten  in  einem 
Punkte  einer  incompressibeln  FlQssigkeit,  il,  ^u,  y  die  Gomponen- 
ten  der  Biegungsgeschwindigkeit  in  demselben  Punkte,  so  findet 
man: 

Sind  die  Windungen  eines  Teilchens  stationär,  so  ist  die 
Biegung  desselben  ebenfalls  stationär. 

Giebt  es  keine  Biegung,  so  existirt  ein  „Drehungspotential'', 
d.  i.  eine  Function,  deren  partielle  Differentialquotienten  die  Com- 
ponenten  der  Drehungsgeschwindigkeit  angeben. 

Führt  man  (nach  Analogie,  mit  den  Helmholtz'schen  Wirbel- 
linien und  -Fäden)  Biegungslinien  und  -Fäden  ein,  so  gelangt 
man  zu  interessanten  Ergebnissen,  auf  welche  aber  hier  nicht 
eingegangen  werden  kann. 

Die  Theorie  wird  auf  zwei  besondere  Fälle  angewandt 
Manche  Rechnungs-  und  Druckfehler,  einige  ungerechtfertigte 
Umformungen  (z.  B.  der  Uebergang  von  (1)  zu  (a)  S.  79)  und 
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BezeichnuDgen  (z.  B.  die  Funotion  g>  S.  89),  and  die  wohl  zu 
analytische  und  unübersichtliche,  bloss  auf  Formeltransformationen 
gestützte  Untersuchungsmethode,  —  dies  alles,  ohne  die  Wichtig- 
keit der  Resultate  zu  yermindem,  erschwert  die  Leetüre  der 
Abhandlung.  Vi. 


R.  Reiff.     Zur  Kinematik  der   Potentialbewegung. 

Böklen  Mitt.  I,.  41-48. 

Bewegt  sich  ein  stetiges  System  so,  dass  die  Geschwindig- 
keitscomponenten  die  partiellen  Ableitungen  einer  Function 
gi(xy  y,  »)  nach  den  Coordinaten  x^  y,  z  sind,  so  nennt  der  Ver- 
fasser diese  Bewegung  eine  Potentialbewegung,  die  Function 
aber  ist  das  Gcschwindigkeitspotential.  Die  Untersuchungen  er- 
strecken sich  nun  auf  die  Frage,  welche  Veränderungen  ein  un- 
endlich kleines  Linienelement  in  der  Zeit  dt  erleidet.  Dieselben 
bestehen  in  einer  Verschiebung,  einer  Drehung  und  einer  Deh- 
nung; als  Mass  der  letzteren  gilt  das  Verhältnis  des  Zuwachses 
des  Linienelementes  zur  ursprünglichen  Länge.  Diese  Grösse 
bat  für  alle  Linienelemente,  welche  in  der  Fläche  constanten 
Potentials  g>  (x^  y,  2)  =  c  liegen,  ein  Maximum  oder  Minimum 
in  den  Krümmungslinien  der  Fläche,  oder  allgemeiner,  die  Dila- 
tation eines  Linienelementes  dieser  Fläche  ist  proportional  der 
Krümmung  des  zugehörigen  Normalschnitts  der  Fläche.  Der- 
artige Relationen,  welche  die  Dehnung  der  Elemente,  oder  solche, 
welche  die  Drehung  betreffen,  bilden  den  Inhalt  der  vorliegen- 
den Arbeit.  Sehn. 


AüG.  Seydler.      üeber  die   Hauptarten  der  Bewegung. 

Casop.  XYI.  49.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  gründliche  Discussion  der  in  der  Mechanik  ab- 
gehandelten Hauptarten  der  Bewegung  und  ihres  gegenseitigen 
Verhältnisses.  Std. 
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« 

Mohr,      lieber  Gescbwindigkeitspläne    und    Bescbleuni- 
gungspläne.     Ein  Beitrag  zur  graphischen  Kinematik. 

CivillDg.  XXXIII.  631-650. 

• 

Trägt  man  die  Geschwindigkeiten  mehrerer  sich  in  einer 
Ebene  bewegender  Punkte  4,  ß,  C,  ...  von  einem  Punkte  P, 
nach  Grösse  und  Richtung  ab,  so  wird  eine  Figur  A^B^C^  .  .  . 
erbalten,  welche  nGeschwindigkeitsplan*"  heisst.  Ebenso  erhält 
man  den  „Beschleunigungsplan^  ^1,  0,  C,  . . . .  Es  ist  ohne 
weiteres  klar,  dass  der  Beschleunigungsplan  der  Figur  ABC .  . . 
identisch  mit  dem  Geschwindigkeitsplan  von  A^B^C^ . , .  ist.  Sind 
A  und  B  durch  eine  starre  Gerade  verbunden,  so  steht  die  Richtung 
A^B^  senkrecht  auf  AB]  und  der  Geschwindigkeitsplan  einer 
starren  Figur  ist  eine  der  ursprünglichen  ähnliche,  welche  um 
einen  rechten  Winkel  gedreht  ist.  Auch  für  den  Fall  ähnlich 
veränderlicher  Figuren  bleibt  die  Geschwindigkeitsfigur  ähnlich 
der  gegebenen.  Dasselbe  gilt  natürlich  dann  auch,  von  dem 
Beschleunigungsplan  der  ähnlich  veränderlichen  Figur.  Diese 
und  ähnliche  Betrachtungen  wendet  der  Herr  Verfasser  auf  die 
ebene   kinematische   Kette  und  das  ebene  Fachwerk  an. 

F.  K. 

F.  WiTTENBAUEB.    Sätze  über  die  Bewegung  eines  ebenen 

Systems.    Wieo.  Ade.  XXIII.  145-146  (1886),  SchlömilehZ.  XXXII.  314. 

Wenn  ein  ebenes  System  gleichzeitig  mehreren  Bewegungen 
unterworfen  ist,  von  denen  jede  einzelne  durch  den  momentanen 
Drehpunkt  C»,  den  Wendepol  Wn  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit Wn  charakterisirt  ist,  so  ist  der  resultirende  Drehpunkt  C 
Schwerpunkt  aller  Punkte  C«,  wenn  dieselben  mit  den  bezüglichen 
Winkelgeschwindigkeiten  belastet  gedacht  werden.  Zu  diesem 
bereits  bekannten  Gesetz  fügt  Herr  Wittenbauer  folgendes:  Der 
Wendepol  W  der  resultirenden  Bewegung  ist  der  Schwerpunkt 
aller  Wendepole  Wn  und  aller  Drehpunkte  C„,  wenn  die  ersteren 
bezüglich  mit  cu»,  die  letzteren  mit  a}n(2w—Wn)  belastet  gedacht 
werden. 

Wenn  ein  ebenes  System  gleichzeitig  zwei  Bewegungen  mit 
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den  Drehpunkten  C,  und  C,  und  den  Wendepolen  W^  und  W^ 
besitzt,  so  ist  der  Wendepol  der  resultirenden  Bewegung  auf 
einer  Parabel  gelegen,  welche  MK,  und  W^  enthält.  Die  Tangenten 
in  fFj  und  TT,  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  der  Strecke  C^C^. 

_  Sehn. 

R.  J.  Dallas.      Note    on    the  kinematics  of  a  quadri- 

lateral.     Bdinb.  M.  S.  Proc.  V.  92-93. 

Von  folgender  Aufgabe  wird  eine  Lösung  mitgeteilt:  Ein 
Viereck  ABCD  aus  vier  Gelenkstäben  ist  gegeben;  der  Stab  CD 
werde  festgehalten;  es  ist  die  Tangente  an  den  Ort  von  P,  dem 
Schnittpunkte  von  DA^  CB  in  beliebiger  Lage,  zu  finden  und  die 
folgende  Construction  fttr  den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn 
von  P  zu  bestätigen:  Es  sei  PQ  die  dritte  Diagonale;  man  er- 
richte in  P  auf  PQ  ein  Lot,  welches  BA^  CD  in  L  und  L'  schneide; 
durch  L  und  L'  ziehe  man  Parallele  zu  PQ,  die  AD  in  M  und 
ilf'  treffen;  durch  M  und  M'  ziehe  man  Senkrechte  zu  AD,  welche 
die  zu  P  gehörige  Normale  in  0  und  0'  treffen;  dann  ist 

,  .     ^    2 


OP    '    O'P  •  Gbs.  (Lp.) 


J.  Neüberg,  G.  de  Longchamps,  G.  B.  Mathews.     So- 
lutions  of  questions   8220,   8552.      Ed.  Times  XLVI.  85-86, 

Eine  Curve  (C)  und  ein  Winkel  XOY  sind  gegeben.  Eine 
beliebige  Tangente  von  (C)  trifft  OX  \n  A,  OY  in  B.  1)  Die 
Tangente  des  Ortes  zu  finden,  den  der  Höhenschnitt  des  Dreiecks 
OAB  beschreibt.  2)  Die  Tangente  des  Ortes  zu  finden,  den  das 
Inkreiscentrum  von  OAB  beschreibt.  3)  Die  Tangente  des  Ortes 
fQr  den  Schwerpunkt  von  OAB  zu  finden. 

Alle  drei  von  Herrn  Neuberg  herrOhrenden  Aufgaben  werden 
an  der  ersten  Stelle  von  ihm  selbst  mit  Hülfe  kinematischer  Betrach- 
tungen gelöst.  An  der  zweiten  Stelle  geben  die  Herren  L.  und 
M.  rein  geometrische  Constructionen  nebst  einigen  Erweiterungen. 

Lp. 
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Pfl.  Gilbert.  Sur  les  accäldrations  des  points  d'on 
Systeme  invariable  en  mouvement.    0.  B.  CIV.  162-165. 

Die  Ausdrücke  ftlr  die  Beschleunigungen  erster  Ordnung 
der  Punkte  eines  starren  Systems  haben  Herrn  Gilbert  zu  einer 
Reihe  allgemeiner  Beziehungen  geführt,  welche  die  Beschleuni- 
gungen mit  anderen  bei  der  Analyse  der  Bewegung  auftretenden 
Grössen  verknüpfen.  Sie  alle  anzuführen,  würde  hier  zu  weit 
führen;  zu  ihrer  Charakterisirung  möge  deshalb  eines  der  Theoreme 
genügen.  Bildet  man  die  geometrischen  Producte  einerseits  aus 
der  Beschleunigung  eines  Punktes  und  der  augenblicklichen 
Drehaxe  OJ,  andererseits  aus  seiner  Geschwindigkeit  und  der 
Winkelbeschleunigung  OL^  so  ist  die  Summe  dieser  Producte  für 
jeden  Punkt  Null,  wenn  das  starre  System  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht  Ist  dagegen  das  starre  System  frei  beweglich,  so 
ist  diese  Grösse  für  alle  Punkte  constant  und  zwar  gleich  der 
nach  der  Zeit  genommenen  Derivirten  des  Products,  welches  aus 
der  Rotations-  und  Gleitungsgeschwindigkeit  zu  bilden  ist. 

Sehn. 

R.  Mbhmkb.  Zur  Construetion  der  Strictionslinie  der 
Bahnfläcbe  einer  bewegten  Geraden,  sowie  der  Be- 
rtthrungslinie  einer   bewegten  Ebene   mit  ihrer  Htlll- 

babn.     Böklen  MiU.  IL  99-101. 

In  den  C.  R.  CIL  604—606  hatte  Herr  Godefroy  einen 
Satz  veröffentlicht,  über  den  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  821  berichtet 
ist.  Herr  Mehmke  giebt  diesem  Satz  eine  andere  Gestalt:  „Be- 
wegen sich  zwei  Punkte  a  und  b  in  einer  Ebene,  so  l&sst  sich 
von  einem  festen  Punkte  p  in  jedem  Moment  der  Bewegung  eine 
Strecke  pc  gleich  und  parallel  mit  ab  gezogen  denken.  Sind  A,  0,  C 
zu  einem  Zeitpunkt  die  Tangenten  an  den  Bahnen,  welche  a,  fr,  c 
beschreiben,  so  ist  der  Berührungspunkt  der  Geraden  ofr  mit 
ihrer  Hüllbahn  auf  folgende  Art  zu  construiren.  Man  ziehe  durch 
a  parallel  zu  B  die  Gerade  A'  und  durch  fr  parallel  mit  A  die 
Gerade  B\  durch  den  Schnittpunkt  von  A'  und  B'  führe  man 
eine  Gerade  parallel  zu  C;  diese  Gerade  bestimmt  auf  der  Geraden 
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ab  den  Berflhrungspankt  mit  ihrer  Hflllbahn/'  Dieser  Constme- 
tion  setzt  Herr  Mehmke  eine  andere  zur  Seite,  welehe,  wenn  a 
und  6  beliebige  Raumcurven  besehreiben,  den  Gentralpunkt  der 
durch  ab  erzeugten  Regelflftche  finden  lehrt.  Hierzu  fügt  er  noch 
folgende  Verallgemeinerung.  Bewegen  sich  drei  Punkte  a,  6,  c 
beliebig  im  Baam,  so  läsat  ütk  in  jedem  Moment  der  Bewegung 
von  einem  festen  Punkte  p  ein  Lot  auf  die  Ebene  abc  gefälk 
deaken.  Trägt  man  darauf  eine  Strecke  pd  proportional  dem 
Inhalt  des  Dreiecks  abc  ab,  und  zwar  in  einer  Richtung,  die  ein- 
deutig bestimmt  wird,  so  beschreibt  d  in  einem  Bewegungs- 
moment die  Bahnrichtung  I>,  wenn  a,  6,  c  ihre  Bahnen  mit  den 
Bahnrichtnngen  A^  B,  C  beschreiben.  Legt  man  nun  durch  bc 
parallel  mit  A  die  Ebene  A,  durch  ca  parallel  mit  B  die  Ebene 
B  und  durch  ab  parallel  mit  C  die  Ebene  T,  so  schneiden  sich 
diese  drei  Ebenen  A,  B,  F  in  einem  Punkt.  Führt  man  durch 
diesen  senkrecht  zu  D  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  Ebene 
iü)c  in  ihrer  Charakteristik,  d.  h.  in  der  Berfihrungslinie  der  von 
der  Ebene  des  Dreiecks  abc  umhüllten  Fläche.  Sehn. 


J.  Ri:v£iLLB.  Determination  du  rayon  de  courbure  d'une 
trajectoire  particuli^re  d'un  point  faisant  partie  d'un 
solide  invariable  assujetti  k  quatre  conditions.       C.  R. 

CrV.  1827-1829. 

Wenn  ein  starres  System  mit  4  Punkten  auf  4  festen  Flächen 
geleitet  wird,  so  beschreibt  bekanntlich  jeder  Punkt  des  Systems 
eine  Flächentrajectorie.  Die  Normalen  derselben  treffen  zwei 
Gerade  D  und  J.  Unter  den  Elementarbewegungen  des  Systems, 
welche  mit  den  Bedingungen  der  Leitung  verträglich  sind,  lässt 
sich  diejenige  unterscheiden,  welche  allein  in  einer  Rotation  um 
die  Gerade  D  besteht.  Indem  man  diese  besonderen  Elementar- 
bewegungen verfolgt,  wird  ein  beliebiger  Punkt  a  des  Systems 
eine  Trajectorie  (0)0  beschreiben,  welche  auf  der  Flächentrajec- 
torie [a]  gelegen  ist.  Die  Krümmungsaxe  dieser  besonderen 
Trajectorie  (a)j)  wird  nunmehr  bestimmt  aus  den  Krümmungs- 
elementen der  vier  gegebenen  Flächen,  auf  denen  das  System 
mit  vier  Punkten  geführt  wird.  Sehn. 


896  X.  Abschnitt.     Mecbaoik. 

J.  Hbvbillk.  D^terminations  des  ^l^ments  de  courbure 
de  la  surface  d^crite  par  un  point  queloonque  d'un 
solide  invariable,  dont  quatre  points  donnäs  decrivent 
des  surfaces  dont  les  ^läments  de  courbure  sont  donnds. 

C.  R  CV.  159-163. 

Die  Elemente  für  die  Lösung  der  Frage  werden  jenen  kine- 
ifiatisch-geometrischen  Betrachtungen  entnommen,  für  welche  die 
Arbeiten  des  Herrn  Mannheim  die  wesentlichsten  Gesichtspunkte 
gegeben  haben.  Sehn. 

D.  BoBTLEW.  Ueber  die  Bewegung  einer  Oberfläche, 
welche     eine     andere     ruhende    Oberfläche     berührt. 

Petereb.  Abb.  LV.  97-121.  (Rüssiscb.) 

In  dieser  kinematischen  Untersuchung  werden  AusdrQcke 
für  die  Bedingungen  derjenigen  mechanischen  Verbindungen  ge- 
bildet und  betrachtet,  welche  einen  starren,  von  einer  gegebenen 
Oberfläche  begrenzten  Körper  zwingen,  eine  gegebene  ruhende 
Oberfläche  so  zu  berühren,  dass  die  Spuren  der  Berührungspunkte 
auf  beiden  Oberflächen  vorgeschriebene  Curven  sind ;  dabei  wer- 
den auch  Relationen  zwischen  den  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen betrachtet,  die  aus  der  Existenz  dieser  Bedin- 
gungen hervorgehen.  Ausserdem  wird  hinsichtlich  der  Bedingungen 
des  Rollens  ohne  Gleiten,  welche  sich  als  Bedingungen  zwischen 
den  Geschwindigkeiten  oder,  was  dasselbe  ist,  unter  der  Form 
zweier  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  darstellen  lassen, 
der  Nachweis  geführt,  dass  diese  Gleichungen  unmittelbar  nicht 
integrabel  sind,  sobald  die  Berührungsspuren  auf  beiden  Ober- 
flächen nicht  gegeben  sind,  und  es  wird  ferner  gezeigt,  wie  sie 
sich  integriren  lassen,  wenn  die  genannten  Curven  vorgeschrieben 
sind.  Bb. 

G.  Floqüet.  Sur  le  mouvement  d'une  surface  autour 
d'un  point  fixe.    c.  R.  CV.  746-749. 

Es  bewege  sich  eine  Fläche  vom  Grade  m  um  einen  festen 
Punkt  0.    Für  jede  Lage  der  Fläche  bestimmt  eine  feste  Ebene 
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(P)  Pole,  deren  Anzahl  (m— 1)'  beträgt.  Ist  M  einer  derselben, 
80  wird  dieser  während  der  Bewegung  continuirlieh  seine  Lage 
ändern.  Von  einer  gegebenen  Anfangslage  aus  wird  die  weitere 
Bewegung  an  die  Bedingung  geknfipft,  dass  die  augenblickliche 
Rotation  OS  jeder  Zeit  gegen  den  Pol  M  hin  gerichtet  und  eine 
Function  des  Abstandes  OM  sei.  Die  Bewegungsgleichungen, 
welche  die  Bahn  des  Pols  M  zu  beurteilen  gestatten,  fOhren  zu 
folgendem  Ergebnis:  Wenn  der  Pol  M  bu  Anfang  auf  der  beweg- 
lichen Oberfläche  liegt,  so  dass  die  feste  Ebene  (P)  die  Fläche 
in  ihm  berührt,  so  bleibt  die  Berührung  der  Oberfläche  mit  der 
festen  Ebene  bestehen,  nnd  zwar  rollt  die  Oberfläche,  ohne  zu 
gleiten,  auf  der  festen  Ebene  P.  Sehn. 


PiNCZON.     Sur  la  gön^ration  de  Therpolhodie.     CR.  CIV. 

1048-1051. 

Es  sei  XOY  die  Ebene,  welche  senkrecht  zur  Axe  des 
Moments  der  Bewegungsgrössen  steht,  und  0^,  Oy^  0,  seien  die 
Hauptträgheitsaxen.  Die  Ebene  xOy  schneidet  XOY  längs  der 
Geraden  0^.  Projicirt  man  den  Richtstrahl  q  der  Herpolodie 
auf  die  Ebene  XOY^  so  bildet  dieser  mit  0^  einen  Winkel  a. 
Durch  die  Gleichung  zwischen  q  und  a  wird  die  Curve  in  Polar- 
coordinaten  auf  die  bewegliche  Axe  Oy  bezogen.  Die  Discussion 
der  Gurve  folgt  aus  den  aufgestellten  Gleichungsformen. 

Sehn. 

G.  Floquet.     Sur  une  propri^t^  de  la  surface  xys  =  P. 

0.  R.  CV.  854-856. 

Die  in  rechtwinkligen  Coordinaten  in  der  Form  xyz  =  /' 
sich  darstellende  Fläche  (S)  bewege  sich  um  den  als  fest  ge- 
dachten Coordinatenanfang  0  in  der  Art,  dass  sie  auf  einer 
festen  Ebene  P  rollt,  ohne  zu  gleiten-,  die  augenblickliche  Rota- 
tion OS  sei  in  jedem  Augenblick  gegen  den  Berührungspunkt  M 
hin  gerichtet  und  sei  proportional  dem  Richtstrahl  OM.  Bei  einer 
so  charakterisirten  Bewegung  der  Fläche  wird  die  Bewegung 
des  Punktes  M  in  der  festen  Ebene  untersucht.     Ist  h  der  Ab- 

FortAObr.  d.  Math.   XIX.  3.  57 
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stand  der  festen  Ebene  (P)  von  dem  festen  Gentrum,  so  giebt 
es  ein  bestimmtes  zweischaliges  Hyperboloid  (ff),   dessen  Axen 
durch  h  und  /  bedingt  sind,  welches  die  Bewegung  jenes  Punktes 
M  in  anderer  Form  darzustellen  gestattet.    Ist  nämlich  die  augen- 
blickliche Rotation  w  durch  n.Oitf  gemessen,  so  kann  das  Hyper- 
boloid (ff)  an  die  Stelle  der  Fläche  (S)  treten,   wenn  man  die 
Constante  n  durch  2n  ersetzt.     Es  ist  also  der  Ort  der  Punkte 
M  die  Herpolodie  einer  Poinsot*schen  Bewegung  des  Hyperboloids 
(ff),  wobei  die  feste  Ebene  jene  Ebene  (P)  und  die  Constante 
der  Winkelgeschwindigkeit  2n  ist     Wenn  also  die  Flächen  (S) 
und  (ff)  unter  den  angegebenen  Bedingungen  sich  bewegen,  so 
haben  die  Pole  M  in  der  Ebene  (P)  dieselbe  Bahn,  und  zwar 
berühren   sich  jeder  Zeit  (S)  und  (ff)  in   dem  betreffenden  Jf. 
Die  augenblickliche  Rotation  ist  für  beide  Flächen  nach  M  hin 
gerichtet.    Es  lässt  sich   daher  die  Bewegung  von  (J7)  so  auf- 
fassen, als  rolle  (ff)  auf  der  fest  gedachten  Fläche  (S)  mit  einer 
Winkelgeschwindigkeit,    welche  durch  n.OM  gemessen   ist    Es 
bietet  sich  hier  also  eine  Poinsot'sche  Bewegung  dar,   bei  der 
die  feste  Ebene  durch  eine  krumme  Fläche  ersetzt  ist       Sehn. 


F.  J.  SoMOFF.      Ueber  die  Freiheitsgrade  der  kinemati- 
schen   Ketten.      Pbys.  Ges.  St.  Pet  XIX.  443-476.  (Rassisch.) 

In  dieser  Abhandlung  werden  die  Bedingungen  bestimmt 
und  untersucht,  unter  welchen  eine  geschlossene  einfache  oder 
zusammengesetzte  kinematische  Kette  durch  Feststellung  eines 
ihrer  Glieder  in  einen  Mechanismus  yerwandelt  wird.  Unter 
Hechanismus  versteht  der  Verfasser  eine  kinematische  Kette, 
deren  sämtliche  Punkte  gezwungen  sind,  sich  auf  vorgeschriebenen 
Curven  zu  bewegen.  Bb. 

J.  Taubeles.     Ueber  die  Bildung  ebener  kinematischer 

Ketten.      Techn.  Blätter.  XIX.  20-40. 

Als  Ziel  der  Abhandlung  wird  die  Methode  der  Bildung 
ebener  kinematischer  Ketten  bezeichnet    Besondere  Aufmerksam- 
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keit  Wird  der  fQr  die  Technik  besonders  wichtigen  Erzielung 
der  Zwangläufigkeit  gewidmet.  Nebenher  kommt  die  Verbindung 
zwangläufiger  Ketten  zur  Sprache.  F.  K. 


A.  FOppl.     Zur  Fachwerktheorie.    Schweiz.  Banztg.  ix. 

Ein  Fachwerk  mit  k  Knotenpunkten  muss,  wenn  es  geome- 
trisch bestimmt  sein  soll,  mindestens  2k — 3  Stäbe  enthalten. 
Diese  Bedingung  reicht  nicht  immer  aus;  ist  jedoch  ein  Fach* 
werk  von  2k —  3  Stäben  geometrisch  bestimmt,  so  ist  es  auch 
statisch  bestimmt.  Es  seien  o;«,  ya]  ^ßj  f/ß  die  Coordinaten  zweier 
durch  einen  Stab  verbundenen  Knotenpunkte,  laß  die  Länge  des 
Stabes;  dann  gelten  die  2k— 3  Gleichungen 

(^a-^ßy+(ya-yßy-ilß  =  0. 

Da  wir  die  beiden  Coordinaten  eines  Knotenpunktes  und  eine 
Coordinate  eines  zweiten  Knotenpunktes  willkürlich  annehmen 
können,  so  bleiben  noch  2/^  —  3,  d.h.  ebensoviel  Unbekannte 
wie  Gleichungen.  Ist  nun  das  Fachwerk  geometrisch  bestimmt, 
so  giebt  es  kein  von  Null  verschiedenes  System  von  Variationen 
dxa  und  dya^  welches  mit  den  Gleichungen  vereinbar  wäre.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  Gleichungen  in  irgend  einer  Reihenfolge 
mit  /a  =  0  und  die  Unbekannten  durch  a?^,  so  wird  die  Deter- 
minante 


(1) 


9f; 


dx^ 


(X  =  l,2,...,2*-3\ 
V  =  l,2,...,2*-3>' 


einen  von  Null  verschiedenen  Wert  haben  müssen.  Die  Spannung 
in  dem  Stabe  h  möge  Sx  sein,  die  Componenten  in  dem  Knoten- 
punkt mit  den  Coordinaten  x^j,  x^^  seien  X^,,  X^„  dann  gelten, 
wie  leicht  zu  sehen,  die  Gleichungen: 

^-^-^s,  dfi 

Für  den  Stab  mit  einer  unbekannten  Coordinate  haben  wir  nur 
eine  Gleichung,  für  den  festen  Knotenpunkt  gar  keine,  fttr  alle 
anderen  zwei  Gleichungen,  also  im  ganzen  2k  — 3  Gleichungen 

57* 


(2)         X,  =  \    2^  ^g^  (iu  =  1,2, ...,  2Ä-3). 
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fDr  die  2&— 3  unbekannten  Spannungen.  Da  die  Determinante 
(1)  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat,  so  sind  die  Spannun- 
gen durch  die  Gleichungen  (2)  bestimmt.  F.  E. 


R.  Land,  üeber  die  statische  und  geometrische  Be- 
stimmtheit der  Träger,  insbesondere  der  Fachwerk- 
träger.     Centralbl  d.  Bauverw.  VII.  363-365. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  zunächst  die  Beziehungen 
zwischen  den  Anzahlen  der  Knotenpunkte  und  Aufiagerpunkte 
einerseits  und  der  Stäbe  andererseits,  welche  erkennen  lassen, 
ob  ein  Träger  statisch  oder  geometrisch  unbestimmt,  bestimmt 
oder  überbestimmt  sei.  Diese  Anzahlen  allein  reichen  jedoch 
nicht  immer  aus,  um  die  genannte  Frage  zu  entscheiden«  Es 
wird,  uni  die  angeregte  Frage  zu  beantworten,  zunächst  das 
Fachwerk  durch  Stäbe  vervollständigt,  welche  die  Auflagerbedin- 
gungen ersetzen ;  dann  wird  die  so  entstehende  Figur  vereinfacht 
durch  Fortlassung  derjenigen  Knotenpunkte,  welche  gerade  durch 
zwei  Stäbe  mit  zwei  anderen  Knotenpunkten  verbunden  sind. 
Die  Restfigur  hat  dann  dieselbe  Beweglichkeit  wie  die  Hauptfigur 
und  kann  daher  für  die  weitere  Untersuchung  an  Stelle  der 
letzteren  zu  Grunde  gelegt  werden. 

Es  ergiebt  sich  als  Kriterium  der  geometrischen  Bestimmt- 
heit der  Grundfigur  der  Satz: 

„Lässt  sich  unter  Beibehaltung  einer  Seitenlänge  zu  einem 
Vielseit  (Stabwerk)  ein  entsprechendes  mit  parallelen  Seiten 
und  gleichartigen  Ecken  zeichnen,  welches  mit  dem  gegebenen 
Vielseit  nicht  vollständig  fibereinstimmt,  so  ist  das  letztere  auch 
nicht  geometrisch  bestimmt.''    (Vergl.  das  folgende  Ref.) 

F.  K. 

H.  Müller- Breslau.     Beitrag  zur  Theorie  des  ebenen 

Fachwerks.      Schweiz.  Banztg.  IX.  121-123. 

Nach  den  Entwickelungen  des  Hrn.  Müller-Breslau  ist  ein 
Fachwerk  geometrisch  bestimmt  oder  nicht,  je  nachdem  alle  Fi- 
guren, deren  Seiten  denen  des  Fackwerks   parallel  sind,   dem 
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letzteren  ähnlich  sind  oder  nicht  Es  seien  1,2|3,  ...,  n  die  Ecken 
eines  ebenen  Fachwerks,  1S2',3', ...,  n'  die  Ecken  einer  parallel- 
linigen  Figur.  Jeder  Knotenpunkt  möge  sich  nun  senkrecht  zu 
derjenigen  Linie  bewegen,  welche  ihn  mit  dem  entsprechenden  der 
Hfllfsfigur  verbindet,  und  zwar  um  eine  unendlich  kleine  Strecke, 
die  jener  Verbindungslinie  proportional  ist  Irgend  ein  Stab 
ändert  dabei  seine  Länge  nicht,  und  seine  Bewegung  ist  nichts 
anderes  als  eine  Drehung  um  denjenigen  Punkt  ^a,ßj  in  welchem 
sich  die  Verbindungslinien  seiner  Enden  or,  ß  mit  den  entsprechen- 
den Punkten  a\  ß'  schneiden.  Soll  nun  das  Fachwerk  geometrisch 
bestimmt,  d.  h.  seine  Gestalt  unveränderlich  sein,  so  ist  jede  Be- 
wegung eine  Drehung  um  einen  Punkt  P,  und  es  müssen  also 
stets  die  Drehpunkte  der  einzelnen  Stäbe  in  einen  einzigen  Punkt 
zusammenfallen.  Damit  ist  die  anfangs  ausgesprochene  Behaup- 
tung bewiesen. 

Im  weiteren  Verlauf  zeigt  Hr.  Müller-Breslau  noch,  wie  sich 
die  Hülfsfigur  zur  Bestimmung  der  Spannungen  verwenden  lässt, 
indem  man  das  Fachwerk  durch  Fortnahme  eines  Stabes  in  eine 
zwangläufige  kinematische  Kette  verwandelt  F.  K. 


H.  Müller- Breslau.     Beitrag  zur  Theorie  der  ebenen 

Träger.      Schweiz.  Bauztg   X.  129-131. 

E.  Land.     Kinematische  Theorie  der  statisch  bestimmten 

Träger.      Schweiz.  Bauztg.  X.  157-160. 

Hr.  Müller- Breslau  behandelt  im  Anschluss  an  die  Arbeit  in 
Bd.  IX  der  Schweiz.  Bauztg.  (vergl.  das  vorige  Ref.)  die  für  die 
Wertsehätzung  neuer  Arten  von  Trägern  wichtige  Frage: 

„Zu  untersuchen,  ob  die  durch  Nachgeben  der  Widerstände 
hervorgerufenen  Verrückungen  der  Stützpunkte  etwa  unzulässige 
Formänderungen  des  Trägers  verursachen". 

Herr  Land  erhebt  bezüglich  der  von  Hrn.  Müller- Breslau 
vorgetragenen  Methode  Prioritätsansprüche,  indem  er  auf  einen 
Artikel  im  „Wochenblatt  für  Baukunde  1887"  verweist.  Aus 
den  dort  gegebenen  allgemeinen  Beziehungen  werden  speciellere 


n 


902  X.  Abschoitt.    Meobanik. 

Folgerungen  gezogen,  bezüglich  deren  wir  auf  die  Abhandlung 
selbst  verweisen.  F.  K. 

H.  MOllbr- Breslau.  Theorie  statisch  unbestimmter 
Systeme    unter    Berücksichtigung    der    Anfangsspan- 

nungeu.      Z.  Oestr.  log.  a.  Arch.  XXXIX.  157. 

Fr.  Steiner.     Erwiderung  hierauf.     2.  Oestr.  ing.  u.  Arch. 

XXXIX. 

DiscuBsion  im  Anschluss  an  den  Aufsatz  von  Hm.  Steiner 
gleichen  Titels  in  Bd.  XXXVIII.  (F.  d.  M.  XVUI.  1886.  979). 
Die  Einwürfe  des  Hrn.  Müller  lassen  sich  dahin  zusammenfassen  : 
Die  Berechnung  einer  Grösse  y  unter  der  Voraussetzung,  dass  y 
selbst  gegen  eine  Grösse  x  klein  sei  und  also  überall  statt  x-^-y 
einfach  x  geschrieben  werden  könne,  liefert  nicht  mehr  immer 
ein  richtiges  Resultat,  wenn  x  gleich  Null  wird.  Herr  Steiner 
versucht  einerseits  durch  allgemein  gehaltene,  nach  Meinung  des 
Referenten  nicht  zutre£fende  Ueberlegungen  sein  Verfahren  zu 
rechtfertigen,  andererseits  sucht  er  die  Richtigkeit  der  Resultate 
für  den  speciellen  Fall  noch  besonders  nachzuweisen. 

F.  K. 

Fr.  Steiner.  Unrichtigkeit  bisheriger  Theorien  statisch 
unbestimmter  Systeme  und  diesbezügliche   Versuche. 

W.  Oestr.  iDg.  a.  Arch.  XII.  37. 

H.  MOller- Breslau.  Zur  Frage  der  Berücksichtigung 
der  Anfangsspannungen  bei  der  Berechnung  von  Trä- 
gern.    W.  Oestr.  log.  u.  Arch.  XII.  107-109. 

Hr.  Steiner  hebt  den  Einfluss  der  durch  Eigengewicht  her- 
vorgerufenen Anfangsspannungen  hervor.  Da  derselbe  sehr  schwer 
zu  schätzen  sei,  empfiehlt  es  sich,  wo  es  irgend  angängig  ist, 
den  statisch  bestimmten  Systemen  den  Vorzug  zu  geben.  Dem 
gegenüber  hebt  Hr.  Müller- Breslau  hervor  und  zeigt  an  einem 
Beispiel,  dass  der  Einfluss  der  Anfangsspannungen  nicht  notwen- 
dig ein  schädlicher  sei,  sondern  im  Gegenteil  auch  zuweilen 
günstig  hervortrete.  F.  K. 
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Fb.  Steiner.      Theorie    der    Spreng-    und    Hängewerke 
unter  Berücksichtigung  der  Anfangsspannung.    w.Oestr. 

log.  n.  Arch.  XII.  42. 

Zweck  und  Ziel  der  Abhandlung  ist  aus  dem  Titel  zu  er- 
sehen, die  Behandlungsweise  nimmt  mathematisches  Interesse  nicht 
in  Anspruch.  F.  E. 

Hacker.     Fachwerk  im  Räume  mit  einseitiger  Belastung. 

Hanno V.  Zeitechr.  XXXIII. 

Notiz  über  einen  Vortrag  des  Herrn  Verfassers;  wir  ver- 
schieben das  Referat,  bis  die  in  Aussicht  gestellte  ausführlichere 
Wiedergabe  erschienen  ist.  F.  K. 


Hans  Schwarz.      Die    Beanspruchung    von  Fachwerks- 
trägern durch  wagerechte  Kräfte  in  der  Trägerebene. 

Centralbl.  d.  Banverw.  VII.  80. 

Die  Aufgabe  ist  aus  dem  Titel  ersichtlich,  ihre  Behandlung 
erfolgt  mit  den  üblichen  Hülfsmitteln  der  Festigkeitslehre. 

F.  K. 


H.   Leaute.      Sur    la    caract^ristique    cinömatique    d'un 
Systeme  mäcanique  en  mouvement.     J.  de  Math.  (4)  lll. 

465-476. 

Wenn  eine  Maschine,  welche,  von  irgend  welchen  Kräften 
getrieben,  Arbeit  leistet,  sich  in  einem  Bewegungszustande  be- 
findet, so  kann  die  Bewegung  durch  diejenige  von  irgend  einem 
Punkt  des  Mechanismus  bestimmt  werden.  Als  solcher  wird  ein 
Punkt  einer  in  continuirlicher  Rotation  befindlichen  Welle  ge- 
wählt, und  die  Geschwindigkeit  der  Maschine  durch  die  Zahl 
der  Umdrehuogen  r  bestimmt,  welche  dieser  Punkt  in  der 
Minute  macht.  Die  gesamte  lebendige  Kraft  des  Mechanismus 
ist  alsdann  proportional  ^^  Durch  Anwendung  des  Theorems 
der  lebendigen  Kräfte  wird  die  der  Maschine  zugeftthrte  und 
die  durch  Ueberwindung  der  Widerstände  geleistete  Arbeit  mit 
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der  lebendigen  Kraft  des  Mechanismus  in  Verbindung  gebracht, 
und  dadurch  eine  Differentialgleichung  für  die  Grösse  r  ge- 
wonnen. In  diese  Gleichung  geht  eine  Grösse  A  ein  mit  folgen- 
der Bedeutung.  Kennzeichnet  r^  einen  bestimmten  Geschwindig- 
keitszustand  des  Mechanismus,  so  wird,  wenn  plötzlich  der  Zu- 
fluss  der  Arbeitskräfte  gehemmt  wird,  ohne  dass  die  Widerstände 
eine  Aenderung  erleiden,  der  Mechanismus  nach  einiger  Zeit 
zur  Ruhe  gelangen.     Die  Grösse  A  ist  alsdann  definirt  durch 

tH\  sie  ist  also  die  Zahl  der  Umdrehungen,  welche  die  Ma- 

schine  einzig  und  allein  in  Folge  der  Trägheit  macht,  nachdem 
die  Zuführung  der  bewegenden  Kräfte  plötzlich  ohne  irgend 
welche  Modification  der  Widerstandskräfte  unterbrochen  wurde. 
Diese  Grösse  nennt  der  Verfasser  die  kinematische  Charakte- 
ristik des  in  Bewegung  befindlichen  mechanischen  Systems.  Die 
Bestimmung  des  Wertes  dieser  Charakteristik  ist  ein  Ergebnis 
der  Erfahrung.  Ihrer  Bestimmung  setzen  sich  aber  in  der  Praxis 
deshalb  Schwierigkeiten  entgegen,  weil  der  Zufluss  der  treiben- 
den Kräfte  nicht  plötzlich  abgeschnitten  werden  kann;  es  ist 
deshalb  die  Zeit  in  Rechnung  zu  ziehen,  welche  der  völlige  Ab- 
schluss  dieser  Kräfte  erfordert.  Während  dieses  Zeitraums  t, 
macht  die  Maschine  eine  Zahl  von  Umdrehungen  il^,  welche 
durch  ein  Zählwerk  bestimmt  werden  kann.  Die  Zahl  der  Um- 
drehungen von  der  vollständigen  Absperrung  der  treibenden 
Kräfte  bis  zum  Stillstand  der  Maschine  wird  mit  >l„  die  Zeit- 
dauer für  diese  Zahl  mit  r,  bezeichnet.  Zwischen  diesen  Grössen 
und  der  Charakteristik  A  werden  die  verbindenden  Gleichungen 
hergestellt,  welche  gestatten,  die  Grösse  A  zu  berechnen,  nach- 
dem die  Grössen  Xj  und  A«,  durch  Beobachtung  gefunden  sind. 
Die  Grösse  A  entspricht  einem  bestimmten  Geschwindigkeits- 
zustand des  Mechanismus  oder,  wenn  die  treibenden  Kräfte  als 
gegeben  vorausgesetzt  werden,  einer  bestimmten  Grösse  der 
Widerstände,  welche  bei  der  Arbeitsleistung  zu  überwinden  sind; 
es  würde  deshalb  nötig  erscheinen,  bei  jeder  Veränderung  der 
Widerstandsgrösse  die  Elemente  zur  Berechnung  von  A  von 
neuem  erfahrungsmässig  zu  bestimmen.    Indessen  zeigt  der  Ver- 
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fasser,  dass  es  ftlr  den  Grad  der  Annäherung,  den  man  in  der 
Praxis  nötig  hat,  ausreicht,  die  Charakteristik  A  für  einen  mitt- 
leren Bewegungszustand  des  Mechanismus  zu  bestimmen. 

Sehn. 


L.  Neu.     Systeme  articul6  pour  tracer  la  courbe  symö- 
triqne   par   rapport  k   un   axe   d'une   courbe  donn^e. 

S.  M.  F.  Bull.  XV.  44-45. 

Wenn  ein  Gelenkviereck  mit  gleichen  Seiten  so  geführt 
wird,  dass  zwei  gegentlberliegende  Ecken  auf  einer  Geraden 
verbleiben,  so  verzeichnen  die  beiden  anderen  Ecken  zu  dieser 
Geraden  symmetrische  Gebilde.  Um  das  erste  Paar  Ecken  auf 
einer  Geraden  zu  leiten,  wird  jede  derselben  mit  einem 
Peancellier'schen  Mechanismus  von  sieben  Gliedern   verbunden. 

Sehn. 


CrANZ.       Eilipsograph.       Böklen  Mitt.  1886.  Ij.  58-59. 

Auf  einer  Geraden  LL^  liegt  ein  fester  Punkt  0,  um  diesen 
ist  eine  Stange  OB  beweglich;  in  B  ist  drehbar  eine  zweite 
Stange  AB  verbunden,  welche  mit  OB  gleiche  Länge  hat.  Be- 
wegt sich  nun  A  gleitend  auf  der  Geraden,  so  beschreibt  jeder 
Punkt  ?  der  Stange  AB  eine  Ellipse.  Bei  der  mechanischen 
Ausführung  eines  auf  diese  Idee  sich  gründenden  Eilipsographen 
entsteht  dadurch  eine  Schwierigkeit,  dass  der  zu  verschiebende 
Punkt  A  mit  dem  festen  t)rehpunkt  0  einmal  zusammenfällt, 
und  dadurch  die  Verzeichnung  der  Vollellipse  schwierig  wird. 
Eine  mechanische  Constrnction  sucht  diese  Schwierigkeit  zu  um- 
gehen. Der  von  dem  Verfasser  angegebene  Apparat  wird  vom 
Mechaniker  Mohr  in  Esslingen  angefertigt.  Sehn. 


A.  ScHOENFLiES.     üebcF  Gruppen  von  Bewegungen  I,  II. 

Math.  Aon.  XXVIII.  319-342,  XXIX.  50-80. 

Referat  S.  143  dieses  Bandes. 
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P.  J.  SoMOFF.  üeber  die  Deformation  eines  collinear- 
veränderlichen  Systems  von  drei  Dimensionen.    Chark. 

Ges.  IL  74-94.  (1886.)  (Russisch.) 

A.  Madomet.  Consid^rations  g^omötriques  relatives 
aux  syst^mes  de  distribution  Marshall,  Joy  et  autres 
analogues.      Determination   de  Texcentrique  fictif    du 

tiroir.    Paris. 

PiCHOü.  La  roue  universelle  Pichou.  Ass.Fran^.  (Toulouse.) 
242-256. 


Gapitel  3. 

Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 

L.  PoiNSOT.  Elemente  der  Statik.  Autorisirte  deutsche 
Ausgabe.  Nach  der  von  Bertrand  bearbeiteten  zwölf- 
ten Auflage  des  französischen  Originals  herausgegeben 

von    H.   SkRVÜS.     Berlin.  Springer.  X  u.  173  S.  gr.  8<»  nebst  4Taf. 

Hr.  Servus  hat  die  vorliegende  Ausgabe  vod  Poinsot's  Ele- 
menten der  Statik  in  demselben  Jahre  erscheinen  lassen,  in 
welchem  er  auch  die  analytische  Mechanik  von  Lagrange  ver- 
öffentlicht  hat.  Die  deutsche  Uebersetznng  von  Hartmann  nach 
der  fünften  Auflage  ist  zum  Vergleichen  benutzt  worden.  Der 
Inhalt  des  Werkes  ist  so  vollständig  in  alle  späteren  Lehrbücher 
der  Statik  übergegangen,  dass  man  wohl  aus  historischem  In- 
teresse und  aus  Wohlgefallen  an  der  lichtvollen  und  elementaren 
Darstellung,  nicht  aber  um  neuer  Anregung  willen  das  Lesen 
des  Buches  vornehmen  wird.  Die  Uebersetzung  des  durchsich- 
tigen und  nicht  sehr  umfangreichen  Jugendwerkes  Poinsot's  bot 
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weniger  Schwierigkeiten  als  die  der  M^canique  analytique  von 
Lagrange;  doch  sind  auch  hier  einige  Verstösse  von  der  oben 
(S.  864)  erwähnten  Art  bemerkt  worden.  Man  beachte  z.  B.  den 
bekannten  französischen  Sprachgebranch  von  „force  estim^e  suivant 
one  direction^,  den  Poinsot  am  Ende  der  No.  39  erklärt,  eine 
Wendung,  die  Hr.  Servus  dort  Obersetzt  „Kraft,  geschätzt  nach 
einer  Richtung**.  Bei  einem  Schriftsteller  wie  Poinsot,  der  jedes 
Wort  genau  abwägt,  musste  nun  diese  Uebersetzung  festgehalten 
werden;  in  den  Nummern  113 ff.  übersetzt  Hr.  Servus  aber  estimer 
durch  „bestimmen**,  anderswo  „messen^  auch  „nehmen^  oder 
lässt  es  unflbersetzt.  Ferner  sei  als  Gnriosum  angeführt,  dass 
im  Lehrsatze  von  No.  23  (S.  12,  letzte  Zeile)  die  Proportion 
P:Q  =z  BC:  AB  steht  statt,  wie  sofort  ersichtlich,  BC :  ACj  ein 
Druckfehler,  den  Ref.  schon  in  der  9^°  Aufl.  der  Elements  de 
Statique,  die  ihm  vorliegt,  vorfindet;  desgl.  S.  13  Zeile  24  GC 
=ilC  statt  =^i4£,  ebenfalls  nach  der  9^°  Aufl.  schon  vorhanden.  In 
unserer  wissenschaftlichen  Terminologie  pflegt  „lemme**  =  Lemma 
ein  „Httlfssatz**  oder  „Lohnsatz^  nicht  aber  „Zusatz**  zu  heissen  (S.8 
u.  9;  später  richtig);  dieser  Ausdruck  wird  dagegen  für  coroUaire 
=  Corollarium  gesetzt,  wofür  Hr.  Servus  „Folgerung**  gebraucht. 
Der  kurze  Lebensabriss  Poinsofs  (S.  V— VII),  den  Hr. 
Servus  durch  Namensunterschrift  als  sein  Eigentum  ausgiebt,  ist 
zu  drei  Vierteln  eine  nicht  immer  fehlerfreie  Uebertragung  ein- 
zelner Stellen  aus  dem  Vorworte,  mit  welchem  Hr.  Bertrand  zu- 
erst die  elfte  Auflage  der  Elements  de  Statique  begleitet  hat 
(abgedruckt  auch  in  Darboux  Bull.  (1)  IV.  7-24,  1873);  Hr. 
Servus  giebt  diese  Quelle  nicht  an.  Als  Beispiel  für  Fehler,  die 
bei  nicht  sorgfältiger  Prüfung  des  Originals  entstehen  können, 
setze  ich  her:  Lagrange  en  fut  vivement  frappe;  il  avait  montre 
plus  clairement  que  Gauss  les  veritables  prlncipes  de  la  belle 
thäorie  de  T^uation  binome,  et  döcouvert  le  secret  de  sa  pro- 
fonde  analyse.  Hr.  Servus  schreibt:  . . .,  so  dass  Lagrange 
darüber  auf  das  höchste  erstaunt  war.  Gauss  hatte  (NB.  1808) 
eine  Abhandlung  über  die  Binomischen  Gleichungen  (sie!)  ge- 
schrieben, und  Lagrange  hatte  denselben  Gegenstand  auf  noch 
klarere  Weise  (!)  behandelt."  Lp. 
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R.  Klimpert.  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper 
(Geostatik)  mit  291  Erklärungen,  einem  ausführlichen 
Formelnverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  359 
gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben.     Stuttgart 

(1888).  X  u.  460  S.  S». 

J.  A.  ToDHUNTER.  A  trcatise  on  aualytical  statics,  with 
numerous  examples.     5^  ed.,  edited  by  J.  D.  Everett. 

London.  IX  -h  364  S.  8°. 


H.  Müller- Breslau.     Die  graphische  Statik  der  Bau- 

COnstructionen.      2.    Aufl.      Leipzig.    Baumgartner.    L  Bd.    Xu. 
435  S.,  mit  422  Teztfiguren  und  7  litbogr.  Tafeln. 

Die  auf  drei  Bände  berechnete  zweite  Auflage  hat  mit  der 
ersten  (136  Seiten  starken)  Auflage  nur  den  Titel  gemein.  Der 
vorliegende  erste  Band  enthält  zuerst  die  Zusammensetzung 
der  Kräfte,  sodann  die  Trägheitsmomente  und  Gentriftigal- 
momente  ebener  Querschnitte  und  die  Spannungen  in  geraden 
Stäben,  wobei  statt  der  Trägheitsellipse  der  bequemere  (Cul- 
mann'sche)  Hülfskreis  zur  Verwendung  gelangt.  Weiter  folgt 
die  Theorie  der  statisch  bestimmten  ebenen  Träger,  mit  Ausschluss 
der  Untersuchung  der  Formänderungen.  Einleitend  wird  Stützung 
und  Belastung  erörtert  und  Allgemeines  über  Einflusslinien  ge- 
geben. Hierauf  folgt  die  Ermittelung  der  Querkräfte  und  An- 
gri£fsmomente  für  den  einfachen  Balken,  den  Gerber'schen  Balken 
und  den  Bogen  mit  drei  Gelenken.  Daran  schliesst  sich  die 
allgemeine  Theorie  des  statisch  bestimmten  ebenen  Fachwerks. 
Hier  ist  namentlich  die  Behandlung  der  aus  gegliederten  Schei- 
ben zusammengesetzten  Systeme  hervorzuheben.  Ausgehend  von 
kinematischen  Betrachtungen  giebt  der  Verfasser  ein  Verfahren, 
welches  die  Bestimmung  jeder  einzelnen  Unbekannten  mittels  einer 
(das  Gesetz  der  virtuellen  Verrückungen  ausdrückenden)  Momenten- 
gleichung gestattet  und  zugleich  über  die  Starrheit  und  statische 
Bestimmtheit  des  Fachwerks  Aufschluss  giebt.  An  diesen  Ab- 
schnitt reiht  sich  die  eingehendere  Betrachtung  der  wichtigsten 
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Systeme  von  statisch  bestimmten  Fachwerkträgern,  zunächst  des  ein- 
fachen Fachwerkbalkens  (Brücken-  und  Dachbioders),  dann  des 
Gerber'schen  Fachwerkbalkens,  des  Fachwerkbogens  mit  drei 
Gelenken  und  der  statisch  bestimmten  Hängebrücke.  Bei  den 
diesbezüglichen  Untersuchungen,  welche  vielfach  Neues  enthalten, 
war  der  Verfasser  auf  Behandlungsweisen  bedacht,  welche  im 
Princip  und  in  der  Ausführung  einfach,  „an  das  Gedächtnis 
möglichst  geringe  Anforderungen  stellen,  den  Studirenden  zur 
selbständigen  Losung  von  Aufgaben  anleiten  und  schliesslich  zu 
fibersichtlichen  Eräfteplänen  führen,  die  auch  ein  anderer,  als 
derjenige,  der  sie  angefertigt  hat^  schnell  prüfen  kann''.  Ein 
Anhang  enthält  Angaben  über  die  Belastung  der  Bauconstructionen, 
sowie  ein  Literaturverzeichnis.  —  Das  Buch  ist  in  seinem  klaren 
und  präcisen  Vortrag  ebensowohl  dem  Studirenden  als  dem  über 
den  neuesten  Stand  der  betreffenden  Disciplin  Belehrung  suchen- 
den Fachmann  angelegentlichst  zu  empfehlen.  Hk. 


W.  Jeep.     Das  graphische  Rechnen    und   die   Grapho- 
statik    in    ihrer    Anwendung    auf    Bauconstructionen. 

Weimar.    B.  F.  Voigt    Mit  einem  Atlas  voo  35  Foliotafelo.    YIII  a. 
178  S. 

Das  Buch  ist  für  den  praktischen  Baugewerksmeister  be- 
stimmt und  beschränkt  sich  daher  in  seinen  theoretischen  Aus- 
führungen auf  elementarmathematische  Hülfsmittel  oder  ver- 
zichtet, wo  diese  nicht  ausreichen,  auf  den  strengen  Beweis.  Die 
Beispiele  sind  in  grosser  Mannigfaltigkeit  der  Praxis  des  Bau- 
handwerks entnommen  und  in  zweckentsprechender  Weise 
durchgeführt.  Nachdem  in  einem  einleitenden  Abschnitt  das 
graphische  Rechnen  behandelt  ist,  wird  die  Zusammensetzung 
der  Kräfte  gelehrt  und  auf  die  Bestimmung  der  Schwerpunkte 
ebener  Flächen  angewandt.  Hierauf  folgt  die  Behandlung  des 
einfachen  Balkens,  der  Fachwerkträger  und  Dachconstructionen 
mit  vielen  praktischen  Beispielen.  Anhangsweise  erfahren  noch 
die  Futtermauem  und  Gewölbe  eine  kurze  Besprechung.       Hk. 
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J.  ScHLOTKE.     Lehrbuch  der  graphischen  Statik.  Hamburg. 

Nestler  a.  Melle.  163  S. 

Die  graphische  Statik  wird  in  dem  vorliegenden,  163  S. 
starken  Lehrbuche  für  angehende  Techniker  behandelt;  zur 
Uebung  für  Anfänger  enthält  dasselbe  eine  Anzahl  von  Aufgaben, 
die   der  Praxis,   insbesondere   dem  Banfache   entnommen  sind. 

Sbt. 

M.  L^vY.  La  statique  graphique  et  ses  applications 
aux  construetions.  2®  6d.  III®  Partie.  Ares  metalli. 
ques.      Pouts  suspendus  rigides.      Coupoles   et  corps 

de   rövolution.       IX-|-418S.     Paris.  Gaothier-VUlarB. 

Genauere  Inhaltsangabe  im  Katalog  der  Verlagsbuchhandlung. 
I  et  II  trimestre  1887,  S.  68ff.  Lp. 


H AUSSER.    Statique  graphique  appliqu^e.    Tome  I.      Paris. 


E.  Olandkr.     A  new  method  of  graphic  Statics,  applied 
to  the  construetion  of  wrought  iron  girders.     LondoD. 


6.  Hermann.     The  graphical  statics  of  mechanism. 

New- York.  

R.  H.  Grabam.     Graphic  and  analytic  statics  in  theory 

and    comparison;    their    practical    application    to    the 

treatmeut  of  Stresses   in   roofs,    solid  girders,    braced 

.  iron    archers    and    piers,    and    other    frame    works. 

New-York.    390  8.    8». 

G.  Haück.     Ueber  die  reciproken  Figuren  der  graphi- 
schen Statik.      J.  für  Math.  C.  360-389. 
Die  Arbeit  giebt  in  ausserordentlich  einfacher,   fast  kann 
man  sagen  elementarer  Weise  die  Erklärung  des  Auftretens  von 
reciproken  Figuren  in  der  graphischen  Statik,   behandelt  kurz 
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das  allgemeine  räumliche  Gleichgewichtssystem  und  liefert  Beweis 
und  Determination  des  Rankine'scben  Satzes  für  das  Oleichgewicht 
der  Kräfte  am  polyedralen  Stabnetz.  Der  Gang  der  Untersuchung 
ist  folgender.  Ist  0  Centrum  einer  Kugel,  $  eine  Ebene,  so  bildet 
der  Verf.  nach  Fr.  Neumann's  Vorgange  die  reciproke  Projection 
einer  Geraden  0,  indem  er  die  zu  ihr  normale  Ebene  in  q  mit 
$  zum  Schnitt  bringt;  analog  wird  $  durch  das  Lot  aus  0  auf  die 
Ebene  a  in  der  reciproken  Projection  91  von  a  getroflfen.  q  und  91 
heissen  die  Neumann'sche  Projection  von  0,  resp.  or.  Legt  man 
zwei  reciproke  Figuren  der  graphischen  Statik  so,  dass  ein  Paar 
entsprechender  Seiten  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  ist  dies  bei 
allen  der  Fall  und  sie  bieten  genau  das  Bild  der  orthogonalen  und 
Neumann'schen  Projection  eines  offenen  Poljedergebildes.  Daher 
wird  ein  ebenes  Stabnetz  (mit  Inbegriff  der  Actionslinien  der 
an  seinen  Knotenpunkten  wirkenden  äusseren  Kräfte)  aufgefasst 
als  die  Projection  eines  räumlichen  Stabnetzes.  Ersteres  reprä- 
sentirt  bei  k  Knotenpunkten  eine  Combination  von  k  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  ebenen  Kräftebflscheln.  Die  entsprechenden 
räumlichen  Kräftebttndel  brauchen  nicht  im  Gleichgewicht  zu  sein ; 
es  genügt,  wenn  ihre  Resultante  senkrecht  zur  Ebene  $  des 
ebenen  Stabnetzes  steht;  für  solche  gilt  der  in  sehr  eleganter 
Weise  abgeleitete  Fundamentalssatz  von  der  Kräftepyra- 
mide. Sind  Oj,  ...  die  Kräfte  des  Btlndels,  dessen  Resultante  V 
senkrecht  zu  $  sei,  ferner  9,, ..,  q,,  ...  die  orthogonalen  resp.  Neu- 
mann'scben  Projectionen  derselben  in  Bezug  auf  eine  Kugel  vom 
Radius  r,  deren  Centrum  0  von  $  um  A  entfernt  ist,  so  stehen 
die  Seiten  J^  der  Pyramide  0(qi...)  senkrecht  zu  den  Kräften 
0,,  ...,  die  Kanten  q^,  ...  ihrer  Grundfläche  n  senkrecht  zu  den 
Kräften  9,,  ...,  und  es  ist 

Da  nun  die  k  Kräftebttndel  des  räumlichen  Stabnetzes  die  ge- 
nannte Bedingung  erfüllen  müssen,  so  bildet  die  Neumann'sche 
Projection  des  räumlichen  Stabnetzes  das  Kräftenetz  des  ebenen 
Netzes.  Aus  d^r  Bedingung,  dass  in  jedem  Stabe  dej^  Rhenen 
Netzes    zwei    gleiche   Spannungen   in   entgegen^ 
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wirken,  wird  diejenige  abgeleitet,  dass  die  Actionslinien  je  zweier 
aufeinanderfolgenden  äosseren  Kräfte  einander  schneiden,  also 
die  Gesamtfigur  des  räumlichen  Stabnetzes  ein  einfach  zusammen- 
hängendes polyedrales  Flächenstück  vorstellt,  dessen  Rand  von 
den  Actionslinien  der  äusseren  Kräfte  gebildet  wird.  Fflgt  man 
den  h  Kräftebttndeln  ihre  Resultanten  in  entgegengesetztem  Sinne 
zu,  so  erhält  man  ein  allgemeines  räumliches  Kräftesystem  im  Gleich- 
gewicht, dessen  benachbarte  Kräfte  sich  nicht  zu  schneiden 
brauchen;  es  wird  gezeigt,  wie  sich  ein  solches  leicht  mit  Hülfe 
der  gegebenen  Theorie  berechnen  lässt.  Mit  dem  Satze  von  der 
Kräftepyramide  wird  weiter  der  von  Rankine  ohne  Beweis  ge- 
gebene Satz  tlber  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  am  polyedralen 
Stabnetz  bewiesen  und  gezeigt,  dass  ein  Rankine'sches  Kräfte- 
polyeder nur  dann  construirbar  ist,  wenn  je  zwei  äussere  Kräfte, 
deren  Knotenpunkte  durch  einen  Stab  verbunden  sind,  in  einer 
Ebene  liegen.  Den  Schlnss  der  Arbeit  bildet  die  Anwendung 
der  Theorie  auf  ein  praktisches  Beispiel  (englischer  Dachstuhl). 
Bekanntlich  haben  Clerk  Maxwell  und  Grem^na  (vergl.  die 
genaueren  Notizen  in  dem  Originalartikel)  die  reciproken  Fi- 
guren der  graphischen  Statik,  ersterer  mit  H&lfe  eines  Rotations- 
paraboloids,  letzterer  mittels  eines  Nullsystems,  behandelt.  Wie 
nicht  unerwähnt  bleiben  darf,  hat  Hr.  Hauck  noch  nachgewiesen, 
dass  zu  gleichem  Zwecke  jede  Rotationsfläche  U.  Ordnung  dienen 
kann.  Bk. 

R.  W.  Genese.      Reciprocation    in    Statics.      Lond.  M.  s. 

Proc.  XVII.  409-413. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Bemerkung  aus,  dass,  wenn  ein 
ebenes  System  von  Kräften  P^,  P„  ...  in  Gleichgewicht  ist  und 
die  Richtungslinien  derselben  von  einer  Transversale  in  /,,/,,... 
unter  den  Winkeln  ö,,  ö„  ...  geschnitten  werden,  die  zur  Trans- 
versale senkrechten  Gomponenten  P,  sind,,  P,  sind,,  ...  an  den 
Angriffspunkten  /,,  /„  ...  im  Gleichgewicht  sind.  Hierdurch  ge- 
langt er  zu  Sätzepaaren,  die  sich  dualistisch  gegenfiber  stehen, 
und  dies  führt  ihn  zu  dem  Beweise  des  folgenden  Satzes:  „Wenn 
in  den  Polen  der  Wirkungslinien  eines  beliebigen  ebenen  Kräfte- 
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Systems  in  Bezug  auf  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  pa- 
rallele Kräfte  angebracht  werden,  die  den  Momenten  dieser  Kräfte 
in  Bezug  auf  0  (mit  den  passenden  Zeichen  versehen)  propor- 
tional sind,  so  wirkt  die  resultirende  Kraft  längs  der  Polare  des 
Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte,  und  ihre  Grösse  und  Rich- 
tung kann  aus  dem  resultirenden  Gewichte  gefunden  werden.^ 
Durch  Orthogonalprojection  wird  der  Satz  auf  die  Ellipse  aus- 
gedehnt, durch  imaginäre  Projection  auf  die  Hyperbel;  für  die 
Parabel  wird  die  entsprechende  Modification  aufgestellt.  Endlich 
wird  auch  noch  eine  Ausdehnung  auf  die  Kinetik  gemacht.     Lp. 

E.    RoucHE.       Propri^t^s    g^om^triques    des    polygones 

funiculaires.     Nouv.  Ann.  (3)  vi.  439-465. 

Der  Aufsatz  enthält  einen  Auszug  aus  den  Vorlesungen  tlber 
graphische  Statik,  welche  der  Verf.  im  Conservatoire  des  Arts 
et  Metiers  1886/87  gehalten  hat.  Nur  die  ebenen  Seilpolygone 
werden  betrachtet.  Die  Behandlung  stützt  sich  auf  ganz  elemen- 
tare Sätze.  Nach  der  Definition  der  Seilpolygone  werden  einige 
Hülfssätze  der  Planimetrie  entwickelt;  sodann  wird  die  Existenz 
der  Axe  nachgewiesen,  die  zwei  Seilpolygonen  desselben  Kräfte- 
systems gemeinsam  ist,  und  diese  Axe  zu  einigen  ConPtructibnen 
benutzt.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  zweier  Seiten  vorgeschrie- 
benen Ranges  bei  den  verschiedenen  SeilpolygoDcn  desselben 
Systems  und  der  Ort  der  Pole  für  die  Seilpolygone,  bei  welchen 
zwei  Seiten  vorgegebenen  Ranges  durch  zwei  gegebene  Punkte 
gehen,  werden  aufgesucht,  ebenso  die  besonderen  Eigenschaften 
solcher  Seilpolygone,  welche  zu  einem  Systeme  von  Kräften  mit 
gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  oder  von  parallelen  Kräften  ge- 
hören. Zuletzt  wird  der  Pol  eines  Kräftepolygons  bestimmt,  wenn 
drei  Seiten  vorgegebenen  Ranges  durch  drei  gegebene  Punkte 
gehen  sollen. Lp. 

C.  Segre.      Suir  equilibrio  di  un  corpo  rigido  soggetto 
a  forze  costanti  in  direzione  ed  intensitk  e  su  alcune 
questioni  geonietriche  affini.     Nap.  Mem.  (3)  vi.  35  S. 
Siehe  F.  d.  M.  XVI.  1884.  776-78.  Vi. 


Fortacbr.  d.  Math.  XIX.  3.  58 
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Mantel.      Nouvelle   thöorie  des   couples  et  de  la  com- 

Position   des   forces.     Ass.  Fran9.  (Toalojise.)  257-263. 


S.  Ch.  Ray,    W.  J.  Barton,    S.    Marks.      Solution   of 

question   8452.     Ed.  Times  XLVII.  52. 

Zwei  homogene  schwere  Stäbe  von  der  Länge  a  und  6  sind 
durch  ein  reibungsloses  Gelenk  an  dem  einen  Ende  verbunden, 
ruhen  als  Tangenten  auf  der  convexen  Seite  eines  Parabelbogens 
mit  verticaler  Axe  und  schliessen  in  der  Gleichgewichtslage  einen 
rechten  Winkel  ein.     Dann  ist  der  Winkel  ö,  welchen  die  Be- 

rQhrungssehne  mit  der  Axe  bildet,  gleich  2arctgTT*        « 


A.  GuY^TAND.     Note  sur  las  jnopri^t^s  du  point  central 
dans  les  actions  mutuelles  des  trois  corps.     Brnz.  s.  sc. 

XI.  320-336. 

Wenn  drei  Körper  sich  derartig  anziehen  oder  abstossen, 
dass.ihre  gegenseitigen  Einwirkungen  paarweise  gleich  und  ent- 
gegen  gerichtet  sind,  so  gehen  die  Resultanten  der  Einwirkungen 
von  zwei  beliebigen  der  drei  Punkte  auf  den  dritten  durch  einen 
und  denselben  Punkt.  Diesen  nennt  der  Verfasser  den  Central- 
punkt;  er  sucht  die  Lage  desselben  auf  und  bestimmt  dann  die 
Resultante  der  Einwirkungen  der  beiden  ersten  Punkte  auf  den 
dritten.    Anwendungen  und  Eigenschaften.  Mn.  (Lp.) 


T.  K.  Abbot.     To  what  order  of  lever  does  the  oar  be- 

long?    Phil.  Mag.  (5)  XXIII.  58-61. 

F.  A.  Tarleton.     To  what  order  of  lever  does  the  oar 

belong?     Phil.  Mag.  (5)  XXIII.  222-223. 

Hr.  Abbot  betrachtet  das  Ruder  als  einen  Hebel  erster  Art 
mit  dem  Stützpunkte  am  Ruderpflock  und  nicht,  wie  manche 
Schriften  über  Mechanik  angeben^  als  einen  Hebel  zweiter  Art 
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mit  dem  Stützpunkte  im  Wasser.  Hr.  Tarleton  hält  die  Schlnss- 
weise  des  Hrn.  Abbot  für  sachlich  correct,  aber  für  paradox, 
wenn  nicht  ungenau  ausgedrückt.  6bs.  (Lp.) 


D.  Bbsso.  Dimostrazione  elementare  di  un  teorema  sul 
centro  di  gravitk  di  an  arco  di  circolo.    Besso  Per.  di  Mat. 

IL  26-27. 

Elementare  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  homogenen 
Kreisbogens.  Vi. 

Weinmeister.  Ueber  den  Schwerpunkt  des  Mantels 
eines  schiefen  Cylinders.    Hoffmann  z.  XVIII.  107-108. 

Es  wird  der  allgemein  gültige  Satz  bewiesen:  Haben  die 
Grundflächen  eines  schiefen  Cylinders  Mittelpunkte;  so  liegt  in 
der  Verbindungslinie  derselben  der  Schwerpunkt  des  Mantels. 

Lg. 

K.  Meyer.  In  welchen  Punkten  seiner  Oberfläche  ruht 
ein  durch  einen  Halbkreis  entstandenes,  homogenes 
schweres   Halbellipsoid,    und    was    für  Gleichgewicht 

findet  in   ihnen   statt?     Dias.  Erlangeo.  38  s.  8<^. 


E.  Sang.      On    cases  of  instability  in  open   structures. 

Edinb.  Trans.  XXXIII.  321-333. 

Der  Verfasser  bemerkt,  er  sei  im  Verlaufe  einiger  Bemer- 
kungen über  den  Plan  zur  Forth-Brücke,  der  im  XI.  Bande 
der  Transactions  of  the  Royal  Scottish  Society  of  Arts  yeröffent- 
licht  wurde,  unter  anderen  Sätzen  auch  zur  Aufstellung  eines 
gar  nicht  vorauszusehenden  geführt  worden;  derselbe  geht  dar- 
auf hinaus,  dass  jeder  symmetrische  Bau  notwendig  instabil  ist, 
der  auf  einer  rechtwinkligen  Basis  errichtet  ist,  keine  überzähli- 
gen Stücke  besitzt  und  nur  von  longitudinaler  Deformation  ab- 
hängt.    Das    Theorem   gehört  zu    einer   ausgedehnten   Klasse, 

58* 
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und  der  Zweck  des  Aufsatzes  ist  eine  Erartemog   des  Gegen- 
standes TOD  einem  abstracten  allgemeinen  Gesichtspunkte  aus. 

Cly.  (Lp.) 

Ed.  Autenrieth.     Berechnung  der  Anker,    welche  zur 
Befestigung  von   Platten  an   ebenen  Flächen   dienen. 

Z.  Ptscfa.  log.  XXXI.  341,  459,  552. 

R.  Brkdt.     Berechnung  von  Fundamentplatten.    z.Dtech. 

log.  XXXI.  459,  552. 

Auf  Grund  vereinfachender  Annahmen  und  Voraussetzungen 
behandeln  die  Herren  Autenrieth  und  Bredt  die  Bestimmung  der 
Kräfte,  welche  zwischen  der  durch  Anker  befestigten  Fundamen- 
talplatte eines  Krahnes  und  ihrer  Unterlage  wirksam  sind.  Ueber 
die  Zulässigkeit  dieser  Voraussetzungen  zu  entscheiden,  ist  wesent- 
lich Sache  des  Praktikers;  wir  verweisen  daher  bezQglich  der 
zwischen  den  Herren  Autenrieth  und  Bredt  entstandenen  Discussion 
auf  die  Originalarbeiten.  F.  K. 


M.  KöCHLiN.      Are    parabolique   supportant  une  charge 
uniform^ment  r^partie  sur  toute  sa  longeur  et  suivant 

l'horizontale.      Schweie.  Baaetg.  IX. 

Es  wird  angenommen,  dass  jeder  Querschnitt  des  Trägers 
senkrechte  Beanspruchung  erfährt,  was  bei  der  vorausgesetzten 
Form  und  Belastung  des  Bogens  möglich  ist,  und  dass  die  Grösse 
der  Beanspruchung  der  Querschnittsfläche  proportional  ist.  Es 
sei  die  Belastung  2r,  das  Verhältnis  eines  Querschnittes  zum 
Druck  gleich  A,  die  Breite  des  Bogens  2/,  f  die  Höbe,  dann  ist 
die  Masse  des  Bogens  gleich 

Dieser  Ausdruck   wird  bei  gegebenem  T  und  /  zu  einem  Mini- 
mum, wenn 

/•=^/  =  0,8681 
wird.  F.  K. 
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HOppner.     Seilzug  durch  drei  gegebene  Punkte.   Civiiing. 

XXXIII.  89-92. 

Beschreibung  eines  von  Maurice  L^vy  in  seiner  graphischen 
Statik  gegebenen  Verfahrens  zur  Lösung  der  im  Titel  genannten 
Aufgabe.  Dasselbe  beruht  auf  dem  Gedanken,  dass  der  geo- 
metrische Ort  des  Poles  eine  gerade  Linie  ist,  wenn  der  Seilzug 
durch  zwei  feste  Punkte  gehen  soll.  F.  K. 


G.  Embry.  Sulla  condizione  di  scambierolezza  e  sui 
casi  d'identitk  fra  curve  rappresentauti  distribuzione 
continua  di  forze  parallele  e  curve  funicolari  corri- 
spondenti,  con  particolare  disqnisizione  sulIe  clinoidi. 

ToriDO  Atti.  XXII.  176-198. 

Wirkt  ein  stetiges  System  von  parallelen  Kräften  (y*Rich- 
tung)  auf  eine  geradlinige  Strecke  (o;- Richtung)  und  ist  (in 
schiefwinkligen  Goordinaten) 

y  =  m 

die  Gleichung  derjenigen  Curve  (Belastungscurve),  deren  Ordi- 
nate die  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Intensität  der  Wirkung 
in  jedem  Punkte  angiebt,  so  ist  bekanntlich: 

y  =  (p(x)  z=  ~-  Jdx  ff{x)dx 

die  Gleichung  der  entsprechenden  Seiicurve,  wobei  a  eine  will- 
kQrliche  Constante  bezeichnet.  Der  Verfasser  wirft  zunächst  die 
ganz  einfache  Frage  auf,  von  welcher  Beschaffenheit  die  Func- 
tion f{x)  sein  muss,  wenn  zugleich  der  Belastungscurve  y  =  ff{x) 
die  Seiicurve  y  =  f{x)  entsprechen  soll.  Man  findet  als  die 
einzig  möglichen  Formen: 

X  X 

f(x)  =  c^e^  +  c,c~^  +  c,  cos-jg-  +  c,  sin  -^ , 

f(x)^h  e^  sin  (y  +  -^-)  +  ^^  ^v  gin  (ß  +  0 
wo  c,,  c„  c„  c^,  A,  Ä,  ßj  y,  Ä,  .\  reelle  Constanten  sind. 
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Sollen  ferner  die  zwei  Curven  y  =  f{x\  y  =  9>(x)  identisch 
sein,  80  muss  offenbar  f(x)  der  Gleichung: 

d'y   _  1 

genügen.    Die  entsprechenden  (reellen)  Curven  zerfallen  in  vier 
Arten: 

1.  Meneklinoide  (/ueVcii;  die  Ordinate  behält  ihr  Zeichen) 

2.  Trepeiklinoide  (xqin(o\  die  Ordinate  ändert  ihr  Zeichen) 

3.  Logarithmische  Gurye 

X 

y  =  ce* 

4.  Sinnsoide 

•1/ 

y  =  c  cos  -ju^  • 
Jede  Curve,  deren  Gleichung  die  Form: 

X_  X 

y  =  c,e^  +  c,e^  ^ 
hat  („Klinoide^   nach  Heinzerling   in  Zeitschrift   für  Bauwesen 
1869,  1872),  kann  durch  passende  Verschiebung  der  y-Axe  aof 
eine  der  drei  Arten  1,  2,  3  gebracht  werden. 

Endlich  möge  auf  folgendes  Problem  hingewiesen  werden, 
welches  vom  Verfasser  gelöst  wird :  Die  Gleichung  einer  Elinoide 
aufzufinden,  wenn  der  Berührungspunkt  einer  zur  y-Axe  senk- 
rechten Tangente  und  ein  anderer  Punkt  der  Curve  gegeben 
sind.  Vi. 

E.  NovARESB.      Sopra   una   trasformazione    delle  equa- 
zioni  d'equilibrio  delle  curve  funicolari.    Torioo  Atti  xxii. 

801-808. 

Durch  Zerlegung  der  einen  materiellen  Punkt  angreifenden 
Kraft  in  zwei  Componenten,  von  welchen  die  eine  längs  des  Fahr- 
strahls nach  einem  Punkte  in  der  Schmiegungsebene  der  Kaumcurve 
und   die  andere   nach  der  Tangente  gerichtet  ist,   gelangt  der 


r 


CapiteU.    Statik.  919 

Verfasser  zu  einer  Transformation  der  Gleichgewichtsbedingungen 
fOr  die  Eettenlinien.  Diese  Formeln  lassen  sich,  wie  er  bemerkt, 
direct  aus  denjenigen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  ableiten, 
welche  Hr.  Siacci  und  nach  diesem  die  Herren  Gerruti  und  Bar- 
delli  durch  die  gleiche  Transformation  (1879  und  80)  gegeben 
haben;  doch  legt  Hr.  Novarese  auf  den  von  ihm  gegebenen 
directen  Beweis  Gewicht.  Lp. 

P.  Appell.     Sur  Fdquilibre  d'un  fil  flexible  et  inexten- 

sible.     Toaloase  Ann.  L  B.  1-5. 

Veryollständigung  und  Beweis  eines  in  C.  R.  XCVI.  688 
(F.  d.  M.  XV.  1883.  794)  ausgesprochenen  Satzes.  Wenn  eine 
Krftftefunction  U  existirt,  so  können  die  Differentialgleichungen 
fttr  das  Gleichgewicht  eines  Fadens  in  die  Gestalt  gebracht 
werden: 


(i) 


woraus  sofort  T  (die  Spannung)  =— (l/-fÄ)  folgt.  Der  be- 
treffende Satz  lautet: 

Man  betrachte  die  partielle  Differentialgleichung 

welche  0  als  Function  von  x,  y,  z  definirt;  nimmt  man  an,  dass 
ein  vollständiges  Integral  0(x,  y,  z]  a,  /?,  h)  von  (2)  gefunden 
ist,  worin  die  beiden  willkürlichen  Gonstanten  a  uad  ß  von  h 
und  von  der  immer  zu  0  zusetzbaren  Constante  verschieden  sind, 
so  sind  die  Integrale  von  (1): 

ö©  _  ^r        de  _     ,       50  _         , 


öa   ""     '       dß        ^  '       dh 

wenn  a\  ß\  ä'  neue  Constanten  bezeichnen.    Der  Beweis  schliesst 
sich  ganz  eng  an  Jacobi's  Vorlesungen  über  Dynamik  an. 

Lp. 
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H.  Dannehl.      Die  Kettenlinie    auf   einigen    Rotations- 
flächen.     (Kreiskegel,    Kreiscylinder,    Rotationspara- 

boloid.)    Diss.  Königsberg.  64  S.  S^. 


J.  Solin.      Bemerkungen    zur   Theorie    des   Erddrucks. 

Wien.  Baaztg.  LH.  53-54. 

Die  erste  Bemerkung  gilt  einer  Construction  der  Gleitfläche 
im  unbegrenzten  Erdreich  bei  ebener  Terrainfläche  und  kann 
in  ihren  Ergebnissen  nicht  von  älteren  Constructionen  abweichen. 
Die  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  oft  behandelte  Frage, 
ob  die  Theorie  des  Erddrucks  im  unbegrenzten  Erdreich  zur 
Berechnung  des  Wanddrucks  anzuwenden  sei.  Der  Herr  Ver- 
fasser kommt  zu  dem  Resultat,  dass  dies  nur  in  wenigen  Aus- 
nahmefällen zulässig  sei.  Er  stützt  sich  dabei  auf  die  Betrach- 
tung einer  yertical  gestellten  Wand,  welche  beiderseits  von  Erd- 
reich begrenzt  ist,  welches  eine  gemeinschaftliche,  durch  den 
Kamm  der  Wand  gehende,  ebene  Terrainfläche  besitzt.  Es  sei 
unbestreitbar,  dass  der  Druck  auf  der  einen  Seite,  der  des  an- 
steigenden Geländes ,  erheblich  grösser  sei  als  auf  der  andern, 
und  demgemäss  sei  die  Theorie  des  unbegrenzten  Erdreichs  nicht 
anzuwenden. 

Nach  Meinung  des  Referenten  ist  diese  Behauptung  nicht 
richtig  und  beruht  auf  einer  irrigen  Auffassung  des  Grenzfall- 
begriffes. F.  K. 

A.  C.  Elliött.  On  a  new  formula  for  the  pressure 
of  earth  against  a  retaining  wall.  Bdinb.  Proc.  xiv.  85-97. 
Die  Untersuchung  stützt  sich  auf  das  Rankine'sche  Prineip, 
doch  nimmt  der  Verf.  Rücksicht  auf  die  Reibung  zwischen  der 
Erdmasse  und  der  Mauer;  dadurch  führt  er  in  die  Theorie  einen 
Winkel  ß  ein,  den  Rankine  als  Null  annimmt        Cly.  (Lp.) 

K.  V.  Ott.  Vorträge  über  Baumechanik.  3*®  umge- 
arbeitete Aufl.,  Teil  I.  Die  Statik  des  Erdbaues,  der 
Stützmauern  und  Gewölbe.    Prag.  8«. 
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J.  Läppargue.  Etudes  thöoriques  et  pratiques  sur  la 
poussee  des  terres  et  la  stabilit^  des  murs  de  sout^- 
nement  et  de  revetement     Toulouse.  95  S. 


Mohr.      Ueber    die  Bestimmang    und    graphische    Dar- 
stellung    von    Trägheitsmomenten     ebener     Flächen. 

CiviliDg.  XXXIII.  43-68. 

Sind  df  ein  Flächenelement,  z  seine  Entfernung  von  einem 
festen  Punkte  P,  <p^  und  ^,  die  Winkel  zwischen  der  Verbin- 
dungslinie und  zwei  durch  P  gehenden  Geraden  PB  und  PC, 
so  ist  das  Deviationsmoment  von  df  bezüglich  der  beiden 
Geraden : 

df  i^  sin  g>^  sin<jp,. 

Beschreibt  man  nun  irgend  einen  durch  P  gehenden  Kreis  mit 
dem  Radius  r,  so  schneiden  der  verlängerte  Strahl  (P,df)j  sowie 
PB,  PC  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  A^^B^^C^y  und  es  ist  nach 
bekannten  geometrischen  Sätzen  der  Abstand  des  Punktes  A^ 
von  der  Sehne  B^C^  gleich  2rsiny,  sinqp,.  Denken  wir  uns 
nun  in  A^  die  Masse 

dfz^ 
2r 

vereinigt,  so  ist  deren  statisches  Moment  bezüglich  B^C^  gleich 
dem  Deviationsmoment  von  df  bezüglich  der  Strahlen  PB  und  PC. 
Fallen  die  Geraden  PB  und  PC  zusammen,  so  geht  dias  Devia- 
tionsmoment in  das  Trägheitsmoment  über,  und  die  Sehne  B^C^ 
wird  eine  Tangente  des  gezeichneten  Kreises.  Das  Deviations- 
moment einer  ausgedehnten  Fläche  ist  also  gleich  dem  statischen 
Moment  einer  über  den  Kreisbogen  ausgedehnten  Masse  in  Be- 
zug auf  die  Sehne  B^C^.  Will  man  das  erstere  bestimmen,  so 
bedarf  man  also  nur  der  Kenntnis  der  über  den  Kreisbogen  aus- 
gedehnten Masse  und  der  Lage  ihres  Schwerpunktes  Tp.  Sind 
nun  jRJ,  Ft^,  FtJ  die  Trägheitsmomente  der  Fläche  F  in  Bezug 
auf  drei  durch  P  gehende  Axen,  A,,  A„  h^  die  Abstände  des 
Punktes  Tp  von  den  zugehörigen  Kreistangenten,  so  ist 
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Ä,  Äj  Ä, 

der  Ausdruck  für  die  Masse  des  EreisesI,  ausserdem  geben  die 
Gleichungen  die  Bestimmungsstücke  ftlr  die  Lage  von  Tp.  Die 
Masse  von  Tp  ist  das  durch  2r  dividirte  polare  Trägheitsmoment 
Ft^  der  gegebenen  Fl'' che  bezüglich  P. 

Ist  nun  S  der  Schwerpunkt  der  Fläche,  P  irgend  ein  anderer 
Punkt,  welcher  von  jenem  die  Entfernung  p  hat,  ^o  ist  der  Träg- 
heitsschwerpunkt Tp  in  Bezug  auf  irgend  einen  durch  P  und  S 
gehenden  Kreis  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  der   in  T«   ange- 

Ft' 

brachten  Masse  -^  (Trägheitsmasse  des  Schwerpunktes)  und  der 

in  P  selbst  angebrachten  Masse -^- — 

Macht  man  den  Durchmesser  des  Kreises  gerade  gleich 
dem  Halbmesser  des  polaren  Trägheitsmomentes,  so  kann  man 
den  Trägheitshalbmesser  für  irgend  eine  Axe,  welche  den  Kreis 
in  S  und  A  schneidet,  sehr  leicht  folgendermassen  construiren: 
lieber  der  Strecke  TpM  (Mittelpunkt  des  Kreises)  als  Durchmesser 
beschreibe  man  einen  zweiten  Kreis;  die  Verbindungslinie  MA 
schneide  den  letzteren  in  B  und  die  Verbindungslinie  AT^  den 
ersten  Kreis  in  C  resp.  C\  dann  sind  AC  und  AC  gleich  dem 
Trägheitsradius  t  in  Bezug  auf  SA. 

Besonders  interessant  sind  die  Punkte,  bei  denen  die  Träg- 
heitsmomente in  Bezug  auf  alle  Axen  einander  gleich  sind; 
bei  diesen  muss  der  Trägheitsschwerpunkt  stets  mit  dem  Mittel- 
punkt des  Kreises  zusammenfallen.  Solche  Punkte  giebt  es 
stets  zwei.  Der  Herr  Verfasser  construirt  sie  folgendermassen. 
Der  Mittelpunkt  eines  durch  S  gehenden  Kreises  vom  Durchmesser 
is  wird  auf  der  Axe  des  kleineren  Hauptträgheitsmomentes  an- 
genommen; dann  liegt  auch  T«  auf  dieser  Axe.  Der  Endpunkt 
des  Durchmessers  ST,  sei  ff,.  Ueber  ST,  als  Durchmesser  wird  ein 
zweiter  Kreis  beschrieben,  dann  wird  in  M  ein  Lot  zu  MS  errichtet, 
welches  den  eben  beschriebenen  Kreis  in  A^  und  A^  schneidet.  Die 
Schnittpunkte  ß,  und  JB,  der  Verbindungslinien  H^A^  aus  H^A^  mit 
der  Tangente  in  S  sind  die  gesuchten  Punkte,  welche  der  Herr 
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Verfasser  Brennpunkte  nennt.  Zahlenbeispiele,  Andentungen  fOr 
eine  gruphische  Darstellung  der  Trägheitsmomente  und  eine  An- 
wendung der  vorgetragenen  Entwickelungen  auf  eine  Aufgabe 
der  Featigkeitslehre  bilden  den  Sehlnss  der  interessanten  Ab- 
bandlang. F.  E. 

Pbschbck.     Der  Ausdruck  Trägheitsmoment.    Ceatnibi.  d. 

BADverw.  VII.  28- 
Hr.  Pescbeck  behauptet  und  sucht  durch  Anftthrung  der  be- 
treffenden Stellen  aus  der  Tbeoria  motus  corporum  solidornm  zu 
beweisen,  dass  fOr  £ttler  bei  der  Wahl  des  Namens  „Trägheits- 
moment" eine  rein  äusserliche  Aehnliohkeit  in  den  Formeln  für 
die  fortschreitende  and  drehende  Bewegung  massgebend  gewesen 
sei.  F.  E. 


R.   Le   Brun.      M^thodes    approcb^s    de    quadratures. 

Q&aie  eir.  XI.  340. 
Im  Auscbluss  an  ältere  Formeln  fDr  näherungsweise  Berech- 
nung von  Flächeninhalten  (Leclerk,  Simpson,  Poncelet,  Catalan) 
teilt  Herr  Le  Brun  neue  Formeln  mit,  welche  sich  von  jeneo 
teils  durch  grössere  Einfachheit,  teils  durch  grössere  Genauigkeit 
unterscheiden.  Auch  Metboden  zur  Bestimmung  roaSehwerpunkten 
und  Trägheitsmomenten  kommen  zur  Besprechung.      F.  E. 


Leygue.     Table  des  momeuts  d'inertie.    Pari«,  a». 


B.    Hydrostatik. 

R.  PoTTBR.    Treatise  on  hydrostatics  ar 
Part  II.    LoDdoD.  250  s.  ö". 
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D.    BoBYLEw.      Hydrostatik     und    Theorie    der    Elaeti- 

Cltät  starrer   Körper.      st.  Peterabnrg.  1886.  182  8.  n.  ITaf.  gr. 
8^  (Ruasiscb.) 

J.  W.  Tatarinoff.  üeber  die  Zahl  der  Gleichgewichts- 
lagen eines  horizontal  schwimmenden  geraden  viel- 
eckigen   Prismas.     Mosk.  Math.  Samml.  XIII.  544-550.  (Rassisch. 

Indem  der  Verfasser  von  dem  Satze  ausgeht,  dass  die 
Schwerpunktscurve  eines  beliebigen  Vielecks  ans  hyperbolischen 
und  parabolischen  Bogen  besteht^  beweist  er,  dass  ein  n-seitiges 
horizontal  schwimmendes  Prisma  nicht  mehr  als  4n  Gleich- 
gewichtslagen habea  kann;  ferner  zeigt  er,  dass  ein  derartiges 
Prisma  bei  einer  gewissen  Dichtigkeit  genau  4n  Gleichgewichts- 
lagen besitzt,  wenn  der  Querschnitt  des  Prismas  ein  regelmässiges 
fi-Eck  ist.  Ms. 

G.  Cabjolsky.  üeber  den  Einfluss  des  im  Innern  von 
SchiflFen,  Schwimmdocks  u.  s.  w.  befindlichen  Wassers 
auf  deren  Stabilität,    z.  Dtsch.  ing.  XXXL  425. 

Wenn  in  einem  schwimmenden  Körper  sich  Wasser  befindet, 
so  wird  die  Beweglichkeit  des  letzteren  einen  nachteiligen  Ein- 
fluss auf  die  Stabilität  ausüben.  Als  Mass  für  die  Stabilität 
eines  starren  schwimmenden  Systems  kann  man  bekanntlich  die 
Höhe  des  Metacentrums  über  dem  Schwerpunkt  betrachten;  Meta- 
centrum  nennt  man  bekanntlich  die  Grenzlage  desjenigen  Punktes, 
in  welchem  die  Wirkungslinie  des  Auftriebes  nach  einer  kleinen 
Drehung  des  Schiffes  die  ursprüngliche  Schwerlinie  schneidet.  Das 
vorhandene  Wasser  bewirkt  eine  Veränderung  der  Schwerpunkts- 
lage des  gegebenen  Systems.  Verlängert  man  nun  die  Wir- 
kungslinie der  Schwere  des  schwimmenden  Körpers  und  diejenige 
des  Auftriebs,  bis  sie  die  ursprüngliche  Schwerlinie  in  zwei 
Punkten  A  und  M  schneidet,  so  kacn  die  Entfernung  J7r,  die 
sogenannte  reducirte  metacentrische  Höhe,  als  Mass  für  die 
Stabilität  benutzt  werden.  Der  Herr  Verfasser  berechnet  nun 
für  einige  Fälle  die  Länge  der  reducirten  metacentrischen  Höhe. 
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Im  AnschluiB  hieran  bespricht  er  einige  Mittel,  die  dazu  dienen 
können,  den  Verlust  der  StabtliUlt,  welche  dae  Vorhandensein 
der  Flüsaigkeit  im  Innern  —  z.  B.  bei  Petroleumechiffen  —  mit 
sich  bringt,  entweder  ganz  zn  vermeiden  oder  wenigstens  zu 
verringern.  F.  E. 

GüYOü  et  SiMART.      D^veloppements    de    gdoui^tiie    du 
navire  avec   application    aux  calculs   de  sttibilitä    du 
iiavire.     C.  B.  CIV.  746-761. 
Es  liegt  )d  der  Note  ein  äusBerst  anerkennender  Bericht  des 
Herrn  de  Jonquieres  über  eine  Abhandlung  gleichen  Titels  vor, 
welche  die  Herren  G.  und  S.  der  französischen  Akademie  vor- 
gelegt haben.     Der  Brief  scbliesst  mit  dem  seitens  der  Akademie 
angenommenen  Vorschlage,  die  Abhandlung  in  den  M^m.  des  S. 
Strang,  zu  veröffentlichen.    Wir  werden  daher  Gelegenheit  haben, 
spftter  auf  den  Inhalt  einzugehen.  F.  E. 
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Dynamik. 

A.    Dynamik  fester  Körper. 

J.  C.  McCoNNBLL.  On 
Ckmbr.  Proc.  VI.  25-27.  (1» 
Eine  Abänderung  des  1 
eben  Lord  Rayleigh  in  seinei 
Vereinfachung  wird  durch  < 
kDrlichen  VerrQckungen  de 
ändern.  Der  Verf.  meint,  d 
welche  das  letzte  Glied  der 
Am  ijchluss  der  Note  wird 
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and  Magnetism  gegebene  Beweis  der  Lagrange'schen  Gleichungen 
kritisirt.  Lp. 

R.  RiJKENS.     Transformatie  en  integratie  van  de  dyna- 
mische vergelijkingen  volgens  de  methode  van  Hamilton 

en  Jacobi.     Diso.  Groningen.  Wolters.  86  S.  4^. 

Nach  Anleitung  der  ^Vorlesungen  über  Dynamik^  von  Ja- 
cobi behandelt  diese  Dissertation  die  Transformation .  und  Inte- 
gration der  allgemeinen  dynamischen  Grundgleichungen  unter 
Zugrundelegung  der  Methode  von  Hamilton  und  speciell  mit  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  die  Zeit  in  den  Bedingungen  oder 
in  der  Eräftefunction  auftritt. 

Der  erste  Abschnitt  beschäftigt  sidi  mit  der  Einführung  der  all- 
gemeinen Goordinaten  von  Lagrange,  im  zweiten  folgt  die  Ablei- 
tung der  canonischen  Gleichungen,  im  dritten  wird  der  erste 
Satz  von  Hamilton  besprochen;  der  vierte  leitet  aus  diesem  Satz 
die  zweite  Form  von  Lagrange  für  allgemeine  Goordinaten  ab, 
aus  denen  im  fünften  von  neuem  die  canonischen  Gleichungen 
aufgestellt  werden,  worauf  einige  Beispiele  als  Anwendungen 
sich  ansohliessen.  Im  sechsten  Abschnitt  wendet  sich  der  Ver- 
fasser zu  der  partiellen  Differentialgleichung  Hamilton's,  im  sieben- 
ten zum  Theorem  von  Jacobi  über  die  Function  F,  von  der 
einige  besondere  Fälle  bearbeitet  werden.  Im  achten,  neunten 
und  zehnten  Abschnitt  folgt  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung Hamilton's  mit  einer,  zwei  oder  mehr  unabhän- 
gigen Veränderlichen,  wovon  einige  Beispiele  vorgeführt  werden; 
endlich  im  letzten  Abschnitt  wird  eine  Erweiterung  des  Theorems 
von  Poisson  behandelt,  welche  bereits  früher  mitgeteilt  wurde. 

G. 

G.  Sabinine.     Sur  les  considörations  d'Ostrogradsky  et 
de  Jacobi  relatives  au  principe  de  la  moindre  action. 

Annali  di  Mat.  (2)  XV.  27-Ö1. 

Ostrogradsky  hat  in  den  M^moires  der  Petersburger  Aka- 
demie (6)  IV  folgende  Fassung  für   das  Princip'  der  kleinsten 


Cspitel  4.    Djoamik.  927 

Wirkung  vorgeschlagen:  Bei  der  Bewegung  eiues  beliebigen 
Systems  von  Körpern,  auf  welche  Kräfte  einwirken,  deren  Eräfte- 
fanction  77  nur  von  den  Coordinaten,  nicht  aber  von  der  Zeit  ( 
explicit  abhängt,  wird  das  zwischen  den  GreoEen  (,  und  (,  ge- 
nommene Integral  /  (/f-f-7^  dl,  in  welchem  Tdie  halbe  leben- 
dige Kraft  des  Systems  bezeichnet,  ein  Minimum,  vorausgesetzt, 
dass  man  die  Anfangs-  and  die  Endlage  des  Systems  als  gege- 
ben ansieht,'  und  dass  die  Variationen  von  t  bezttglicb  der  Grenzen  f, 
and  1,  unter  einander  gleich  sind.  In  den  ersten  beiden  Para- 
graphen beschäftigt  sich  der  Verf.  mit  dem  Nachweise  der  Rich- 
tigkeit dieses  Satzes  und  der  Herleitung  der  Bewegungsgleichun- 
gen aus  ihm.  Er  ist  der  Ansicht,  das  Oatrogradsky'scbe  Theorem 
enthalte  als  besonderen  Fall  jedes  der  beiden  Principieo,  welche  er 
selbst  in  dem  Aufsätze  „Sur  le  minimum  d'une  integrale"  (Annati  di 
MaL  (2)  XIV.  30,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  845ff0  ausgesproclien 
und  dort  als  Principe  der  kleinsten  lebendigen  Kraft  sowie  der 
kleinsten  Intensit&t  der  Kräfte  bezeichnet  faaL  Bei  der  Ableitung 
der  Bewegungsgleichungen  zeigt  Hr.  S.  die  Ungenauigkeit  einer 
Bemerkung  Ostrogradsky's  in  betreff  der  bezQglicIien  Methode 
bei  Lagrange. 

Im  dritten  Paragraphen  sucht  der  Verf.  zn  beweisen,  dass 
das  Minimum,  welches  durch  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung 
in  der  Jacobi'schen  Fassung  bestimmt  wird  (Vorlesungen  Ober 
Dynamik,  S.  45),  ein  relatives  ist,  und  dass  der  Herleitung  der 
Bewegungsgleichungen  aus  dem  Principe  der  kleinsten  Wirkung 
bei  Jacobi  (I.  c.  S.  50  und  51)  eine  1 
selbe  sei  vollkommen  derjenigen  anal 
Ausgabe  der  Häcanique  aualytique  1 
habe  (Bd.  I,  S.  277  und  279  der  dri: 


Lord  Ratleigh.  The  reaction 
of  a  System  executing  fnrced 
varioiis  periods,  witli  app 
Pbll.  Hig.  (5)  XXI.  369.381. 
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Der  Zweck  dieser  Mitteilung  ist  der  Beweis  einiger  allge- 
meinen mechanischen  Theoreme,  welche  in  gewisser  Hinsicht  als 
Erweiterungen  jenes  Thomson'schen  betreffs  der  Energie  anfäng- 
licher Bewegungen  angesehen  werden  können  (Thomson  and 
Tait,  Nat.  Phil.  §§  316,  317.)*  In  der  Einleitung  zur  Abhandlung 
ist  das  Theorem  (iber  die  kinetische  Energie  in  eine  Form  ge- 
bracht, welche  das  Theorem  von  Thomson  und  das  von  Bertrand 
als  bloss  verschiedene  Ansichten  derselben  Wahrheit  erscheinen 
Iftsst.  In  enger  Verwandtschaft  zu  diesem  Theoreme  stehen  zwei 
andere.  Das  erste  derselben  gilt  für  ein  System,  welches  aus 
dem  stabilen  Gleichgewichte  durch  eine  Kraft  von  festgesetztem 
Typus  abgebracht  wird:  Wenn  die  Grösse  der  entsprechenden 
Verrückung  gegeben  wird,  so  ist  die  Kraft  ein  Minimum;  oder 
wenn  die  Grösse  der  Kraft  gegeben  wird,  so  ist  die  Verrttckung 
ein  Maximum,  falls  kein  Zwang  vorhanden  ist.  Das  zweite  be- 
zieht sich  auf  die  Eigenschaften  der  Dissipationsfunction.  Die 
Frage  wird  dann  aufgenommen,  unter  welchen  Bedingungen  die 
Theoreme  gelten,  wenn  die  (mitgeteilte)  Kraft  eine  harmonische 
Function  der  Zeit  ist,  indem  alle  drei  Theoreme  voraussetzen, 
dass  nur  eine  von  den  drei  Functionen:  kinetische  Energie  ('r)i 
Dissipation  (F),  potentielle  Energie  (K)  jedesmal  in  Betracht 
kommt  Nunmehr  wird  der  Hauptgegenstand  der  Abhandlung 
in  Angriff  genommen,  nämlich  das  Verhalten  von  Systemen,  in 
denen  F  und  die  eine  oder  die  andere  der  übrigen  Functionen 
T  und  V  wahrnehmbar  sind,  aber  ohne  die  Beschränkung  auf 
sehr  schnelle  oder  sehr  langsame  Bewegungen,  wodurch  der 
Einfluss  der  zweiten  Function  beseitigt  werden  kann.  Als  Bei- 
spiele für  das  allgemeine  Theorem  führt  der  Verf.  die  Probleme 
an,  welche  Stokes  in  seiner  Schrift  über  „The  effect  of  the 
internal  friction  of  fluids  on  the  motion  of  pendulums^  betrachtet 
hat.  Für  den  Fall  zweier  Grade  von  Freiheit  erörtert  er  die 
Rückwirkung  der  in  einem  benachbarten  secundären  Stromkreis 
inducirten  elektrischen  Ströme  auf  den  primären  Stromkreis  und 
das  Problem  zweier  elektrischen  Conductoren  in  Parallelstellung. 
Der  Fall  mehrerer  Conductoren  in  Parallelstellung  wird  auch  kurz 
behandelt.  Gbs.  (Lp.) 
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J.  J.  Rachuamimopp.  Ueber  die  Transformation  der 
Differentialgleichungen  hei  der  relativen  Bewegung 
eines  SyateinB  in  die  kanonische  Form.    Ki«w  Nachr.  us. 

(RDSsiscb.)  _^ 

N.  JouKOwsKY.     Ueber  den  Mittelwert  des  kinetischen 

Potentials.      Odeeaa  Qe«.  Vlll.  4  S.  (RuBBiBch.) 


J,  Mbstscbkrsky.     Differentialbediugungen  in  dem  Falle 
eines  einzigen  materiellen  Punktes.     Chark.  Oes.   68-79. 

(BatBiBch.) 
Es  wird  vorzug^sweise  der  Fall  betrachtet,  wo  dfe  Bedin- 
guagsgleicbuDgen  DifTei-entialquotienten  erBter  OrdnuDg  voq  den 
Coordinaten  des  Punktes  enthalten.  Nachdem  der  Verfasser  ge- 
zeigt hat,  daes  die  durch  eine  derartige  Gleichung  ausgedrückte 
Bedingung  iu  der  Regel  durch  ein  auf  den  materiellen  Punkt 
wirkendes  Medium  ernillt  werden  kann,  bildet  er  die  Differen- 
tialgleichungen der  Bewegung  des  Punktes  und  wendet  dieselben 
auf  zwei  specielle  Fälle  an.  Ms. 


G.  ScBOUTKH.     No.  5  der  prijavragen  voor  het  jaar  1885. 
Nieow  Archief.  XIV.  1-77. 
Fortsetzung  und  Sebluss  einer  frElher  genannten  Abhandlung 
(Siebe  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  855).    Jetzt  werden  die  folgenden 
besonderen  FSlIe  untersuct ' 
Die  bewegende  Kraft 
2)    ar-^-\-br-%     3)    or"*- 
6)   ar-^  +  br\    7)   or-*-f 
10)  or-'  +  br.    Die  Behaue 
geteilte;  die  Formeln  wen 
geführt  und  daraus  die  Fo 
Verfasser  von   der  Voraus 
gesch windigkeit  senkrecht 
den  neun  möglichen  Haupl 

Funuhr.  i.  Halb.  XIX.  a. 
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G.  SoHOüTEN.  Algemeene  regel  voor  den  baanvorm  en 
duur  der  centrale  beweging.      Amst.  Versi.  eo  Meded.    iii. 

(3)  378-425. 

0.  ScHOUTEN.  Elucidation  graphique  de  la  r^gle  gän^- 
rale  pour  la  forme  de  la  trajectoire  et  les  propri^tds 
du  mouvement  central.     N^erl.  Arch.  xxil.  392-421. 

G.  ScHOUTBN.  Rfegle  g^n^rale  pour  la  forme  de  la  tra- 
jectoire et  la  dur^e  du  mouvement  central.    N^erl.Arch. 

XXII.  168-209. 

Diese  Abhandlungen  ttber  die  centrale  Bewegung  eines 
Punktes  schliessen  sich  an  die  vorhergehende  an.  Hier  sucht  der 
Verf.  für  die  Fälle,  in  denen  eine  directe  Integration  nicht  möglich 
ist,  allgemeine  Regeln  festzustellen,  um  zu  bestimmen,  zu  wei- 
chen der  verschiedenen  möglichen  Bahntypen  eine  Bahn  gehört, 
deren  Anfangsgrössen  gegeben  sind. 

Nachdem  er  die  bekannten  Bewegungsgleichungen  auf  eine 
fUr  seinen  Zweck  passende  Art  umgeformt  hat,  weist  er  auf 
den  Umstand  hin,  dass  die  radiale  Geschwindigkeit  bei  zuneh- 
mendem Abstand  vom  Mittelpunkt  abnimmt  oder  wächst,  nach 
Massgabe  des  Zeichens,  welches  der  Ausdruck  C^—Fr*  besitzt, 
worin  C  die  doppelte  Sectorgeschwindigkeit,  F  die  Centralkraft, 
r  den  Abstand  vom  Mittelpunkt  bedeutet.  Dabei  ergeben  sich 
vier  Fälle.  Der  erste  umfasst  alle  Eraftgesetze,  bei  denen  die 
bewegende  Eraft  überall  abstossend  wirkt.  In  den  übrigen 
wirkt  sie  anziehend,  aber  erstens  so,  dass  F^*  constant  bleibt, 
zweitens  so,  dass  Fr^  stets  zunimmt,  drittens  so,  dass  es  stets 
abnimmt  mit  zunehmendem  Abstand  vom  Mittelpunkt  Für  jeden 
dieser  Fälle  werden  die  ßahnformen  bestimmt  und  die  Bedingun- 
gen ihres  Auftretens  untersucht. 

Darauf  geht  der  Verfasser  zu  der  allgemeinen  Voraussetzung 
über,  dass  das  Eraftfeld  an  verschiedenen  Stellen  einen  verschie- 
denen Charakter  trägt,  und  giebt  eine  allgemeine  Regel  zur 
Unterscheidung  der  verschiedenen  Bahntypen.  Er  untersucht 
nicht  nur,  ob  die  Bahn  in  das  Unendliche  läuft  oder  den  Mittel- 
punkt erreicht,  sondern  giebt  auch  an,  welche  Gestalt  der  nach 
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dem  Unendlichen  oder  nach  dem  Mittelpunkt  gerichtete  Zweig 
hat,  nnd  ob  die  Zeit,  in  welcher  das  erstere  oder  der  letztere 
erreicht  wird,  endlich  oder  unendlich  ist.  Die  ins  Unendliche 
sich  erstreckenden  Zweige  teilt  er  ein  in  hyperbolische,  die 
eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Asymptote  besitzen  oder  nicht, 
parabolische  ohne  Asymptote  und  spiralförmige,  welche  sich 
mit  einer  unendlichen  Anzahl  Windungen  ins  Unendliche  foftsetzen. 
Ebenso  werden  die  nach  dem  Mittelpunkt  führenden  Zweige  nach 
der  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  Windungen  unter- 
schieden. Schliesslich  wird  die  entwickelte  Theorie  auf  einige 
Beispiele  angewandt.  Die  Ergebnisse  stimmen  mit  den  Eigen- 
schaften überein,  welche  Hr.  Korteweg  fQr  die  centrale  Bewegung 
festgestellt  hat  (Siehe  F.  d.  M.  XVI.  1884.  802),  sind  jedoch  auf 
anderem  Wege  gefunden.  6. 


F.  RüDio.     Ueber  die  Bewegung  dreier  Punkte  in  einer 

Geraden.      J.  für  Math.  C.  442-446. 

In  Bd.  IV  der  gesammelten  Werke  von  C.  6.  J.  Jaeobi 
S.  533—539  veroflFentlichte  Hr.  Wangerin  aus  Jaeobi*s  Nachlass 
eine  Abhandlung  über  die  Bewegung  dreier  Punkte  in  einer 
Geraden,  wenn  die  Punkte  sich  umgekehrt  dem  Kubus  der  Ent- 
fernung anziehen.  Aus  diesem  Anlasse  übergiebt  Hr.  Rudio  eine 
denselben  Gegenstand  behandelnde  Arbeit  dem  Drucke.  Schon 
1881  beendigt,  stützt  sich  die  Abhandlung  auf  Betrachtungen 
aus  Jacobi's  Vorlesungen  über  Dynamik  und  liefert  die  Coordi- 
naten  als  Functionen  der  Zeit  und  einer  von  der  Zeit  abhängenden 
Function  q>.  Die  Form  des  Resultates  wird  durch  die  Berich- 
tigung eines  Versehens,  welche  Bd.  CIL  S.  8  erfolgt,  ein  wenig 
geändert.  Lp. 

H.  Vogt.     Die  elementare  Herleitung  des  Newton'schen 
Anziehungsgesetzes    aus    den   Kepler'schen   Gesetzen. 

HoffmaDD  Z.  XVIK.  481-491. 

Nach  einer  kurzen  Besprechung  der  bisher  gegebenen  Be- 
weise für  die  Ableitung  einer  dem  umgekehrten  Quadrate  der 
Entfernung   proportionalen    Beschleunigung    legt   der    Verfasser 
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einen  Beweisgang  vor,  der  streng  und  ganz  elementar  ist,  \n%* 
besondere  nicht  der  Kenntnis  des  Krümm angshalbmessers  der 
Ellipse  bedarf.  Zunächst  erfolgt  die  Herleitung  der  Beschleuni- 
gung der  Kreisbewegung  för  einen  beliebigen  Punkt  im  Innern 
als  Anziehungspunkt  (Newton,  Principia  Hb.  I,  prop.  VII),  so- 
dann die  ZurOckfahrung  der  elliptischen  Bewegung  auf  die  Kreis- 
bewegung durch  Parallelprojection  (cf.  Möbius,  Elemente  der 
Mechanik  des  Himmels  §  24).  Natürlich  gilt  diese  Ableitung  nur 
fllr  die  elliptische  Bewegung.  Der  Beweis  von  Hm.  Lespiault, 
der  im  vorigen  Jahrgange  (S.  850)  angedeutet  wurde,  ist  weniger 
einfach,  weil  er  von  den  Bezeichnungen  der  Infinitesimalrechnung 
Gebrauch  macht,  und  selbst  von  diesen  befreit  mehr  Rechnung 
erheischt.  Lp. 

DB  LA  RiVE.     £tude  math^matique  sur  un  cas  particulier 
de  la  gravitation.    Arch.  sc.  phya.  (3)  xvi.  093-590.  (I886.) 
Die  Notiz   giebt  nur  den  Gedankengang  und  den  Verlauf 
der  Rechnung  einer  grösseren  Arbeit  im  Auszuge  an.    Als  Er- 
gebnis wird  angeführt:  Wenn  eine  Masse  tn  um  eine  andere  M 
kreist,  so  giebt  es  einen  Punkt  P,  dessen  Lage  mit  dem  Fahr- 
strahle fortrückt,  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  ein  Massenpunkt 
/u,  der  sich  in  seiner  Nähe  befindet,  dort  bleiben  kann,  indem  er 
eine  geschlossene  Bahn  um  diesen  Punkt  beschreibt  (unter  der 
combinirten  Einwirkung   der  Attraction   und  der  Centrifugalbe- 
sehleunigung).    Theoretisch  ist  es  also  zulässig,  dass  ein  Stern 
schnuppenschwarm  während  einer  gewissen  Zeit  kreisen   kanr 
indem  er  einem  Planeten  in  seiner  einem  Kreise  angenäherte^ 
Bahn  folgt.  Lp. 

B.  K.  Mlodziewsky.     Ueber  die  Enveloppe  der  Bahnen 
bei  dem  Newton'schen  Anziehnngsgesetze.     Mo8k.  Math. 

Samml.  XIII.  899405.  (Rassiscb ) 

N.  JouKOWSKV.     Bemerkung  zur  Abhandlung  des  Hrn. 

Mlodziewsky.      Mo&k.  Math.  Samml.  XHI.  40G-408.  (Russiscb) 
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DK  Salvert.  Memoire  sur  Temploi  das  coordonn^es 
curviligDes  daus  les  probl^mes  de  M^canique  et  les 
lignes  gdod^siques  des  surfaces  isotheriDes^    Broz.  S.  sc. 

XL  B.  1-138,  Paris.  Gauthier-Villars. 

Bericht  auf  S.  765-766  dieses  Bandes. 


K.  BoHLiN.  Ueber  die  Bedeutung  des  Princips  der 
lebendigen  Kraft  für  die  Frage  von  der  Stabilität 
dynamischer  Systeme.     Acta  Math.  x.  109-130. 

Man  nehme  an,  dass  die  Bewegungsgleichungen  eines  in 
einer  Ebene  frei  beweglichen  materiellen  Punktes  auf  ein  erstes 
Integral  von  der  Form 

führen  (d$  das  Wegdifferential,  x  und  y  die  rechtwinkligen  Goor- 
dinaten  des  Punktes,  h  die  Integrationsconstante).  Statt  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  treten  häufig  bipolare  r,  q  auf,  so 
dass  /(a?,y)  =  f{r^Q).  Die  Curve  f (a?,y)  =  A  oder  F(r,^)  =  h  be- 
zeichnet die  Grenze,  auf  welcher  die  Geschwindigkeit  Null  wird; 
dagegen  stellt  /(^,y)--A  =  c^  eine  Curve  dar,  auf  welcher  die 
Geschwindigkeit  den  Wert  c  hat.  Die  Grenzcurve  /"(a?,  y)  — ä  =  0 
zerlegt  die  Ebene  in  solche  Teile,  dass  c'  das  Zeichen  wechselt, 
wenn  der  Punkt  (x,  y)  die  Curve  Überschreitet.  Negative  Werte 
kann  c^  aber  nicht  annehmen;  der  Punkt  muss  sich  also  immer 
in  einem  positiven  Gebiete  der  Ebene  befinden.  Ist  die  Grenz- 
curve um  ein  positives  Gebiet  geschlossen,  so  bleibt  daher  die 
Bewegung  stabil.  Wird  die  Grenzcurve  irgendwo  erreicht,  so 
erhält  die  Bahncurve  in  dem  bezüglichen  Punkte  eine  Spitze. 

Diese  Betrachtungen  werden  zunächst  an  bekannten  Bei- 
spielen erläutert:  1)  An  der  relativen  Bewegung  eines  der  bei- 
den   Körper    im    Zweikörperproblem    um    den    anderen.      Aus 

(-TTj  =  — — —  folgt  die  Gleichung  der  Grenzcurve  r  =  2a, 

für  positive  a  also  ein  Kreis.    2)  An  der  Bewegung  eines  von 


934  ^-  Abschnitt.    Mechanik. 

zwei  festen  Punkten  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  angezoge- 
nen Punktes.    Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  wird: 


(^)'= 


2"+^-», 


dt  y         r  Q 

die  Grenzcurve  hat  daher  die  Gleichung 

r  Q 

und   ist  die  Niveaucurve  der   beiden   anziehenden  Punkte;   ein 

positiver  Wert  von  h  sichert  die  Stabilität  der  Bewegung.  Da- 
nach werden  die  Schlüsse  auf  die  Erforschung  folgender  Fälle 
von  Bewegungen  in  einer  Ebene  angewandt: 

1)  Ein  materieller  Punkt  fi  beschreibt  mit  gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit  n  einen  Kreis  vom  Radius  a  um  einen 
zweiten  Punkt  m.  Beide  ziehen  nach  dem  Newton'schen  Gesetze 
einen  dritten  Punkt  P  an,  von  welchem  vorausgesetzt  wird,  dass 
er  auf  die  vorigen  keine  Einwirkung  ausübt  Man  sucht  die 
Bedingungen  dafür,  dass  die  Bewegung  in  Bezug  auf  die  beiden 
anziehenden  Punkte  stabil  ist.  Die  eingehendere  Discussion  der 
in  Betracht  kommenden  Curve 

r  Q 

ist  im  Bihang  tili  Eongl.  Svenska  V^etenskapsakademiens  hand- 
lingar,  B.  13  No.  1  veröflFentlicht. 

2)  Ein  besonderer  Fall  des  Dreikörperproblems.  Die  Ge- 
schwindigkeit des  einen  materiellen  Punktes  /u  sei  in  einem  ge- 
wissen Augenblicke  längs  der  y-Axe  gerichtet.  Die  beiden  an- 
deren Punkte,  jeder  von  der  Masse  m,  haben  in  demselben 
Augenblicke  Lagen  und  Geschwindigkeiten,  die  symmetrisch  in 
Bezug  auf  die  y-Axe  sind. 

3)  Das  Dreikörperproblem  in  der  Ebene.  Die  zu  discuti- 
rende  Gleichung,  über  welche  einige  Betrachtungen  angestellt 
werden,  ist 

—  +  -;t-  +  —fj-  =  Ä. 
TT         r 

4)  Nach  der  Bemerkung,  dass  entsprechende  Schlüsse  auf 
den  Raum  Übertragen   werden  können,   wird   eine  Anwendung 
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der  angeführten  Betrachtungsweise  auf  die  Untersuchung  über 
die  Existenz  der  Libration  in  der  Länge  eines  Planeten  hinzu- 
gefügt.    Lp. 

H.  Bruns.     Ueber  die  Integrale  des  Vielkörper-Probleuis. 

Laips.  Ber.  1-39,  55-82;  Acta  Math.  XL  25-96. 

„Die  bis  jetzt  bekannten  Integrale  des  Vielkörper-Probiems, 
nämlich  die  Schwerpunkts-  und  Flächen-Sätze  und  der  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft,  besitzen  die  gemeinsame  Eigenschaft,  dass 
sie  die  Coordinaten  und  die  Geschwindigkeits-Gomponenten  nur 
in  algebraischen  Verbindungen  enthalten.  Dieser  Umstand,  so- 
wie die  Vergeblichkeit  der  bisherigen  Bemühungen  zur  Auf- 
findung weiterer  Integrale  legen  die  Vermutung  nahe,  dass  der 
Kreis  der  algebraischen  Integrale  mit  den  genannten  abgeschlossen 
sei.  Es  soll  deshalb  hier  die  Aufgabe  behandelt  werden,  alle 
algebraischen  die  Zeit  nicht  explicite  enthaltenden  Integrale  auf- 
zusuchen''. 

Die  Untersuchung  betrifft  die  Eigenschaften  der  Integrale 
gewisser  Differentialgleichungen  und  gehört  somit  eigentlich  in 
das  Capitel  der  Differentialgleichungen.  Da  es  nicht  angeht, 
den  Gedankengang  hier  auszugsweise  vorzuführen,  so  begnügen 
wir  uns  mit  der  Wiedergabe  der  hauptsächlichsten  Ergebnisse. 
Der  Inhalt  der  §§  1—8  wird  vom  Verfasser  in  §  9  zusammen- 
gefasst:  ^Gegeben  ist  das  System  von  Differentialgleichungen 

"^^^'"     "Jf'^'*''  (a=l,  2,  •..,  m), 

in  welchem  die  A  als  homogene  rationale  Functionen  von  der 
geraden  Ordnung  2  AT  aus  den  x  und  einer  gewissen  Irrationa- 
lität s  zusammengesetzt  sind.  Die  Grösse  z  ist,  Wurzel  einer 
irreductiblen  Gleichung 

deren  linke  Seite  eine  ganze  homogene  Function  der  Sy  x  von 
der  n^°  Ordnung  bildet.  Wenn  das  vorgelegte  System  von 
Differentialgleichungen  algebraische,  von  i  freie  Integrale  besitzt, 
so  lassen  sich  dieselben  allemal  darstellen  als  algebraische  Func- 
tionen eines  oder  mehrerer  Integrale  y,  welche  folgende  Eigen- 
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Schäften  besitzen:  1)  Jedes  g>  ist  eine  ganze  rationale  Function 
der  y,  eine  rationale  Function  der  x  und  «.  2)  ip  ist  in  den 
Dimensionen  homogen,  d.  h.,  wenn  man  ftir  die  Xj  «,  y  resp.  setzt 
«f,  «*',  yi^+^^(Ä  =  Con8tante),  so  nimmt  ^  wieder  die  ursprüng- 
liche Gestalt  an,  jedoch  versehen  mit  einer  gewissen  Potenz  von 
k  als  Factor.  3)  Bedeutet  q>^  das  Aggregat  der  Glieder  in  9>, 
welche  in  Bezug  auf  die  y  von  der  höchsten  Ordnung  sind,  so 
sind,  wenn  y^  nach  den  y  geordnet  wird,  die  Coef&cienten  ganze 
rationale  Functionen   der  x  ohne  gemeinsamen  Teiler.    4)  Der 

Ausdruck  ffo  genügt  der  Bedingung  J^ya^^  =  0,    enthält   also 

OXa 

die  X  nur  in  den  Verbindungen  y, a?« — ya^i  («  =  2,  3,...,  m)/ 

Die  Differentialgleichungen  des  Vielkörper-Problems,  welche 
einen  speciellen  Fall  der  hier  betrachteten  Differentialgleichungen 
bilden,  werden  von  da  an  fQr  sich  untersucht,  und  am  Ende  von 
§  14  wird  der  Satz  gewonnen: 

„Bei  dem  Vielkörper-Problem  ist  der  Kreis  der  algebraisch 
aus  den  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  zusammengesetzten 
und  von  i  freien  Integrale  vollständig  mit  den  bekannten  Inte- 
gralen, nämlich  den  Schwerpunktsätzen,  den  Flächensätzen  und 
dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  abgeschlossen''. 

Nachdem  dieses  Hauptresulfat  der  Untersuchung  erreicht  ist,  trans- 
formirt  der  Verfasser  die  Gleichungen  fOr  das  Dreikörperproblem 
in  ein  System  zwölfter  Ordnung;  aus  ihm  erhält  er  durch  Ab- 
spaltung der  Reihe  nach  ein  System  zehnter  und  dann  ein  System 
achter  Ordnung;  endlich  erlangt  er  ein  System  sechster  Ordnung, 
über  welches  er  in  §  16  sich  so  ausspricht:  ..,Eine  weitere  Re- 
duction  als  auf  dieses  System  sechster  Ordnung,  welches  schon 
mehrfach,  wenn  auch  in  abweichender  Gestalt,  abgeleitet  worden 
ist,  lässt  sich,  wie  aus  den  Untersuchungen  von  Hrn.  Lie  über 
Gruppen  (Math.  Ann.  VIII.)  hervorgeht,  an  der  Hand  der  bisher 
bekannten  Integrale  nicht  erreichen^. 

Im  zweiten  Teile  der  Arbeit  wird  zunächst  (§  17)  gezeigt, 
dass,  wenn  ein  Integral  des  Vielkörperproblems  auch  noch  die 
Variable  (  algebraisch   enthält,   das   Gebiet  aller  algebraischen 
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Integrale  durch  die  bekannten  zehn  völlig  erschöpft  ist.  Sodann 
wird  die  Frage  in  Angriff  genommen,  wie  weit  es  möglich  sei, 
durch  algebraische  Transformationen  der  Lösung  des  Vielkörper- 
problems  näher  zu  kommen;  doch  wird  die  Untersuchung  nur 
für  das  Dreikörper-Problem  durchgeführt.  Statt  des  Systems 
achter  Ordnung  wird  das  System  siebenter  Ordnung  betrachtet, 
welches  sich  aus  dem  System  achter  Ordnung  dadurch  ergiebt, 
dass  man  mittels*  des  Integrals  der  lebendigen  Kraft  die  Variable 
p  fortschafft  und  q  an  Stelle  von  t  als  unabhängige  Variable 
einführt.  Wir  geben  zuletzt  die  Schlussworte  der  Untersuchung 
(§  25):  „Es  existiren  zu  dem  System  siebenter  Ordnung  keine 
Aberschen  Integrale,  und  ebenso  auch  nicht  zu  dem  System 
achter  Ordnung.  Bei  den  vorstehenden  Entwickelungen  waren 
wir  von  einer  besonderen  Form  der  ßewegungsgleichungen  für 
das  Dreikörper-Problem  ausgegangen;  nämlich  dem  hier  benutzten 
System  siebenter  Ordnung.  Da  jedoch  ein  Abersches  Integral 
durch  eine  algebraische  Transformation  der  Variabein  wiederum 
in  ein  Abel'sches  übergeht,  so  gilt  das  gefundene  negative  Re- 
sultat für  alle  Formen  der  Bewegungsgleichungen,  welche  aus 
den  ursprünglichen  durch  rein  algebraische  Umformungen  ent- 
stehen. Das  gefundene  Besultat  gilt  ferner  auch  für  das  Viel- 
körper-Problem. Reducirt  man  nämlich  beim  Vielkörper  Problem 
die  Ordnung  des  Systems  ähnlich  wie  bei  dem  Dreikörper-Pro- 
blem durch  Benutzung  der  bekannten  Integrale,  so  erhält  man 
algebraische  Differential- Gleichungen.  Existirt  zu  diesen  ein 
Abel'sches  Integral,  so  enthält  der  Ausdruck,  über  welchen  die 
Quadratur  auszuführen  ist,  die  Massen  nur  in  algebraischer  Weise ; 
man  müsste  also  unter  allen  Umständen  durch  das  Verschwin- 
denlassen einer  oder  mehrerer  Massen  zu  einem  Aberschen  In- 
tegral für  das  Dreikörper-Problem  gelangen,  was  nicht  sein  darf. 
Die  vorstehend  hergeleiteten  negativen  Ergebnisse  enthalten,  wie 
mir  scheint,  eine  hinreichende  Erklärung  für  die  Thatsache,  dass 
man  bei  der  Aufsuchung  neuer  Integrale  des  Dreikörper-Problems 
seither  nicht  über  den  bereits  vor  einem  Jahrhundert  erreichten 
Standpunkt  hinausgelangt  ist^.  Lp. 
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A.  SfiYDLER.  Ausdehnung  der  Lagrange'schen  Behandlung 
des    Dreikörperproblems    auf   das   Vierkörperproblem. 

Prag.  Abb.  (7)  I.  1-20. 

In  der  Abhandlung  von  Lagrange  ^Essai  sur  le  probläme 
des  trois  corps^  1772  ist  das  Problem  der  drei  Körper  auf  den 
Standpunkt  gebracht  worden,  auf  den  es  im  wesentlichen  jetzt 
noch  steht.  Da  seine  Lösung  18  willkürliche  Gonstanten  mit  sich 
führt  und  10  Integrale  bekannt  sind,  so  bleiben  acht  Integra- 
tionen zu  leisten.  Diese  kann  man  trennen,  wenn  man  zunächst 
die  Entfernungen  allein  in  Betracht  zieht,  und  erzielt  so  mit 
Benutzung  der  10  Integrale  ein  System  siebenter  Ordnung  und 
schliesslich  eine  einfache  mechanische  Quadratur.  Nachdem  der 
Verf.  die  Lagrange^schen  Formeln  übersichtlich  zusammengestellt 
hat,  entwickelt  er  die  natürlich  complicirteren  Formeln  für  vier 
Körper  und  erhält,  wie  es  sein  muss,  ein  dem  Lagrange'schen 
System  entsprechendes  System  13**'  Ordnung,  welches  übrigens 
durch  Elimination  der  Zeit  noch  um  eine  Einheit  verringert 
werden  kann.  Die  Behandlung  ist  teils  analytisch,  teils  geome- 
trisch. Dz. 


P.  Harzer.     Untersuchungen  über  einen  speciellen  Fall 
des   Problems    der    drei    Körper.      Pöterebourg  M6ro.    (7) 

XXXIV.  No.  12.    IV  u.  156  S.  4P  nebst  1  Taf. 

Bei  dem  Berichte  über  diese  umfangreiche  Arbeit  schliessen 
wir  uns  der  Einleitung  an,  in  welcher  der  Verfasser  die  leiten- 
den Gedanken  der  Rechnung  darlegt 

Das  Problem  betrifft  die  Bewegungen  eines  Planeten  (He- 
kuba,  108),  welcher  ausser  der  Anziehung  durch  die  Sonne  noch 
der  durch  einen  anderen  Planeten,  den  störenden  (Jupiter),  unter- 
liegt, dessen  mittlere  Bewegung  näherungsweise  halb  so  gross 
ist  wie  die  des  gestörten  Planeten.  Dieser  Fall  verdient  vor 
allen  anderen  Fällen,  in  welchen  die  mittleren  Bewegungen  sich 
näherungsweise  wie  zwei  ganze  Zahlen  verhalten  (oder  ange- 
nähert commensurabcl  sind)  deswegen  besondere  Beachtung,  weil 
die  durch  den  störenden   Planeten   verursachten    Abweichungen 
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von  der  sonst  elliptischen  Bewegung  des  gestörten  Planeten  ganz 
besonders  gross  werden. 

Die  Annahme,  dass  die  Bewegung  der  Planeten  in  unver- 
änderlichen Ellipsen  nach  Kepler's  Regeln  erfolge,  entspricht  bei 
keinem  Planeten  so  nahe  der  Wirklichkeit,  dass  man  dieselbe 
einer  brauchbaren  ersten  Annäherung  zu  Grunde  legen  könnte, 
wenn  man  nicht  von  vorneherein  die  GQltigkeit  derselben  be- 
schränken will.  Während  sich  aber  die  Unbrauchbarkeit  dieser 
Annahme  bei  den  Bewegungen  eines  irgend  welcher  Common- 
surabilität  der  mittleren  Bewegungen  ferne  liegenden  Planeten 
erst  nach  einer  sehr  bedeutenden  Anzahl  von  Umläufen  offen- 
bart, vermag  diese  Hypothese,  wenn  nur  die  aufgestellte  Bedin- 
gung der  approximativen  Commensurabilität  genttgend  nahe  er- 
füllt ist,  selbst  während  weniger  Umläufe  ebensowenig  analytisch 
eine  branchbare  Annäherung  zu  liefern,  wie  beispielsweise  die 
Annahme  einer  gleichförmigen  Bewegung  in  einem  Kreise.  Man 
muss  eben  schon  bei  der  ersten  Annäherung  nicht  nur  die  Teile 
der  BewiBgungen  berncksichtigen,  welche  aus  der  Anziehung  der 
Sonne  resultiren,  sondern  den  genannten  Teilen  sofort  auch 
durchaus  gleichgeordnete  Teile  hinzufügen,  welche  von  der  An- 
ziehung durch  den  störenden  Planeten  herrühren. 

In  der  Bearbeitung  der  Aufgabe  schliesst  sich  der  Verfasser 
der  Methode  an,  mit  deren  Hülfe  Hr.  Gyld6n  die  säcularen  Stö- 
rungen in  seiner  Theorie  der  Planetenbewegungen  behandelt  hat, 
und  die  auch  vor  ihm  schon  in  einigen  Specialfällen  zu  Hülfe 
gezogen  ist;  hauptsächlich  wird  bei  ihr  das  Auftreten  der  säcu- 
laren Störungen  ausserhalb  der  Glieder  mit  Winkelgrössen  ver- 
mieden.    Man  bezeichne  mit  a  einen  Bruch  von  der  Ordnung 

m' 

—  ,  der  Masse  des  störenden  Planeten  zur  Summe  der  Massen 

der  Sonne  und  des  gestörten  Planeten,  mit  v  die  wahre  Länge 
des  gestörten  Planeten,  mit  A  und  B  constante  Winkel,  mit  a 
•und  b  constante  Coefficienten,  so  besitzen  die  erwähnten  Glieder 
die  Form: 
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Die  niedrigste  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Excentricitäten  der 
Bahnen  des  gestörten  und  störenden  Planeten  ist  bei  den  Glie- 
dern von  der  Form  A)  die  zweite,  bei  den  Gliedern  von  der 
Form  B)  die  erste. 

Den  erwähnten,  in  jedem  Falle  auftretenden  Gliedern  (von 
Um.  Gyld^n  als  „elementare"  bezeichnet)  treten  im  speciellen  Falle 
approximativer  Gommensurabilitftt  der  mittleren  Bewegungen 
andere  Glieder  zur  Seite.  Es  sei  ^u,  das  Verhältnis  der  mittleren 
Bewegungen  des  störenden  und  des  gestörten  Planeten,  ange- 
nähert gleich  p :  9,  wo  p  und  q  ganze  Zahlen  sind.  Man  setze 
p  —  q^^zzd  und  bezeichne  mit  d  eine  constante  Grösse  von  der 
Ordnung  von  J,  so  haben  die  erwähnten  Glieder  die  beiden 
Formen 

Die  niedrigste  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Excentricitäten  hängt 
bei  den  Gliedern  von  den  Formen  C)  und  D)  von  den  Werten 
der  ganzen  Zahlen  p  und  q  ab;  die  Grössenordnungen  sind  die 
absoluten  Werte  von  q — p,  resp.  (g— p)  — 1.  Da  der  Fall  g=p 
ausgeschlossen  ist,  so  liefept  die  Annahme  p=:l,  9  =  2  die  grössteu 
Glieder  in  den  Bewegungsgleichungen. 

In  diesem  speciellen  Falle,  der  am  nächsten  bei  Hekuba 
erfüllt  zu  sein  scheint  in  Bezug  auf  Jupiter,  können  die  Glieder 
von  den  Formen  C)  und  D)  dadurch  von  derselben  Grössen- 
ordnung  werden  wie  die  Glieder  von  den  Formen  A)  und  B), 
dass  sie  in  Bezug  auf  die  Excentricitäten  bezüglich  von  der  ersten 
und  nullten  Ordnung  sind,  also  Grössi^nordnungen  angehören, 
welche  um  eine  Einheit  geringer  sind  als  die  der  Glieder  von 
den  Formen  A)  und  B).  Daher  kommt  es,  dass  gewisse  Teile 
der  Bewegungsgleicbungen,  welche  man  gemäss  der  gewöhn- 
lichen Ausdrucksweise  als  Störungen  zweiter  Ordnung  zu  be- 
zeichnen hat,  von  gleicher  Grössenordnung  sind,  und  im  nume- 
rischen Beispiele  teilweise  sogar  bedeutend  grösser,  als  die  ent- 
sprechenden gleichgeformten  Teile  der  Störungen  erster  Ordnung. 

Der  Zweck  der  Untersuchungen  ist,  eine  Grundlage  fQr  die 
dem  speciellen  Fall  entsprechenden  Rechnungen  zu  schaffen  und 
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diese  Rechnungen  in  Bezug  auf  die  Glieder  mit  Argumenten  von 
den  vier  Formen  A),  B),  C),  D)  und,  soweit  die  niedrigste 
Ordnung  der  Excentricitäten  in  Frage  kommt,  in  extenso  durch- 
zufahren und  80  eine  erste  Näherung  fQr  die  Bewegungen  des 
gestörten  Planeten  herzustellen.  Im  ersten  Capitel  werden  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  behandelt  und  die  Störungs- 
functionen  entwickelt;  im  zweiten  wird  eine  erste  Annäherung  für 
die  Bewegung  in  dem  vom  Verfasser  behandelten  Specialfall 
gegeben;  im  dritten  wird  die  erste  Näherung  fbr  die  Bewegung 
Ton  Hekuba  unter  dem  Einflüsse  der  Anziehung  durch  die  Sonne 
und  den  Jupiter  berechnet.  Die  Tafel  stellt  sechs  osculirende 
Ellipsen  von  Hekuba  dar. 

Ueber  Losungen  des  vorliegenden  Problems  hat  der  Ver- 
fasser bereits  an  zwei  Stellen  berichtet,  nämlich  1)  in  der  Viertel- 
jahrsschrift der  Astron.  Ges.  XX.:  „Ueber  einen  Versuch,  eine 
beschränkt  gültige  Form  der  Bewegungen  eines  kleinen  Planeten 
zu  finden  fQr  den  Fall,  dass  dessen  mittlere  Bewegung  näherungs- 
weise  doppelt  so  gross  ist  als  die  des  Jupiter^.  (Ein  Versuch, 
der  mit  den  jetzigen  Untersuchungen  nur  in  losem  Zusammen* 
hange  steht)  "2)  Ein  R^sumä  der  Arbeit,  betitelt:  „Quelques 
remarques  sur  un  cas  special  des  trois  corps^,  steht  in  Astrono- 
miska  iakttagelser  och  undersökningar  anstälda  pa  Stockholms 
Observatorium,  Bd.  III,  Heft  4.  Lp. 


H.  Pfaff.  Ueber  die  freie  und  eine  bestimmte  unfreie 
Bewegung  eines  Systems  materieller  Pimkte,  zwischen 
denen  den  Massen  und  der  Entfernung  proportionale 
anziehende  Kräfte  wirken.     Pr.  Gymn.  HolzmiDden  (No.644). 

8.  8-32.  4<>. 

Die  auf  Veranlassung  des  Hrn.  Dedekind  unternommene 
Arbeit  erledigt  die  Aufgabe  der  Bewegung  von  n  Massenpunkten, 
welche  sich  gegenseitig  im  Verhältnisse  ihrer  Entfernungen  und 
ihrer  Massen  anziehen,  1)  fUr  den  Fall,  dass  alle  Massenpunkte 
frei  beweglich  sind,  2)  fQr  den  Fall,  dass  jeder  einzelne  gezwun- 
gen ist,  sich  in  je  einer  ihm  vorgeschriebenen  Ebene  zu  bewegen. 
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Die  Abhandlung  giebt  also  ein  Beispiel  fOr  das  Vielkörperproblem, 
bei  welchem  sämtliche  Integrale  der  Uifferentialgleichungen  her- 
stellbar sind. 

Fttr  die  freie  Bewegung  gestaltet  sich  die  Rechnung  sehr 
einfach.  Dem  Principe  von  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes 
entsprechend,  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  aller  Massenpunkte 
geradlinig  und  mit  constanter  Geschwindigkeit.  Die  relative 
Bewegung  eines  jeden  der  materiellen  Punkte  um  den  Schwer- 
punkt erfolgt  so,  als  ob  die  Gesamtmasse  des  Systems  im  fest- 
gedachten Schwerpunkte  vereinigt  wäre  und  nach  dem  zu  Grunde 
liegenden  Anziehungsgesetze  wirkte.  (Der  Verf.  unterlässt  es, 
Newton's  Principia  lib.  1  Prop.  64  als  Quelle  zu  citiren).  Daher 
fahren  die  Punkte  des  Systems  um  den  Schwerpunkt  als  Mittel- 
punkt elliptische  Schwingungen  aus,  und  die  Zeitdauer  eines 
Ellipsenumlaufs  ist  fElr  alle  Punkte  des  Systems  dieselbe,  näm- 
lich der  Masse  des  Systems  umgekehrt  proportional.  Die  Gestalt 
der  absoluten  Bahn  eines  der  Massenpunkte  ist  mithin  eine  gleioh- 
mässig  gewundene  Schraubenlinie  auf  einem  elliptischen  Gyliader. 
Die  Höhe  des  Schraubenganges  ist  für  alle  Punkte  des  Systems 
dieselbe,  nämlich  gleich  dem  Wege,  den  der  Schwerpunkt  in  der 
Umlaufszeit  zurücklegt 

Die  Untersuchung  desjenigen  Falles,  bei  welchem  die  ein- 
zelnen Massenpunkte  auf  vorgegebenen  Ebenen  zu  verharren 
gezwungen  sind,  erfordert  viel  grössere  Zuriistungen  und  fhhrt 
bei  der  Erforschung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  zu  Rech- 
nungen, welche  denen  bei  der  Aufsuchung  der  Hauptaxen  einer 
Fläche  2^^  Ordnung  sehr  ähnlich  sind.  Der  Verfasser  hat  denn 
auch  den  Zusammenhang  zwischen  beiden  Problemen  beleuchtet, 
und  wir  ftlhren  seine  Ergebnisse  auf  Grund  der  Schlussbetrach- 
tungen an.  Der  Massenpunkt  m«  bewege  sich  auf  der  Ebene  £») 
deren  Gleichung 

sei.  Man  setze  Ql  =:  Al  +  Bi  +  Cl  und  bilde  die  halbe  Summe 
V  der  Quadrate  der  Entfernungen  eines  beliebig  im  Räume  ge- 
wählten Punktes  (x,  y^  z)  von  sämtlichen  Ebenen  £»,  jedes  Qua- 
drat multiplicirt  mit  m„  also: 


Gapitel  4.    Dynamik.  943 

fii 

(1)  V  =  i 2:^(0,-  A^-B,y^C.zy. 

Fragt  man,  für  welchen  Punkt  oder  för  welche  Punkte  im  Räume 
diese  Function  ein  Minimum  wird,  so  hat  man  zu  setzen 

dx        ^'  dy        ^'  ÖÄ   ""' 

oder  man  hat  die  Gleichungen  dreier  Ebenen  (in  denen  die  Be- 
deutung der  Coefficienten  Qk  aus  (1)  ersichtlich  ist): 

(E,)  Cn^  +  C,,y  +  C,,a  =  C,„ 
(E,)  C„a:+C„y+C„Ä  =  C,„ 
(E.)        C„a:+C„y  +  C„i5  =  C„. 

Ist  die  Determinante  A^  =  |C,i|  dieser  drei  Gleichungen  nicht 
Null,  so  schneiden  sich  die  drei  Ebenen  E,,  E„  E,  in  einem 
Punkte,  dem  Bewegungsmittelpunkte;  um  diesen  fQhrt  nämlich 
der  Schwerpunkt  des  Systems  eine  schwingende  Bewegung  aus. 

Ist  A,  =  0,  so  schneiden  sich  E,,  E„  E,  in  einer  Geraden, 
der  Bahn  des  Bewegungscentrums,  welche  „Centralgerade^  zu 
sämtliehen  gegebenen  Ebenen  £«  parallel  ist. 

Ist  ausser  A,  auch  noch 

A,  =  C,,C,,— CJj  +  CjjC,,— CJ,  +  C„C„— C^,=  0, 
so  fällt  jede  der  Ebenen  E,,  E„  E,  mit  einer  „Centralebene'' 
zusammen,  in  welcher  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  statt- 
findet. Das  den  Mittelpunkt  der  Bewegung  enthaltende  Central- 
gebilde  ist  hiernach  zu  definiren  als  der  Punkt,  resp.  als  der 
geometrische  Ort  des  Punktes,  für  welchen  V  seinen  kleinsten 
Wert  besitzt.  Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  findet  im  all- 
gemeinen, d.  h.  wenn  A,  nicht  verschwindet,  um  einen  festen 
Punkt  statt.  Ist  A,  =  0,  so  schreitet  die  Bewegung  längs  einer 
Geraden  ins  Unendliche  fort.  Ist  auch  A,  =  0,  so  ist  der  Schwer- 
punkt selbst  das  Gentrum  der  Bewegung.  Die  Gleichungen  für 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  [als  lineare  Functionen  von 
sin  Wit  und  coscn./  (t  =  1,  2,  3)]  werden  in  allen  besonderen 
Fällen  aufgestellt  Wenn  der  Schwerpunkt  das  Centralgebilde 
des  Punktsystems  passirt,  hat  er  seine  grösste  Geschwindigkeit. 
Die  Geschwindigkeit  nimmt  ab,  wenn  die  Function  V  zunimmt, 
und  ist  für  alle  die  Punkte  der  Schwerpunktsbahn  dieselbe,  für 
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welche  V  denselben  Wert  hat.  Diese  Punkte  liegen  nach  (1) 
auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  somit  als  Kiveaufläche 
von  V  anzusehen  ist. 

Mit  Hülfe  der  gefundenen  Gleichungen  der  Schwerpunkts- 
bewegung sind  die  Differentialgleichungen  der  relativen  Bewe- 
gung eines  beliebigen  Massenpunktes  m«  integrirbar.  Die  Bewe- 
gung findet  um  den  Fusspunkt  des  vom  Bewegungscentrum  des 
Systems  auf  die  Ebene  £«  gefilllten  Lotes  als  Mittelpunkt  der 
Bewegung  statt.  Die  Bewegung  kann  vorgestellt  werden  als  zu- 
sammengesetzt aus  drei  einfachen  geradlinigen  Schwingungen 
und  aus  einer  elliptischen.  In  besonderen  Fällen  tritt  eine  Ver- 
einfachung der  Bewegungsform  ein.  Lp. 


O.  Staude.      üeber    bedingt    periodische    Bewegungen. 

Dorpat.  Natarf.  Ges.  Ber.  VIII.  249-262. 

Im  ersten  Paragraphen  werden  diejenigen  bedingt  periodi- 
schen Functionen  kurz  charakterisirt,  welche  der  Verfasser  in 
den  Math.  Ann.  XXIX.  (Bericht  in  diesem  Bande  S.  486)  näher 
untersucht  hat.  Durch  diese  Functionen  werden  ganze  Gruppen 
mechanischer  Probleme  gelöst,  welche  sich  in  ihrer  Gesamtheit 
als  eine  Gattung  einfach  bedingt  periodischer  Bewegungen  an 
die  Gattung  der  unbedingt  periodischen  Bewegungen  anreihen 
(§  2).  Hierher  gehören :  1)  Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
auf  einer  Rotationsfläche  mit  verticaler  Rotationsaxe,  wenn  diese 
Fläche  von  keiner  Rotationsebene  in  mehr  als  einem  Parallel- 
kreise geschnitten  wird  (§  3).  2)  Die  Bewegung  eines  Punkte 
der  Axe  eines  Kreisels,  wenn  dieser  sich  auf  eine  horizontale 
Ebene  stützt  (§  4).  3)  Die  Bewegungen  eines  materiellen  Punktes 
auf  dem  drelaxigen  Ellipsoide,  wenn  a)  bloss  die  Trägheit  in 
Betracht  kommt,  ß)  eine  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  aus- 
gehende, der  Entfernung  proportionale  Anziehungskraft  wirksam 
ist  (§  5).  4)  Die  Bewegung  eines  von  zwei  festen  Centren  nach 
dem  Newton*8chen  Gesetze  angezogenen  Punktes  (§  6).  In  be- 
treff der  letzten  Aufgabe  verweist  der  Verfasser  auch  auf  den 
Aufsatz:  „Ueber  eine  Gattung  transcendenter  Raumcoordioaten". 
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(Bericht  S.  504  dieses  Bandes.)  Der  letzte  Paragraph  ist  der 
Betrachtung  der  Verwandtschaft  dieser  Bewegungsformen  ge- 
widmet. „Bei  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer 
Rotationsfläche  windet  sich  die  Bahncurve  im  allgemeinen  zwischen 
zwei  Parallelkreisen  der  Fläche,  die  sie  abwechselnd  berührt, 
in  immer  neuen  und  neuen  Windungen  hin  und  her^  (vgl.  Stäckel, 
F.  d.  M.  XVII.  1885.  883).  „Ein  beliebiger  Punkt  der  Figur- 
axe  des  Kreisels  beschreibt  eine  Raumcurve,  die  zwischen  zwei 
Kreisen  mit  senkrecht  übereinander  liegenden  Mittelpunkten  ihre 
rosettenartigen  Windungen  in  der  Weise  zieht,  dass  sie  sich  ab- 
wechselnd mit  einer  Spitze  auf  den  einen  Kreis  aufsetzt  und  den 
anderen  bertlhrt.  Ein  Punkt,  der  auf  dem  Ellipsoid  ohne  Ein- 
fluss  von  Kräften  oder  unter  Einfluss  der  Centralkraft  g^r  sich 
bewegt,  beschreibt  eine  Curve,  die  sich  zwischen  zwei  Aesten 
einer  Krümmungscurve  hin-  und  herwindet  und  beide  abwech- 
selnd berührt.  Aehnlich  verhält  sich  die  Bahncurve  eines  von 
zwei  festen  Centren  angezogenen  Punktes  unter  Umständen  zu 
zwei  confocalen  Ellipsen,  deren  Brennpunkte  die  beiden  Gentra 
sind".  Lp. 

0.  Staude,     üeber  verzweigte  Bewegungen.     Dorpat.  Na- 

turf.  Ge8.  Ber.  VIII.  836-342. 

Wie  eine  ebene  Curve  aus  getrennten  Teilen  bestehen  kann, 
die  aber  als  zusammengehörig  aufzufassen  und  durch  Aenderung 
eines  Parameters  der  Gurvengleichung  (durch  eine  Uebergangs- 
form  hindurch)  zu  einem  einzigen  Curvenzweig  zu  vereinigen 
sind,  so  giebt  es  periodische  Bewegungen  (z.  B.  auf  Gurven  oder 
Flächen),  welche  deshalb  als  Zweige  einer  einzigen  Bewegung 
angesehen  werden  müssen,  weil  sie  bei  geeigneter  stetiger  Aen- 
derung der  Gonstanten  allmählich  in  eine  einzige  periodische 
Bewegung  verschmelzen;  dazwischen  schiebt  sich  eine  singulare 
Bewegungsform  ein.  Dies  erläutert  der  Verf  an  der  periodischen 
Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Fusspunktencurve 
einer  Ellipse  mit  verticaler  kleiner  Axe  und  an  der  bedingt  pe- 
riodischen Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Kreisring- 
fläche mit  verticaler  Rotationsaxe.  Lp. 


Fortaohr.  d.  lUtb.  xix.  3.  60 
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U.  Dainblli.     Del  moto  di  un   punto  materiale  libero 
sollecitato  da  una  forza  diretta  constantemente  ad  una 

retta   fissa.     Bologna  Mem.  (4)  YIII.  9M02. 

E.  Cesaro.     Sul  moto  d'un  punto  sollecitato  verso  una 

retta.     Palermo  Rend.  I.  304-309. 

M.  Gebbia.     Intorno   a   una  nota   di  Valentino  Cerruti. 

Palermo  Beod.  I.  310-313. 

Der  erste  Artikel  behandelt  folgende  Aufgabe :  Ein  Punkt  M 
von  der  Masse  1  beschreibe  eine  Raumcurve,  den  Durchschnitt 
der  beiden  Cylinder  q>(x^  y)  =  0,  \p{y^  z)  =  0,  unter  dem  Einflüsse 
einer  Kraft,  deren  Richtung  fortwährend  eine  gegebene  Gerade  r 
schneidet.  Die  Geschwindigkeit  und  die  beschleunigende  Kraft 
zu  bestimmen.  Der  Verfasser  findet  durch  analytische  Behand- 
lung: 1)  „Die  Geschwindigkeit  ist  dem  Abstände  des  beweglichen 
Punktes  von  der  festen  Geraden  und  dem  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  Ebene  P  durch  M  und  die  feste  Gerade  mit  der 
Normalebene  P„  zur  Bahncurve  bildet,  umgekehrt  proportional*: 

^^^         ^  ^  äcoB(PPn)' 

2)  „Die  Kraft  F  ist  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  der 
Ebene  P  und  der  Schmiegungsebene  P^  der  Bahncurve  direct, 
dagegen  dem  Krümmungsradius,  dem  Quadrate  des  Abstandes 
des  beweglichen  Punktes  von  der  festen  Geraden  und  dem  Kubus 
des  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Ebene  P  und  der  Normal- 
ebene zur  Bahncurve  umgekehrt  proportional'^: 

^    ^-sin(PPJ  ^ 

^^^  Qd' cos' (PPn) 

Als  Specialfälle  werden  hieraus  die  entsprechenden  Formeln  ab- 
geleitet, 1)  wenn  die  Gerade  im  Unendlichen  liegt,  und  2)  wenn 
die  gegebene  Curve  eben,  die  gegebene  Gerade  senkrecht  zur 
Ebene  der  Curve  ist  (Centralbewegung),  für  welchen  Fall: 

(1.)        V  =  —  (Newton),  (2,)        F  =  -^  (Moivre). 

Ist  die  Kraft  F  gegeben,   so  enthält  (2)   eine  Eigenschaft  der 
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Bahncarve,  welche  der  Verf.  f&r  besondere  Fälle  der  Newton'sehen 
Gravitation  im  Zwei-  und  Dreikörperproblem  entwickelt.  Zuletzt, 
wird  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes  M 
zu  derjenigen  des  Schnittpunktes  m  der  Ebene  P  mit  einer  be- 
liebigen Curye  C  bestimmt,  ebenso  das  Verhältnis  der  Geschwin- 
digkeit dieses  Punktes  m  zu  der  Geschwindigkeit,  welche  in  m 
ein  freier  Punkt  ju  haben  würde,  der  die  Curve  C  unter  der  Ein- 
wirkung einer  in  der  erwähnten  Ebene  liegenden  Kraft  beschriebe. 

Herr  Cesaro  behandelt  in  seiner  Note  dieselbe  Aufgabe  mit 
Hülfe  geometrischer  Methoden. 

Herr  Gebbia  weist  darauf  hin,  dass  die  von  Hrn.  Dainelli 
untersuchte  Bewegung  ein  besonderer  Fall  einer  allgemeineren 
Bewegung  ist,  bei  welcher  die  Kraftlinien  einem  linearen  Com- 
plexe  angehören  und  welche  behandelt  ist  von  V.  Cerruti  in  dem 
Aufsatze:  „Intorno  ad  una  generalizzazione  di  alcuni  teoremi  di 
Meccanica"  (In  memoriam  Chelini,  1881,  F.  d.  M.  XIII.  1881.  693). 
Die  bezüglichen  allgemeinen  Sätze,  welche  implicite  in  der  älte- 
ren Arbeit  von  Cerruti  enthalten  sind,  werden  durch  Hrn.  Gebbia 
entwickelt,  aus  ihnen  die  des  Hrn.  Dainelli  abgeleitet.        Lp. 


R.  BoRCK.      Bewegung    eines    materiellen    Punktes    auf 
einem    um  seinen   verticalen   Durchmesser  rotirendeu 

Kreise.     Pr.  Höhere  Bärgersoh.  (Wilhelmsschale)  Liegoitz.  (No.  211). 
22  8.  u.  1  Taf.  4«. 

Die  Abhandlung  hat  auf  S.  3  die  Ueberschrift:  „Ueber  die 
Bewegung  eines  schweren  materiellen  Punktes  auf  einem  Kreise, 
welcher  um  seinen  verticalen  Durchmesser  mit  gleichmässiger 
Geschwindigkeit  rotirt."  Zu  der  Schwere  tritt  also  noch  die 
horizontale  Centrifugalbeschleunigung.  Ist  die  ;s-Axe  vertical, 
die  a;-Axe  horizontal,  r  der  Radius  des  Kreises,  w  die  Winkel- 
geschwindigkeit, 2k  der  normale  Widerstand  des  Kreises,  so  sind 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 

(I)  -^  =  2lx  +  w\  -^  =  2h-g, 

mit  der  Bedingung  a'  -|-  s'  =  r'.    Fuhrt  man  den  variablen  Aus- 

60* 
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schlag  tp  des  Pendels  statt  x  und  2  durch  die  Gletcbungen 
<t  =^  rsintp^  js  =  —  rcost^  ein,  so  leitet  man  aus  (I)  durch  das 
Princip  der  lebendigen  Kraft  leicht  die  Gleichung  ab: 

(U)        (-j^)  =  ^'  (coBtp—  cosö)  (cos/?  —  cosv), 

wo  cosa  (und  cos/?)  aus  der  Gleichung  -~-  =  0  für  V'  =  a 
oder: 

0  =  -^  cos  a  —  Ol'  cos'  a  +  C 

r 

zu  bestimmen  und  cos  ß  =  — =t  -~  cos  a  ißt. 

Die  Discussion  von  (II)  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  ein 
Maximum  hat  1)  für  1/;  =  0,  2)  für  t^^  =  arc  cos  — ^,  ein  Mi- 
nimum für  3)  1/;  =  TT.  Ist  reo*  <  g^  so  ist  Fall  2)  unmöglich  und 
die  Bewegung  des  Punktes  hat  einen  ähnlichen  Charakter  wie 
die  des  maihematischen  Pendels.  Die  beiden  dort  bekannten 
Bewegungsarten  entstehen,  je  nachdem  a  reell  oder  imaginär  ist 
(ß  ist  in  diesem  Falle  immer  imaginär).     Ist  dagegen  rto*  >  g 

und  ausserdem  cos'ia  >  —  ,  ,    so  werden  a  und  ß  reell  und 

die  Bewegung  findet  um  einen  Punkt  herum  statt,  der  seitlich 
liegt  und  dem  Winkel  xp^  entspricht;  a  giebt  den  grössten,  ß  den 
kleinsten  Abstand  vom  untersten  Punkt  des.  Kreises. 

Nachdem  so  die  verschiedenen  Bewegungsformen  erhalten 
sind,  wird  die  Zeit  t  aus  (II)  als  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  dargestellt,  wobei  jeder  der  drei  Hauptfälle  eine  beson- 
dere Behandlung  erfordert,  nämlich  1)  der  Punkt  durchläuft  den 
ganzen  Kreis,  2)  der  Punkt  pendelt  zwischen  zwei  äussersten 
Lagen  (+  a  und  —  a)  und  durchläuft  die  unterste  Stelle  des 
Kreises,  3)  der  Punkt  bewegt  sich  zwischen  zwei  Ausschlags- 
-  winkeln  a  und  /?  (a  >  /?).    In  allen  Fällen  ermittelt  der  Verfasser 

die  Ausdrücke  für  die  Winkelgeschwindigkeit  -^  und  für  z  als 

elliptische  Functionen  von  t  in  der  Jacobi'schen  Form  und  als 
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Quotienten  von  Thetafanctionen ,  Ausdrücke,  die  hier  zu  viel 
Raum  beanspruchen  würden.  In  einem  kurzen  Paragraphen 
wird  zuletzt  auch  der  Normalwiderstand  des  Kreises  berechnet. 
Andere  Bedingungen,  welche  auf  hyperelliptische  Integrale  fähren, 
haben  den  Verfasser  nicht  auf  Resultate  geführt,  die  er  der  Ver- 
öffentlichung wert  erachtet  Lp. 


J.   B.  HüNBRMANN.     Ein  mechanisches  Problem.    Pr.  Hö- 
here Bürgerach.  Hechingen  (No.  460).  30  S.  4°. 

Die  bekannte  Eigenschaft  der  Lemniskate  in  einer  vertica- 
len  Ebene  (von  Saladini  1804  entdeckt),  dass,  wenn  ihre  Axe 
um  45*^  gegen  die  Horizontale  geneigt  ist,  ein  schwerer  Punkt 
den  im  Mittelpunkte  beginnenden  Bogen  innerhalb  derselben  Zeit 
durchläuft  wie  die  zugehörige  Sehne,  wird  benutzt,  um  die  be- 
treffende Bewegung  nach  allen  Gesichtspunkten  hin  zum  Gegen- 
stande von  Rechnungen  zu  machen.  Zuletzt  werden  mehrere 
Zahlenbeispiele  beigefügt,  in  denen  ausser  den  Fallzeiten  auch 
die  durchlaufenen  Wege  (Lemniskatenbogen)  berechnet  und  die 
zugehörigen  Zeiten  auf  der  Brachistochrone  (Gykloide)  durch  den 
Anfangs-  und  Endpunkt  der  Bewegung  ermittelt  werden. 

Lp. 

G.   KoBB.      Sur  le   mouvement   d'uii   point  matöriel  sur 
une  surface  de  r^volution.     Acta  Math.  X.  89-ioö. 

Die  Abhandlung  knüpft  an  den  Satz  Jacobi's  an  (J.  für 
Math.  XXIV.  5-27,  De  motu  puncti  singularis),  dass,  wenn  eine 
Kräftefunction  vorhanden  ist  und  die  Bewegung  nur  von  der 
Lage  des  Massenpunktes  innerhalb  eines  Meridianschnittes  der 
Umdrehungsoberfläche  abhängt,  die  Integration  der  Bewegungs- 
gleichungen stets  auf  Quadraturen  zurückführbar  ist.  In  den 
Fällen,  wenn  die  Gleichung  der  Oberfläche  algebraisch  und  die 
Kräftefunction  eine  rationale  Function  ist,  ergeben  diese  Quadra- 
turen AbeVsche  Integrale;  der  Verf.  stellt  sich  die  Aufgabe,  die 
Bedingungen  zu  ermitteln,  denen  die  Gleichung  der  Fläche  jsrf^- 
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nügcn  muss,  damit  die  Aberschen  Integrale  auf  elliptische  zurück- 
kommen. 

Die  Masse  des  beweglichen  Punktes  sei  gleich  eins,  die 
Umdrehungsaxe  der  Fläche  werde  als  x-kxe  gewählt,  die  Glei- 
chung der  Meridiancurve  in  rechtwinkligen  Goordinaten  x,  r  habe 
die  Form  f(r\  x)  =  0,  die  Kräftefunction  U  =  fi(r',  a?),  wo  Ä 
eine  rationale  Function  bedeutet;  endlich  sei  \p  der  Winkel, 
welcher  der  geographischen  Länge  des  Punktes  entspricht,  ff  die 
Constante  im  Princip  von  der  Erhaltung  d^er  Kraft,  c  die  doppelte 
Sectorengeschwindigkeit  der  Projection  des  Punktes  auf  eine 
Ebene,  die  zur  Rotationsaxe  senkrecht  ist,  dann  ist: 

(1)      t=/'^dx,  (2)    v-Vo  =  c/'^=c/"'-^. 

wo  gesetzt  ist: 

Indem  man  nun  r'(=  y*+»')  zwischen  der  letzten  Gleichung  fflr  P 
und  der  Gleichung  /"(r*,  x)  =  0  eliminirt,  kommt  man  zu  einer 
neuen  Gleichung  zwischen  §*  und  a?,  g)(|',  x)  =  0,  und  es  ergiebt 
sich  zunächst,  dass  das  Geschlecht  der  Curven  f  und  tp  dasselbe 
ist.  Die  Untersuchung  erstreckt  sich  daher  auf  die  Erforschang 
des  Geschlechtes  der  Curven  g>  und  wird  mit  den  Htllfsmitteln 
der  Algebra  und  der  Functionentheorie  durchgeführt,  indem  haupt- 
sächlich von  Weierstrass'schen  Sätzen  und  Formeln  Gebrauch 
gemacht  wird.  Das  Ergebnis  dieser  Betrachtungen  ist:  Es  muss 
sein 

wenn  ^  einen  variabeln  Parameter,  ff,  und  ff,  rationale  Func- 
tionen von  ^  bedeuten.  Ferner  sind  ff ,  und  ff,  so  zu  bestimmeoi 
dass   der  Ausdruck   für  $  nur   eine  Quadratwurzel   aus   einem 

Polynom  dritten  oder  vierten  Grades,  ]/ ff, (t),  enthält.  Als  be- 
sondere Folgerungen  für  U  gleich  einer  Constanten  k  und  ftr 
den  Fall  der  Schwerkraft  V  =  gx  findet  der  Verfasser  folgende 
Sätze ; 
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^Alle  UmdrehuDgsfiächen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen, 
dass  die  Coordinaten  einer  geodätischen  Linie  durch  elliptische 
Functionen  eines  Parameters  ausgedrückt  werden  können,  haben 
notwendig  die  Form  r*  =  Ä,(ö,  x  =  Äa(0*" 

Ist  die  auf  den  Punkt  einwirkende  Kraft  allein  die  Schwere 
in  der  Richtung  der  Umdrehungsaxe,  so  „kann  die  Integration 
des  Systems  (1),  (2)  durch  elliptische  Functionen  ausgeführt 
werden ,  wenn  die  Umdrehungsfläche  durch  eine  der  fünf  Glei- 
chungen bestimmt  wird:  1)  r  =  mar,  2)  r'  +  «^  =  «'?  3)  r'  =  4aa?, 
4)  9ar»  =  a;(a;.-3a)',  5)  2r*-f  3aV'-2a;a'  =  0.  Dies  sind  die 
einzigen  möglichen  Fälle.  Die  drei  ersten  waren  schon  bekannt, 
die  beiden  anderen  scheinen  neu.^  Lp. 


G.  KoBB.     Om  Integrationen  af  diflFerential-eqvationerna 
för    en    materiel    punkts    rörelse    pk   en   rotationsyta. 

Stock.  Öfv.  XLIV.  No.  3.  159-165. 

Darstellung  der  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen, 
damit  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  auf  einer  Rotationsfläche  im  sogenannten  Jacobi'schen 
Falle  mittels  elliptischer  Functionen  integrirt  werden  können. 
(S.  das  vorige  Keferat).  E. 


J.  J.  Rachmaninoff.      Ueber   die  Bewegung  eines   ma- 
teriellen Punktes  auf  einer  Oberfläche.  Kiew  Nachr.  79  S. 

(Russisch.) 

Br.  Decker.     Ueber  die  sphärisch-elliptische  Bewegung. 

Hoppe  Arch.  (2)  V.  430-441. 

Auf  einer  Kugel  mit  dem  Radius  q  befindet  sich  ein  fester 
Punkt  M  und  ein  frei  beweglicher  Massenpunkt  m.  Zwischen  beiden 
wirkt  in  Richtung  der  Verbindungslinie  eine  Kraft  Ä.  Wie  muss 
dieselbe  beschaffen  sein,  damit  m  um  A  eine  sphärische  Ellipse 
beschreibt,  deren  einer  Brennpunkt  in  dem  festen  M  gelegen  ist? 
Die  Analyse  dieser  Frage  führt  zu  folgendem  Ergebnis.    Bedeutet 
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r  den  Abstand  des  Punktes  m  von  If,  so  stellt  sich  jene  Kraft  R 
als  Function  von  r  in  der  Form  dar 

const 


R  = 


•c-^)'' 


wird  umgekehrt  diese  Kraftfnnetion  der  Beziehung  von  m  zu  Jf 
zu  Grunde  gelegt,  so  wird  als  Bahn  fttr  m  eine  sphärische  Ellipse 
hergeleitet.  Sehn. 

F.  Roth.     Ueber  die  Bahn  eines  freien  Teilchens    auf 
einer  sich  gleichmässig  drehenden  Scheibe.    Bxner  Rep. 

XXIIL  1-22,  457-466,  553-558. 

f.  Roth.     Berichtigung,     ibid.  338. 

III.  Bestimmung  der  relativen  Bahnen,  wenn  Kräfte  vor- 
handen sind,  welche  der  Scheibe  entlang  wirken.  A.  Die  gege- 
bene Kraft  sei  der  Stärke  nach  unveränderlich  und  wirke  in 
Beziehung  zu  der  sich  drehenden  Scheibe  immer  nach  derselben 
Richtung.  Der  Reibungswiderstand  fehle.  ,,Die  gesuchte  Bahn 
ist  eine  excentrische  Kreisevolvente,  bei  welcher  der  Mittelpunkt 
der  abzuwickelnden  Rolle  nicht  im  Drehnngspole  der  Scheibe, 
sondern  um  f:cu'  gegen  die  Richtung  der  gegebenen  Bahn  da- 
von entfernt  liegt.**  „Die  absolute  Bahn  ist  eine  Cykloide,  welche 
durch  eine  Stelle  in  der  Ebene  eines  Kreises  erzeugt  wird,  der 
mit  unveränderlicher  Geschwindigkeit  rollt".  Lp. 


G.  Pesci.     Sulla  deviazione  meridionale  dei  gravi. 

Livorno.  13  8.  8^  

J.  Matbnbbrg.     Die  Hauptsätze  der  Central-  und  Pendel- 
bewegung in  elementarer  Behandlung.      Pr.  Konigl  Stu- 

dienanst.  Hof.  15  S.  8<>  u.  1  Taf. 

Lp. 

Th.  Bertram.     Die  Apparate,  welche  zur  Demonstration 
der  Gesetze  der  gleichmässig  veränderlichen  Bewegung 

dienen.      Pr.  Gymn.  Bielefeld  (No.  326).  3-18.  4^  Lp. 
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E.   Vallibr.      Essai  sur  les   principes   de   In    balistique 

extt^rieure.    Rev.  d'Art.  XXIX.  5-25. 

Die  vorliegeDde  Abhandlung  macht  den  Beschluss  einer 
Reihe  von  Artikeln  (vgl.  F.  d.  M.  XV,  1883.  829,  XVII.  1885. 
900)  über  den  Widerstand,  den  die  Luft  Geschossen  entgegen- 
stellt, deren  Geschwindigkeiten  zwischen  0  und  600m  liegen. 
Im  ersten  Abschnitte  geht  der  Verf.  näher  auf  den  Luftwiderstand 
bei  Geschwindigkeiten  unterhalb  der  Schallgeschwindigkeit  ein. 
Während  in  dem  letzten  Aufsatze  von  1885  noch  auf  weitere 
neu  anzustellende  Versuche  verwiesen  wurde,  werden  jetzt  die 
in  demselben  Bande  XXVI.  231  der  Rev.  d'Art.  von  Hrn.  Hojel 
mitgeteilten  Zahlenwerte  benutzt  und  danach  die  Gonstanten  der 
in  den  früheren  Berichten  gegebenen  Formeln  berechnet  Bei 
der  dann  im  zweiten  Abschnitte  folgenden  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen ersetzt  der  Verfasser  die  Methode  des  Gene- 
rals Didion  durch  eine  andere.  Die  Ordinate  der  Bahnlinie  wird 
durch  den  MacLaurin' sehen  Satz  nach  Potenzen  von  x  entwickelt; 
aber  nur  die  Glieder  in  x  und  x*  werden  berechnet,  danach 
wird  das  Restglied  in  der  Gestalt  des  bestimmten  Integrales  an- 
gesetzt. Die  Auswertung  dieses  bestimmten  Integrales  erfolgt 
durch  mechanische  Quadratur  zwischen  den  Grenzen  0  und  x^ 
oder  genauer  bloss  durch  Anwendung  der  Simpson'schen  Regel, 
weshalb  sich  die  Berechnung  solcher  Punkte  bequem  gestaltet, 
deren  Abscissen  in  den  Verhältnissen  1:2:4:8:...  stehen.  Die 
Formel  des  Verfassers  lautet: 


gx*  x^ 


_    fW 


^''^^~2Ü^ — <?-g-(^oCOS->  +  ^|COS-3ö|) 


[Q  =  ^^-r~i   der  Index  0  bezieht  sich  auf  den  Anfangspunkt, 

\  auf  die  Mitte  des  Intervalles  0...x,  q>  =  Abgangswinkel,  6  = 
Neigung  der  Bahntangente]. 

In  einem  Schlussworte  fasst  der  Verfasser  die  Ergebnisse 
seiner  Untersuchungen  zusammen:  „Wenn  die  oben  entwickelten 
Betrachtungen  sowohl  unter  dem  Gesichtspunkte  der  Physik  und 
des  Experiments  als  auch  der  Analjsis  als  zutreffend  anerkannt 
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werden,  so  dürfen  wir  mit  vollem  Grund  behaupten,  dass  wir 
die  Principien  einer  äusseren  tiieoretisehen  Ballistik  skizsirt  haben, 
welche  man  mit  Vorteil  an  die  Stelle  der  jetzt  gebräuchlichen 
Ballistik  mit  rein  experimenteller  Basis  und  mit  empirischen 
Formeln  zu  setzen  hätte^.  Lp. 


F.  SiACCi.     Sugli  aiigoli  di  massima  gittata.    Rom.  acc.  l. 

Rend.  (4)  IIIj.  211-216. 

Um  die  schon  früher  angeregte  Frage  zu  erledigen,  ob  bei 
gewissen  Widerstandsgesetzen  die  grösste  Wurfweite  bei  einem 
grösseren  Abgangs winkel  als  ^n  erreicht  werde,  unternimmt  der 
Verf.  eine  analytische  Untersuchung  der  Aufgabe  und  findet,  dass 
die  grössten  Wurfweiten  zu  Winkeln  über  ^n  gehören,  wenn  der 

Widerstand  durch  die  Formel  av^  (y  >  2  + V^)  ausgedrückt  wird, 

oder  auch  durch  die  Formel  ao*' +  &v."  +  co'*  +  ...(v>2  +  y2, 
v<  ju<7i  <  ...).  Wird  dagegen  das  Widerstandsgesetz  durch 
ein  Polynom  in  t)  gegeben,  bei  welchem  einige  Exponenten  kleiner, 

andere  grösser  als  2-f-|/2  sind,  so  können  die  Winkel  grösster 
Wurfweite  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  ^n  sein,  je  nach  den 
Werten  der  Projectionsgesoh windigkeit.  Lp. 


F.  August,  üeber  die  günstigste  Form  der  Geschoss- 
spitzen nach  der  Newton'schen  Theorie.      Arch.  P.  Art 

XCIV.  1-29. 

F.  August,  üeber  die  Rotationsfläche  kleinsten  Wider- 
standes und  über  die  günstigste  Form  der  Geschoss- 
spitzen   nach  der   Newton'schen  Theorie.      J.  für  Math. 

cm.  1-24. 

Der  Untersuchung  liegt  die  Newton'sche  Annahme  des  Wider- 
standsgesetzes zu  Grunde.  Ist  also  df  ein  Oberflächenelement, 
T  der  Winkel,  welchen  die  Bewegungsrichtung  mit  der  Normale 
in  df  bildet,  so  ist  der  Widerstand  gegen  df  ein  Normaldruck 
von  der  Grösse  W^dfcoB^T.     Die  Oberfläche   werde   durch    die 
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Rotation  einer  ebenen  Meridiancarve  um  die  «-Axe  erzeugt, 
deren  positive  Bichtung  mit  derjenigen  der  gegen  den  Körper 
sich  bewegenden  Luftteilcben  zusammenfällt;  dann  ist  zwischen 
den  Ordinaten  y,  und  y^  der  Widerstand  der  Fläche  in  der  Be- 
wegungsrichtung 

W  =  2nW,f"ydyco6*t  =  2nW,/'"  ^^, 

Vi  Vi 

wenn  tgr  =  -r-  =  q  gesetzt  wird.     Damit  das  Problem,   die 

Curve  kleinsten  Widerstandes  zwischen  zwei  fest  gegebenen 
Punkten  A  und  B  zu  finden,  bestimmt  sei,  muss  die  Bedingung 
hinzugefügt  werden,  dass  die  Fläche  keine  trichter-  oder  ring- 
förmigen Einbiegungen  enthalte;  denn  ohne  diese  von  Hrn. 
August  so  formulirte  Bedingung  ist  die  Aufgabe  unbestimmt  und 
kann  W  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden.  Hieraus  folgt 
mit  Notwendigkeit,  dass  9^0  sein  muss;    der  Verf.  setzt  all- 

gemeiner  q^ot  und  a>-^-— ^,    wenn  (ajj,  y,),  (a;„  yj   die 

y^  Vi 

Coordinaten  von  A  und  B  sind.  Die  Aufsuchung  des  kleinsten 
Wertes  von 

_  p'    ydy 

erfolgt  ohne  Anwendung  des  Algorithmus  der  Variationsrech- 
nung nach  einer  vom  Verf.  zu  diesem  Zwecke  ersonnenen  sich 
daran  anlehnenden  elementaren  Methode  mit  Hülfe  der  Taylor*- 
schen  Beihe  und  ergiebt 

(1)     ,  =  i(l±ä2! 

mit   der   Nebenbedingung   q  >  — — —     Durch  Integration   von 

dx  =  qdy  folgt  weiter 

(2)         X  =  c(—logURtq  +  q^  +  iq^)  +  c^. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  definiren  eine  Curvengattung,  die 
schon  von  Newton  angegeben  ist,  und  von  der  einzelne  Curven 
als    krummlinige    Bestandteile    einer    Minimalcurve    angehören 


w 
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können.  Jede  Curve  besitzt  für  j  =  — -j=^  eine  Spitze,  deren 
Goordinaten 

(3)       «.  =caiogn»t3  +  A)  +  c.,    y.  =  ^ 

sind.  Von  der  Spitze  gehen  zwei  Aeste  der  Curve  ohne  Asym- 
ptote ins  Unendliche;  der  Ast,  welcher  der  x-Axe  zunächst  liegt 
und  ihr  die  concave  Seite  zuwendet,  kann  als  Bestandteil  einer 
Minimalcurve  auftreten.  Die  Curve  schneidet  die  dp-Axe  nicht. 
Das  Ergebnis  der  Untersuchung  ist:  „Möglich  als  Minimalcurve 
zwischen  zwei  gegebenen  Endpunkten  A  und  B  ist  nur  ein 
Linienzug,  zusammengesetzt  aus  einem  von  A  ausgehenden  gerad- 
linigen Teile  AC  mit  der  Bichtungszahl  a  und  einem  Bogen 
einer  Newton'schen  Minimalcurve  CS,  der  sich  an  den  gerad- 
linigen Teil  entweder  ohne  Richtungsunterschied  ansetzt,  näm- 
lich wenn  a^l/}''3,   oder  doch  wenigstens,   wenn  jenes  nicht 

möglich  ist,  weil  a  <  l/]/3  gegeben  ist,  mit  der  denkbar  ge- 
ringsten. Es  kann  sich  aber  auch  in  gewissen  Fällen  der  gerad- 
linige Teil,  und  in  einem  ganz  singulären  Falle,  nämlich  wenn 

a  =  — ^ ist,   der  krummlinige   Teil   auf  Null   reduciren." 

Nachdem  fKr  die  somit  folgenden  drei  Fälle  die  Formeln  ent- 
wickelt sind,  welche  die  ganze  Begrenzung  der  Minimalcurve 
bestimmen,  wird  zur  Anwendung  auf  die  Geschossspitzen  über- 
gegangen. Bei  ihnen  setzt  sich  die  Minimalcurve  zusammen  aus 
einer  von  der  Axe  ausgehenden,  zu  ihr  senkrechten  Geraden 
ilC(=  yj  und  einem  Bogen  einer  Newton^schen  Curve  CA,  wel- 
cher unter  einem  Winkel  von  30®  gegen  die  Verlängerung  dieser 
Senkrechten  nach  hinten  zu  abgeht.  Zahlenbeispiele,  die  für 
angenommene  Abmessungen  durchgerechnet  und  graphisch  dar- 
gestellt sind,  sowie  Vergleichungen  mit  anderen  Spitzenformen 
zur  Bestätigung  der  Theorie  bilden  den  Beschluss  des  zweiten, 
mehr  technischen  Teiles  der  interessanten  Arbeit. 

Bei  dem  Abdrucke  der  Abhandlung  im  J.  fttr  Math,  sind 
manche  Zahlenreohnungen  und  Tabellen  fortgelassen;  dagegen 
ist  der  Verf.  auf  einige  andere  Widerstandsprobleme  näher  ein- 
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gegangen,  welche  schon  früher  behandelt  sind  and  nach  derselben 
Methode  erledigt  werden  können,  wobei  nämlich  die  Bedingung,- 
dass  die  Endpunkte  der  Meridiancurve  gegeben  sind,  durch  an- 
dere Bedingungen  ersetzt  wird.  Die  Bemerkungen  von  Hrn. 
August  vervollständigen  und  berichtigen  die  von  früheren  For- 
schern gefundenen  Lösungen  und  kritisiren  besonders  die  neueren 
Arbeiten  von  Hrn.  Starkoff,  über  welche  F.  d.  M.  XVI.  1884. 
832  und  XVII.  1885.  359  berichtet  ist. 

In  einer  Schlussbemerkung  wird  ausdrücklich  darauf  hinge- 
wiesen, dass  die  Arbeit  keinen  Anspruch  darauf  erhebt,  das 
Problem  endgültig  gelöst  zu  haben,  sondern  nur  gemäss  den  zu 
Anfang  ausgesprochenen  Annahmen.  Lp. 


M.  Thibsen.       Versuche    über    den    Luftwiderstand. 

Berl.  phys.  Ges.  Verb.  VI.  2-4. 

Die  Versuche  dienen  zur  Bestätigung  der  Formel,  welche 
Hr.  Th.  in  einer  früheren  Arbeit  für  das  Moment  des  Luftwider- 
standes gegen  einen  rotirenden  cylindrischen  Stab  entwickelt 
hatte  (s.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  901).  Die  Bewegung  ist  durch 
eine  Differentialgleichung  von  der  folgenden  Form  darstellbar: 

Lp. 

J.  Freiburg.      Ueber    den    Luftwiderstand    bei    kleinen 
Geschwindigkeiten.     Bonn.  31  S.  b». 


E.  Thiel.      Photographische    Aufnahme    der    Lufthülle, 
welche  das  fliegende  Geschoss  umgiebt.      Arcb.    f.    Art. 

XCIV.  485-500. 

Darstellung  der  Resultate  der  Mach'schen  Versuche  in  ihrer 
Bedeutung  fUr  die  Ballistik;  der  Artikel  ist  von  Hrn.  Mach 
durchgesehen.  Lp. 
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E.  Vallier.      Note    sur    le    tir    contre    les    ballons. 

.      Rev.  d*Art.  XXX.  106-110. 

Um  dem  Schiessen  auf  einen  gefesselten  Ballon  eine  theo- 
retische Grundlage  zu  geben,  nimmt  der  Verf.  an,  die  horizontale 
Entfernung  des  Ballons  und  sein  Höhenwinkel  seien  gemessen. 
Hieraus  berechnet  er  mit  Hfilfe  der  Formeln,  welche  er  in  der 
oben  S.  953  besprochenen  Arbeit  entwickelt  hat,  den  Abgangs- 
winkel des  Geschosses.  Lp. 


E.  BiVALS.     Des   efFets  du  tir  des  pi^ces  rayöes  sur  le 

matäriel.     Toalonse  M6m.  (8)  IX.  429-437. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  über  welche  F.  d.  M.  XVII.  1885. 
978  berichtet  ist.  Das  Thema  dieses  zweiten  Teiles  ist  der  Ein- 
fluss  der  Züge  in  den  Geschützen  auf  die  Grösse  des  Grenz- 
winkels für  die  Erhebung  der  Stirnschiene  einer  Laffettenwand 
und  auf  die  Grösse  der  Stützdrucke  rechts  und  links.  Der  Verf. 
giebt  am  Schlüsse  die  Ergebnisse  seiner  Rechnungen  in  folgen- 
den Worten :  Beim  Schusse  unter  dem  Grenzwinkel  der  Erhebung 
bei  den  Laffetten  des  zweiten  und  des  dritten  Systemes,  d.  h. 
mit  doppeltem  Schwanzstück,  darf  man  sicher  sein,  1)  dass  der 
Winkel  des  Grenzschusses  der  Erhebung  durch  die  Rotation  des 
Geschosses  nicht  geändert  wird,   und  dass  er  immer  durch  die 

Poisson*sche  Formel  tgÖ^  ==     ^^       gegeben  wird;  2)  dass  die 

Differenz  der  Drucke  nach  hinten  auf  die  rechte  Seite  und  auf 
die  linke  Seite  des  Laffettenrahmens  ein  merklicher  Bruchteil 
(^,  j^,  . . .)  des  ganzen  Druckes  ist,  niemals  aber  die  unge- 
heueren Werte  erreicht,  welche  ihm  manche  theoretisch  irrige 
Arbeiten  zuerteilen.  Lp. 


J.  F.  Ueber  die  Ermittelung  der  in  den  einzelnen  Zeit- 
momenten verbrannten  Pulvermengen  und  der  Brenn- 
geschwindigkeit des   Pulvers.     Arch.  f.  Art.  XCIV.  437-453. 

Versuch,  die  in  den  einzelnen  Momenten  verbrannten  Pulver- 
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meDgen  aas  den  Geschossgeschwindigkeiten  und  hieraus  die 
Brenngeschwindigkeit  des  Pulvers  zu  berechnen,  teils  unter  An- 
lehnung an  die  „Etudes  des  effets  de  la  poudre"  von  Söbert 
und  Hugoniot,  teils  auf  selbständigem  Wege.  Lp. 


E.  Strnad,     üeber  die  Ausnutzung  der  Schusapräcision 

eines   OescbOtzes.      Mitt.  üb.  Art  o.  Geoie.  XVIII,.  375-392. 

Da  durch  das  Einschiessverfahren  eine  tbatsächliche  Verle- 
gung des  mittleren  Treffpunktes  in  den  beabsichtigten  Treffpunkt 
nur  zufällig  erfolgen  kann,  so  kann  die  grösstmögliche  Treff- 
Fähigkeit  eines  Geschützes  wohl  angestrebt,  aber  mit  Sicherheit 
niemals  erreicht  werden.  Daher  stellt  sich  der  Verfasser  die 
Aufgabe,  vermöge  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
diejenige  Grenze  zu  ermitteln,  welche  der  mittlere  Treffpunkt 
eines  Geschützes  nicht  fiberschreiten  darf,  falls  nicht  die  Möglich- 
keit vorliegen  soll,  dass  dessen  Treff-Fähigkeit  durch  die  eines 
minder  präcise  schiessenden  Geschützes  Obertroffen  werden  könne. 
Nachdem  die  grösste  Entfernung  des  mittleren  Treffpunktes  vom 
beabsichtigten  Treffpunkte  unter  bestimmten  Annahmen  berechnet 
ist,  wird  weiter  die  Frage  gestellt,  welche  Treffwahrscheinlichkeit 
gegen  verschieden  dimensionirte  Ziele  sich  ergiebt,  wenn  der 
mittlere  Treffpunkt  jener  Bedingung  entspricht,  und  es  zeigt  sich, 
dass  dann  die  Treff-Fähigkeit  nur  noch  wenig  von  der  maximalen 
abweicht.  Auf  Grund  der  erreichten  Ergebnisse  wird  dann  zu- 
letzt die  Frage  erörtert,  wann  man  sich  als  eingeschossen  gegen 
ein  gegebenes  Ziel  betrachten  könne.  Lp. 


N.  B.  Delaünay.     Zur  Theorie  des  Stosses  starrer  Kör- 
per.     Mosk.  Math.  Samml.  XIII.  500-510.  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  beweist,  dass  für  Stösse,  die  einer  bestimmten 
Stossebeue  und  einer  bestimmten  reducirten  Masse  (Vgl.  Mosk. 
Math.  Samml.  XII.  421-432)  entsprechen,  die  Axen  der  durch 
den  Stoss  veranlassten  Schraubenbewegung  auf  einem  elliptischen 
Cy linder  liegen,  dass  dabei  die  durch  die  Endpunkte  der  grossen 
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Halbaxen  gehenden  Geraden  permanente  Axen,  und  die  durch  die 
Endpunkte  der  kleinen  Halbaxen  gehenden  Geraden  Äxen  grösaten 
Gleitens  sind.  Danach  bestimmt  der  Autor  den  Ort  der  Stoss- 
punkte  auf  der  Oberfläche  des  Körpers,  welche  einer  bestimmten 
reducirten  Masse  entsprechen,  und  zeigt,  dass,  wenn  der  Körper 
eine  ebene  Seite  besitzt,  dieser  Ort  eine  Ellipse  ist.        Ms. 


Sir  R.  S.  Ball.      Dynamiics  aud   modern  geometry.     A 
new  chapter  in  the  theory  of  Bcrews.      Royal  Wsh  Ac: 

„OuoDiogbam  Memoire*'  No.  IV.  1-44. 

Die  Untersuchungen  in  dieser  Abhandlung  beruhen  auf  der 
Abbildung  des  Cylindroids  auf  einem  Kreise,  so  dass  jeder 
Schraube  des  ersteren  ein  Punkt  auf  dem  letzteren  entspricht. 
Da  eine  Schraube  auf  dem  Gylindroid  durch  die  Gleichungen 
bestimmt  wird:  y  =  x  tang  6,  i5  =  m  sin  20  und  der  zu  d 
gehörige  Windungsparameter  (pitch)  der  Schraube  durch 
p  =  p^-f  ;i»cos  20,  so  giebt  die  Elimination  von  6  zwischen  den 
Gleichungen  für  z  und  p: 

und  diese  Gleichung  mit  p  und  %  als  laufenden  Coordinaten 
giebt  den  zu  Grunde  gelegten  Kreis  der  Abbildung.  Vermit- 
telst dieses  Kreises  werden  einfache  Erörterungen  gegeben  über 
die  Verteilung  des  Windungsparameters  auf  dem  Gylindroid, 
über  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Drillungen  und 
Dynamen  (twists  and  wrenches),  über  die  Eigenschaften  des 
virtuellen  Coefficienten;  endlich  werden  die  Theorien  der  Stoss- 
kräfte  nebst  denen  der  kleinen  Schwingungen  in  eingehender 
Weise  vorgeführt.  Gbs.  (Lp.) 

R.  8.  Ball.     A  dynamical  parable.    Nature  XXX VI.  424-429, 

Bnt.  Ass.  Rep.  (Maocbester.) 

R.  S.  Ball.     Una  parabola  dinamiea.     Traduzione  dall' 

Inglese   di  G.    VivaNTI.       n  Politecnico.  12  S.  8^ 
Als  Vorsitzender   der  Section  A   (Mathematik  und   Physik) 
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der  British  Aseociation  zu  Manchester  giebt  der  Verfasser  in  der 
vorliegenden  Eröffnungsrede  unter  der  Form  einer  humoristisch 
gehaltenen  erzählenden  Parabel  eine  populäre  allgemeine  Ueber- 
sicht  über  seine  Leistungen  auf  dem  Gebiete  der  Theorie  der 
Schrauben  und  Dynamen  (screws  and  wrenohes).  Hr.  Vivanti 
begleitet  seine  italienische  Uebersetzung  mit  dem  Ausdrucke  des 
Wunsches,  sie  möchte  zum  Studium  einer  der  schönsten  Theorien 
anregen,  deren  sich  die  neuere  Mechanik  rühme.  Lp. 


G.  Embry.  Sulla  posizione  delFasse  centrale  dei  mo- 
menti  delle  quantitä  di  moto  in  un  sistema  materiale 
rigido  animato  di  moto  sferico.    Ann.  d.  r.  ist.  Tecn.  e  Nant. 

di  Nappli,  24  S.,  Napoli  Read.  (2)  I   97-100. 

Bei  einem  in  Bewegung  befindlichen  starren  Körper  werde 
die  Bewegungsgrösse  jedes  Massenpunktes  als  eine  Kraft  be- 
trachtet; das  so  entstandene  Kräftesystem  reducire  man  auf  eine 
Dyname.  Die  Axe  dieser  Dyname  (oder  Centralaxe  deh  Bewegungs- 
grossen)  liegt  im  Körper  fest,  wenn  die  Bewegung  eine  Drehung 
um  eine  feste  Axe  ist.  Geschieht  dagegen  die  Bewegung  als 
Drehung  um  einen  festen  Punkt,  so  steht  die  Centralaxe  der 
Momente  der  Bewegungsgrössen  in  ihren  veränderlichen  Lagen 
stets  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  des  festen  Punktes  mit 
dem  Schwerpunkte  und  erzeugt  in  dem  starren  Körper  ein  Cy- 
lindroid,  dessen  Gestalt  von  der  näheren  Bewegung  des  Körpers, 
insbesondere  von  der  Gestalt  des  Axenkegels  des  bewegten 
Körpers  abhängt.  Wenn  dieser  Axenkegel  in  eine  Ebene  aus- 
artet, wird  auch  das  Cylindroid  zu  einer  £bene,  und  die  verän- 
derliehe Schnittgerade  beider  beschreibt  ein  Konoid  dritten  Grades. 
Die  gegenseitige  Beziehung  der  Momentanaxen  und  der  Central- 
axe wird  noch  näher  bestimmt.  Lp. 


1).  Edwardbs,  Sircom,  A.  M.  Nash.     Solution  of  ques- 

tion   8545.       Bd.  Times  XLVI.  123-124. 

Ein  homogener  Stab  bewegt  sich  in  einer  Verticalebene  unter 
der  Einwirkung  der  Schwere,  mit  seinem  unteren  Ende  auf  einer 

Fortfchr.  d.  M&th.   XIX.  3.  61 
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glitten  horizontalen  Ebene,  mit  seinem  oberen  auf  einer  glatten 
Curye.  Falls  de(  Stab  am  Anfange  der  Bewegung  in  Ruhe  ist, 
so  erreicht  er  die  horizontale  Lage  in  der  kürzesten  Zeit,  wenn 

die  Gurve  ein  Bogen  einer  Ellipse  mit  der  Exoentricität  1^3  und 
dem  Parameter  gleich  der  halben  Stablänge  ist.  Nimmt  man  an, 
dass  der  Stab  in  der  Anfangslage  die  Gurve  nicht  schneide,  so 
giebt  es  zwei  Ellipsen,  welche  der  Bedingung  gentigen,  falls  die 
Neigung  des  Stabes  gegen  die  Horizontale  in  der  Anfangslage 

kleiner  als  \2  ist;  fUr  beide  Gurven  ist  die  Zeit  des  Falles  die- 
selbe. Der  Beweis  wird  durch  die  Bemerkung  elementar ^  dass 
nach  Fortnahme  der  Gurve  die  Bewegung  am  schnellsten  wird, 
dann  der  Schwerpunkt  aber  eine  Gerade  beschreibt       Lp. 


A.  Matbr.  .   üeber  ein   Bewegungsproblem.      Leipz.    Ber. 

123-132. 

„Ein  schwerer  Körper  gleitet  mit  seiner  ebenen  Basis  reibungs- 
los auf  einer  festen  schiefen  Ebene.  Der  Körper  besitzt  über- 
dies eine  Höhlung  von  gegebener  geometrischer  Gestalt,  an  deren 
Wandfläche  ein  schwerer  Punkt  ebenfalls  ohne  Reibung  herabfällt. 
Es  handelt  sich  darum,  die  gleichzeitige  Bewegung  des  Körpers 
und  des  Punktes  zu  bestimmen*'.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass 
der  Körper  nicht  umkippen  darf,  und  dass  der  Punkt  auf  der 
Höhlenwand  zu  bleiben  genötigt  ist.  Der  Verfasser  fbhrt  die  Auf- 
gabe auf  die  Integration  «dreier  partiellen  Differentialgleichungen 
zurück,  von  denen  er,  dem  Flächensatze  und  dem  Satze  der  leben- 
digen Kraft  entsprechend,  zwei  Integrale  aufstellt.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Aufgabe  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  zurückkommt, 
zu  deren  vollständiger  Lösung  die  Kenntnis  einer  von  ihr  unab- 
hängigen Lösung  einer  gewissen  anderen,  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung genügt,  d.  h.  in  diesem  Falle  lässt  sich  die  Auf- 
gabe mit  Hülfe  von  algebraischen  Operationen  und  blossen  Qua- 
draturen vollständig  lösen. 

Wird  z.  B.  die  Wand  der  Körperhöhlung  von  einer  Rotations- 
fläche gebildet,  deren  Axe  senkrecht  zur  ebenen  Basis  des  Körpers 
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ist  und  durch  seinen  Schwerpunkt  geht,  so  ist  dieses  Problem 
vollständig  lösbar;  dagegen  vermag  man  die  Bewegung  eines 
schweren  Punktes  ohne  Beibung  und  bei  beliebiger  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  auf  der  Wand  des  nicht  mehr  beweg- 
lichen, sondern  auf  der  schiefen  Ebene  festgeschraubten  Körpers 
noch  nicht  genau  zu  bestimmen.  Ferner  wird  die  allgemeine 
Aufgabe  immer  lösbar,  wenn  sich  die  Körperhöhlung  auf  eine 
blosse  Rinne  oder  auf  einen  Kanal  reducirt. .  Lp. 


KiHCHER.  Ein  Beitrag  zur  Bewegung  unveränderlicher 
ebener  Systeme,  dargestellt  nach  den  Principien  der 
Grassmaqn'scben  Ausdehnnngslehre.     Pr.  Beaigymn.  Mei- 

Diogen  (No.  652).  8. 2-36  io  4^  mit  1  Taf. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Teile.  Im  ersten  Teile  entwickelt 
der  Verfasser  nach  Grassmann  die  Gesetze  der  geometrischen 
Addition  und  Subtraction,  die  Definition  des  Massenmittelpunktes, 
die  geometrische  Differentiation,  die  äussere  Multiplication  der 
Strecken  und  ihre  Anwendung  zur  Momentenbildung  und  leitet 
danach  die  ßewegungsgleichungen  eines  starren  ebenen  Systems 
her.  Dieser  erste  Abschnitt  ist  also  fttr  solche  Leser  bestimmt, 
welche  mit  den  Grassmann'schen  Principien  nicht  bekannt  sind. 
Nach  der  Einleitung  ist  der  Verf.  hierzu  durch  eine  Vorlesung 
des  Hrn.  Abbe  im  Wintersemester  1876/77  angeregt  worden; 
doch  ist  ihm  wohl  nicht  bekannt  geworden,  dass  Hr.  J.  Lttroth 
in  seinem  „Grundriss  der  Mechanik"  (München,  1881)  sich  der 
Streckenrechnung  bedient  und  ausdrücklich  dabei  auf  Grassmann 
hingewiesen  hat;  in  dieser  letzteren  Schrift  ist  daher  der  ganze 
Stoff  der  Mechanik  unter  ähntichem  Gesichtspunkte  behandelt. 

Der  zweite  Teil  löst  einzelne  Aufgaben  sowohl  nach  der  im 
ersten  Teile  dargelegten  Methode,  als  auch  auf  dem  gewöhnlichen 
Wege  mittels  der  Euler'schen  Differentialgleichungen  für  die  Be- 
wegung eines  starren  Körpers.  Weder  sind  jedoch  die  Beispiele 
neu,  noch  beweisen  sie  die  Ueberlegenheit  der  vom  Verfasser  an 
die  Spitze  gestellten  Methode.  Die  behandelten  Aufgaben  sind: 
1)  Das  Rollen  eines  homogenen,  schweren  Kreiscylinders  inner- 
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halb  eioes  anderen  mit  horizontaler  Axe  (allgemeiner  bei  Hoppe, 
F.  d.  M.  XV.  1883. 825).  2)  Das  Rollen  eines  homogenen  sehweren 
Kreiscylinders  auf  schiefer  Ebene  (Vgl.  u.  a.  Ritter,  Technische 
Mechanik).  3)  Ein  Kreiscylinder  mit  excentrischera  Schwerpunkte 
rollt  a)  innerhalb  eines  Hohlcylinders,  b)  auf  schiefer  Ebene. 
(In  anderer  Fassung  u.  a.  bei  JuUien,  „Problemes  de  Mäcanique 
rationnelle").  4)  Das  Rollen  eines  homogenen  schweren  Kreiscy- 
linders innerhalb  eines  hohlen  Cykloidencylinders.  (Besonders 
in  englischen  Aufgabensammlungen  fOr  manche  andere  Cylinder 
noch  untersucht.)  Lp. 


K.  tJ.  BoRCHBRT.      Eine  Aufgabe    aus   der   analytischen 

Mechanik.     Pr.  Gymn.  HoheuBtein  in  Ostpr.  (No.  5).  12  8.  4<>. 

„Ein  homogener  geradliniger  Stab  liegt  auf  einer  Horizontal- 
ebene und  ist  gezwungen,  mit  einem  Endpunkte  Iftngs  eines  in 
der  Horizontalebene  liegenden  straff  gespannten  Fadens  ohne  Rei- 
bung zu  gleitend  Der  Stab  soll  aniUnglich  einen  rechten  Win- 
kel mit  dem  Faden  bilden  und  auf  das  freie  Ende  ein  Stoss 
parallel  dem  Faden  geführt  werden.  Welche  Bewegung  nimmt 
der  Stab  an?" 

Die  Componente  der  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  pa- 
rallel zur  Fadenrichtung  ist  consiant.  Zwischen  der  Zeit  t  und 
dem  Winkel  ^,  welchen  der  Stab  mit  der  Fadenrichtung  zur 
Zeit  t  bildet,  findet  die  Gleichung  statt 

(  =  ^y^yVl-isinV, 

oder  auch  nach  der  Legendre' sehen  Bezeichnung: 

l  =  i|E(*,A)-E(i«,Ä)|, 

wenn  k  =  yo,75  gesetzt  wird. 

Der  Verfasser  berechnet  ein  Zahlenbeispiel  mit  HOlfe  der 
Landen'schen  Transformation  aus  den  Jacobi'sehen  Formeln  und 
macht  zum  Schlüsse  auf  mehrere  ähnliche  Aufgaben  aufmerksam. 

Lp. 
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Pfannstiel.     Ceber  eine  Stelle  in  Poisson's  Mechanik. 

Sohlömilcb  Z.  XXXII.  244-246. 

W.  Hess.     tJeber  eine  Stelle  in  PoiHson's  Trait^  de  M^- 

Canique.      ächlömilcb  Z.  XXXII.  382-384. 

An  der  kinematischen  Behandlung  der  Bewegung  eines  starren 
Körper's  in  Poisson^s  Traitö  de  Micanique  (No.  408  der  2**"  Aufl.) 
glaubte  Et,  Pfannstiel  einen  Fehler  bemerkt  zu  haben.  Hr.  W. 
Hess  dagegen  zeigt,  dass  bei  richtiger  Auffassung  des  offenbaren 
Sinnes  der  Stelle  nichts  Fehlerhaftes  in  ihr  enthalten  sei.  Uebri- 
gens  ist  dieselbe  Stelle  auch  schon  in  der  ersten  Auflage  des  l^aitä 
de  M^canique  von  1811  enthalten  (No.  377);  jedoch  ist  die  Be- 
gründung der  älteren  Fassung  ein  wenig  ausführlicher.      Lp. 


W.  Hess,     üeber  das  Gyroskop  bei  allgemeinster  Wahl 
des  zur  Bewegung  anregenden  Momentankräftesystems. 

Math.  Ann.  XXIX.  ÖOO-580. 

Der  Verf.  spricht  sich  in  der  Einleitung  der  umfangreichen 
Abhandlung  über  das  Ziel  derselben  in  folgenden  Worten  aus: 

^Das  Problem  der  Bewegung  eines  schweren  Umdrehungs- 
körpers, welcher  um  einen  festen  Punkt  seiner  Axe  rotirt,  ist 
analytisch  durch  die  bekannte  Arbeit  Lottner's  (Reduction  eines 
schweren,  um  einen  festen  Punkt  rotirenden  Revolutionskörpers 
auf  die  elliptischen  Transcendenten,  J.  fbr  Math.  L.  111-125) 
und  die  im  wesentlichen  damit  flbereinstimmenden  eigenartigen 
Untersuchungen  Jacobi's  (Fragments  sur  la  rotation  d'un  corps. 
B.  C.  Ges.  Werke  IL  477-514)  insoferne  als  gelöst  zu  betrachten, 
als  man  im  Stande  ist^  auf  Grnnd  derselben  die  Lage  des  Systems 
der  drei  Hauptträgheitsaxen,  welches  den  Körper  zu  ersetzen 
geeignet  ist,  gegen  ein  festes  Coordinatensystem  des  Raumes  in 
Function  der  Zeit  und  der  Constanten  des  Problems  zu  reduciren. 
Eine  geometrische  Discussion  scheint  jedoch  bislang  nur  der  Fall 
des  „gewöhnlichen  Gyroskops**  erfahren  zu  haben  (W\  Hess. 
Ueber  das  Gyroskop.  Math.  Ann.  XIX.  121-154,  F.  d.  M.  XIIL 
1881.  711),   d.i.  eines  Umdrehungskörpers,   welcher  durch  eine 
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blosse  Rotation  um  seine  Axe  in  Bewegung  gesetzt  wurde,  wäh- 
rend für  die  Annahme  eines  ganz  allgemein  gewählten  Momentan- 
kräftesystems  weder  die  Bewegung  dieser  Axe  noeh  die  Gestalt 
der  Poinsot'schen  Kegel  verfolgt  sein  dürften,  noeh  aueh  weiter- 
hin  unseres  Wissens   die  Aufstellung   der  Elemente  der  Euler'- 

schen  Rotationen. 

« 
Diese  dreifache  Lücke  auszufüllen  ist  Zweck  der  vorliegen- 

den  Arbeit.    Es  werden  diesem  Ziel  entsprechend  untersucht: 

I.  Die  Bewegung  der  Axe  des  Gyroskops  im  Räume. 

II.  Die  Formen  des  beweglichen  Kegels  der  „Polodie^  und 
des  festen  Kegels  der  „Herpolodie^,  durch  deren  Abrollen  nach 
Poinsot  die  successive  UeberfUbrung  des  rotirenden  Körpers  von 
einer  ersten  in  eine  zweite,  endlich  davon  verschiedene  Lage 
versinnlicht  werden  kann. 

in.  Die  Lage  jener  ausgezeichneten  Axe  des  Raumes,  längs 
welcher  nach  Euler  eine  einzige  Drehung  von  endlicher  Am- 
plitude genUgt,  um  sofort  den  Körper  aus  der  ersten  obigen 
Lage  in  die  zweite  zu  transferiren,  sowie  die  Grösse  jener 
Amplitude." 

Die  zugrunde  gelegte  Rechnung  schliesst  sich  in  I  zunächst  an 
die  citirte  Arbeit  Löttner's,  dann  auch  an  die  von  Jacobi  an. 
Die  geometrische  Erörterung  erheischt  jedoch  die  Unterscheidung 
so  vieler  einzelnen  Fälle,  dass  es  unmöglich  ist,  diese  hier  vor- 
zuführen. Die  einzelnen  Paragraphen  dieses  Teiles  sind  betitelt: 
Der  Winkel  zwischen  der  Figuraxe  und  der  Verticalen,  die  Nor- 
mf^lanfangslage  der  Figuraxe,  gegenseitiges  Verhalten  von  An- 
fangs-  lind  Endlage,  Untersuchung  der  verschiedenen  Möglich- 
keiten, der  Poinsot'sche  Fall  der  nutationsfreien  Bewegung,  die 
Präcessionsbewegung  der  Figuraxe,  Untersuchung  auf  Wende- 
kanten, graphische  Darstellung  der  verschiedenen  Typen.  Um 
den  von  der  Figuraxe  im  Räume  beschriebenen  Kegel  zu  veran- 
schaulichen, stellt  der  Verf.  in  §  8  die  verschiedenen  Typen  der- 
jenigen sphärischen  Gurven  zusammen,  welche  der  Schwerpunkt 
des  Gyroskops  im  Räume  beschreibt,  und  führt  sie  in  Horizontal- 
projection  graphisch  vor.     Es  sind  16  Typen  von  Figuren,  unter 
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denen  einige,  um  den  Einfluss  der  Grösse  der  Constanten  zu 
versinnlichen,  für  mehrere  Werte  derselben  abgebildet  sind. 

Die  Betrachtung  des  Kegels  der  Polodie  in  II  stützt  sich 
auf  neue  analytische  Entwickelungen,  deren  geometrische  Dis- 
cussion  abermals  die  Unterscheidung  vieler  Einzelfälle  erfordert. 

• 

D^r  Kadiusvector  der  Polodie,  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
instantanen  Drehpols,  die  Untersuchung  der  Polodie  auf  Wende- 
punkte (identisch  mit  der  Frage  nach  den  Wendepunkten  der 
Herpolodie  Poinsot's),  der  Polarwinkel  der  Polodie  sind  die  The- 
mata der  ersten  Paragraphen  dieses  Abschnittes;  ihnen  folgt 
eide  Klassification  der  Formen  der  Polodie  in  12  Typen,  deren 
Cyklus  wieder  abgebildet  ist.  Die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Drehung  um  zwei  Hauptaxen  der  Aequators  wird  zuletzt  ana- 
lytisch dargestellt. 

.  Bei  der  Besprechung  des  Kegels  der  Herpolodie  werden 
untersucht  die  Kugelzone,  welche  die  Herpolodie  umschtiesst, 
und  die  Horizontalprojection  der  Herpolodie. 

Im  Abschnitte  III  wird  zunächst  von  den  neun  Neigungs- 
cosinus in  Functionen  der  Zeit  gehandelt  und  aus  den  Lettner'- 
sehen  Formeln  der  Satz  abgeleitet:  „Die  constante  Winkelge- 
schwindigkeit (Z>,  mit  welcher  das  System  der  gleichen  Haupt- 
trägheitsaxen  des  rotirenden  Körpers  in  der  Aequatorebene 
rotirend  gedacht  wird,  sowie  der  Winkel  q>  einer  der  Hauptaxen, 
x\  mit  der  Linie  der  Knoten  kann  durch  einen  Ausdruck  dar- 
gestellt werden,  in  welchen  elliptische  Functionen  mit  nur  einem 
Constanten  Parameter  eingehen,  zum  Unterschiede  ;i(on  den  Dar-« 
Stellungen  Lottner's  und  Jacobi's,  welche  deren  zwei  zur  Ver- 
wendung brachten^.  Die  letzten  Paragraphen  erörtern  endlich 
die  Elemente  der  Euler'schen  Rotation  in  Functionen  der  Rich- 
tungscosinus des  bewegliehen  Axensystems,  die  symmetrischen 
Ettler'schen  Winkel  und  die  Elemente  der  Euler'schen  Rotation 
in  Functionen  der  Zeit.  Von  den  verschiedenen  Sätzen,  zu  wel- 
ehen  der  Verfasser  hier  gelangt,  setzen  wir  nur  den  letzten  her, 
den  er  als  Seitenstflck  zu  dem  Jacobi'schen  Theorem  von  der 
Ersetzbarkeit  einer  Lagrange'schen  Rotation  durch  zwei  Poinsot'- 
scbe  Rotationen  bezeichnet: 
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^Die  periodischen  Elemente  der  Euler'fichen  Rotation,  durch 
welche  ein  unter  dem  Einflnss  beliebiger  Momentankr&fte  sich 
drehendes  Gyroskop  aus  einer  ersten  Lage  in  eine  zweite  über- 
geführt  werden  kann,  besitzen  denselben  Charakter  wie  die 
periodischen  Elemente,  welche  die  Lage  der  Hauptträgheitsaxen 
eines  ohne  Einfluss  äusserer  Kräfte  rotirenden  Körpers  im  Kauioe 
bestimmen.  Wie  bei  dem  Jacobi*sohen  Theorem  entsprechen  sich 
die  invariable  Horizontalebene  des  Gyroskops  und  die  invariablo 
Ebene  des  den  rotirenden  Körper  afficirenden  Momentankräfte- 
paars,  die  invariable  Richtung  der  Schwere  und  die  invariable 
Axe  dieses  Paares,  endlich  die  gleichförmige  Eigenbewegung  der 
Coordinatenaxen  in  den  invariablen  Ebenen''.  Lp. 


D£  Saint -Germain.  K^sum^  de  la  thdorie  du  mouve- 
ment  d'un  solide  autoiir  d'un  pöint  fixe,  k  l'usage  des 
candidats  k  la  Licence  ^s  Sciences.    Paris.  Ganthier-ViiiarB. 


A.  CoRNU.  Sur  la  condition  de  stabilitö  d'un  Systeme 
oscillant  soumis  k  une  liaison  synchronique  pendulaire. 

C.  R.  CIV.  1463-1470. 

A.  ^ORNU.  Sur  la  Synchronisation  d'une  oscillation 
faiblenient  amortie.  Indicatrice  de  Synchronisation 
repr^sentant  le  regime  variable.    u.R.  CIV.  1656-1666. 

Bei  manchen  Experimenten  stösst  man  auf  die  Aufgabe: 
„Die  Oscillationen  eines  gegebenen  beweglichen  Systems  (Balan- 
cier, schwingende  Platte,  Galvanometer  u.  s.  w.)  mit  einer  ebeu- 
falls  gegebenen  periodischen  Bewegung  (Schlag  einer  Uhr,  eines 
Relai,  u.  dgl.  m.)  genau  synchronisch  zu  machen".  Hierbei  ist 
das  schwingende  zu  synchronisirende  System  im  allgemeinen  ein 
unveränderlicher  Körper,  auf  welchen  einwirken:  1)  eine  der 
Entfernung  proportionale  Hauptkraft,  2)  eine  der  Geschwindigkeit 
proportionale  störende  Kraft,  3)  eine  hinzutretende  Kraft,  welche 
die  synchronische  Verbindung  herstellt,    deren  Intensit&t  perio- 
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disch  ist,  und  die  der  Einfachheit  wegen  als  unabhängig  v<5n  der 
Lage  des  Systems  vorausgesetzt  ist.  Dann  ist  die  Differential- 
gleichung des  Systems 

wenn  d  den  Winkelausschlag  des  System«,  ^i  das  Trägheits- 
moment, q  und  r  die  Momente  der  beiden  ersten  Kräfte,  welche 
der  Einheit  der  Geschwindigkeit  und  Entfernung  entsprechen, 
F  das  Moment  der  synchronischen  Verbindung  als  Function  der 
Zeit  allein  bezeichnen.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Glei- 
chung ist 

(2)         e  =  Ae--*  sin  (^  -  ?>)  +  5  '  ^ 


T    ~\    u         K'ZuJ 


2fi 

wenn  A  und  q>  die  Integrationsconstanten  bezeichnen.  Das  erste 
Glied  rechts  (die  Lösung  von  (1),  wenn  F  =  ö)  stellt  eine  Schwin- 
gung dar,  deren  Amplitude  mit  der  Zeit  erlischt;  das  zweite,  i^, 
ist  eine  particuläre  Lösung  der  vollständigen  Gleichung  (1). 
Die  vom  Verfasser  gestellte  und  sowohl  theoretisch  wie  expe- 
rimentell behandelte  Aufgabe  besteht  in  der  Untersuchung,  ob 
"'S  möglich  ist,  die  resultirende  Bewegung  mit  einer  periodischen 
Function  %  zusammenfallen  zu  lassen,  deren  Periode  6  von 
der  eigenen  Schwingungsperiode  T  des  Systems  verschieden  ist. 

In    dem    ersten    Artikel    wird    %    zunächst    in    der    Form 

.sin 271: f-^ — \f;\  dann  in  der  Form  einer  trigonometrischen 

^ach  den  Vielfachen  von  f/&  fortschreitenden  Reihe  angenommen; 
im  zweiten  Artikel  wird  %  nicht  mehr  als  continuirlich,  sondern 
als  momentan  wirkende  Kraft  vorausgesetzt.  Die  Darstellung 
der  Resultate,  besonders  der  experimentell  sehr  hübsch  erson- 
nenen  und  dargestellten  Indicatrices  der  Synchronisation  ist  im 
Auszuge  nicht  möglich.  Lp. 
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G.  LoRENzoNi.  Sulla  equazione  differenziale  del  moto 
di  un  pendolo  fisico  il  cui  asse.di  suspensione  muo- 
vesi  rimanendo  parallelo  a  sh  stesso.      Veo.  Ist.  Atti  (6) 

V.  331-375. 

Eine  erste  Bewegung  der  Aufbängeaxe  eines  physischen 
Pendels  rQhrt  davon  her,  dass  die  Stütze  der  Schneide  nicht  ab- 
solut  starr  und  ihr  Widerstand  gegen  das  Gleiten  der  Schneide 
nicht  ausreichend  ist.  Eine  zweite  Bewegung  wird  dadurch  her- 
vorgerufen, dass  die  Schneide  keine  geometrische  Gerade  ist, 
sondern  als  Cylinderfläche  betrachtet  werden  kann.  In  Bezug 
auf  den  Einfluss  der  ersten  Beweguifg  citirt  der  Verf.  aus  den 
Abhandlungen  der  K.  bayer.  Ak.  der  Wissenschaften  XIV  (1883) 
die  Abhandlung  des  Hrn.  Orff.:  „Bestimmung  der  Länge  des 
einfachen  Secundenpendels  auf  der  Sternwarte  zu  Bogenhausen''. 
Von  Bessel  bereits  in  Betracht  gezogen,  ist  diese  erste  Bewegung 
theoretisch  berücksichtigt  durch  Cell^rier  (Archives  des  sciencea 
phys.  et.  nat.  1875)  und  durch  Peirce  und  Plantamour  (Grad- 
messungsbericht für  1877.  Berlin  1878).  Die  cylindrische  Be- 
schaffenheit der  Schneide  ist  in  Betracht  gezogen  worden  durch 
Laplace  (1816  in  einem  Vortrage  der  Akademie,  veröffentlicht 
in  der  Connaissance  des  temps  für  1820:  „Sur  la  longueur  da 
pendule  a  secondes)  durch  Bessel  (1826)  in  den  ^Untersuchungen 
über  die  Länge  des  einfachen  Secundenpendels"  und  durch 
Poisson  in  der  Abhandlung  „Sur  le  pendule  de-Borda''  (Addition» 
a  la  Connaissance  des  temps  pour  Tan  1833.  Paris,  1830).  Zu 
diesen  vom  Y^rf.  citirten  Autoren  ist  hinzuzufügen  Euler  iu 
Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1788  (vgl.  Jnllien,  Probl.  de  M6c.  rat.  II)* 
Von  der  italienischen  geodätischen  Commission  beauftragt,  die 
Fragen  bezüglich  der  Bestimmung  der  Schwere  mittels  des  Rep- 
sold'schen  Reversionspendels  zu  studiren,  hat  sich  Hr.  Lorenzoni 
zunächst  die. Aufgabe  gestellt,  die  bisher  getrennt  behandelten 
beiden  Seiten  des  Problems  in  einer  Differentialgleichung  zu 
vereinigen.    Er -gewinnt  dieselbe  in  der  Form: 


(2) 


-^{i'  +  *'  +  2«eco8(ö-/»)+e'| 

=  -i4'(ÄCOsö-|-gco8/?) — ^  (s  sind  +  Q  ^inß). 


Die  a:-Axe   ist  vertical  nach  unten,   die  y-Axe   horizontal    und 
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senkrecht  gegen  die  Aufhängeaxe;  ferner  bedeuten  6  den  ver- 
änderlichen Ausschlag  des  Pendels,  verglichen  mit  der  Ruhelage, 
t  den  Trägheitsradius  für  eine  Axe  durch  den  Schwerpunkt, 
parallel  zur  Aufhängeaxe,  s  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
von  der  Aufhängeaxe,  ß  den  (negativ  gerechneten)  Winkel,  wel- 
chen die  Ebene  durch  die  Aufhängeaxe  und  die  Moraentanaxe 
der  Rotation  mit  der  Verticale  bildet,  q  den  Abstand  beider 
Axen. 

Aus  der  Gleichung  (2)  folgt  unter  der  Anuahme  einer  Kraft, 
die  auf  die  Aufhängeaxe  einwirkt,  in  der  Schwingungsebene 
liegt  und  mit  der  Horizontale  den  Winkel  ß  bildet: 

(20         -^  (H  P  cos(Ö-/9))  =  -  ^  sin Ö, 

wo  /  die  Grösse  (t^+O^^  bezeichnet;  die  Pendellänge/  ist  also 
um  Q  co8(d — ß)  in  jedem  Augenblicke  vermehrt  zu  denken. 
Aus  (2)  leitet  der  Verf.  leicht  die  Gleichung  Cellirier's  ab;  eine 
etwas  längere  Umrechnung  führt  auf  die  Ergebnisse  BesseVs. 
Danach  ermittelt  Hr.  L.  die  iiorizontale  und  verticale  Com- 
ponente  des  Druckes  des  Pendels  gegen  die  Stützfläche,  ferner 
die  Bewegung  der  Schneide,  welche  von  der  Elasticität  der  Stütz- 
fläche und  ihrem  unzulänglichen  Widerstände  gegen  das  Gleiten 
der  Schneide  herrührt,  nebst  dem  Einflüsse  dieser  Bewegung 
auf  die  (ein  wenig  vergrösserte)  Schwingungsdauer;  das  Resultat 
wird  als  übereinstimmend  mit  dem  Besserschen  nachgewiesen. 
Es  folgen  dann  noch  mehrere  Rechnungen,  welche  teils  neue 
Ableitungen  von  Gl.  (2)  aus  den  Principien  der  Dynamik  liefern, 
teils  dem  Vergleiche  mit  den  Formeln  der  im  Eingange  er- 
wähnten Forscher  gewidmet  sind.  Lp. 


E.  DK  JoNQUiERBS.      Sui*    Ics    uiouveiuents    doscillation 
simultanes   de  deiix  pendules  suspendus  beut  k  beut. 

a  B.  CV.  23-27. 

£.  DE  JoNQUiERES.    '  Sur    les    mouvemeuts    oscillatoires 
subordonnds.    c  B.  CV.  253-255. 

Die  Theorie  eines  Pendels,  welches  aus  zwei  durch  ein  G9- 
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lenk  verbundenen  starren  Körpern  besteht;  kann  nur  unter  solchen 
einschränkenden  Bedingungen  gegeben  werden,  welche  in  der 
Praxis  nicht  inne  zu  halten  sind.  Daher  hat  Hr.  de  Jonquieres  die 
Experimentaluntersuchung  eines  solchen  Pendels  vorgenommen,  bei 
der  er  sich  auf  Schwingungen  beschränkt  hat,  die  in  einer  Ebene 
stattfinden,  und  bei  der  er  besonders  das  Massenverhältnis  des 
oberen  Pendels  zum  unteren  vielfach  abgeändert  hat.  Die  erzielten 
Ergebnisse  werden  beschrieben  und  mit  den  Formeln  verglichen, 
welche  die  Herren  Resal  und  Menabrea  berechnet  hatten.  (Die 
Zusendung  der  Arbeit  des  Letzteren  aus  den  Turiner  Abhand- 
lungen von  1854  hat  die  zweite  Note  veranlasst).  Die  Versuche 
erstreckten  sich  besonders  auf  die  Ermittelung  der  Schwingungs- 
zahlen und  der  Bedingungen,  unter  denen  beide  Pendel  gleich- 
zeitig Schwingungen  nach  derselben  (mouvement  d'ensemble)  oder 
nach  entgegengesetzter  Seite  (mouvement  äcontre)  ausführen. 

Lp. 

» 

•  C.  H.  C.  Grinwis.      Over    den    invloed    der    massaver- 

deeling   op   de   slitJgerlengte.      Amst.  Versl.  en  Meded.  (3)  IH. 
328-359. 

In  dieser  Abhandlung  wird  untersucht,  welchen  Einfluss  die 
Verteilung  der  Masse  auf  die  Pendelläoge  hat.-  Von  der  Bestim- 
mung des  Schwingungsmittelpunktes  durch  Chr.  Huygens  ausge- 
hend, wendet  der  Verf.  eine  Methode  an,  durch  die  das  Auffinden 
dieses  Punktes  bei  zusammengesetzten  und  ausgehöhlten  ebenen 
Figuren  sich  vereinfacht.  Dabei  untersucht  er  den  Einfluss,  wel- 
chen sowohl  Grösse  als  Form  solcher  Figuren  auf  die  Pendellänge 
haben.  Die  weitere  Ausftlhrung  der  Theorie  geschieht  durch  An- 
wendung auf  zwei  complementare  Kreissegmente  und  auf  einen 
durch  ein  gleichseitiges  Dreieck  oder  durch  ein  Viereck  ausge* 
höhlten  Kreis.  Darauf  wird  der  Schwipgungsmittelpunkt  eines 
Dreiecks  und  eines  Vierecks  aufgesucht,  welche  um  eine  auf  ihrer 
Ebene  senkrecht  Btehende,  durch  eine  der  Ecken  gehende  Axe 
schwingen,  ebenso  der  eines  Kreissectors,  wenn  die  Schwingungs- 
axe  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  senkrecht  zu  seiner  Ebene 
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genommen  wird.     Die  Resultate  jedes  Falles  werden  ansfQhrlicb 
besprocUen  und  erläutert.  6. 


G.  A.  Hirn.     Tljöorie  et  application  du  pendula  a  deux 
branches.    C.  R.  CV.  4045. 

Unter  dem  zweiarmigen  Pendel  versteht  Hr.  Hirn  ein  (in 
der  Länge.0,5  m  ausgeführtes)  Pendel,  so  wie  es  an  dem  Metronom 
von  Mälzl  gebraucht  wird.  In  der  Theorie,  welche  er  giebt,  be- 
trachtet er  das  Laufgewicht  und  das  untere  feste  Gewicht  als 
Massenpunkte  und  vernachlässigt  die  Dicke  des  Lineals,  welche 
das  Pendel  bildet.  Die  von  Hrn.  Hirn  vermisste  Behandlung  der 
Aufgabe,  ein  solches  Pendel  zu  graduiren,  d.  h.  für  eine  ge- 
wünschte Anzahl  n  von  Schlägen  in  der  Minute  die  Stelle  des 
Laufgewichtes  zu  bestimmen,  beansprucht  im  zweiten  Bande  der 
Problömes  de  M^canique  rationnelle  von  Jullien  etwa  zwei  Drittel 
einer  Seite  mit  Figur  und  Aufgabe.  Lp. 


E.  Ronkar.     Note  sur  les  oscillations  d'un  pendule  pro- 
duites    par    le    d^placement    de  Taxe'  de    Suspension. 

Belg.  Boll.  (3)  XIV.  296-311. 

F.  Folie.     Rapport  sur  ce  Memoire.      Belg.  Bali.  (3)  xiv. 

195-196. 

Der  bemerkenswerteste  Fall  ist  derjenige,  bei  welchem  das 
Pendel  und  die  Axe  dieselbe  Schwingungsdauer  haben;  in  diesem 
Falle  kann  das  ruhende  Pendel  eine  Bewegung  annehmen  und 
behalten,  deren  Amplitude  der  von  der  Axe  erhaltenen  Anzahl 
der  Impulse  proportional  ist.  Mn.  (Lp.) 


M.  Koppe.     Der  Foucault'sche  Pendelversnch.      Po«ke  z. 

I.  14-22. 

M.  Koppe.     Das  Foucault'sche  Pendel.    Poeke  z.  i  70-7i. 

Ausser  einer  experimentellen  Methode  zur  Nachahmung  des 
Versuches  in  rein  kinematischer  Auffassung  durch  Apparate,  die 
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hierzu  ersonnen  sind,  werden  auch  elementare  theoretische  Be* 
trachtungen  angestellt,  um  die  Gesetze  der  Bewegung,  besonders 
auch  die  Form  der  Gurve  zu  ermitteln,  welche  der  Endpunkt  des 
Pendels  •  beschreibt.  Lp. 

A.  Kürz.  •  Das  bifilare  Pendel.    Einer  Rep.  xxiii.  406-410. 


E.  Sang.  Qn  the  minute  oscillations  of  a  uniform 
flexible  cbain  hang  by  one  end:  and  on  the  fanctions 
arising  in  the  course .  of  the  inquiry  (with  a  plate). 

Edinb.  Proc.  XIV.  283-286. 

Die  betrachteten  Schwingungen  sind  einfache  Oscillationen, 
welche  durch  die  Differentialgleichung 

dx 


('^)= 


an 


dz  N     dt, 

definirt  werden,  in  der  man  auch  a  =  I  setzen  darf.    Tbut  man 
dies,  so  ist  das  Integral  derselben: 


»    .      a*  »• 


also  eine  BesseFsche  Function.  Der  Verf.  untersucht  die  Zahlen- 
werte für  die  aufeinander  folgenden  Wurzeln  »,,  »,,...,  «,  der 
Gleichung  x  =  0  und  noch  andere  Eigenschaften. 

Cly.  (Lp.) 

H.  Hennessy.     Problems  in  mechanism  regarding  trains 
of  pnllies    and    drums    of    least    weight    for   a  given 

velocity   ratio.      Lond.  R.  S.  Proc.  XLII.  134-138. 


Franke,    W.  Hess,  G.  Haück.   '  Bemerkungen  zur  ele- 
mentaren Behandltmg  des  Kreiselproblems.   HoffmaonZ. 

XVIII.  182-188. 

Die  Bemerkungen  beziehen  sich  auf  die  Arbeit  von  Hauck, 
welche  im  vorigen  Jahrgang  besprochen  ist.  Lg. 
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L.  Pernbach.     Die  Bewegung  einer  homogen  mit  Masse 
belegten  starren  Geraden  auf  einer  geradlinigen  Fläche. 

Dias.  Halle.  25  S.  8^. 


M.  Richter,     lieber  die   Bewegung    eines   Körpers  auf 
einer  florizontal-Ebene.    Dias.  Leipaig.  56  s.  s^. 


B.    Hydrodynamik. 

G.  VON  Wex.  Hydrodynamik;  Entwickelung  neuer  ge- 
nauer Formeln  zur  Berechnung  der  Wasserabfluss- 
mengen bei  üeberfall wehren,  Grundschleusen,  Schützen- 
öfiriungen  und  der  Wasserausleitungen  in  Canäle, 
ferner  Mitteilungen  über  die  neuesten  diesbezüglichen 
in  Amerika,  Oesterreich  und  in  Italien  im  grossen 
Massstabe  durchgeführten  Versuche.    Leipzig,    w.  Engei- 

maoD.  168  S.  6  TabelleD,  5  Lithogr.  Tafeln. 

Das  vorliegende  Werk  ist  nicht  eine  Hydrodynamik  io  dem 
Sinne,  wie  der  Mathematiker  oder  Physiker  das  Wort  gebraucht; 
auch  werden  die  im  Titel  genannten  Probleme  der  Hydraulik 
nicht  unter  Benutzung  der  Grundlagen  der  wissenschaftlichen 
Hydrodynamik,  sondern  wesentlich  durch  Betrachtungen  gelöst, 
wie  sie  schon  vorher  von  ^Praktikern  in  Ermangelung  besserer 
Methoden  angewandt  wurden.  Allerdings  muss  zugegeben  werden, 
dass  der  Herr  Verfasser  einige  bisher  unberücksichtigt  gebliebene 
Umstände  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  zieht,  und  dass  so 
vielleicht  seinen  Formeln  in  praktischer  Beziehung  eine  grössere 
Brauchbarkeit  zukommt  als  älteren  Formeln.  Ohne  den  Wert 
des  vorliegenden  Werkes  fttr  die  Praxis  irgendwie  in  Frage  zu 
stellen,  können  wir  demselben  fttr  die  Entwickelung  der  wissen- 
schaftlichen Hydrodynamik  keinerlei  Bedeutung  beimessen.  Schon 
die  Grundlage  des  ganzen  Werkes,   die  Ableitung  der  Ausfluss- 
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formel  für  seitliche  Ausflussöffaungen ,  ist  völlig  unzutreffend. 
Der  Herr  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  die  Flüssigkeit  durch 

eine  unendlich  kleine  Oeffnung  mit  der  Geschwindigkeit  Y2gh  senk- 
recht  zur  Wand  fliesst.  Unter  Benutzung  eines  häufig  gebrauch- 
ten, nichts  desto  weniger  aber  falschen  Gedankens  überträgt  der 
Herr  Verfasser  dies  auf  die  Elemente  einer  endlichen  Ausfluss- 
öffntfng  und  leitet  daraus  eine  Formel  für  die  sekundliche  Aus- 
flussmenge  der  letzteren  ab,  indem  er  über  die  ganze  Oeffnung 
integrirt;  dem  so  gewonnenen  Resultat  wird  dann  noch  ein  Coef- 
ficient  hinzugefügt,  der  seinerseits  wieder  als  das  Product  eines 
Contractions-  und  eines  GesQhwindigkeitscoefficienten  aufzufassen 
ist.  Dass  die  freie  Oberfläche  des  Strahles  eine  Parabel  sei,  glaubt 
der  Verfasser  folgendermassen  beweisen  zu  können.*  Der  Abstand 
y  irgend  eines  Punktes  der  Oberfläche  von  der  Wandebe^e  sei 
gleich  der  zu  der  betreffenden  Tiefe  x  gehörenden  Geschwindig- 
keit y2gx^  so  dass  also  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche 
j/'  =^  2gx  lautet.  Ganz  abgesehen  von  allem  anderen,  spricht  schon 
der  Umstand  gegen  die  Entwickelungen  des  Verfassers,  dass  die 
Gravitationsconstante  g  und  damit  die  vorliegende  Gleichung  von 
der  Wahl  der  Zeiteinheit  abhängt,  während -doch  die  Gestalt  des 
Strahles  von  den  letzteren  unabhängig  sein  muss. 

In  den  weiteren  Entwickelungen  spielt  ein  Begriff  eine  Haupt- 
rolle, den  die  wissenschaftliche  Hydrodynamik  meines  Wissens 
nicht  kennt,  der  sogenannte  hydraulische  Druck.  Dieser  soll  sieb 
dann  bemerkbar  macheu,  wenn  das  Wasser  in  dem  Geföss  nicht 
ruht,  sondern  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  c  zufliesst. 
Referent  hat  zunächst  geglaubt,  dass 'entsprechend  der  Formel 

P  =  ^gh  +  ifi(c^  -  f>^) 
unter  hydraulischem  Druck  das  Glied  ^/uc*  zu  verstehen  sei;  das 
ist  auch  an  einer  Stelle  der  Fall.  Dann  aber  versteht  der  Herr 
Verfasser  wieder  darunter  die  „Stosskraft  des  Wassers  gegen 
eine  ruhende  Fläche",  welche  doppelt  so  gross  sein  soll  als  der 
hydraulische  Druck  für  eine  eben  so  grosse  Oeffnung. 

Im  wesentlichen  handelt  es  sich  bei  den  Untersuchungen 
um   die    Aufgabe   der    Wasserbewegung   in  einem  Gerinne,    in 
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welches  man  eine  Wand  stellt,  die  in  einer  Oeffnung  durchbrochen 
ist.  Wenn  wir  nun  den  Verfasser  richtig  verstanden  haben,  so 
argumentirt  derselbe  in  der  folgenden,  nach  unserer  Meinung  wenig 
zutreffenden  Weise.  Auf  die  Oeffnung  wirkt  erstlich  der  hydro- 
statische Druck,  dessen  Grösse  für  das  Flächenelement  df  gleich 
fighdf  ist,  zweitens  der  hydraulische  Druck,  welcher  eintreten 
würde,  wenn  der  Rinnenquerschnitt  gerade  gleich  der  Oeffnung 
wäre,  also  ^fic^df^  endlich  ein  hydraulischer  Druck  derjenigen 
WaE(&erfäden,  welche  gegen  die  festen  Teile  des  Einbaus  strömen. 
Die  Berechnung  dieses  Teiles  hat  Referent  nicht  verstanden;  er 
muss  sich  also. darauf  beschränken,  hier  anzugeben,  dass  dieser 
Druck  ebenfalls  eine  ganze  lineare  Function  der  Tiefe  ist.  Der 
Herr  Verfasser  setzt  demgemäss  die  Druckhöhe  y  als  Function 
der  Tiefe  x: 

Z'\-X 

dann  weiter  die  Oesch windigkeit 
und  das  Ausflussquantum 


Q  =  fi/dfy2gy. 


Wir  glauben  hiermit  den  Charakter  der  vorliegenden  Entwicke- 
lungen  hinreichend  gekennzeichnet  zu  haben  und  sehen  daher 
keine  Veranlassung,  auf  die  einzelnen  Fragen  —  die  ja  meist 
rein  technischer  Natur  sind  —  weiter  einzugehen.  Ein  Hinweis 
auf  Figur  7  Taf.  I  mag  hier  Platz  finden,  weil  dieselbe  uns  von 
vornherein  die  Unhaltbarkeit  der  Vorstellungen  des  Verfassers 
darzulegen  scheint. 

Noch  eine  Bemerkung  sei  uns  gestattet.  Der  Herr  Verfasser 
hebt  hervor,  die  Mangelhaftigkeit  der  frtther  gemachten  Versuche 
zur  Lösung  der  .vorliegenden  Aufgaben  könne  nicht  auffallen, 
^wenn  man  beachte,  auf  welchen  Grundlagen  die  wissenschaft- 
liche Hydrodynamik  beruhe'^;  an  einer  andern  Stelle  bekennt  er, 
dasser  seine  „Berichtigungen"  in  dem  Bestreben  unternahm,  „die 
Wissenschaft  der  Hydrodynamik,  welche  nach  dem  Ausspruch 
der  Fachmänner  noch  auf  schwankenden  Grundlagen  aufgebaut 
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ist,  nach  Kräften  zu  fördern".  Dem  gegenüber  müssen  wir  be- 
merken, dass  die  Nicbterfolge  in  der  Behandlung  hydrodynami- 
scher Fragen  meist  nicht  in  der  Mangelhaftigkeit  der.  Grund- 
lagen, sondern  in  den  analytischen  Schwierigkeiten  ihren  Grund 
haben.  Ueberall  da,  wo  es  gelungen  ist,  die  letzteren  zu  über- 
winden, hat  sich,  vorausgesetzt  dass  die  Bedingungen  und  Vor- 
aussetzungen der  Rechnung  hinreichend  genau  verwirklicht  wurden, 
auch  eine  hinreichende  Uebereinstimmung  zwischen  Rechnung  und 
Beobachtung  ergeben.  Ich  verweise  z.  B.  auf  die  Lehre  von- den 
Wellen  (z.  B.  Kirchhoflfs  Untersuchungen  über  stehende  Schwin- 
gungen) und  auf  Poiseuille's  Formel.  Ferner  erinnere  ich  an  Lord 
Rayleigh's  Ableitung  der  Contractio  venae  aus  der  Helmholtz- 
KirehhoflTschen  Theorie  der  Flüssigkeitsstpahlen,  sowie  an  des- 
selben Autors  Bestimmung  eines  Gesetzes  für  den  Druck  der 
Flüssigkeitsstrahlen  gegen  feste  Wände.  Die  Probleme,  welche 
der  Herr  Verfasser  hier  behandelt,  haben  sich  bisher  einer  strengen 
Behandlung  unzugänglich  erwiesen.  Andererseits  fordert  die 
Praxis  der  Bautechnik  unbedingt  ihre  Lösung.  Niemand  wird 
es  einem  Techniker  verübeln,  wenn  er  in  dieser  Zwangslage  durch 
vereinfachende  Voraussetzungen  und  Vorstellungen  wenigstens 
eine  angenäherte  Lösung  zu  erzielen  sucht.  Aber  es  muss  zurück- 
gewiesen werden,  dass  die  Differenz  derartig  gewonnener  Re- 
sultate und  der  Ergebnisse  von  Beobachtungen  den  Grufbdlagen 
der  wissenschaftlichen  Hydrodynamik  zur  Last  gelegt  wird. 

*         F.  K. 

M.  BRrL^ouIN.     Questions  d'hydrodynamique.      Toui.  Ann. 

I.  1-72. 

Der  Herr  Verfasser  beabsichtigt  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung, einen  Üeberblick  über  diejenigen  Fortschritte  zu  geben, 
welche  die  mathematische  Untersuchung  und  experimentelle  Be- 
handlung der  Hydrodynamik  in  den  letzten  zwanzig  Jahren  ge- 
macht hat.  Das  Programm  des  Herrn  Verfassers  zählt  vier  Ab- 
schnitte auf,  von  denen  die  beiden  ersten  vorliegen.  Der  erste 
Abschnitt  behandelt  die  Theorie  und  experimentelle  Bestimmung 
der  Wirbel,  der  zweite  Abschnitt  die  Ausflusserscheinungen  und 
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Flfissigkeitsstrahlen;  mit  Sachkenntnis  und  Geschick  werden  die 
Entdeckungen  der  grossen  Physiker  wiedergegeben,  welche  die 
Entwickelung  der  Hydrodynamik  in  den  letzten  Jahrzehnten  so 
beträchtlich  gefördert  haben.  Dass  in  der  Uebersehrift  dös  ersten 
Abschnittes  neben  der  französischen  Bezeichnung  „Tourbillon^  die 
deutschen  und  englischen  Bezeichnungen  ,, Wirbelbewegungen^ 
und  „Rotational  motion",  „Vortex  motiou"  angefahrt  sind,  lässt 
schon  erkennen",  dass  der  Herr  Verfasser  mit  Sorgfalt  und  frei 
von  nationaler  Eifersüchtelei  vorgeht.  Durch  die  LectOre  der 
Abhandlung  wird  dieser  Eindruck  noch  verstärkt.  Bei  dem  refe- 
rirenden  Charakter  der  vorliegenden  Abhandlung  selbst  ist  es  nicht 
möglich,  auf  die  Einzelheiten  des  Gebotenen  einzugehen.  Wir 
beschränken  uns  darauf  mitzuteilen,  dass  auch  die  experimen- 
telle Seite  der  in  Frage  stehenden  Probleme  eine  eingehende, 
durch  Abbildungen  unterstützte  Darstellung  findet,  z.  B.  jene  in- 
teressanten Versuche,  welche  J.  J.  Thomson  und  Newall  mitteilen 
(Proc.  of  the  Royal  Soc.  XXXIX.  417-436). 

Ebenso  sorgfältig  ist  der  zweite  Abschnitt  bearbeitet.  Alle 
jene  interessanten  Fälle  discontinuirlicher  Flüssigkeitsbeweguug 
kommen  zur  Sprache,  welche  im  Anschluss  an  Helmholtz'  be- 
rühmte Abhandlung  von  Kirchboff,  Lord  Bayleigh  und  anderen 
entwickelt  sind,  samt  deren  Anwendung  auf  praktische  Fragen 
(Contractio  venae,  Druck  von  Flüssigkeitestrahlen  u.  s.  w.) 

Mit  einem  Wort,  wir  haben  es  mit  einer  eingehenden  tüch- 
tigen Arbeit  zu  ^un,  die  durch  gleichzeitige  Berücksichtigung  der 
theoretischen  und  der  experimentellen  Seite  der  Aufgabe  noch 
einen  besonderen  Wert  erhält.  -  F.  K. 


C.  Razzaboni.     Snl  modo  di  dedurre  le  equazioni  gene- 
rali  del   moto   del   fluidi   e  le   particolari    relative   al 

moto   dei   liqoidi.      Bologna  Mem.  (4)  VIII.  17-40. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  zunächst  zwischen  dem  Druck, 
den  äusseren  Kräften  X,  7,  Z  und  den  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit x>xi  Vy,  V£  die  Gleichung 

(1)  — ^  =  Xdj-  +  yjy  +  Zd% — {^xi^x  +  ^^^y  +  Vjrfp«), 
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in  welcher  die  Differentiale  die  Veränderung^en  bezeichnen,  welche 
die  betreffenden  Grössen  für  ein  und  dasselbe  Flüssigkeitsteilchen 
erfahren.  Danach  wird  auf  bekanntem  Wege  noch  die  Gleichung 
der  Continuität  entwickelt  Für  die  lineare  Bewegung  wird  dann 
die  Gleichung  abgeleitet,  welche  ausdruckt,  dass  die  Geschwin- 
digkeiten sich  umgekehrt  wie  die  Querschnitte  verhalten: 

(10)        SV  =  Sv. 
Ist  die  wirkende  Kraft  die  Schwere,  die  Dichtigkeit  gleich  1,  so 
vereinfacht  sich  Gleichung  (1)  zu  der  bekannten  Gleichung: 

(11)  dp  =  gdi  —  vdVj 
welche  Gleichung,  um  es  noch  einmal  hervorzuheben,  sich  auf  die 
Veränderungen  bezieht,  welche  die  Grössen  p,  s,  t  im  Laufe  der  Zeit 
fUr  dasselbe  Flttssigkeitsteilchen  erfahren.  Bezeichnet  man  nun 
durch  die  Indices  /  und  o  zwei  verschiedene  Wertsysteme,  welche 
denselben  Flüssigkeitsteilchen  in  zwei  verschiedenen  Lagen  zu- 
kommen, von  denen  die  zweite  um  a  tiefer  ist,  so  würde  man 
erhalten: 

oder 

oder,  wenn  p/  und  p»  statt  des  Druckes  selbst  die  Druckhöhen 
bezeichnen. 


) 


/o 


Man  sieht,  wesentlich  Neues  enthält  die  Abhandlung   weder  in 
ihren  Resultaten  noch  in  deren  Herleitung.  F.  K. 


H.  HuGONioT.    Memoire  sur  la  propagation  du  mouvement 
dans   IUI  fluide  ind^fini   (preuiifere  Partie).      J.  de  matb. 

(4)  II  r.  477-494. 

Der  Verfasser  verfolgt  in  dieser  nachgelassenen,  von  Herrn 
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L^autä  mitgeteilten  AbhandluDg  wie  in  früher  bespröeheDen  Noten 
der  C.  R.  das  Ziel,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Flüssig- 
keitsbeweguDg  zu  finden,  ohne  die  Integrale  der  Bewegungsglei- 
chung wirklich  aufzustellen.  Er  verfährt  dabei  in  dem  vorlie- 
genden ersten  Teil  der  Abhandlung  folgendermassen : 

Für  eine  Flüssigkeit  sei  eine  Abhängigkeit  zwischen  dem 
Drucke  p  und  der  Dichtigkeit  q  gegeben  durch  die  Gleichung 
Q  =  F(p).  Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der  .Geschwindigkeits- 
componenten  u,  v,  u>  und  des  Druckes  p  die  Euler'schen  Gleichungen. 
Es  seien  fij,  i?,,  ti?,,  p,  und  u^^  r,,  tr,,  p,  zwei  Integrale  dieser 
Gleichungen.  Wenn  nun  in  verschiedenen  Teilen  des  von  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Gebietes  eine  diesen  Integralen  entsprechende 
Flüssigkeitsbewegung  stattfinden  soll,  so  muss  für  die  jeweilige 
Grenzfläche  der  beiden  Gebiete  ii,  =  ii,,  v^  =  t?„  tr,  =  tr,,,  p,  =  p, 
werden,  oder  es  muss  in  jedem  Augenblick  eine  Fläche  geben, 
für  welche  die  Ausdrücke 

den  Werth  Null  haben  (ohne  dass  jedoch  die  partiellen  Ablei- 
tungen nach  Xj  y  und  z  sämtlich  verschwinden  müssten).  Für  die 
Funkte  der  augenblicklichen  Grenzfläche  werden  die  Euler'schen 
Gleichungen  sowohl  durch  die  Functionen  u^^  ^i,  tr,,  p,  als  auch 
durch  u^^  t)„  tr„  p,  befriedigt.  Subtrahirt  man  nun  zwei  entspre- 
chende derartige  Gleichungen,  und  bezeichnet  den  gemeinschaft . 
liehen  Wert  von  ii,  und  ii,  mit  m,  von  üj  und  t?,  mit  o  und  so 
fort,  so  erhält  man  folgende  Gleichungen  für  die  Ableitungen 
von  P,  V,  F,  Wi 


(9) 


1     ÖP 

dx 
dP 


Q 

Q 

1 


au       du       dii_    öü 

dt  dx  dy  öä 


dv 


dP^ 

dz 


dt 

dw 


= T^r. U 


dt 


dV 
dx 

dW 
dx 


—  V 


—  V 


dv 
dy 

dW 

dy 


—  to 


dv 

dz 


dw 


d» 


F'(p)  fdP 


dP 


-    vr,     ,    --        ,  -        ,  ÖP      .  dP\ 


+ 


du 

dx 


+ 


+ 


dw 


=  0. 
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Es  seien  nun  ferner  A,  ju,  v  die  Richtungscosinus  der  Normale  der 
Grenzfläche,  deren  Gleicbung  sowohl  durch  (/  =  0,  als  auch 
durch  F  =  0  oder  fF  =  0  oder  P  =  0  dargestellt  werden  kann; 
dann  gelten  auch  die  Gleichungen 

_  du  ^   du  ^   du  _dV   ^   dV   ^   dV 
^  ax        oy        da        ax        ay        da 

dW  dW  dW  dP  BP  dP 
dx  '  dy  '  dz  dx  '  dy  '  dz 
Während  des  Zeitelementes  dt  ändert  die  Grenzfläche  ihre  Lage ; 
es  sei  dn  die  Länge,  um  welche  man  von  einem  Punkte  Xy  y,  z 
der  ursprünglichen  Lage  der  Grenzfläche  in  der  Richtung  der  Kor^ 
male  fortschreiten  muss,  um  zu  einem  Punkte  der  neuen  Grenz- 
fläche zu  gelangen,  so  ist  eben  so  wie  U  (<,  x^  y,  z)  auch 

U(t  +  d/,  oj  +  idn,  y  +  iudit,  »  +  vdn)  =  0 


oder 


(11) 


dU 

dt 

dV_ 

dl 
dw 
dt 

dP 


+ 


+ 


dt 
dn 


( 


dv 

dx 


+  /" 


du 


+  > 


+ 


dt 
dn 


A ÖF,       dV    , 


dV 


)  =  o, 


dx     '  '"  dy     '  '   di 
dW    ,       dW   ,      dW\       ^ 

dt  v^+f'-df^'-dTJ^^^ 

,  dn  /,  dP   ,     dP  ,    dP\     _ 


(^ 


dt     '    dt    V"  dx 

Eliminirt  man  aus  diesen  sechzehn  in  den  Ableitungen  der  Grössen 
l/,  F,  fF,  P  linearen  homogenen  Gleichungen  die  letzteren,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

oder 

Statt  dieser  absoluten  Grosse  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  zweiten  Bewegung  gegen  die  erste  betrachte  man  nun  die 
relative  gegen  die  Bewegung  der  betreffenden  Flüssigkeitsteilchen 

-T-  —  (iii  +  /ut?-f »'«');  diese  ist  demnach  y  ^  .     Der    Verfasser 

<*t  f      (Iq 
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wendet  diesen  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
auf  verschiedene  Beispiele  an.  F.  R. 


G.  Robin.     Sor  les  explosions  au  sein  des  liquides. 

C.  R.  CV.  61-64. 

In  einer  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  ju  sei  eingetaucht 
oder  schwimme  ein  fester  Körper,  dessen  eingetauchte  Ober- 
fläche S  sein  möge.  Eine  Kugel  a  von  unendlich  kleinem  Ra- 
dius R  möge  explodiren  (6clater)  mit  einer  Percussionsintensität 

(intensitö    de  percussion)  -^^  für  jeden  Punkt  von  a.     Man 

verlangt  die  Bestimmung  1)  der  Oeschwindigkeitscomponenten 
u,  o,  tr,  p,  Qj  r,  welche  der  Körper  hierdurch  erhält,  und  2)  des 
Geschwindigkeitspotentials  0  der  Flüssigkeit.  O  kann  in  zwei 
Bestandteile  zerlegt  werden 

O  =  ff  +  ipj 
von    denen  tff  den  Wert   des  Potentials   bezeichnen  soll,    wenn 
der  starre  Körper  in  Ruhe  bleibt,  während 

ist.  Die  Grössen  q)  und  tp  genügen  der  bekannten  Potential- 
gleichung und  leicht  zu  erkennenden  Grenzbedingungen.  Na- 
mentlich ist  für  die  Grenzen  des  festen  Körpers  -^  =  0.  Die 
lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  ist  dann: 

8  a 

die  lebendige  Kraft  des  festen  Körpers  ist  eine  homogene  qua- 
dratische Function  7\  von  u,  v,  tr,«p,  g,  r.  Setzt  man  zunächst 
u,  t?,  tr,  p,  q,  r  als  bekannt  voraus,  so  kann  man  (2)  bestimmen. 
Die  Grössen  u^  v,  tr,  p,  9,  r  sind  dann  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  dass 


^+'-.+^/^^" 


ein  Minimum  werde.    Nun  enthält  auch  T,   einen  in  Bezug  auf 
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die  Grössen  u,  Vy  tr,  p,  9,  r  quadratischen  Bestandteil 

dqp 


-iA 


dN 

s 


dS. 


Zieht  man  diesen  mit  7  zu  dem  Ausdruck  S.  zusammen,  so  kann 
man  die  lebendige  Kraft  schreiben 

s 

Hierin  bedeutet  Y^  eine  Grösse,  welche  durch  Entwickelung  von 
tp  in  die  Reihe 

gewonnen  wird.  Ferner  beziehe  sich  9  auf  das  Explosions- 
centrum.    Endlich  kann-  noch 

8 

gesetzt  werden,  so  dass  man  für  den  vorstehenden  Ausdruck 
erhält 

Der  zweite  Bestandteil  ist  linear  in  Bezug  auf  die  Grössen 
tf,  c,  to,  p,  q,  r.  Man  erhält  demnach  /,ur  Bestimmung  der  sechs 
gesuchten  Grössen  die  linearen  Gleichungen: 

1  ösr       ,  1  öS:    ■  1  öS: 

WO  die  rechts  stehenden  Ausdrücke  diejenigen  Werte  bezeichnen, 
welche  die  betreffenden  Functionen  der  Coordinaten  im  Explo- 
sionscentrum annehmen.  F.  K. 


G.  H.  Darwin.      On    figures    of  equilibrium  of  rotating 

masses   of  fluid.       Lond.    Phil.   Trans.   CLXXVIII(A).   379-429. 
(Plates  22,  23). 
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Der  Verf.  kommt  auf  einen  seiner  früheren  Aufsätze  zurück: 
„On  the  tidal  friction  of  a  planet  etc.  (Lond.  Phil.  Trans.  1881. 
234),  wo  er  die  Bemerkung  gemacht  hat,  es  könnte  ein  Grund 
zur  Annahme  vorhanden  sein,  dass  die  früheste  Form  eines  Tra- 
banten nicht  ringförnrig  gewesen  sein  dürfte,  üie  dort  berührte 
Vorstellung  war  das  Vorhandensein  einer  Gleichgewichtsfi^ur  in 
der  Gestalt  von  Hantelkugeln,  wie  in  den  Figuren  am  Ende  der 
Schrift  abgebildet  ist.  Diese  Figuren  waren  bereits  abgezogen, 
als  Hrn.  Poincar^'s  Abhandlung  erschien:  „Sur  T^quilibre  d'une 
masse  fluide**  etc.  (Acta  Math.  VII.  259-380,  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  864),  worin  unter  anderem  ein  ähnlicher  Schluss  gezogen 
ist,  und  der  Verf.  hfelt  die  vorliegende  Arbeit  zurück,  um  einen 
Nachtrag  zuzufügen.  Allein  er  äussert  sich  nun  dahin,  der 
Gegenstand  der  GleichgewichtsgestaHen  rotirender  Flüssigkeits- 
massen sei  in  seiner  Schrift  aus  einem  Gesichtspunkte  bebandelt, 
der  von  dem  Poincar^'schen  so  verschieden  sei,  dass  trotz 
der  Priorität  des  letzteren  und  der  grösseren  Vollständigkeit 
seiner  Arbeit  es  sich  der  Mühe  zu  verlohnen  scheine,  die  Ab- 
handlung zu  veröffentlichen.  Obschon  einfach  in  der  Anlage, 
verlangt  die  Methode  der  Behandlung  einen  beträchtlichen  Auf- 
wand von  Rechnung.  Ein  Auszug  der  hauptsächlichsten  Schlüsse 
wird  mit  Ausschluss  von  Rechnungen  in  dem  letzten  Abschnitt 
gegeben.  Cly.  (Lp.) 

O.  Knoblauch.  Untersuchungen  über  die  Bewegung 
eines  flüssigen,  homogenen  Ellipsoides,  in  welchem 
die  Elementaranziehung  der  Entfernung  direct  pro- 
portional  ist.      Dias.  Bonn.  62  S.  S^. 


Ph.  Lenard.    lieber  die  Schwingungen  fallender  Tropfen. 

Wiedemann  Add.  XXX.  209-250. 

Die  Untersuchungen  über  die  Oberflächenspannung  der 
Flüssigkeiten  werden  besonders  schwierig  durch  zwei  Umstände, 
nämlich  erstens  durch  die  Unbeständigkeit  des  Randwinkels  und 
zweitens  durch  die  Abnahme  der  Oberflächenspannung  mit  der  Zeit. 
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Beide  Umstände  sind  in  der  vom  Verfasser  befolgten  Methode 
der  Tropfenbeobaebtang  vermieden.  Bringt  man  die  Gleichung 
der  Oberfläche  des  Tropfens  anf  die  Form 

r  =  2:anPn(co8Ö), 

80  wird  die  potentielle  Energie 

und  die  kinetische  Energie 

es  bedeutet  a  die  Oberflächenspannung,  ^na^  das  Volumen  des 
Tropfens,  a  seine  Dichte.  Da  in  diesem  Ausdruck  nur  die  Qua- 
drate, nicht  aber  die  Producte  zu  zweien  der  Grössen  On   und 

— 7~  auftreten,  so  sind  die  einzelnen  Schwingungen  unabhängig 

Yon  einander,  und  für  jede  einzelne  gilt  die  Gleichung: 


di     '     dt 
Die  Schwingungsdauer  fOr  die  n'^  Schwingung  ist  dann 


3/r 


l)(n+2)     ga^ 

wo  p  das  Gewicht  des  Tropfens  bedeutet. 

Eingehender  betrachtet  werden  die  Schwingungen  niedrig- 
ster Ordnung  (2,  3,  4). 

Im  (Ihrigen  ist  die  Arbeit  von  reiq  physikalischem  Interesse. 

F.  K. 


L.  Matthiessun.  üeber  die  Wanderung  der  Interferenz- 
curven  zweier  mikroskopischer  Kreiswellensysteme 
auf  der  Oberfiächenhaut  von  Flüssigkeiten.    Wiedemaon 

ADD.  XXXII.  626-642. 

Werden  durch  zwei  dissonirende  Stimmgabeln  auf  der  Ober- 
fläche einer  Flüssigkeit  zwei  Kreiswellensysteme  mit  den  Wellen- 
längen l  und  Aj  und  den  Schwingungszeiten  T  und  7\   erzeugt, 
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Bo  Bind  die  partiellen  Deviationen  für  ein  Molekel  mit  deo  Ab- 
ständen e  und  e,  von  den  GrregungBpunkten 

y=acog2n(-jr ^)     und     y,  =  aco82n(jr  — -^j- 

Die  Gesamtdeviation  tat  also: 

r  =  ,+,,  =  2a»B,(<(l  +  ^)-(-i-  +  i)) 

BezeichneD  nun  p  und  q  ganze  Zahlen,  so  sind  die  Interferenz- 
curven  gegeben  durch  die  Gleichangen 

Da  die  rechten  Seiten  dieser  Gieicbungen  die  Zeit  enthalten,  so 
sind  diese  Curven  nicht  fest,  sondern  sie  wandern.  Setzen  wir 
fl>-n,  voraus,  so  ist  nach  Verlauf  der  Zeit 

1  1 

/    =  resp.  ■(,  =  — ; — 

die  zu  p  resp.  q  gehörige  Cnrve  in  diejenige  dbergegangen, 
welche  vorher  zu  p+l  resp.  ^+1  gehörte.  Die  zweite  Curven- 
art  wandert  also  schneller  als  die  erste. 

Die  Wellenberge  und  WellenthÄler  sind  die  c»t.»:*.»...„i,*<. 
der  beiden  Curven 

'  J   (/  und  m  gani 

Eliminiren  wir  die  Zeit  t,  so  erhalten  wir  die  E 
zelnen  Wellenberges  oder  -Thaies: 
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Die  Untersuchung  wird  nun  fortgeführt  unter  der  als  Ergebnis 
des  Experimentes  anzusehenden  Voraussetzung 

nV  =  const.    (also  nV  =  w,  AJ). 
Es  werden  die  Eigenschaften  der  einzelnen  Curven,  ihre  gegen- 
seitige Lage   und    die  Fortschreitungsgesch windigkeit   einer  Be- 
sprechung unterzogen.  F.  K. 

K.  RiKCKE.  lieber  die  scheinbare  Wechselwirkung  von 
Ringen  j  welche  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit 
in  Ruhe  sich  befinden.     Qött.  Nachr.  505-515. 

Im  J.  fttr  Math.  Bd.  LXXI  hatte  Kirchhoff  den  bekannten 
Satz  über  die  scheinbare  Wechselwirkung  unendlich  dünner 
Hinge  in  einer  Flüssigkeit  abgeleitet  In  der  vorliegenden  Ab- 
handlung verallgemeinert  der  Verfasser  die  entwickelten  Sätze, 
indem  er  sich  von  der  Voraussetzung  über  die  Dimension  der 
Ringquerschnitte  frei  macht,  wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  dass 
die  Entwickelungen  auf  Querschnittsformen  von  gewissem  Cha- 
rakter beschränkt  bleiben. 

Der  Herr  Verfasser  denkt  sich  ein  System  galvanischer 
Ströme  t,,  s,, ...,  welche  in  den  geschlossenen  Curven  s^J  s^^  ... 
circuliren.  Dann  sind  die  Flächen  constanten  elektromi^etischen 
Potentials  solche  Flächen,  die  sich  von  den  Curven  s^^  s^,  ... 
fächerförmig  ausbreiten,  und  man  hat  eben  so  viele  derartige 
Flächensysteme,  als  man  Stromcurven  hat.  Sie  werden  gegen 
einander  abgegrenzt  durch  bestimmte  Flächen  (Grenzflächen), 
welche  sich  selbst  wieder  aus  Flächenstücken  constanten  Poten- 
tiales  zusammensetzen. 

Die  Potentialflächen  besitzen  zwei  Scharen  von  Krümmungs- 
linien; die  Linien  der  einen  Schar  sind  geschlossen,  die  äusser- 
sten  von  ihnen  verlaufen  parallel  den  Stromlinien  «,, «,, ...,  und  jede 
folgende  umschliesst  die  vorhergehende  vollständig.  Diese  Cur- 
ven heissen  Parallelcurven  p.  Zieht  man  jetzt  durch  alle  Punkte 
einer  Parallelcurve  die  Kraftlinien  m,  so  gelangt  man  zu  einem 
Binge  /{,  welcher  eine  Stromlinie  umgiebt;  zu  demselben  Binge 
gelangt  man  auch,  wenn  man  durch  alle  Punkte  einer  Kraftlinie 
die   Parallelcurven   zieht.     Ist   nun  q>    das   elektromagnetische 
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Potential  der  oben  erwähnten  Ströme  t„  $,,  ...,   so  kann  man 
sich   die   Ringe  fi^  fi,,  ...   mit   Strömen   bedeckt   denken,   die 

in  den  Parallelcurven  p  mit  der  Intensität   —. ~-    circuliren. 

4fi    dm 

Dadurch  erscheint  der  in  der  Axe  s  des  Ringes  circulirende  Strom 

f  ausgebreitet  über  die  Oberfläche  desselben;  es  ist  nämlich: 

1)  die  elektromagnetische  Wirkung  auf  alle  Punkte  im  In- 
nern der  Ringe  gleich  Null; 

2)  die  elektromagnetische  Wirkung  auf  alle  Punkte  ausser- 
halb der  Ringe  dieselbe,  wie  die  der  Ströme  t^,  t,,  ...,  welche 
in  den  Ringaxen  5j ,  «,,  . . .  circuliren. 

Es  wird  dann  weiter  die  elektrodynamische  Wirkung  be- 
rechnet, welche  auf  ein  dem  Oberflächenelement  dpdm  entsprechen- 
des Stück  des  Ringes  ausgeübt  wird;  für  dieselbe  ergiebt  sich 
der  Wert: 


s^  (!£■)* ''p'*'»' 


Sn  ^  dm 
man  kann  sie  also  betrachten  als  einen  Druck  von  der  Intensität 


Sti  n  dm 

Befindet  sich  nun  eine  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  fi  in  der 
stationären  Strömung  vom  Oeschwindigkeitspotential  rf ,  so  ist 
der  Druck  an  der  Oberfläche  eines  Ringes  gleich 


f^  f  d(p\' 


dm 
Man  erhält  demnach  den  Satz: 

Wenn  eine  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  -j—   in  der  an- 

gegebenen  Weise  durch  die  Ringe  hindurch  in  Circulation  ver- 
setzt wird,  so  üben  die  letzteren  eine  scheinbare  Wirkung  auf 
einander  aus,  welche  der  elektrodynamischen  Wechselwirkung 
der  entsprechenden  auf  den  Ringoberflächen  ausgebreiteten  gal- 
vanischen Strömen  entgegengesetzt  gleich  ist.  F.  E. 
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Sir  W.  Thomson.  On  the  vortex  theory  of  the  lumini- 
ferous  Aether.  (On  the  propagation  of  lamuiar  mo- 
tion  througb   a  turbalently   moving    inviscid   liquid). 

Brit.  Abb.  Rep.  486-495. 

Sir  W.  Thomson.  On  the  propagation  of  laminar  mo- 
don    through    a    turbuleutly    moving   inviscid   liquid. 

Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  342-353. 

Die  in  dieser  Abhandlung  angenommene  Bezeichnung  er- 
schwert die  Anfertigung  eines  kurzen  Berichts  Ober  ihren  Inhalt, 
und  der  Referent  begnügt  sich  mit  der  Anführung  eines  Teiles 
aus  dem  ersten  Paragraphen,  der  den  Zielpunkt  des  Verfassers 
anzeigen  mag*.  „In  dem  Versuche,  die  ungestüme  (turbulent) 
Wasserbewegung  zwischen  zwei  festen  Ebenen  zu  unter- 
suchen, ....  habe  ich  etwas  gefunden,  was  dem  Anscheine  nach 
auf  dem  Wege  zu  einer  innerhalb  der  letzten  zwanzig  Jahre  oft 
versuchten  Lösung  der  Aufgabe  liegt,  durch  Mitteilung  von 
Bewegung  an  eine  nicht  zusammendrückbare,  nicht  zähe  Flüssig- 
keit ein  Medium  zu  construiren,  welches  Wellen  von  schichten- 
förmiger  Bewegung  weiter  befordert,  wie  der  Lichtäther  die  Licht- 
wellen weiter  befördert."  Im  Laufe  der  Untersuchung  der  FlOs- 
aigkeitsbewegung  wird  das  Resultat  erzielt,  dass  schichtenförmige 
Störung  nach  Art  der  Torsionswellen  in  einem  homogenen  elasti- 
schen Körper  fortgepflanzt  wird,  und  dass  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit ungefiihr  0,47  von  der  mittleren  Geschwindigkeit 
der  ungestümen  Bewegung  der  Flüssigkeit  ist.         Gbs.  (Lp). 


C.  Chrbb.     Vortices   in  a  compressible  fluid.      Mese.  (2) 

XVII.  105-118. 

Der  Aufsatz  enthält  verschiedene  Anwendungen  von  den 
Gleichungen  der  Wirbelbewegung  in  zwei  Dimensionen  auf  eine 
zusammendrückbare  Flüssigkeit.  Die  Stabilität  der  Kreisgestalt 
in  einem  und  in  zwei  geraden  Wirbeln  ist  unter  dem  Titel  „Linked 
vortice"  von  Hrn.  J.  J.  Thomson  in  seinem  Werke  „Motion 
of  vortex  rings"  betrachtet  worden.     Der  Hauptzweck  des  Ver- 
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fasaers  ist  die  Auedebnuog  derTboniBOnVhen  Behandlungsweiee 
auf  eine  zusammeadrUckbare  Flüssigkeit.  6lr.  (Lp.) 

C.  Chree.     On  vortices.     Bdiob.  M.  a.  proc.  v.  52-59. 

Betracbtet  eisige  eiofacbe  Fälle  von  Wirbeln  in  einer  zu- 
gammendrthikbaren*  FlDsaigkeit.  Die  Bewegung  findet  in  zwei 
Dimensionen  statt.  _  Gbs.  (Lp.) 

Sir  W.  Thomson.  On  the  formation  of  coreless  vortices 
by  tfae  motioii  of  a  solid  thro'  an  inviscid  incotn- 
pressible  Juid-    Lond.  R.  s.  Prpc.  XLll.  m-m. 

Sir  W.  Thomson.  Ueber  die  Bildung  kernloser  Wirbel 
durch  die.  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  ^iner 
reibungslosen,    incompressibeln   KIttssigkeit.     Einer  Rep. 

XXIII.  559-5U1. 

Sir  W.  Thomson.      On   the  stabiüty   of  ateady    and    of 

periodic   fluid    motion.     Pbil.  Mb^.  (.'i)  XXIII.  4&!)-4G4,  529-r>39; 

XXiV.  188-196,  272-278;  Edinb.  Proc.  XIV.  359-368. 
Die  FiDssigkett  ist  als  unzusammeDdrQckbar  angenommen; 
docb  wird  festgestellt,   dass  die  Ergebnisse  allgemein  auf  die 
Bewegung  natürlicher  FItlssigkeiten  und  Gase  anwendbar  sind, 
falls  die  Gescbwindigkeit  im  Vergleicb  zur  Schsllgescbwindigkeit 
in  der  be^achteten  FlOssigkeit  überall  klein  ist.    Die  Flüssigkeit 
wird  zuerst  ohne  "Zähigkeit  vorausgese^t,  da  die  mit  dieser  An- 
nabme  erbaltenen  Ergebnisse  bei  einer 
der  Wirkungen  der  Zftbigkeit  nützlich  ai 
nach  Annahme  vollständig  ron  dem  sie 
gescblosaen;   dasselbe  kann  entweder 
80  dasa  es  zu  jeder  Gestalt  geformt  w< 
t&rliehem  festem  Material  und  dabei'  z: 
der  ersten  Mitteilung,  so  weit  dieselbe 
keit  betrifft,  ist  der  Beweis  und  die  E 
der  drei  folgenden  äätze  bezüglich  eim 
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mit  irgend  einer  Rotation  in  jedem  beliebigen  ihrer  Teile  gegeben 
ist:  1)  Die  Energie  der  ganzen  Bewegung  kann  ohne  Ende  vergrös- 
sert  werden,  indem  man  in  einer  gewissen  systematischen  Weise 
an  dem  enthaltenden  Gefässe  Arbeit  leistet  und  es  endlich  zur 
Ruhe  bringt.  2)  Wenn  das  enthaltende  Gefäss  einfach  zusammen- 
hängend und  aus  natürlichem  zäh-elastischem  Stoffe  ist,  so  kommt 
die  gegebene  in  ihm  sich  bewegende  Flüssigkeit  vou  selbst  zur 
Ruhe.  3)  Wenn  das  enthaltende  Gefäss  mehrfach  zusammen- 
hängend und  aus  natürlichem  zäh-elastischem  Stoffe  ist,  so  ver- 
liert die  Flüssigkeit  Energie,  jedoch  nicht  etwa  bis  zu  Null  hin, 
sondern  bis  zu  einem  bestimmten  Zustande  rotationsloser  Circu- 
lation  mit  einer  bestimmten  cyklischen  Constanten  für  jeden  vor- 
handenen Kreislauf.  Die  Bedingung  für  stetige  Bewegung  einer 
nicht  zusammendrückbaren,  nicht  zähen  Flüssigkeit,  die  einen 
endlichen  gegebenen  Teil  des  Raumes  anfüllt,  ist  die,  dass  die 
Energie  bei  gegebener  Wirbelbewegung  ein  absolutes'  Maximum 
oder  ein  absolutes  Minimum  oder  ein  „Minimaximum^  ist;  und 
es  wird  bemerkt,  dass  die  fernere  Bedingung  der  Stabilität  durch 
die  Betrachtung  der  Energie  allein  gesichert  ist  für  jeden  Fall 
stetiger  Bewegung,  für  welchen  die  Energie  ein  absolutes  Maxi- 
mum oder  ein  absolutes  Minimum  ist,  aber  nicht  für  jeden  Fall 
stetiger  Bewegung,  bei  welchem  die  Energie  ein  Minimaximum 
ist.  Die  Erörterung  der  grössten  und  kleinsten  Energie  in  einer 
Wirbelbewegung  bildet  den  Gegenstand  der  zweiten  Mitteilung 
aus  der  Reihe  und  ist  ein  mit  Verbesserungen  und  Nachträgen 
versehener  Abdruck  einer  vor  der  Brit  Ass.  1880  (Brit.  Ass.  Rep. 
1880.  743)  gelesenen  Abhandlung.  Dieser  Artikel  schliesst  mit 
der  vollständigen  Lösung  oder  der  „praktischen  Verwirklichung 
der  Lösung^  folgender  Aufgabe:  „Bei  gegebenem  Momente  des 
Moments  und  gegebener  Wirbelbewegung  in  einer  cylindrischen 
Büchse  von  gegebener  Gestalt  die  Energie  bei  zweidimensionaler 
Bewegung  zu  einem  absoluten  Maximum  zu  machen*'. 

Der  dritte  Artikel  aus  der  Reihe  nimmt  die  „geradlinige 
Bewegung  zäher  Flüssigkeiten  zwischen  zwei  parallelen  Ebenen  ** 
in  Angriff.  Wählt  man  OX  in  -einer  der  begrenzenden  Ebenen, 
Or  senkrecht  zu  ihr,  bezeichnet  ferner  die  a?-,  y-,  a-Componenten 
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der  Geschwindigkeiten  und  den  Druck  in  (ar.y.s,  t)  bezw.  mit  Ü-\-u, 
r>,  K>,  p  (wo  V  eine  Function  von  y  and  t  ist),  setzt  die  Dichte 
gleich  der  Einheit  und  die  Zähigkeit  gleich  (t^  nimmt  endlich  die 
Schwere  als  einwirkende  Kral^  und  den  Neigungswinkel  der 
Ebenen  gegen  den  Horizont  gleich  /  an,  so  sind  die  Gleichungen 
der  Bewegung: 

f\\  ^"  4.   ^^   _!.   ^^  -  n 


(2) 

■^t/  +  «)  =  PV'CC  +  '')  - -^ +9«n/, 

etc.  etc. 

wo 
und 

d'      d'      aK 

l8t  II  =  0,  r 

=  0,  M>  =  0,  p  =  C— ff  cos/,  y,  Bo  sind  die   vier 

GleiehuDgen  identisch  befriedigt,  mit  Ausnahme  der  ersten,  welche 

/a\  ^*  ^'*' 

zurBckkommt,  wobei  ü  =  r-j-  ^cfA'—  y'),  c  =  y  ain  I/ft,  h  =  Ent- 
fernung zwischen  beiden  Ebenen.     Die  Grenzbedingungen  sind: 

(4)  ü  =  FCO  fBr  y  =  0;     ü  =  %(t)  füT  y  =  b. 

Die  Gleichungen  (4)  and  (6)  zeigen,  das»  die  Verbreitung  der 
GeBch windigkeit  in  parallelen  Schichten,  falls  sie  genau  in  paral- 
lelen Schichten  stattfindet 
Wfirmeleitung  durch  einen 
ob  die  Schichtenbewegung 
V,  V,  w  in  (1)  und  (2)  u 
werden  die  Gleichungen  1 


(») 
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K- 


WO  p*  =  p-\'g  cos  I.y,     Eliminirt  man  u  und  v  durch  Differen- 
tiation, 80  geben  die  Gleichungen  (5) 

und  diese  Gleichung  liefert  mit  der  zweiten  von  (5)  zusammen 
eine  Gleichung,  welche  unter  Berücksichtigung  geeigneter  Anfangs- 
und  Endbedingungen  v  und  damit  p,  v,  tr  bestimmt.  Die  ein- 
facheren Gleichungsformen  für  c  =  0,  F  =  a  cos  oi/,  f^  =  0  werden 
niedergeschrieben  und  befriedigt  durch  Annahme  von  ti  =  0,  v  =  0, 
tr  =  0,  p  =  0.  Die  Fr&ge  der  Stabilität  ist:  „Kommt  jede  mög- 
liche Lösung  dieser  (einfacheren)  Gleichungen  in  endlicher  Zeit 
so  weit?^  Der  Verfasser  hält  dies  für  wahrscheinlich,  geht  aber 
nicht  auf  die  Untersuchung  ein.  Der  Fall  wird  noch  in  Erwä- 
gung gezogen,  bei  welchem  die  beiden  begrenzenden  Ebenen  mit 
constanter  relativer  Geschwindigkeit  in  Bewegung  erhalten  werden, 
mit  Einschluss  des  Unterfalles,  bei  welchem  die  beiden  Ebenen 
in  Ruhe  gehalten  werden  und  die  Bewegung  der  Flüssigkeit* 
zwischen  ihnen  durch  die  Schwere  veranlasst  wird.  Es  wird  ge- 
zeigt, dass  in  dem  Unterfalle  die  stetige  Bewegung  gänzlich  sta- 
bil ist,  wie  klein  oder  gross  auch  die  Zähigkeit  sei,  und  zwar 
ohne  Beschränkung  auf  die  zweidimensionale  Bewegung  der  zu- 
lässigen Störungen. 

.  Der  vierte  Artikel  der  Reihe  ist  dem  Thema  der  Wasser- 
strömung auf  einem  geneigten  ebenen  Grunde  unter  einer  festen 
parallelen  ebenen  Decke  (z.  B.  Eis)  gewidmet,  wobei  beide  Ebenen 
als  nach  allen  Richtungen  unendlich  und  die  Schwere  als  constant 
angenommen  sind.  Gbs.  (Lp.) 


Sir  W.  Thomson.      On  stationary  waves  in  flowing  water. 

Phil.  Mag.  (5)  XXII.  353,  445,  517;  XXIII.  52-58. 

Die  Klasse  der  behandelten  Themata  schliesst  die  Wellen- 
gruppe ein,  welche  ein  Schiff  erzeugt,  das  durch  ein  ruhiges  Wasser 
gleichförmig  vorwärts  getrieben  wird.  Man  stelle  sich  Wasser  vor, 
welches  gleichförmig  längs  eines  geraden  Kanals  mit  senkrechten 
Seiten  wänden  fliesst,  und  nehme  an,  dass  zwischen  zwei  Lagea 
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A  und  B  kleine  Unebenheiten  sind,  dass  aber  jenseit  derselben 
der  Boden  eben  ist.  Ist  a  die  Tiefe  jenseit  A^  h  die  mittlere 
Tiefe  jenseit  fi,  f  der  Unterschied  des  Grundes  bei  A  und  0,  so 
jwird  der  An-  oder  Abstieg  des  Wasserspiegels  durch  die  Glei- 
chung gegeben: 

wo  Z>*  =  2a'6V(a  +  6),  K  =  Ä/D  (Ä  ist  das  Wasservolumen,  das 
in  der  Zeiteinheit  hindurchläuft)  und  w^  w'  Grössen  sind,  die  von 
der  Wellenstörung  abhängen.  In  grossen  Entfernungen  jenseit 
B  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  Kräuselung  der  Ober- 
fläche dort  stattfindet,  y  =    Jyt^wy  '    Ist  daher  V^<gD,  so 

steigt  die  obere  Fläche  des  Wassers  an,  wenn  der  Boden  fällt,  und 
fällt,  wenn  der  Boden  steigt,  und  das  Umgekehrte  findet  statt, 
wenn  F'  >  gD,  Die  ganze  Horizontal-Componente  des  Flüssig- 
keitsdrucks gegen  Unebenheiten  im  Boden  wird  danach  aus  der 
Betrachtung  der  bei  der  Erzeugung  stationärer  Wellen  geleisteten 
Arbeit  gefunden.  Ist  F  die  Summe  der  horizontalen  Druckkräfte 
von  den  Unebenheiten  auf  die  Flüssigkeit,  {/die  mittlere  horizontale 
Geschwindigkeit  in  einem  Querschnitte  von  der  Tiefe  2),  sind  9, 
V  die  verticalen  Componenten  an  der  Oberfläche  und  an  einem 
Punkte  in  der  Tiefe  y  am  Querschnitte,  so  ist: 

F  =   »1  9- U' D/Dl .  .    /Vd. 

Nimmt  man  y  =  ^  sin  mx  als  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche 
an  Stellen,  die  fern  von  den  Unebenheiten  liegen^  und  setzt: 

so  wird  der  Ausdruck  für  F: 

vorausgesetzt,  dass  IP  erheblich  kleiner  als  2pI>J/(Z>  +  Do)  »s*- 

Der  soeben   hingesetzte  Wert  von  F   liefert  das  Mittel  zur 
Berechnung  des  Widerstandes   gegen   ein   Boot   von  beliebigen 

63* 


''  =  i^Ki--i^;^-i^^^ 
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Abmessungen  und  Formen,  wenn  die  Höhe  der  regelmässigen 
Wellen,  welche  ihm  bei  seinem  Laufe  im  Kanal  stetig  folgen, 
bekannt  ist.  Die  Berechnung  von  h  in  dem  Werte  ftlr  F  bildet 
den  Hauptteil  des  Restes  der  Abhandlung,  der  manche  interes-« 
santen  Reihen  und  Integrale  enthält  Gbe.  (Lp.) 


Sir  W.  Thomson.     Stability  of  fluid  motion.     Rectilinear 
motion  of  viscous  fluid    between    two  parallel  planes. 

Ediob.  Proc.  XIV.  359-368. 

Bericht  oben  S.  991  ff. 


Sir  W.  Thomson.     On  the  waves  produeed  by  a  Single 
impulse   in   water   of  any   depth,    or  in    a  dispersive 

medium.     Lond.  R.  S.  Proc.  XLII,  80-83. 


Sir  W.  Thomson.     On    the    front    and    rear    of  a  free 
procession  of  waves  in  deep  water.    Edinb.  Proc.  XIV.  38-46. 


R.  A.  Hermann.     On  the  motion  of  two  spheres  fn  fluid 
and  allied  problems.     Quart.  J.  XXII.  204-262. 

B.  Ä.  Hermann.     On  a  problem  in  fluid  motion.  Quart,  j. 

XXII.  370-384. 

In  den  vorliegenden  Abhandlungen  bespricht  der  Herr  Ver- 
fasser mehrere  Aufgaben,  welche  mit  der  Bestimmung  des  Po- 
tentials zusammenhängen,  wenn  an  den  Oberflächen  zweier  Ku- 
geln Grenzbedingungen  zu  erfüllen  sind. 

Es  werden  nach  einander  folgende  Probleme  der  Hydro- 
dynamik und  Elektricitätslelire  behandelt: 

1)  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  in  der  sich  zwei  Kugeln 
befinden,  die  in  Richtung  ihrer  Centrale  sich  bewegen. 

2)  Bewegung  der  Flüssigkeit  für  den  Fall,  dass  die  Kugeln 
sich  parallel  und  senkrecht  zu  der  Centi*ale  bewegen. 
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3)  Das  GescfawiDdigkeitspoteDtial  ftir  Vibrationen  der  Ober- 
fläche, sowohl  für  den  Fall,  dass  die  Mittelpunkte  sich  in  Ruhe 
befinden,  als  auch  ftir  den  Fall,  dass  sie  sich  bewegen. 

4)  Das  Potential  für  zwei  mit  Eiektricität  geladene  Kugeln. 

5)  Das  magnetische  Potential  in  einem  Mittel,  in  welchem 
eine  gleicbmässige  magnetisirende  Kraft  wirkt,  und  zwei  kugel- 
förmige Teile  sich  bezüglich  der  inductiven  Capacitilt  von  dem 
Rest  unterscheiden. 

Die  Methode  ist  für  alle  Aufgaben  diejenige,  dass  die  Lösung 
aus  zwei  Bestandteilen  zusammengesetzt  wird.  Bei  den  hydro- 
dynamischen Problemen  wü'd  z.  B.  das  Potential  so  zerlegt,  dass 
der  eine  Bestandteil  dem  Fall  entspricht,  dass  nur  eine  Kugel 
beweglich,  die  andere  in  Ruhe  ist,  während  dem  zweiten  Teile  die 
Annahme  zugehört,  dass  nur  die  zweite  Kugel  in  Bewegung,  die 
erste  in  Ruhe  ist.  Jeder  einzelne  Bestandteil  wird  durch  suc- 
cessive  Correctur,  indem  auswechselnd  die  eine  oder  die  andere 
Kugel  berücksichtigt  wird,  in  eine  Reihe  verwandelt,  ein  Ver- 
fahren, das  schon  früher  von  anderen,  wenn  auch  nur  zur 
approximativen  Berechnung  angewendet  wurde.  Indem  der  Herr 
Verfasser  ein  Operationssymbol  einführt,  geliugt  es  ihm,  das  all- 
gemeine Glied  der  gesuchten  unendlichen  Reihe  wenigstens  in 
symbolischer  Form  darzustellen.  Nun  lässt  sich  zwar  dieser 
symbolische  Ausdruck  nicht  für  alle  Probleme  zu  einer  wirk- 
lichen Berechnung  der  einzelnen  Glieder  verwenden;  beim  ersten 
Problem  erweist  sich  die  Methode  jedoch  als  brauchbar,  und 
zwar  wegen  der  nahen  Beziehung  der  analytischen  Operation 
zu  derjenigen  Abbildung  durch  Inversion  bezüglich  der  beiden 
Kugeln,  welche  entsteht,  indem  erst  das  Bild  J,  des  einen  Kugel- 
mittelpunktes A  bezüglich  der  zweiten  Kugel  £,  dann  das  Bild 
J,  von  J^  bezüglich  A^  dann  wieder  das  Bild  J,  von  J,  bezüglich 
B  u.  s.  w.  bestimmt  wird.  Nennt  man  or  und  ß  d^\Q  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung 

(a,  b  die  Kugelradien,  c  die  Centrale),    so  erhält   man    für  die 
kinetische  Energie  die  Formel: 
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p      „.  -Fl  i'yi      («-p)w      n 

-U  ««&•«'  Fi  +'y'  i  («-/>)(afc)'  1*1 

+  neb  u,li  +^^^  ifc'Ca--/».) +  «-+>-/?»+'  )  J 

Die  zweite  Aufgabe  lässt  sich   nicht  völlig  durchführen;    daher 
berechnet  der  Herr  Verfasser  die  kinetische  Energie  nur  bis  auf 

Glieder  von  der  Ordnung  (~)  • 

Die  Aufgaben  aus  der  Elektricitätslehre  unterscheiden  sich 
bezüglich  der  Methode  nicht  von  den  besprochenen  hydrodyna- 
mischen Aufgaben. 

Schneiden  sich  die  beiden  fraglichen  Kugeln  unter  einem 
Winkel,  der  ein  rationaler  Bruchteil  von  2A  ist,  so  ist  die  An- 
zahl der  Bilder  eine  endliche,  und  die  unendlichen  Reihen,  welche 
beim  ersten  Problem  auftreten,  verwandeln  sich  in  endliche 
Reihen.  Es  lässt'  sich  also  für  die  Bewegung  eines  der  ge- 
troffenen Voraussetzung  entsprechenden  Körpers  in  Richtung 
seiner  Axe  ein  geschlossener  Ausdruck  des  Geschwindigkeits- 
potentiales  finden.*  F.  K. 


A.  B.  Basset.     Od    the    tnotion    of   two    spheres    in   a 
liquid  and  allied  problems.    Lond.  M.  S.  Proc.  XVIII.  369-377. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  für  den  Fall,  dass  sich  zwei 
Kugeln  in  einer  Flüssigkeit  parallel  und  senkrecht  zu  ihrer  Gen 
trale   mit   den  Geschwindigkeiten  o,  und  r,  bewegen,    das  Ge- 
schwindigkeitspotential durch  Reihenentwicklungen.     Dies  führt 
ihn  zu  Werten  für  die  Coefficienten  der  Energie 
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Hierin  bedeuten  m,,  m,  die  Massen,  a,  b  die  Radien  der  Kugeln, 
c  ihre  Centrale,  q  die  Diehtigkeit  der  Fltissigkeit,  Jf,,  Jf,  die 
verdrängten  Massen. 

Für  die  Bewegung  in  der  Centrale  hatte  Hr.  Hicks  früher 
gefunden 

2T  ==  Au\'-2Bu,u,  +  Cul, 

g  ^    2yyga'6'/^       a»6'       3a^6'(a'+ 6*)  \ 

Wird  jetzt 

a  =  6,    II,  =— IIa,    c,  =©,, 

so  ist  an  der  Mittelebene  offenbar  die  Fltissigkeit  in  Ruhe,  und 
die  lebendige  Kraft  ist  bestimmt  durch 

2T  =  (A  +B)u]  +(^'  +  Ä')r^ 

Es  ist  klar,  dass  für  den  Fall  einer  festen  Wand  und  einer 
bewegten  Kugel  die  lebendige  Kraft  halb  so  gross  ist.  Im  An- 
schluss  an  diesen  Ausdruck  erörtert  Hr.  Basset  die  abstossende 
oder  anziehende  Wirkung  der  Wand  auf  die  Bewegung  der 
Kugel. 

Den  Schluss  bildet  die  Bestimmung  des  Potentials  zweier 
elektrischen  Kugeln  im  elektrischen  Felde.  F.  K. 


A.  B.  Basskt.     Od  the  motion  of  a  sphere  in  a  viscous 

-     liqaid.     Lond.  R.  S.  Proc.  XLIIL  174-175. 

Auszug  aus  einer  Arbeit,  die  in  den  Lond.  Phil.  Trans.  1888 
erschienen  ist.  Cly. 

E.  SuNDBEBG.     Rotationskroppars  Hydrodynamik.       Dies. 

Upsala. 

Im  ersten  Teil  der  Abhandlung  giebt  der  Verfasser  eine  ein- 
fache  Darstellung  der  Bewegungsgleichungen  eines  festen  mehr- 
fach zusammenhängenden  Körpers  in  einer  unbegrenzten  Flflssig- 
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keit  ohne  Anwendung  des  Hamilton'schen  Principe.  Im  zweiten 
Teil  untersucht  er  die  Bedingungen,  damit  die  Gleichung,  die 
das  Geschwindigkeitspotential  eines  Rotationskörpers  erfQllen 
muss,  nach  Einführung  der  orthogonalen  Coordinaten  u,  f ,  0  (ß 
ist  der  Winkel  zwischen  zwei  Meridianschnitten),  wo  u  =  tig  die 
Gleichung  der  Rotationsfläche  ist,  ein  Integral  von  der  Form 

-1- .  P(u) .  (?(t?) .  ÄCÖ) 

haben  muss.  {q  ist  der  Abstand  des  Punktes  (o;,  y,  js)  von  der 
Rotationsaxe.)  Es  ergiebt  sich,  dass  der  Meridianschnitt  eine 
besondere  Form  haben  muss,  und  dass. dann  die  Bestimmung 
des  Geschwindigkeitspotentials  auf  die  Differentialgleichung 

zurückgeführt  werden  kann.    Particuläre  Integrale  werden  fttr 

n  =  0,    Ä  <  1     und    sn'x  <  1 
dargestellt.     Als  Beispiel  wird  zuletzt  das  eindeutige  Geschwin- 
digkeitspotential eines  kreisförmigen  Ringes  ausgewertet.      K. 


F.  K Otter,     üeber  eine  Verallgemeinerung  eines  hydro- 
dynamischen Theorems  von   Lejeune  Dirichlet.       Berl. 

phys.  Ges.  Verh.  VI.  93-97. 

Die  Oberfläche  eines  festen  Körpers,  der  sich  in  einer  Flüssig- 
keit bewegt,  habe  in  Bezug  auf  zwei  sich  rechtwinklig  schnei- 
dende Axen  den  hydrodynamischen  Charakter  einer  Rotations- 
fläche, d.  h.  durch  jede  dieser  Axen  sollen  sich  mindestens  zwei 
Paare  senkrecht  auf  einander  stehender  Symmetrie-Ebenen  legen 
lassen.  Von  einem  derartig  begrenzten  Körper  wird  gesagt, 
„seine  Gestalt  habe  den  hydrodynamischen  Charakter  der  Kugel''. 
Ueber  einen  solchen  Körper  wird  ausser  einem  anderen  Theoreme 
zuletzt  das  folgende  bewiesen:  „In  einer  schweren  und  incom- 
pressibeln,  reibungslosen  Flüssigkeit  bewegt  sich  der  Schwer- 
punkt einer  gegebenen  festen  Masse  Af,  deren  Begrenzung  den 

• 

hydrodynamischen  Charakter  der  Kugel  hat,    und  der  von  ihr 
mitgeflihrten  Masse  M*  in  einer  Parabel  mit  einer  vertical  ab- 
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wärto  gerichteten  Beschleunigung  ^(Ä— lf")/(ll-f  Jf'),  wenn  *" 
die  Masse  der  von  dem  Körper  verdrängten  Flüssigkeit  bezeich- 
net; um  diesen  Punkt  rotirt  der  feste  Körper  so,  wie  im  leeren 
Räume  ein  gewisser  schwerer  Körper  um  einen  von  seinem 
Schwerpunkte  verschiedenen  befestigtet  Punkt*'.  Lp. 


G.  H.  Ralphen.      Sur  le  mouvement   d'uii   s(9lide   dans 
un  liquide,     c.  R.  CIV.  807-811. 

Drückt  man  nach  Clebsoh  die  lebendige  Kraft  eines  von 
einem  festen  Körper  und  einer  umgebenden  Flüssigkeit  gebil- 
deten Systems,  statt  durch  die  Geschwindigkeitscomponenten 
t/,   K,  W^  P^  Qy  R  des  festen  Körpers,  durch  die  Grössen 

_  dT        _  dT        _  er 

^'  ~^  du  '     ^^  ^  dV  '     ^^~'dW' 
_  dT  _  dT  _    dT^ 

^'  ~"dP'     ^^  "  dQ  '     ^^  "   dR 
aus,  so  wird  T  eine  quadratische  Function  dieser  sechs  Grössen. 
In  der  vorliegenden  Note  handelt  es   sich  um  einen  integrablen 
Fall   des    Problems,    in  •  welchem    die    lebendige    Kraft    durch 
passende  Wahl  der  Axen  auf 

gebracht  werden  kann.  Der  Verfasser  teilt  ohne  Beweis  das 
Theorem  mit,  dass  man  die  Bewegung  des  Körpers  zerlegen 
kann  in  eine  gleichmässige  Schraubenbewegung  um  eine  feste 
Axe  im  Raum,  eine  'gleichmässige  Drehung  um  eine  in  dem 
Körper  feste  Axe  und  in  eine  periodische  Bewegung. 

Ferner  teilt  der  Verfasser  ebenfalls  ohne  Beweis  ein  Gesetz 
mit,  nach  welchem  die  Rotation  des  Körpers  in  einer  Flüssigkeit, 
ähnlich  wie  die  eines  schweren  Körpers  im  leeren  Raum,  zerlegt 
werden  kann,  nämlich  in  zwei  sogenannte  Poinsot'sche  Be- 
wegungen und  in  eine  Rotation  um  eine  in  dem  Körper  feste 
Axe.  Bezüglich  der  genaueren  Fassung  des  Gesetzes  muss  auf 
die  Abhandlung  selbst  verwiesen  werden.  F.  I(, 
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CoüKTTE.     Oscillations  toumantes   d'un   solide  de  r^vo- 
lution  en  contact  avec  un  fluide  visqueux.     CR.    cv. 

1064-1067. 

In  einer  reibenden  FlQssigkeit  werde  ein  fester  Körper  durch 
ein  Drehungsmoment  AX  bewegt,  welches  proportional  seiner  Elon- 
gation  il  ist.  Der  Einfiuss  der  Flüssigkeit  zeigt  sich  in  einer 
scheinbaren  Vermehrung  des  Trägheitsmomentes  J  um  die  Grösse 
C  und  in  einem  Widerstände  proportional  der  Winkelgeschwin- 
digkeit gleich  B-TT'  Die  Elongation  des  festen  Körpers  ist 
als  Function  der  Zeit  gegeben  durch  die  Gleichung: 

l  =  A^e-i«'<(cos27jy  +  -|— sin2;r-^)- 

Sind  x^  y  Functionen  der  Coordinaten  r,  %  eines  Flflssigkeits- 
teilchens,  welche  zwei  partiellen  Differentialgleichungen  genügen, 
an  der  Oberfläche  des  festen  Körpers  den  Wert  Null  haben  und 
im  Unendlichen  unendlich  klein  werden,  so  wird  die  Elongation 
des  fraglichen  FlUssigkeitsteilchens  durch  die  Gleichung 

xp  =  A„e-  e-M^-«')(cos^(/-y)+  -^sin-^O-y)) 

bestimmt.  Zwischen  A,  B,  C,  fi  und  T  besteben  zanftchst  die 
Gleichungen: 

(2)  B  =  2(J+C)fi,. 

(3)  A  =  (J+C)(^  +  /i'). 

Ferner  hat  man  für  B  und  C  die  über  den  halben  Meridian  zu 
erstreckenden  Integrale 

(t  Coefficient  der  innern  Reibung.) 

Bezeichnet  man  mit  m'  und  n'  Constanten  aus  den  Glei- 
chungen 
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(13)  ,„"_m'=(^+A*')"'*' 

(14)  2m'»'— n'-  -^  =  2fin'\ 

mit  R  den  Krümmungsradius  des  Meridians  und  mit  S  das 
Integral 

^         /*/  1    ,    3co8(iir)  Y  ,  . 

80  kann  man  auch  schreiben 

(15)  B  =  2nStm', 

(16)  C  =  2nSen'. 

Zwischen  den  neun  Grössen  J,  Aj  B,  C^  ^,  T,  m\  n\  e  bestehen 
also  sechs  Gleichungen;  kennt  man  drei  von  diesen  Grössen, 
so  kann  man  die  sechs  übrigen  berechnen.  F.  E. 


H.  J.  Sharp E.      Motion    of   Compound    bodies    through 

liquids.       Qaart.  J.  XXII.  262-268. 

Der  Aufsatz  bezieht  sich  auf  Flüssigkeitsbewegung  in  einem 
Gebiet,  von  zwei  Dimensionen,  in  welchem  die  festen  Grenzen 
durch  eine  Linie  gebildet  werden,  die  aus  verschiedenen  Be- 
standteilen zusammengesetzt  ist,  z.  B.  einem  Halbkreise  und  einer 
anderen  Linie,  und  ähnliche  Aufgaben  für  ein  Gebiet  von  drei 
Dimensionen.  Um  einen  Begriff  von  der  Art  der  hier  behandelten 
Aufgaben  zu  geben,  wollen  wir  das  schon  angeführte  Beispiel 
in  Kürze  wiederholen.  Für  eine  Bewegung  in  einem  Gebiet 
von  zwei  Dimensionen  ist  das  Geschwindigkeitspotential  der 
reelle  Teil  einer  Function  von  »  =  X'\-iy  =  re^^  deren  imaginärer 
Teil,  constant  gesetzt,  di6  Gleichung  der  Stromlinien  liefert  Bei 
passender  Wahl  dieser  Function  des  complexen  Argumentes  geht 
ihr  imaginärer  Bestandteil  über  in: 

ö___  8.nö+ -j^2^-^8.n2ö- -3^3-  — 8.n4ö 
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Setzen  wir  hierin  r  =^  a^  so  verschwindet  dieser  Ausdruck  fBr 
jeden  Wert  d  zwischen  —^n  und  +^^1;  und  also  kann  bei 
der  bezeichneten  Wahl  der  durch  diese  Grenzen  bestimmte  Halb- 
kreis als  Strömungslinie  betrachtet  und  durch  eine  feste  Grenze 
ersetzt  werden.  Zu  derselben  Strömungslinie  gehören  dann 
andere  Bestandteile,  gegeben  durch  die  Gleichung 

Im  Punkte  0  =  ±^n  berührt  die  Linie  den  vorerwähn- 
ten Halbkreis  und  hat  dort  a  zum  KrQmmungsradius.  Für 
0  =  +n  wird  r  unendlich,  und  zwar  derart,  dass  rsinö  =  -+20 
wird.  Die  Parallelen  zur  Halbirungslinie  des  Halbkreises,  welche 
von  letzterer  die  Abstände  Hh2a  haben,  berühren  also  die  frag- 
liche Linie  asymptotisch.  Damit  ist  für  den  besprochenen  Fall* 
gewonnen,  was  der  Herr  Verfasser  einen  „Compound  body** 
nennt.  Im  Unendlichen  strömt  dabei  die  Flüssigkeit  senkrecht 
zum  Durchmesser  des  Halbkreises  gegen  die  convexe  Seite  des 
letzteren.  Statt  dessen  kann  natürlich  auch  angenommen  werden, 
dass  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht,  und  der  construirte 
Körper  sich  bewegt.  Aehnlich  behandelt  wird  der  Fall,  dass 
an  Stelle  des  Halbkreises  eine  halbe  Ellipse  tritt.  Endlich  wird 
noch  der  entsprechende  Fall  in  einem  Gebiet  von  drei  Dimen- 
sionen erörtert,  wo  an  Stelle  des  Halbkreises  natürlich  eine 
Halbkugel  tritt.  F.  K. 

F.  KöTTER.      lieber   die   contractio   venae    bei    spaltför- 
migen  und  kreisförmigen  Oeffnungeu.      Hoppe  Arch.    (2) 

V.  392-417. 

Der  Verfasser  kritisirt  zunächst  die  früheren  Versuche,  den 
sogenannten  Ausfiusscoefficienten  theoretisch  zu  ermitteln.  Er 
bespricht  nach  einander  die  Ai'beiten  von  Bidone  (Mem.  di  To- 
rino  XXXIV.  1830),  Bayer  (Grelle,  Journal  der  Baukunst  XXV. 
1847),  Navier  (Le(ons  lithographiöes  de  TEcoIe  des  ponts  et 
chaussöes,  1829),  sowie  von  Boussinesq  (G.  R.  LXX.,  cf.  F.  d. 
M.  IL  1869-1870.  738)  und  erörtert,  weshalb  die  Resultate  der 
zuerst  genannten  drei  Arbeiten,   die  sich  sämtlich  auf  specielle 
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Hypothesen  über  die  Natur  der  Flüssigkeitsbewegung  in  der 
Nabe  der  Oeffnung  stützen,  unhaltbar  sind,  während  das  Urteil 
über  die  Arbeit  von  Boussinesq  dahin  ausfällt,  das's  ihr  Ergebnis 
die  Herstellung  mehr  oder  minder  brauchbarer  Interpolationsfor- 
meln für  die  locale  Ausflussgeschwindigkeit  sei,  dass  damit  aber 
nicht  der  Ausflusscoefficient  theoretisch  bestimmt  werde. 

Während  diese  Versuche  als  misslungen  zu  betrachten 
sind,  ergiebt  sich  eine  befriedigende  Ableitung  des  in  Rede 
stehenden  Coefficienten  f&r  einen  speclellen  Fall  aus  der  Helm- 
holtz-Eirchhoff'schen  Theorie  der  FlUssigkeitsstrahlen.  Es  lässt 
sich  nämlich  zeigen,  dass  die  Bedingungen,  von  welchen  das 
Geschwindigkeitspotential  einer  schweren,  durch  eine  sehr  schmale 
spaltformige  Oeffnung  im  Boden  eines  GefUsses  ausfliessende 
Flüssigkeit  abhängt,  in  der  Nähe  der  Oeffnung  identisch  sind 
mit  den  Bedingungen,  welche  in  einem  von  Kirchhoff  (Mechanik, 
Vorl.  22,  §  3)  behandelten  Beispiele  die  stationäre  Bewegung 
einer  Flüssigkeit,  auf  die  keine  Kräfte  wirken,  in  einem  Raum 
von  zwei  Dimensionen  bestimmen.  Herr  Kotier  reproducirt  das 
erwähnte  Kirchhoff'sche  Problem  in  modificirter  Darstellung  und 
findet  daraus  für  d«n  -Ausflusscoefficienten  einer  spaltfbrmigen 
Oeffnung  den  Wert 

^  =  0,611..., 

ein  Resultat,  das,  wie  auch  erwähnt  wird,  zuerst  Lord  Rayleigh 
(Philosoph.  Mag.  (5)  II.  1876)  aus  den  Kirchhoff'schen  Pormeln 
abgeleitet  hat. 

Zum  Schluss  ermittelt  Herr  Kötter  für  sehr  kleine  kreisför- 
mige Oeffnungen  eine  obere  und  untere  Grenze,  zwischen  denen 
der  Ausflusscoefficient  liegt.  Zu  dem  Zwecke  stellt  er  die  Glei- 
chung auf,  welche  ausdrückt,  dass  die  Resultante  der  äusseren 
Kräfte,  die  auf  einen  gewissen  an  der  Oeffnung  liegenden  Teil 
der  Flüssigkeit  während  der  Zeit  di  wirken,  gleich  ist  dem  wäh- 
rend derselben  Zeit  erfolgenden  Zuwachs  des  Bewegungsmomen- 
tes. Er  vereinfacht  ferner  die  Gleichung  durch  Vernachlässigung 
von  Gliedern,  die  sehr  klein  gegen  die  Grösse  der  Oeffnung 
sind.   Auf  der  rechten  Seite  der  so  vereinfachten  Gleichung  steht 
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das  Glied  (a)      \Bfd(a.V\ 

worin  «  die  Dichtigkeit,  dm  ein  Element  der  die  OeffoaDg  nn- 
gebenden  festen  Wand,  Y  die  Geschwindigkeit  an  der  Stelle  dta 
bedeutet.  Lässt  man  dies  Glied  fort,  so  ergiebt  die  in  Bede 
stehende  Gleichung  unmittelbar,  dass  der  Ausflusscoefficient  a 
grösser  als  \  ist  Behält  man  das  Integral  (a)  bei  und  ersetzt 
darin  V  durch  einen  kleineren  Wert,  der  sich  aus  dem  Boussi- 
nesq'schen  Ausdruck  für  ditö  Geschwindigkeitspotential  einer 
durch  eine  kreisförmige  Oeffnung  ausfliessenden  Flüssigkeit  er- 
giebt, so  folgt: 

ff  >  i  +  i«*>     d.h.     a  >  0,  536. 
Durch  Entwickelung  von  V  nach  fallenden  Potenzen  des  Abstands 
vom  Mittelpunkte  der  Oeffnung  ergiebt  sich  andrerseits  eine  obere 

Grenze 

a<0,71. 

Die  dabei  benutzte  Entwickelung  von   V  folgt  ebenfalls  aus  der 

Formel  von  Boussinesq.  Wn. 

F.  K OTTER.      Ueber    die    theoretische    BestimmQng    des 
Ausflusscoefficienten      für     spaltförmige     OeflFnungen. 

Berl.  phys    Ges.  Verh    VI.  40-43. 

Lord  Rayleigh  hat  den  Coefficienten  fQr  die  contractio  venae 
— — ^  ohne  Beweis   von   dem  Falle   spaltförmiger  Oeffnungeo 

bei  einer  ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte  zu  Stande  kommen- 
den FlQssigkeitsbewegung  auf  den  durch  die  Schwere  hervorge- 
rufenen Ausfluss  der  FlQssigkeit  aus  Gefässen  Übertragen.  Der 
in  Lord  Rayleigh's  Abhandlung  (Phil.  Mag.  (5)  IL  444-447, 
1876)  fehlende  Beweis  wird  hier  geführt  und  auf  solche  Oeff- 
nungen  ausgedehnt,  welche  von  zwei  parallelen  krummen  Linien 
begrenzt  sind.    (Vgl.  d.  Ref.  S.  1004.)  Lp. 


J.  Boussinesq.     Sur  la  th^orie  de  r^canlement  par  un 

d^versoir  en  niinee  paroi,  quand  il  n'y  a  pas  de  con- 

traction  et  que  la  nappe  d^versante  est  libre  eu  dessous. 
C  B.  CV.  1722. 
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J.  BoussiNESQ.  Sur  la  th^rie  des  d^versoirs  eo  mince 
paroi  et  k  nappe  soit  däprim^e,  soit  soulev^e,  c'est-k- 
dire  sournise  inf^rieurement  h,  uiie  pression  constante 
p]us  petite  ou  plus  grande  que  Celle  de  l'atraosph^re 
exeice'e  au-deasoa.     c.  B.  CV.  685-590. 

J.  BoussiNBSQ.  Sur  la  throne  des  d^versoirs  ^pais, 
ayant  leur  aeuil  horizontal  et  ivaai  oa  non  k  son 
entr^e.     V.  B.  OV.  632-638. 

J.   BoussiNESQ.      Sur    une  forme  de  d^versoir  en  mince 
paroi ,    aiialogue  k  l'ajutage  reiitraut  de  Borda,    pour 
taquelle    le    rel^vement    de    la    face   infärieure    de   la 
nappe    liquide,    k    la    sortie    du  d^versoir,    pent   @tre 
d^termin^  thÄ^riquemenL     c.  B.  CV.^ 697-702. 
In  den  vorliegenden  Noten  behandelt  der  rdlimlicliBt  bekannte 
französische  Gelehrte  die  durch  den  Titel  vorlAufig  genOgend  ge- 
kennzeichneten Probleme  der  hydraulischen  Praxis  in  einer  Äusserst 
interessanten  Weise,    welche  gewiss  in  praktischer  Hinsicht  be- 
friedigend genug  ist,  wenn  sie  auch  ftlr  denjenigen,  der.  die  Hydro- 
dynamik vom  rein  wissenschaftlichen  Standpunkt  betrachtet,  nicht 
unbedenklich  erscheint.     Denn  der  Herr  Verfasser  bedient  sich 

Asihler,  aber 
ei  der  Dring- 
hnmacht  der 
aber  diesen 
8  den  wissen- 
rtickt. 

des  Wassers 
illi'Bche  Olei- 


I  die  Gravita- 
len  von  dem 
Ichens,  p  den 


lOOÖ 
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zugehörigen  Druck  und  endlich  h  die  Tiefe  des  Wassers  in  sol- 
cher hinreichenden  fintfernung,  dass  man  die  Geschwindigkeit 
an  dieser  Stelle  vernachlässigen  kann. 

Den  weiteren  Voraussetzungen  wird  jetzt  die  Annahme  zu 
Grunde  gelegt,  dass  in  dem  contrahirten  Querschnitt,  welcher  ver- 
tical  angenommen  wird,  die  einzelnen  Stromlinien  einen  gemein- 
schaftlichen Krümmungsmittelpunkt  haben.  Es  wird  dies  gerecht- 
fertigt durch  den  Hinweis  auf  die  von  oben  nach  unten  zuneh- 
mende Krümmung  der  einzelnen  Stromlinien.  Ist  die  Erhebung 
der  untersten  Stromlinie  über  den  Boden  gleich  «,  ihr  Krüm- 
mungsradius gleich  R^j  so  ist  der  Krümmungsradius  eine  belie- 
bige Stromlinie 

Für  die  Beschleunigung  in  Richtung  der  a-Axe  erhält  man  den 
Wert 

IL 

H  ' 


1^   =        a   I  ^' 


und  es  gilt  also  die  Gleichung 

•    (2) 

woraus  in  Combination  mit  (1)  folgt 

F(Ä^-f  35  — e)  =  const. 

Für  die  untere  Grenzfläche  sowohl,  als  für  die  obere,  für  welche 
jB  r=  €  +  17  ist  (jy  Dicke  des  contrahirten  Strahles),  ist  nun  der 
Druck  gleich  Null  und  also  die  Geschwindigkeit  gleich 

tlg(Ji-e)     resp.     ^2gQk-E-rD, 
sodass  man  erhält 


oder,  wenn 


gesetzt  wird^ 


R. 


Tl^h^s—ri 


p  ^  oder  •  Ä^  =  — , 


(6)    i7  =  (l-Ä«XÄ-£) 


(»+*')(*-«> 
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FQr  einen  beliebigen  Wert  is  ergiebt  sieb  die  Gesebwindigkeit 

(4)  v  =  ^m^)-^r^- 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (2)  ein,  so  kann  man  leicht  die  Stelle 
bestimmen,  für  welche  p  ein  Maximum  wird.  Fttr  diese  ist 
nämlich 

dz       "' 

man  erhält  demnach  fQr  das  s  dieser  Stelle  die  Gleichung 

(8«)    z-e  =  2l{-^-) 2-P~'^ 

und  für  den  Maximalwert  von  p  selbst: 

(8^)    p  =  [,_3(A+*l/+2(A+*l)](A_.),,. 

Um  nun  den  unbekannten  Wert  k  zu  bestimmen,  bedient  sich 
Herr  Boussinesq  eines  Princips,  welches  Belanger  zuerst  ausge- 
sprochen und  angewandt  hat,  nämlich  der  Annahme,  dass  die 
Ausflussmenge  so  gross  als  möglich  sein  müsse.  Diese  Ausfluss- 
menge ergiebt  sich  pro  Längeneinheit  der  Oeffnung  durch 

q  =  ^2j,(A -«)'(*  +  *')  log  y- 
Demgemäss  wird  fUr  k  die  Wurzel  der  Gleichung 

i?-  =  0 
oder,  was  dasselbe  besagt,  die  Wurzel  der  Gleichung 

'«^U)  =  T+2Ä- 

gesetzt,  deren  numerischer  Wert  0,46854  ist.  Unter  Benutzung 
dieses  Wertes  erhält  man 

ri  =  0,7805(A-e), 

«0  =  0,6881  (A-e), 

g.=  0,5216  y2^  (A-e)*. 

Poruchr.  d.  Math.  XIX.  3.  64 
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Will   man  die  Ausflussmeoge  in    Dubuat'scher  Form  darstellen, 
d.  h.  durch  die  Gleichung 

80  erhält  man  für  den  Druckcoefficienten  den  Wert 


m  =  0,5216(l-^)\ 


Das  Verhältnis  -r-   ist  experimentell  zu  bestimmen. 

In  der  letzten  Note  entwickelt  der  Verfasser  einen  tbeore* 

tischen  Wert  für  -r-  und  zwar  auf  folgendem  Wege.    Die  Be- 

wegungsgrösse  der  Flüssigkeitsmenge,    welche  in  dem  Zeitele* 
roent  dt  durch  den  contrahirten  Querschnitt  geht,  ist 


gäif 


V'di. 


In  horizontaler  Richtung  wirken  auf  diese  flüssige  Masse 
der  Druck  in  dem  contrahirten  Querschnitt 

€ 

und  der  Druck   in  dem  Querschnitt  von   der  Höhe  A,   d.  h.  der 
Druck  ^ggk^y  so  dass  man  eigentlich  die  Gleichung  hätte 

Um  dem  Einfluss  der  äusseren  Reibung  Rechnung  zu  tragen, 
welche  in  unserem  Falle  günstig  auf  die  Bewegungsgrösse  wir- 
ken soll,  fügt  der  Herr  Verfasser  rechts  ein  Correctionsglied  in 
der  Form  Qgh^f  hinzu,  wo  f  ein  sehr  kleiner  echter  Bruch  ist, 
so  dass  die  Gleichung  lautet: 

KM»  =  ig9h\l-\-2f)-/       pdi. 

Unter  Benutzung  der  verschiedenen  Gleichungen  der  ersten 
Abhandlung  erhält  der  Herr  Verfasser  hieraus  die  Gleichung 
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woraus  dann  mit  Benutzung  des  ermittelten  Wertes  von  k  folgt 

y  =  0,2292- 0,77 /•. 

Der  zweite  Teil,  meint  der  Herr  Verfasser,  könne  kaum  bis 
zum  Werte  0,01  anwachsen,  und  er  glaubt  daher  setzen  zu 
dürfen 

4   =  0,22, 
n 

Diese  Angaben  werden  genUgen,  um  ein  Bild  des  von  dem 
Herrn  Verfasser  eingeschlagenen  Weges  zu  liefern;  es  wird  daher 
zur  Kennzeichnung  des  Inhalts  der  zweiten  und  dritten  Abhand- 
lung hinreichen,  wenn  wir  angeben ,  däss  dort  der  Fall  behandelt 
wird,  in  welchem  die  obere  und  die  untere  Seite  des  Strahles  un* 
gleichen  Druck  erleiden.     In  einer  Anmerkung   zur  vierten  Ab- 

handlung  wird  dann  auch  für  diese  Fälle  -r-  berechnet. 

n 

•      F.  K. 


E,.  KoBALD.      Ueber   ein  neues  Ausflussprobletn.      Wien. 

Ber.  XCVI.  592-603. 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  den  Ausfluss  einer  zähen 
Flüssigkeit  durch  eine  seitliche  Mündung,  welche  begrenzt  wird 
von  zwei  parallelen  verticalen  Glaswänden,  die  eben  so  hoch 
sind  als  das  Gefäss  selbst.  Unten  seien  die  beiden  Platten  wasser- 
dicht verkittet.  Die  Bewegung  der  Flüssigkeit  duicb  diesen  Aus- 
flussapparat wird  unter  Zugrundelegung  der  KirchhofTschen  For- 
meln und  Entwickelungen  behandelt  und  zwar  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Boden  des  Gefässes  eben  ist,  dass  ferner 
die  Flüssigkeit  in  die  Mündung  parallel  den  Schnittlinien  der 
begrenzenden  Glaswände  und  des  Gefässbodens  eintritt.  '  Bedient 
man  sich  eines  Coordinatensystems,  dessen  (yz)- Ebene  mit  den 
einen  der  begrenzenden  Glaswände,  dessen  (x^yEhene  mit  der  Ein- 
trittsebene der  Mündung  zusammenfällt,  so  wird  von  den  drei  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  die  eine  u  =  0;  die  beiden  anderen 
lassen  sich  setzen 


64* 
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WO  q>  von  y  und  s  derart  abhängt,  dass 

ist,  wo  ferner  X  eine  Function  von  x  ist,  derart  dass 

.  ,   =  Const. 

ist.    Bezeichnet  man  mit  X  den  oberflächlichen  Gleitungsmodul, 
so  erhält  man  als  Grenzbedingungen  für  die  beiden  Glaswände 

welche  sich  auf  die  eine  Bedingung  k  -     =  IX  reduciren,  und 

schliesslich  ergiebt  sich,  wenn  b  der  Abstand  der  beiden  Glas- 
platten ist,  der  folgende  Ausdruck: 

^r«l"+(T-')'+T(T-')!- 

Für  die  Einflussstelle,  d.  h.  fBr  y  =  0,  muss  sein  -^  =  0,  und  fttr 
den  Boden  der  Oeffnung,  d.  h.  für  is  =  A,  muss  sein 

«,  =  -^  =  0      und     v  =  -^^, 
d.  b.  auch 

Der  Herr  Verfasser  setzt  nun  fUr  g>  eine  Reihe 

q>^2  An\e      2A        _  e  ^^      Jsin  -^^ ^ —  fÄy, 

welche  alle  Bedingungen  befriedigt  mit  Ausnahme  der  einen,  dass 

-^-  =  0  für  *  =  &  sein  soll.    Um  diesen  Uebelstand  zu  besei- 

öy 

tigeo,  setzt  der  Herr  Verfasser 

WO  f  ein  discontinuirlicher  Factor,  z.  B. 

f  =  —  /       sm  fi  cos  ( -; J 

0 
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ist;  dann  ist  f,  so  lange  O^z^h  —  e  ist,  gleich  1,  fttr  grössere 
Werte  hingegen  f  =  0.  Und  ist  dann  aUo  thatsächiich  r  =  0 
fttr  a  =  Ä.  Dafür  werden  aber  ©,  ir  für  js  =  ä  — «  unstetig, 
und  es  entsteht  die  Frage,  welche  vom  Herrn  Verfasser  völlig 
ignorirt  wird,  ob  die  Druckcomponenten  an  der  Unstetigkeitsstelle 
die  Bedingungen  erfüllen,  welche  erfüllt  werden  müssen.  Ferner 
muss  man  doch,  wenn  die  Lösung  eine  bestimmte  sein  soll,  fragen, 
wie  gross  e  ist;  die  von  dem  Verfasser  angegebene  Bestim- 
mung, e  solle  unendlich  klein  sein,  ist  nach  Meinung  des  Refe- 
renten völlig  unzureichend.  Im  übrigen  wird  hiervon  gar  kein 
weiterer  Gebrauch  gemacht,  sondern  einfach  die  obige  Lösung 
beibehalten.  In  derselben  werden  die  Goefficienten  durch  die 
Bedingung  bestimmt,  dass  in  der  Austrittsebene,  für  welche  y  =  l 
sein  möge,  der  Druck  gleich  dem  Atmosphftrendruck.  sein  soll. 
Zum  Schluss  wird  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche  aufgestellt, 
d.  h.  die  Gleichung  derjenigen  Strömungslinie,  welche  durch*  den 
Punkt  j5 =0,  y =0  geht.  Setzt  man  in  dieselbe  für  y  den  Wert  /  ein, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  des  zugehörigen 
2,  d.  h.  der  Depression  d,  Dass  an  der  freien  Oberfläche  auch  Be- 
dingungen zu  erfüllen  sind,  kommt  nirgends  zur  Sprache. 

'__  F.  K. 

H.   Bazin.      Exp^riences   nouvelles  sur    Ncoulement    en 
d^versoir.     CR.  cv.  212-215. 

Der  Herr  Verfasser  setzt  die  abfliessende  Wassermenge  Q 
bei  einem  Wehr  von  der  Höhe  p  und  dör  Breite  /  und  bei  einer 
Druckhöhe  h  in  der  Form  an 

in  welcher  m  und  k  Goefficienten  sind.  Seine  Experimente  liefer- 
ten für  k  den  Wert  0,55  und  für  tf,  abgesehen  von  zu  kleinen 
Werten  ä,  den  Wert  0,42.  '  F.  K. 


J.  HoPKiNSON,  D.  Edwardes.    Solution  of  question  6317. 

Bd.  Times  XLVI   72-73. 
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Eine  zähe  Flüssigkeit  befindet  sich  in  dem  Räume  zwischen 
zwei  unendlichen  parallelen  Ebenen,  von  denen  die  eine  fest  steht, 
die  andere  parallel  zur  Anfangslage  eine  einfache  harmonische 
Bewegung  A  cos  ni  besitzt.  Die  an  der  festen  Ebene  entstehende 
Tangentialkraft  hat  einen  grössten  Wert  2AXiiin(eo»h2kl'-  co82il/)~* 
auf  der  Flächeneinheit,  wenn  /  der  Abstand  der  beiden  Ebenen, 
X^  =  Qn/2^  ist,  und  wenn  man  annimmt,  däss  die  mit  einer  Ebene 
in  Berührung  befindliche  Flüssigkeit  sich  mit  der  Ebene  bewegt 

Lp. 

W.   König.     Ueber  die  Bestimmung   von  Reibiingscoef- 
ficienten    tropfbarer    Flüssigkeiten    mittels    drehender 

Schwingungen.     Wiedemann  Ann.  XXXII.  193-223. 

Der  beträchtliche  Unterschied  zwischen  den  Werten  des  Rei- 
bungscoefficienten,  welche  sich  aus  Coulomb^schen^  Schwingungs- 
yersuchen,  und  den  Ausflussversuchen  nach  Poiseuille  ergeben, 
veranlasste  den  Herrn  Verfasser,  Schwingungsversuche  mit  dre- 
henden Kugeln  vorzunehmen. 

Es  wird  zunächst  die  Dämpfungstheorie  schwingender  Kugeln 
behandelt.  Es  bedeute  17  den  Reibungscoefficienten,  ju  die  Dich- 
tigkeit des  Mittels,  R  den  Kugelradius,  q  die  Dichtigkeit  der  Kugel, 
l  das  logarithmische  Decrement,  T  die  Schwingungsdauer  in  der 
Flüssigkeit,  T^  die  vom  Reibungseinfluss  befreite  Schwingungsdauer, 
endlich  K  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  (  =  ^ngR*).    Ferner 

werde  gesetit 

>     « 

_    2nR*Y^  _     1  J2iif^.  „   _  l+2tn,+2ml-\-\2ml 

„  _    2m,  +  2m;  ^  2m;  4-12»»; 
'•"  l+4m; 

dann  kann  fUr.  X  je  nach  dem  Grade  der  gewttnschten  Genauig- 
keit gesetzt  werden 

a  =  ß  1/2^  (Kircbhoff),     A  =  By^nTl^  l + 4m,)-2r,B'(Lampe), 

X  —  Bl/anT/p, -|-5',)(Klemencic-Boltzmann). 
FOr  den  Vergleich  mit  der  Beobachtung  ist  es  erforderlich,  statt 
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7,  die  beobachtet«  Schwiogniigsdauer  T  einznlUhren;   zwiecben 
beiden  besteht  die  Beziehucg: 


'/^('.- 


Die  Rechnung  des  VerraseerB  ergiebt 

1  =  gy2SrI±±ü±^±^l=^ -38^(1  +  4,, +ti.') 

oder,  wenn  man  sich  mit  der  ßenauigkeit  der  Lampe'schen  For- 
mel begnügt: 

l  =  ßy2^{l  -|-4m)-3ß'r. 
Auf  die  experimedtelle  PrQfung  kann  hier  nicht  näher  einge- 
gangen werden.  Es  mag  jedoch  bemerkt  werden,  dass,  während 
der  aus  froheren  SchwingungBverEuchen  berechnete  Wert  des  Rei- 
bungscoeflicieDten  den  aus  DarcbSussversuchen  berechneten  um 
etwa  I  des  letzteren  Überstieg,  der  Wert  des  Verfassers  recht  ge^ 
nau  ObereiDStimmt.  Es  ist  nämlich  fUr  eine  Temperatar  von  17" 
rj  nach  den 

Seh  winguDgs  versuchen  Auetlussversuebeß 

I  Poiseuille,     Grotrian,     König 
0,011  lä  1    0,01089        0,01106    0,01105. 

Im  Anschluss  hieran  vervollkommnet  Herr  König  auch  die  Theorie 
der  Dämpfung  schwingender  Scheiben.  Für  die  Scheiben  besteht 
nach  Herrn  Meyer  die  Beziehung 

r  =  7'.<l  +  i);    *=   «•  +  2«'^   yäii^j^ 
ike  der  Scheibe). 

ing  zurückgeführt  auf  eine  Vermeb- 
um 

c)'-üf=2Äüf 

jlich  klein  gegen  '2kK  unterdrückt), 
isermassen  den  Teil  des  Trägfaeits- 
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momentes  der  schwingenden  Flüssigkeit  dar,  welcher  durch  die 
Reibung  auf  die  Scheibe  übertragen  wird.  Dieser  Flüssigkeits- 
cylinder  erfährt  nun  aber  seinerseits  wieder  durch  die  Reibung 
an  der  ruhenden  Flüssigkeit  eine  Vermehrung  seines  Trägheits- 
momentes 

2Kk(l  +  ly  -  2kK  =  2Kk([  +  21). 

Geht  man  nun  in  der  Formel  für  das  Decrement  bis  zu  Gliedern 
zweiter  Ordnung,  so  ergiebt  sich: 

X^nk(l  +  2l—k). 
Die  Grösse  /  berechnet  der  Verfasser  so,  als  ob  der  Cylinder 
starr  wäre,  und  erhält  demgemäss 


/ 


=i/i 


2r}T 


ftfi 
Wird  jetzt 

n(R'  +  2R'd)     , —  ,  1     iß^ 

B,  = j-^ y^fi     und     "•  =  ^ft-  K-Ti^ 

gesetzt,  so  erhält  man 

l  =  B,yjnf,a+ifn)--2B]T, 
oder,  nachdem  T^  durch  T  ausgedrückt  ist, 

l^  B,  1/2^(1+ 4m)- 3Äjr. 
Die  Vergleichung  dieser  Formel    mit  neueren  und   älteren  Ver- 
suchen des  Verfassers  führt  ebenfalls  zu  Werten  des  Reibangs- 
coefficienten,  welche  mit  den  aus  Durchflussversuchen  bestimmten 
in  guter  TJebereinstimmung  stehen.  F.  K. 


0.  E.  Mbybr.     Ueber  die  Bestimmung  der  inneren  Rei- 
bung nach  Coulomb's  Verfahren.      Mäochen.  Ber.  343-364, 

Wiedemann  Ann.  XXXII.  642-659. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  zunächst  eine  allgemeine  Erklä- 
rung des  Um«tandes,  dass  die  von  ihm  und  Stökes  aufgestellten 
Formeln  für  die  Bestimmung  des  Goefficienten  der  inneren  Rei- 
bung aus  Coulomb'schen  Versuchen  mit  schwingenden  Scheiben 
zu  grosse  Werte  für  den  genannten  Goefficienten  lieferten.  Es 
beruht  das  darauf,  dass  man  noch  nicht  den  vollen  Einfluss  der 
Reibung  hat  mathematisch  in  Rechnung  ziehen  können. 
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Herr  W.  König  hat  nun  einen  glückliehen  Versuch  gemacht 
(yergl.  das  vorangehende  Referat),  diesen  Uebelstand  zu  besei- 
tigen. Herr  0.  E.  Meyer  giebt  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
eine  mathematische  Rechtfertigung  der  von  Herrn  W.  König  ein- 
geführten Correction.  Der  Berechnung  werden  die  folgenden 
vereinfachenden  Voraussetzungen  zu  Grunde  gelegt.  Durch 
einen  zu  der  schwingenden  Scheibe  senkrecht  stehenden  Gylinder 
denkt  sich  der  Herr  Verfasser  die  Fltlssigkeit  in  verschiedene 
Zonen  geteilt.  Im  Innern  dieses  Cylinders  soll  die  Winkel- 
geschwindigkeit nur  durch  den  Abstand  von  der  festen  Scheibe 
bedingt  sein,  so  dass  die  einzelnen  Schichten  der  Flüssigkeit  wie 
feste  Scheiben  sich  bewegen.  Ausserhalb  des  genannten  Cylin- 
ders hingegen  soll  die  Winkelgeschwindigkeit  von  den  beiden  Va- 
riabein, dem  Abstand  von  der  Ebene  der  Scheibenmitte  und 
demjenigen  von  der  Cylinderaxe,  abhängen.  Hingegen  soll  hier 
vernachlässigt  werden  die  Reibung,  welche  längs  einer  zur 
Scheibe  parallelen  Ebene  zwei  Flttssigkeitsschichten  auf  einander 
ausüben.  Die  Differentialgleichung  für  die  Winkelgeschwindig- 
keit der  Flüssigkeit  würde  streng  genommen  lauten: 

vereinfacht  sich  dann  für  r  >>  /2  (Radius  der  Scheibe)  zu 

dip   _         d     /  dr^ifß  \ 
^"ÖT  ""  '^TöTV    rdr    )' 

wobei  zu   beachten,   dass  \p  auch  von  x  abhängen  kaän.     Für 
r  <:  ß  hingegen  erhält  man  die  Differentialgleichung 

Diese  Gleichungen  sucht  der  Herr  Verfasser  durch  eine  Lösung 
von  der  Form 

V;  =  fl(jj)/'(r)c-'»''      (r>Ä), 
xp  =  fl(a?)P(Ä)c-'»''     (r<ß) 

zu  befriedigen.    Für  die  Grösse  m  ergiebt  sich  dann  eine  Glei- 
chung vierten  Grades,  welche  sich  von  der  früher  aufgestellten 
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(J.  fftr  Math.  LIX,  256)  in  doppelter  Hinsicht  unterscheidet. 
Einmal  ist  an  die  Stelle  von  R*  die  Grösse  (^R  +  cy  getreteo, 
d.  b.  der  Radius  ist  um  die  halbe  Dicke  der  Scheibe  vermehrt. 
Das  andere  hinzugekommene  Glied  enthält  die  Correction  des 
Herrn  König.  Vernachlässigt  man  in  der  fraglichen  Gleichung 
alle  Potenzen  von  17,  welche  höher  als  die  erste  sind,  so  erkennt 
man,  dass  die  Werte  von  m',  welche  aus  der  neuen  Gleichung 
folgen,  sich  von  den  früher  berechneten  um  den  reellen  Betrag 

R' 

(M  Trägheitsmoment  der  Scheibe  in  Bezug  auf  ihre  Axe)  unter- 
scheiden, d.  b.  also  nur  in  Bezug  auf  das  logarithmische  Deere- 
ment  der  Schwingungen,  nicht  aber  in  Bezug  auf  die  Schwin- 
gungsdauer. Berechnet  man  nun  aus  dem  logarithmischen  Decre- 
ment  die  Grösse  rj  nach  der  neueren  Formel,  so  erhält  man 
kleinere  Werte  als  unter  Benutzung  der  älteren  Formel.  Der 
Herr  Verfasser  wendet  nun  seine  Entwickelungen  auf  die  von  ihm 
früher  mitgeteilten  Versuche  (Pogg.  Ann.  CXIII.)  an  und  findet, 
dass  die  neuere  Formel  für  destillirtes  Wasser  Werte  liefert, 
welche  den  aus  der  Formel 

^    0,01775 

^  ""    (1  +  0,01 104;!^Xl  +  5^-0,Oll04^) 

berechneten  erheblich  näher  kommen,  als  die  aus  der  alten 
Formel  berechneten.  Noch  besser  wird  die  Uebereinstimmung, 
wenn  statt  der  eben  angegebenen  Formel  die  hyperbolische 
benutzt  wird 

_        0,0183 
'^  ""     1  +  0,0369;^  ' 

Auf  die  Anwendungen  auf  Versuche  mit  anderen  Flüssigkeiten, 
namentlich  Salzlösungen,  kann  hier  nicht  näher  eingegangen  wer- 
den. Nur  soviel  mag  bemerkt  werden,  dass  nach  Anwendung 
der  Correction  von  König  auf  die  Luft  die  Berechtigung  der 
Forderung  von  Maxweirs  Theorie  erheblich  besser  hervortritt, 
dass  der  Reibungscoefficient  von  der  Dichtigkeit  unabhän- 
gig ist.  F.  K. 
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N.  JoüKowsKY.  lieber  die  Bewegung  einer  reibenden, 
von  zwei  exceutrischen  rotirenden  Cylinderoberflächen 
begrenzten  FlQssigkeit.  Chark.  Qei.  3i-4S.  (RDaalacb.} 
Der  Verfasser  nimmt  an,  die  Dichtigkeit  der  FlUssigkeit  sei 
gerJDg  und  die  Reibung  beträchtlich,  und  erhält,  nach  Vemach- 
Ussigung  der  TrägbeitBkräfte  gegen  die  ErSfle  der  Reibung,  die 
bekannten  DifCereatialgleichuDgen  der  Bewegung  der  FlUssigkeit 
in  einer  zu  den  Axen  der  Cyliader  senkrechteo  Ebene;  aus  diesen 
Gleichungen  findet  er ,  nach  Einfübrung  der  Neumanä'echen 
Coordinaten,  Ausdrücke  fUr  die  Projectiooen  der  Geschwindig- 
keit aur  die  Tangenten  der  Coordinatenlinien;  diese  Ausdrücke 
enthalten  nur  eine  willkDrliche  Goustante.  Danach  werden  die 
Wirkungen  der  FlflsBigkeit  auf  den  inneren  Cylinder  bestimmt, 
indem  sie  durch  eine  gegen  den  Mittelpunkt  des  Querschnitts 
des  Cylinders  gerichtete  Kraft  P  und  ein  Paar  ersetzt  werden, 
die  beide  für  eine  Längeneinheit  des  Cylinders  berechnet  sind; 
die  so  gefundenen  Ausdrücke  finden  nur  statt,  wenn  ein  be- 
stimmtes Verhältnis  zwischen  den  Geech windigkeiten  der  Cyiin- 
der  existirt.  Die  Formeln  werden  angewandt:  1)  auf  die  Be- 
wegung eines  Zapfens  in  seinem  Lager  in  dem  Falle,  wenn  beide 
sich  nach  entgegengesetzten  Richtungen  mit  gleicher  Geschwin- 
digkeit drehen;  die  Kraft  P  hält  hier  dem  Drucke  des  Zapfens 
auf  das  Lager  das  Gleichgewiohl;  2)  auf  den  Fall,  wenn  vor 
einer  verticalen  sieb  von  oben  nach  unten  bewegenden  Platte  in 
einer  reibenden  FlUssigkeit  ein  schwerer  horizontaler  sich  ent- 
gegengesetzt dem  Uhrzeiger  drehender  Cylinder  aufgestellt  ist. 
Ms. 

Br  den  Widerstand  der 

ck,    den    ein  Keil  von 

Breite  und   von  zwei 

.  St.  Pet.    XVin.    327-365  o. 

Uebersicht  tlber  die  Frage 
Jen  Druck  eines  Stromes 
desselben  und  beliebiger 
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Richtung  des  Stromes.  Indem  er  dann  die  Helmholtz-Kirch- 
hoif' sehe  Methode  anwendet,  erhält  er  Ausdrücke  fQr  die  Längen 
der  Seiten  des  Keiles  und  für  den  Druck  auf  diese  Seiten; 
dabei  erweist  sich,  dass  das  Verhältnis  zwischen  den  Längen 
der  Seiten  eine  Function  des  Winkels  des  Keiles  und  der  Rich- 
tung des  Stromes  ist.  Der  Autor  führt  in  den  erhaltenen  For- 
meln alle  Integrationen  aus  und  betrachtet  u.  a.  den  Fall,  wenn 
die  Richtung  des  Stromes  parallel  einer  der  Seiten  des  Keiles 
ift.  Der  Abhandlung  sind  Tafeln  beigefügt,  in  denen  die  Werte 
der  mittleren  Drucke  auf  die  Seiten  von  Keilen  angeführt  sind, 
deren  Winkel  180°  (ebene  Wand),  45^  90^  135°  betragen,  für 
verschiedene  Richtungen  des  Stromes  sowohl  von  der  convexen, 
als  von  der  concaven  Seite  des  Keiles;  ausserdem  enthält  eine 
Tafel  die  Werte  der  mittleren  Drucke  bei  verschiedenen  Winkeln 
des  Keiles,  wenn  die  Richtung  des  Stromes  paraller  einer  seiner 
Seiten  ist.  Die  erhaltenen  Resultate  werden  angewandt  auf  die 
Lösung  der  Frage,  wie  der  Druck  eines  Stromes  auf  eine  Wand 
durch  Ansetzung  einer  zweiten  Wand  unter  einem  gewissen 
Winkel  modificirt  wird.  Ms, 


H.  Vallot.  Du  mouveraent  de  Teau  dans  las  tuyaux 
circulaires.  Theorie  de  M.  Maurice  L6vy.  Tables 
pour  le  calcul  des  conduites.    Ing.  Civ.  II.  526. 

Im  Wesentlichen  Wiedergabe  einer  älteren  Arbeit  von  Hrn. 
Maurice  L6vy  aus  den  Ann.  d.  ponts  et  chauss^es  1867.  Die 
Grundlage  der  Theorie  von  Maurice  L6vy  ist  die  Voraussetzung, 
dass  die  innere  Reibung  nicht  allein  von  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit der  an  einander  vorübergleitenden  Flüssigkeits- 
teilchen, sondern  auch  von  der  absoluten  Geschwindigkeit  ab- 
hänge.    Die  tangentiale  Componente  des  Druckes  wird  also 

gesetzt.  Ferner  wird  f(v)  proportional  zu  v  genommen  und  der 
Coefficient  als  Function  des  Abstandes  von  derRöhrenaxe  betrachtet 
Die  weiteren  BdtrarhtuqmftülA'^iin  ähnlich  den  von  anderen 
FHflnjJPan  Mifg**-iifln|||^^^^niieii  »och  die  Untersuchungen 


4. 
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von  BoussiDesq  und  Boileau,  sowie  die  empirische  Formel  von 
Gauckier  zar  Besprechung.    Den  Schluss  bilden  Tabellen  für  die 

nach    M.    L6vy*8   Theorie    berechneten    Quotienten    ^^^Ui^J 

und  f  =  Q  '.yj  (ü  mittlere  Geschwindigkeit,  Q  die  secundliche 
Durchflussraenge,  J  das  Gefälle).  F.  K. 


\j.  Hajnis.      Der    Reibungswiderstand    in    Röhren    von 
veränderlichem  Querschnitt,    z.  Oestr.  log.  a.  Arcb  xxxix. 

117-125. 

Der  Herr  Verfasser  legt  seinen  Untersuchungen  die  Hypo- 
these zu  Grunde,  dass  das  Wasser  sich  senkrecht  zu  Kugeln 
bewege,  welche  auf  der  Röhre  selbst  senkrecht  stehen.  Be- 
zeichnet X  die  Entfernung  eines  Querschnitts  von  einem  festen 
Querschnitt,  y  seinen  Durchmesser,  q>  den  Winkel  der  Tangente 
zur  Axe,  d  und  a  die  Werte  von  y  und  q>  für  die  Äusfluss- 
öffnung,  V  die  Geschwindigkeit  in  der  zur  Ausflussöffnung  ge- 
hörenden Kugel,  ^  den  Reibungscoefficienten,  so  ist  nach  dem 
Verfasser  der  Druckhöhenverlust: 

d*  K'     r^^  g(l  +  C06yy    dr 

~"  (l-fcosa)'    2g  J  cosqp  y* 

Der  Quotient  ^^^ ^^  steigt  sehr  langsam  von  4  bis  4,1213 

cosqp  o         .  o  1 

för  0  resp.  45®,  und  deshalb  glaubt  sich  der  Herr  Verfasser  be- 
rechtigt, für  denselben  einen  mittleren  constanten  Wert  setzen  zu 
dürfen.     Führt  man  dies  aus,  bringt  ferner  statt  V  die  Durchfluss- 


n 


menge  Q  in  die  Formel  und  wählt  für  §  Darcy's  Wert  m-j , 

so  ergiebt  sich 

m-f- 


h  =  0,08263  0*  y* ^  dx. 


F.  K. 


M.  Grävell.  Der  Widerstand  im  begrenzten  Fahrwasser 
und  sein  Einfluss  auf  die  Grossen  Verhältnisse  der 
Schiffahrtkanäle,     cwiiiog.  xxxin.  97110. 
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Der  Herr  Verfasser  legt  seinen  Betrachtungen  folgende  Aus- 
drtleke  für  den  Widerstand  und  die  zu  dessen  Ueberwindung 
erforderliche  Arbeit  zu  Grunde: 

^  k  ^^  "^  (n-iy  '  ^  -  ^  K^  ^  (^_l)t  , 
in  welchen  v  die  Geschwindigkeit,  P  das  Deplacement  des 
Schiffes,  n  das  Verhältnis  des  Kanalquerschnittes  zu  demjenigen 
des  eingetauchten  Schiffes,  Ar,  &,,  /r,,  Ar,  Erfahrungscoeffieienten 
bedeuten.  Die  aus  den  Formeln  gezogenen  Folgerungen  sind 
wesentlich  technischer  Natur.  F.  K. 


E.  Sonne.     Ueber  den  SchiflFswiderstand  bei  Fluss-  und 

Kanalkäbnen.      Hannov.  ZeiUch.  XXXIir.  298-302. 

Ist  A  die  eingetauchte  Fläche  des  Querschnittes,  D  das  De- 
placement, T  die  Tauchung,  ©  die  Geschwindigkeit  eines  Schiffes, 
so  glaubt  der  Herr  Verfasser  den  Widerstand 

setzen  zu  dürfen,  wo  k^  eine  nur  von  dem  Querschnittsverhältnis 
n  von  Schiff  und  Kanal  abhängende  Gonstante,  m  und  r  andere 
Constanten  sind.  Durch  Vergleich  mit  Erfahrungsthatsachen 
findet  man 

m=x=0,08,    r=r=|-,     20  <  Ä„  <  25.         F.  K. 


E.  DiETZE.     Ueber  den  SchifFswiderstand  bei  beschränk- 
ter   Wassertiefe.     Z.  Dtach.  Ing.  XXXI.  609-612. 

Es  ist  bekannt,  dass  einen  Dampfer  mit  der  Geschwindig- 
keit F  eine  Welle  begleitet,  welche  um  so  kürzer  ist,  je  geringer 
die  Wassertiefe  ist.  Es  wird  nun  angenommen,  dass  fOr  eine 
indicirte  Maschinenleistung  iV,  die  Periode  der  Welle  unabhängig 
von  der  Tiefe  ist,  und  dass  ferner  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit gleich  der  Schiffsgeschwindigkeit  ist.  Jeder  Wassertiefe 
%  entspricht  nun  bei  ||[Miteiiem  V  eine  Wellenlänge  A,  und  um- 
gekehrt jedem  X  iMUHHlbalteiieiii  %  ein  bestimmtes  F.    Der 
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Herr  Verfasser  constrairt  ein  Diagramm,  indem  er  V  und  X  als 
Abscisse  und  Ordinate  eines  Punktes  benutzt  und  diejenigen 
Punkte  durch  Curven  verbindet,  welche  zu  demselben  Werte 
t  =i  X:%  gehören.  Die  Periode  der  Welle  ist  durch  das  Ver- 
hältnis X :  V  ausgedrückt.  Die  Linien  constanter  Periode  sind 
also  gerade  Linien  durch  den  Goordinatenanfangspunkt.  Nach 
der  Anfangs  angeführten  Hypothese  sind  diese  Linien  auch  zu- 
gleich solche  constanter  Maschinenleistung.  Um  nun  die  für  eine 
Geschwindigkeit  V  bei  gegebener  Tiefe  %  erforderliche  Arbeits- 
leistung JV.-  zu  bestimmen,  verfthrt  der  Herr  Verfasser  folgender- 
massen.  Zunächst  wird  aus  V  und  %  das  zugehörige  X  ermittelt. 
Ist  das  geschehen,  so  verbindet  man  den  betreffenden  Punkt 
des  Diagramms  mit  dem  Goordinatenanfangspunkt  durch  eine 
gerade  Linie.  Der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der  Linie 
T  =  0,  J,  CO  liefert  die  Geschwindigkeit,  welche  das  Schiff  bei 
derselben  Arbeitsleistung  im  unendlich  tiefen  Ocean  annehmen 
würde.  Kennt  man  also  den  Zusammenhang  zwischen  Geschwin- 
digkeit und  Widerstand  bef  unendlicher  Tiefe,  so  kann  man  ihn 
auch  für  beschränkte  Tiefe  ermitteln.  F.  K. 


W.  RiEHN.  Einige  Bemerkungen  über  das  sogenannte 
Gesetz  der  correspondirenden  Geschwindigkeiten  und 
die  Anwendung  des  SchiflFswiderstandes  durch  Modelle. 

Z.  Discli.  Ing.  XXXI. 

Der  Herr  Verfasser  macht  einige  Bedenken  gegen  die  prak- 
tische Anwendung  des  Satzes  geltend: 

Wenn  die  Geschwindigkeiten  zweier  ähnlichen  Körper  sich 
verhalten  wie  die  Quadratwurzeln  aus  ihren  linearen  Dimen- 
sionen, so  verhalten  sich  die  Widerstände  wie  die  Volumina. 

F.  K. 

Rüttmann.  Warum  bewegt  sich  ein  in  einem  Flusse 
frei  zu  Thal  treibendes  Schiff  schneller  als  das  Wasser 
und    um  so   schneller,   je    schwerer    es    beladen    ist? 

Deatsche  Baaztg.  XXI.  243. 
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Elementarer  Versuch,  die  im  Titel  genannte  Frage  zu  beant- 
worten. F.  K. 

N.  JoüKowsKY.     lieber  die  hydrodynamische  Reibangs- 
theorie  gut  geschmierter  starrer  Körper.  Phys.  Ges.  8t  Pet 

XVIII.  209-21Ö.  (RusBiBch.) 

Es  wird  die  Bewegung  einer  Schicht  reibender  FlQssigkeit 
betrachtet,  welche  zwischen  einem  sich  drehenden  Gy linder  und 
einem  an  ihn  mittels  einer  Last  angedrückten,  concentrischeo 
Lager  von  besonderer  Form  eingeschlossen  ist.  Der  Verfasser 
bestimmt  den  hydrodynamischen  Druck  und  die  Reibung  auf  der 
Oberfläche  des  Zapfens.  Ms. 


A.    W.   Gretschaninoff.      Hydrodynamische    Reibungs- 
theorie    gut    geschraierter    Zapfen    in    ihren    Lagern. 

Chark.  Ges.  11-30.  (RaBsisch.) 

Der  Verfasser  nimmt  an,  dass  die  Teilchen  der  FlQssigkeits- 
schicht  sich  in  kreisförmigen  Bahnen  bewegen,  deren  Ebenen 
senkrecht  zu  den  Axen  des  Zapfens  und  des  Lagers  sind,  und 
deren  Mittelpunkte  in  der  Ebene  dieser  Axen  liegen.  Indem  er 
femer  annimmt,  dass  die  hydraulischen  Widerstände  sich  als 
dieselben  Functionen  der  relativen  Geschwindigkeiten  darstellen 
lassen,  durch  welche  die  Tensionen  in  isotrop  elastischen  Kör- 
pern als  Functionen  der  Verröckungen  ausgedrückt  werden,  be- 
stimmt er  den  zur  Oberfläche  des  Zapfens  normalen  hydrodyna- 
mischen Druck  durch  Integration  der  Gleichung: 

wo  r  und  q)  die  Polarcoordinaten  eines  Punktes  sind,  deren  Pol 
sich  im  Centrum  des  Zapfenquerschnitts  befindet.  Indem  ferner 
angenommen  wird,  dass  die  Geschwindigkeiten  der  FlQssigkeits- 
teilchen  auf  den  Oberflächen  des  Zapfens  und  des  Lagers  gleich 
Null  sind,  findet  der  Verfasser,  indem  er  einige  kleine  Grössen 
vernachlässigt,  einen  Ausdruck  für  die  Reibung  gegen  die  Ober- 
fläche  des  Zapfens.  Ms. 
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N.  Pbtroff.  Die  Reibung  in  den  Maschinen.  Einige 
Bemerkungen  betreffs  der  Abhandlungen  von  N.  Jou- 
kuwsky  und  A.  Oretscbaninoff.  Ber.  d.  Te^hn.  loBt.  m 
St.  Pet«rab.  45  S.  (RaMisch.) 

Herr  Petroff,  der  die  hydrodynamiBclie  Reibungstbeorie  gut 
gescbmierter  starrer  Körper  vorgeBchlagen  bat,  uotersueht  die 
Abhandlungen  N.  Joukoweky's  und  A.  GretschaDinoff'a  (s.  die 
Torangebenden  Bericbte)  und  rergleicht  die  Resultate  der  theore- 
tiscben  Untersucbuogen  dieser  Antoren  mit  den  Ergebnissen  des 
ExperinientB.  Ms. 


P.   GRASHOf.     Theoretische  Maschinenlehre.     III.    3. 
Hamborg  u.  Leipiig.  C.  Von. 

Die  dritte  Lieferung  (S.  321—480)  der  „Theorie  der  Kraft- 
masehiDeu"  enthält  als  Abscbluss  der  Behandlung  der  Wasser- 
motoren  die  Untersuchung  der  WaBsersSulenmasohinen,  ferner 
die  Theorie  der  Windmotoren  und  den  Anfang  der  Behandlung 
der  W&rmemotoren ;  nach  dea  einleitenden  Betrachtungen  über 
Wesen  und  Arten  derselben,  Dber  ibreu  absoluten  Effect,  "Nutz- 
effeet  und  Wirkungsgrad  werden  die  Dampfkessel  behandelt. 

Sbt. 


M.  Ebbl.     Zur  Theorie  der  Centrifugalpumpen.   z.  Duch. 

iDg.  XXXI.  456-457. 

Der  Herr  Verfasser  berechnet  zunächst  die  Arbeit,    welche 

beim   Durchgang   des   Wassers   geleistet   wird,    und   untersnübt 

dann,   unter  welchen  Umständen    der   gefundene  Ausdruck   ein 

i  Wiedergabe  der  Rechnung  nicht 

'  uns  bier  mit  einem  Hinweis  auf 

dass  das  Resultat  nach  des  Ver- 
'iderspnich    zu    anderen  Theorien 
F.  K. 
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K.  E.       Ueber    Centrifugalpumpen.     z.  Dtsch.  log.   xxxi. 

1071-1073. 

Im  Aifschluss  an  die  Thatsache,  dass  die  freie  Oberflicbe 
einer  um  eine  Axe  rotirenden,  unter  Einfluss  der  Schwere  stehen- 
den Flüssigkeit  ein  Rotationsparaboloid  ist,  erläutert  der  Herr 
Verfasser  die  Wirksamkeit  der  Centrifugalpumpen.        F.  K. 


J.  Bbnktti.     Teoria   generale  delle  pompe  centrifughe. 

Bologna  Mem.  (4)  VIT.  655-699. 

Technisch.  P.  K. 


R.  R.  Wbrner.     Theorie  der  Drucktnrbinen  mit  freiem 

Strahl.      Z.  Dtsch.  Ing.  XXXI.  997-1004,  1019-1024.  p.  R. 


M.  KoHN.     Graphische  Berechnung  der  Turbinen. 

Z.  Dtsch.  Ing.  XXXI.  647-651.  F.  K. 


Capitel  6. 
Potentialtheorie. 

A.  Harnack,     Die  Grundlagen  der  Theorie  des  logarith- 
mischen   Potentiales    und    der    eindeutigen   Potential- 

function    in    der    Ebene.       Leipzig.  Tenbner.  158  s.' 

Die  Untersuchungen,  welche  der  Verfasser  im  vorigen  Jahre 
Qber  die  Existenz  der  Green'schen  Function  in  der  Ebene  und 
im  Räume  [cf.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  919  f.]  angestellt  hatte,  haben 
ihn  veranlasst,  die  Theorie  des  Potentials  in  der  Ebene  systema- 
tisch zu  bearbeiten.  Dabei  bezweckte  er  vor  allem,  neben  den 
von  ihm  selbst  gefundenen  Resultaten  die  früheren  Arbeiten  von 
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H.  A.  Schwarz,  Ghristoffel  uDd  C.  Neumanti,  die  der  Form  nach 
von  einander  abweichen,  während  sie  dem  Inhalt  nach  völlig 
verwandt  sind,  und  deren  Verständnis  teils  durch  ihre  kurze  Aus- 
drucksweise, teils  durch  das  Hereinziehen  andersartiger  Unter- 
suchungen nicht  leicht  ist,  unter  einheitlichem  Gesichtspunkt  und 
in  einheitlicher  Form  darzustellen.  Diese  Darstellung  bildet  den 
Inhalt  des  vorliegenden  Buches,  welches  von  dem  dermaligen  Stande 
der  Theorie,  soweit  dieselbe  ein^^utige  Functionen  mit  vorge- 
schriebenen Unstetigkeiten  betrifiPt,  in  klarer  und  erschöpfender 
Weise  Rechenschaft  giebt,  sowie  einzelne  Ltlcken  der  Theorie 
ergänzt. 

Das  Bach  zerfällt  in  fünf  Gapitel,  deren  erstes  und  umfang- 
reichstes den  allgemeinen  Sätzen  Ober  das  logarithmische  Poten- 
tial und  die  Potentialfunctionen  gewidmet  ist.  Beide  Begriffe 
sind  dadurch  unterschieden,  dass  daa  Potential  ein  bestimmtes 
Verhalten  im  Unendlichen  besitzt,  die  Potentialfunction  oder,  wie 
sie  auch  genannt  wird,  harmonische  Function  aber  nieht,  während 
im  flbrigen  die  Potentialfunction  die  Eigenschaften  des  Potentials 
besitzt.  Der  Verfasser  beginnt  mit  der  Definition  des  logaritb- 
mischen  Potentials,  bestimmt  dasselbe  für  Kreis,  Kreissector  und 
Rechteck,  stellt  die  partiellen  Differentialgleichungen,  denen  das 
Potential  für  Punkte  ausserhalb  resp.  innerhalb  der  Masse  gentigt, 
auf,  untersucht  dann  die  Eigenschaften  des  Potentials  einer  ein- 
fachen Curvenbelegung  sowie  einer  Doppel belegung,  leitet  die 
Green'schen  Sätze  ab  und  behandelt  die  Niveaulinien  und  Knoten- 
punkte des  Potentials,  extreme  Werte  und  Schwankungen  der 
Potentialfunction,  endlich  unendliche  Reihen  von  Potentialfunc- 
tionen.  Von  Einzelheiten  heben  wir  aus  diesem  Gapitel  folgende 
Sätze  hervor.  „Jede  Potentialfunction  ti,  welche  längs  einer  Ge- 
raden Werte  besitzt,  die  auf  der  Geraden  eine  reguläre  analy- 
tische Function  bilden,  muss  tlber  dieselbe  hinaus  fortsetzbar  sein.^ 
Ferner:  „Ist  die  Dichtigkeit  f{x^y)  einer  Flächenbelegung  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  eine  eindeutige  und  reguläre  Function, 
so  ist  auch  das  logarit^mische  Potential  dieser  Belegung  in  der 
Umgebung  der  betrachteten  Stelle  eindeutig  und  regulär.*'  Ein 
Gleiches  gilt  für  die  zugehörige  Potentialfunction.  —  In  das  erste 

65*     • 
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Gapitel  hat  def  Verfasser  die  Resultate  zweier  seiner  früheren 
Untersuchungen  aufgenommen;  die  eine  derselben  betrifft  das 
Cauchy'sche  Integral  (cf.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  261),  auf  welches 
hier  die  Betrachtung  der  zu  einer  Potentialfunction  conjugirten 
Function  führt,  die  andere  einen  Satz  über  eine  unbegrenzte  Reihe 
von  harmonischen  Functionen,  [of.  F.  d.  H.  XVIII.  1886.  921. 
Nr.  4], 

Im  zweiten  Gapitel  werdep  die  zur  Bestimmung  einer  Poten- 
tialfunction ausreichenden  Bedingungen  erörtert;  insbesondere 
werden  die  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Green'schen  Func- 
tion und  die  Green'sche  Darstellung  einer  harmonischen  Function 
im  rnnem  einer  Curve  mittels  ihrer  Randwerte  abgeleitet;  die 
Green'sche  Function  selbst  wird  für  Kreis  und  Rechteck  bestimmt, 
und  zum  Schluss  folgen  die  allgemeinen  Sätze  zur  Darstellung 
eines  Potentials  für  das  äussere  Gebiet  einer  Gurve. 

Im  dritten  Gapitel  wird  die  G.  Neumann'sche  Methode  zur 
Gonstruction  einer  Potentialfunction  aus  ihren  Randwerten  (Gom- 
binationsmethode)  auseinander  gesetzt.  Durch  diese  Methode 
wird  festgestellt,  dass  für  jedes  geradlinige  oder  aus  Kreisbogen 
zusammengesetzte  Polygon  ohne  einspringende  Ecken  eine  und 
nur  eine  harmonische  Function  existirt,  welche  stetig  nach  gege- 
benen Randwerten  U  convergirt,  falls  U  selbst  eine  stetige  Func- 
tion längs  des  Randes  ist;  und  welche  im  allgemeinen  stetig  nach 
diesen  Randwerten  convergirt,  aber  überall  endlich  bleibt,  wenn 
U  eine  überall  endliche  und  im  allgemeinen  stetige  Function  auf 
dem  Rande  ist,  die  nur  an  einzelnen  Stellen  UnstetigkeitssprOnge 
erleidet.* 

Das  vierte  Gapitel  dehnt  sodann  die  Untersuchungen  zunächst 
auf  beliebige  Polygone,  weiter  auf  beliebig  berandetCi  einfach 
oder  mehrfach  zusammenhängende  Flächen  aus.  Hier  werden 
die  Resultate,  welche  der  Verfasser  in  der  oben  citirten  Arbeit 
aus  dem  Jahre  1886  abgeleitet  hatte,  in  modificirter  Darstellung 
reproducirt.  Es  wird  also  zunächst  die  Existenz  der  Green'schen 
Function  für  beliebige  Flächen  nachgev(iesen  nnd  daraus  die 
Potentialfunction  mittels  eines  Grenzwertes  des  Green'schen  Inte- 
grals definirt,    falls  die  Randwerte  der  Potentialfunction   stetig 
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sind.  Dann  wird  gezeigt,  dass  eine  harmonische  Function  auch 
dann  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  in  einzelnen  Punkten  des  Randes 
das  Verhalten  der  Function  unbestimmt  gelassen,  jedoch  gefordert 
wird,  dass  sie  endlich  bleibt.  Weiter  wird  noch  die  analytische 
Fortsetzung  der  Potentialfunctionen  und  Potentiale,  das  Verhalten 
der  Green'schen  Function,  wenn  ihr  Pol  in  einen  Randpunkt  rOckt, 
schliesslich  die  Construction  von  Functionen  mit  vorgeschriebenen 
UnStetigkeiten  besprochen.  Von  einer  Mitteilung  der  hier  abge- 
leiteten Sätze  müssen  wir,  um  das  Referat  nicht  zu  umfangreich 
zu  gestalten,  absehen. 

Das  Schlusscapitel  endlich  enthält  als  Anwendungen  der  all- 
gemeinen Theorie  Bemerkungen  zur  Theorie  der  conformen-  Ab- 
bildung und  der  Transformation  durch  reciproke  Radien.  Dabei 
macht  der  Verfasser  auf  einige  Ltlcken  aufmerksam,  die  bei  den 
bisherigen  Beweisen  von  gewissen  allgemeinen  Aussagen  vorhanden 
sind.  Dass  z.  B.  bei  der  Abbildung  einer  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche  F  auf  den  Kreis  jedem  Punkte  des  Randes  von 
F  ein  Punkt  der  Kreisperipherie  eindeutig  und  mit  conformer  Um- 
gebung zugeordnet  ist,  wurde  bisher  nur  für  den  Fall  bewiesen,  dass 
die  Randcurve  von  F  aus  Stücken  analytischer  Curven  besteht,  die 
nur  einzelne  singulare  Punkte  enthalte^.  Wn. 


C.  Neumann,      üeber    die   Methode    des    arithmetischen 
Mittels.     Erste  Abhandlung.    Leips.  Abb.  xiii.  707-820. 

In  der  Ebene  sei  eine  geschlossene  Gurve  a  gegeben,  die 
sich  selber  nirgends  durchschneidet,  übrigens  aber  beliebig  viele 
Eckpunkte  besitzen  mag.  Ebenso  wie  bei  einem  Polygon,  ebenso 
kann  man  auch  bei  der  Curve  von  den  Innenwinkeln  sprechen. 
Ist  8  ein  beliebiger  Punkt  der  Gurve  a  und  t,  ihr  Innenwinkel 
beim  Punkte  «,  so  wird  ofifenbar  r«  stets  gleich  n  sein,  ausser  wenn 
s  ein  Eckpunkt  der  Curve  ist    Setzt  man  also 

(o)  T,  =  «(!—*,)» 

so  wird  &,  8te.ji  gleich*0  sein,  ausser  wenn  i  ein  Eckpunkt  ist. 
Es  sei  nun  auf  der  Gurve  a  irgend  eine  Function  f  in  be- 
stimmter Weise  vorgeschrieben,  welche  längs  a  stetig  ist.    Femer 
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bezeichne  p  einen  beliebigen  Punkt  in  eben  derselben  Ebene,  in 
welcher  a  liegt.  Man  zerlege  a  in  unendlich  kleine  Elemente 
da  und  bezeichne  die  scheinbare  Grosse  eines  solchen  Ele- 
mentes da  fOr  einen  in  p  befindlichen  Beobachter  mit  +(da)py 
und  zwar  mit  +(da)p  oder  —(rfa)p,  jenachdem  jener  Beobachter 
die  innere  oder  äussere  Seite  des  Elementes  da  vor  Augen  hat. 
Das  so  ^efinirte  (da)p  multiplicire  man  mit  dem  in  da  vorhan- 
denen Functionswert  f  und  bilde  das  tlber  die  ganze  Curve  a 
sich  ausdehnende  Integral 

(/?)        ff  (da), 

sowie  auch  das  aus  diesem  für  ^  =  1  hervorgehende  einfachere 
Integral 

(y)       /{da\. 

Für  den  speciellen  Fall,  dass  p  unmittelbar  auf  a  liegt,  sollen 
übrigens  unter  den  Ausdrücken  (/J),  (y)  die  Grenzwerte  der 
betreffenden  Integrale  verstanden  werden.  Denkt  man  sich  näm- 
lich, was  diesen  speciellen  Fall  betrifft,  die  Integrale  zunächst 
gebildet  mit  Ausschluss  eines  sehr  kleinen  den  Punkt  p  enthal- 
tenden Gurvenstücks,  so  sollen  unter  den  Ausdrücken  (ß)  und 
(y)  diejenigen  Werte  verstanden  werden,  gegen  welche  diese 
Integrale  convergiren,  sobald  man  das  genannte  Curvenstück  ins 
Unendliche  sich  verkleinern  lässt.  —  Solches  festgesetzt,  über- 
zeugt man  sich  sofort  von  der  Richtigkeit  folgender  drei  Elemen- 
tarsätze: 

I.  —  Es  ist 

/  (da)p  =  0    oder    =  2/r, 

jenachdem  p  ausserhalb  oder  innerhalb  a  sich  befindet.  Liegt 
aber  p  unmittelbar  auf  a,  etwa  in  s,  so  gilt  die  Formel: 

y  (rfa),  =  nt,  =  7i(l  -;^,), 

wo  Tg  und  ^s  die  in  (a)  genannten  Bedeutungen  haben. 

II.  —  Setzt  man  * 

/da  =  2, 
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80  besitzt  das  so  definirte  S  einen  bestimmten  endlichen  Wert. 
Dieser  Wert  heisst  der  Umfang  der  Curve. 

III.     —  Setzt  map 


/  abs.(da)p  =  ßp, 


so  wird  die  so  definirte  positive  Function  ßp  in  der  ganzen  Ebene 
Qberail  endlich  sein,  derart  dass  sie  stets  <  M  bleibt,  wo  M  eine 
angebbare  endliche  Constante  vorstellt. 

Dass  diese  zum  Teil  aus  der  geometrischen  Anschauung  her- 
stammenden Elementarsätze  I,  II,  III  auch  noch  gültig  seien 
für  ganz  nebelhaft  vorschwebende  Curven ,  z.  B.  für  Gurven,  die 
mit  unendlich  vielen  Ecken  behaftet  sind,  —  wird  niemand  be- 
haupten wollen.  Sie  bilden  aber  das  Fundament  der  vorliegenden 
Abhandlung.  Und  der  Verfasser  hebt  besonders  hervor,  dass 
seine  Untersuchungen  Gtlltigkeit  besitzen  für  alle  diejenigen  Cur- 
ven, ftlr  welche  diese  drei  Elementarsätze  gelten.  (Vgl.  die  Be- 
merkung, Seite  738). 

Bezeichnet  man  von  den  beiden  Gebieten,  in  welche  die 
unendliche  Ebene  durch  die  Curve  a  zerlegt  wird,  das  äussere 
mit  91,  und  das  innere  mit  %  so  wird  man  sich  eine  Function 
V  =-  VQd^  y)  vorstellen  können,  die  folgenden  beiden  Bedingungen 
entspricht:  Erstens  soll  V  auf  3,  inclusive  a,  eindeutig  und  stetig 
sein.  Zweitens  sollen  auf  %  exclusive  a,  die  ersten  und  zweiten 
Ableitungen  von  V  nach  x,  y  stetig,  und  ^7  =  0  sein.  Jede 
Function  V,  die  diesen  beiden  Bedingungen  entspricht,  nennt 
der  Verfasser  eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  %  In 
ähnlicher,  aber  etwas  complicirterer  Art  definirt  der  Verfasser  die 
Fundamental functionen  des  Gebietes  91  (Seite  725);  worauf  hier 
nicht  näher  eingegangen  werden  soll. 

Diese  Definitionen  vorangeschickt,  gelangt  nun  der  Verfasser 
nach  mannigfaltigen  Betrachtungen  zu  einem  Satz,  der  gewöhn- 
lich aus  dem  Dirichlet'schen  Princip  hergeleitet  wird,  der 
aber  in  der  vorliegenden  Abhandlung  unter  Vermeidung  dieses 
Princips  in  vollkommen  strenger  Art  bewiesen  wird.  Dieser 
Satz  lautet  folgendermassen  (Seite  792;  tlber  „zweisternig*'  vgl. 
Seite  715): 
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Setzt  man  voraus,  daes  die  gegebene  Corve  o  Oberall  con- 
vex,  nnd  dase  aie  weder  ein  geradliniges  Dreieck  noch  auch  ein 
geradliniges  Viereck  sei,  so  wird  stets  eine  Fundamentalfunctioii  W 
des  Gebietes  3  existiren,  welche  aufo  die  daselbst  Torgeschrie- 
benen  Werte  f  besitzt.  Auch  wird  nur  eine  solcbe  FuDction  V 
existiren.  —  Zugleich  zeigt  der  Verfasser,  dass  man  diese  Func- 
tion V  wirklich  zu  construiren  im  Stande  ist,  und  giebt  hierzu 
folgende  Vorschrift: 

Von  den  Torgeschriebenen  Werten  f  ausgehend,  bilde  man 
den  Ansdruek  /  f(da),  für  irgend  einen  auf  a  gelegenen  Punkt 
t  und  de&nire  sodann  eine  neue  Function  f  mittels  der  Formel: 

wo  9,  die  in  (a)  angegebene  Bedeutung  haben  soll.  Ueberdies 
sollen  f,  und  f,  die  Werte  der  Functionen  f  und  f  im  Punkte  x 
Torstellen.  Sodsnn  constrmre  man  weitere  Fanctionen  f'\  /"", 
etc.  etc.,  und  zwar  derart,  dass  in  der  ganzen  Reihe 

r,f\r,f"' /'-',•■■ 

jedwede  Function  aus  der  Torhergeheoden  genau  in  derselben 
Weise  entsteht,  wie  f  aus  f.  Diese  FunctioDoureihe  hat,  wie 
der  Verfasser  zeigt,  die  Eigenschaft,  dass  lim,^„/(*)  eine  Func- 
tion repräsentirt,  die  Ifings  der  ganzen  Gurre  a  Oberall  einen  und 
denselben  Wert  bat;  so  dass  man  also  schreiben  kann 

lim,=«f'-'  =  C, 
wo  C  eine  Conetante  TOrstetIt. 


Gapitel  5.    Poteotialtheorie.  1033 

function  des  Gebiete»  '^  sein,  welche  auf  a  identiseh  ist  mit  der 
daselbst  yorgesebriebenen  Function  f. 

Zur  Vereinfachung  der  Ausdrucksweise  erscheint  es  ange- 
messen, eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  %  welche  am 
Rande  von  %  d.  i.  auf  a,  mit  einer  daselbst  vorgeschriebenen 
Function  f  identisch  ist,  kurzweg  als  die  dieser  Function  f  ent- 
sprechende Fundamentalfunction  zu  bezeichnen.  Alsdann  kann 
das  Theorem,  zu  welchem  der  Verfasser,  nach  Aufstellung  einiger 
HQlfssätze  Ober  die  Kreislinie,  am  Schiusa  seiner  Abhandlung 
(Seite  818)  gelangt,  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 

Die  geschlossene  Gurve  a  sei  nach  wie  vor  derart,  dass 
fQr  sie  die  Elementarsätze  I,  II,  III  gelten,  sonst  aber  ganz  be- 
liebig gegeben,  so  dass  sie  also  z.  B.  teils  convex,  teils  concav 
sein  darf.  Ferner  sei  auf  a  eine  daselbst  stetige  Function  f 
vorgeschrieben.  Ueberdies  sei  (durch  irgend  welche  Methode, 
vielleicht  auch  durch  Zufall)  eine  mit  einem  variablen  Parameter 
q  behaftete  Function  fC^)  gefunden,  die  ebenfalls  und  zwar  für 
jedwedes  q  auf  a  stetig  ist,  und  die  fflr  q  =  oo  auf  der  ganzen 
Gurve  gleichmässig  gegen  f  convergirt.  Gelingt  es  alsdann,  die 
dieser  Function  /*(?)  entsprechende  Fundamentalfunction  ?(«>  des 
Gebietes  3  zu  construiren,  so  wird  hiedurch  zugleich  auch  die 
Existenz  einer  der  Function  f  entsprechenden  Fundamentalfunc- 
tion V  des  Gebietes  3  ausser  Zweifel  gesetzt  sein.  Und  zwar 
wird  'F  nichts  anderes  sein,  als  der  Convergenzwert  von  V^^^ 
für  g  =  oo.  Auch  wird  dieser  Uebergang  von  'F^«>  in  'F  fllr 
q  =z  oo  auf  der  ganzen  Fläche  3  (inclusive  a)  von  gleichmässiger 
Convergenz  sein. 

Wir  haben  hier  immer  nur  das  Gebiet  ^  betrachtet  Ana- 
loge Resultate  aber  enthält  die  vorliegende  Abhandlung  auch 
f&r  das  ausserhalb  a  liegende  und  ringsum  sich  ins  Unendliche 
erstreckende  Gebiet  91. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  die  Untersuchungen  des  Ver- 
fassers nicht  nur  auf  eine  geschlossene  Gurve  in  der  Ebene, 
sondern  Schritt  fQr  Schritt  in  paralleler  Weise  auch  auf  eine  im 
Raum  gegebene  geschlossene  Fläche  sich  erstrecken.  N. 
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E.  Sarrau.     Sui   Uli  th^or^me  de  la  th^orie  de  Tattrac- 

tion.       Nouv.  Ann.  (3)  VI.  469-485. 

Der  hier  mitgeteilte  Beweis  der  Poisson'schen  Formel 

JFW  =  —4nk 
stimmt  in  allen  wesentlichen  Punkten  mit  dem  von  Gaass  in  den 
„Allgemeinen  Lehrsätzen^  gegebenen  fiberein.  Die  Darstellung 
ist  nur  insofern  modificirt,  als  die  benutzten  HOlfssätze  zuerst 
ohne  Beziehung  auf  das  vorgelegte  Problem  entwickelt  werden, 
wodurch  sich  der  eigentliche  Beweis  ziemlich  kurz  gestaltet 

Wn. 

J.  Weingarten.       Zur    Theorie    des    Frächenpotentiais. 

Acta  Math.  X.  303-309. 

Es  werden  zuerst  die  Unstetigkeiten  der  zweiten  Differen- 
tialquotienten des  Potentials  einer  in  einem  endlichen  Raum 
stetig  verteilten  Hasse  auf  einem  sehr  einfachen  Wege  berge- 
leitet  Ist  k  die  Dichtigkeit,  V  das  Potential  jener  Masse,  und 
zwar  F<«>  für  einen  äusseren,  F('>  für  einen  inneren  Punkt,  sind 
ferner  x^J  o?,,  x^  die  Coordinaten,  so  ist  für  jeden  Punkt  der 
Grenzfläche 

Weadet  man  diese  Gleichung  auf  zwei  unendlich  nahe  Punkte 
der  Grenzfläche  an,  so  erkennt  man,  dass  der  Ausdruck 

„.         /     d*V    V")      /d*r\('-)  ..  1    9   «N 

^^)         Cöilöi7>)    -C-öiläSr)  (A,/.  =  l,  2,  3) 

proportional  ist  dem  Cosinus  des  Winkels  cr^,  welchen  die  in 
dem  betrachteten  Punkte  nach  aussen  errichtete  Normale  mit  der 
Axe  Xfji  bildet  Andererseits  ist  derselbe  Ausdruck  proportional 
cosoa,  woraus  folgt,  dass  der  Ausdruck  (1) 

=  ^jCOScta  coscr^ 
ist,  wobei  ^j  einen  von  der  Wahl  der  Indices  A,  /i  unabhängigen 
Wert   darstellt     q^    aber   lässt   sich   mit  Hülfe   der   bekannten 
Gleichung 
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bestimmen,  und  dadurch  folgt  ftlr  den  Ausdruck  (1)  der  Wert 
(2)  iak  coBai  cosa^. 
Aus  diesem  Resultat  ergeben  sich  leicht  die  UnstetigkeiteD  der 
ersten  Ableitungen  des  FlftchenpotentiaU.  Ist  J  das  Potential 
der  mit  der  Dichtigkeit  h  (die  als  eine  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Function  des  Ortes  angenommen  wird)  belegten  Fläche  S: 

80  ergänze  man  S  durch  Hinzufltgung  eines  neuen  Flftcbenstttcks 
2*  zu  einer  geBcfalosBcuen  Fläche  S.  Innerhalb  des  von  S  um- 
schloBsenen  Baumes  verteile  man  eine  Masse  mit  der  stetigen 
Dichtigkeit  k,  wobei  man  k  innerhalb  S  beliebig  wählen  kann, 
wenn  nur  der  Bedingung  genttgt  wird,  dass  in  allen  Funkten 
der  inneren  Seite  von  2 

cos  er, 
ist.     o,  ist  hier  der  Winkel,  welchen  die  äussere  Normale  von 
S  mit  der  Ase  x,  bildet.     Ist  nun  V  das  Potential   der  im  In- 
nere von  S  verteilten  Masse,   ao   wird   nach    einem   bekannten 
Satze 

®     -^  =-■'-''+»'• 

falls  J'  ein  Über  die  Fläche  S"  zu  erstreckendes  Integral  von 
derselben  Form  wie  J,  W  ein  Kftrperpotential  für  die  Dichtigkeit 

"5 —  darstellt,  unter  »;,  die  erste  Coordinate  eines  Punktes  inner- 
halb ä^  verstanden.  Da  beim  Durchgang  des  angezogenen  Punk- 
tes durch  1  die  ersten  Ableitungen  von  J'  und  W  sich  continuir- 

link     anilam      an    fnli*!    <i>.a    fV\. 

f  dJ  ^c>    /_5J_nW( 
\dxi)      \dx^J  t 

4nfcco8a,coso;i  =  4nAcosai; 
ittelbar  die  discontinuirlicbe 
?.  Die  Ableitung  ist  wegen 
er  GQIfemittel  bemerkenswert. 
Wn. 
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G.  MoRRRA.  ßulle  derivate  seconde  della  funzione  Poten- 
ziale di  spazio.  Lomb.  Ist.  Read.  (2)  XX.  302-310,  Naovo  Gi- 
mento  XXII.  240-249. 

G.  MoRKRA.  Intorno  alle  derivate  normali  della  funzione 
Potenziale  di  euperficie.     Lomb.  ut  Reod.  (2)  xx.  543-548. 

In  der  ersten  Arbeit  untersucht  der  Verfasser,  unter  welchen 
Bedingungen  die  Integrale,  welche  die  zweiten  Ableitungen  des 
Potentials  einer  räumlich  ausgedehnten  Masse  darstellen,  f&r  Punkte 
der  Masse  einen  bestimmten  Sinn  haben,  also  unabhängig  sind 
von  der  Art  und  Weise,  in  welcher  der  Uebergang  von  einem 
Integratioüsgebiet,  das  die  Umgebung  des  betrachteten  Punktes 
nicht  enthält,  zu  dem  eigentlichen  Integrationsgebiet  bewerkstelligt 
wird.  Es  ist  dazu  erforderlich,  dass,  wenn  k  die  veränderliche 
Dichtigkeit,  ko  die  Dichtigkeit  in  dem  betrachteten  Punkte  (dem 
Pol)  ist,  das  Integral 


/ 


*-*<,i 


dr 
r 

u 

für  jeden  von  dem  Pol  ausgehenden  Badius  r  einen  bestimmten, 
endlichen  Wert  hat. 

Dies  einfache  Kriterium  fttr  die  fbcistenz  der  zweiten  Ablei- 
tungen von  Körperpotentialen,  das  die  Differentiirbarkeit  von  k 
nicht  voraussetzt,  wird  folgendermassen  abgeleitet.  Sind  x,  y,  s 
die  Coordinaten  des  Pols,  a,  fr,  c  die  Coordinaten  eines  beliebi- 
gen Massenpunktes,  dS  ein  Volumenelement,  so  ist 

öi  öi  öi 

Das  erste  Integral  rechts  lässt  sich  in  ein  Oberflächenintegral 
verwandeln,  so  dass,  wenn  da  ein  Element  der  Oberfläche  von 
S  ist, 

a  S 

wird.    KuQ  lässt  sich  durch  strenge  Grenzbetrachtungen  zeigen, 
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dass 

^^  S  8 

wird;  uod  das  rechts  stehende  Integral  hat,  ebenso  wie  die  in 
der  eben  erwähnten  Grenzbetraehtung  vorkommenden,  bei  Erfül- 
lung des  obigen  Kriteriums  einen  bestimmten  Sinn.  Der  ent- 
sprechende Grenzübergang  fflr  das  Oberfläcbenintegral  hat,  wenn 
der  Pol  nicht  auf  der  Oberfläche  liegt,  keine  Schwierigkeit. 
Somit  ergiebt  sich: 


d 

dx 


J=-*-/^l^'''^+/(*-*-)^ ''^' 


8 

woraus 

1 


^.y^-Kf^äa=-^nk 


a 


folgt. 

In  der  zweiten  Abhandlung  handelt  es  sich  darum,  die  dis- 
continuirliche  Aenderung  des  Flächenpotentials  beim  Durchgang 
durch  die  Fläche  abzuleiten,  ohne  die  Differentiirbarkeit  der  Dich- 
tigkeit vorauszusetzen.  Zu  dem  Zwecke  wird  zuerst  das  Poten- 
tial einer  mit  Masse  von  der  constanten  Dichtigkeit  $  belegten 
Fläche  betrachtet.  Ist  n  eine  beliebige  Normale,  ito  die  Normale 
im  Punkte  Po  der  Fläche,  nl,  die  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  gerichtete  Normale  in  P»;  sind  ferner  P  und  P'  zwei  Punkte 
auf  fio  resp.  nl,  so  wird  für  den  Punkt  P: 


al  /öl     d~\  d- 

~~  J    drio  J     \öwo        dn  /  J    dn 


(1)      ^=f-k^'=f\-sirA^)^''-f^^''- 

Von  dem  ersten  Integrale  lässt  sich  zeigen,  dass  es  einen  end- 
lichen und  bestimmten  Wert  behält,  wenn  P  in  Po  fällt,  falls  nur 
alle  Normalschnitte  der  Fläche  in  Po  eine  endliche  Krümmung 
besitzen;  und  zwar  ist  dieser  Grenzwert 

""  •/  rl  ' 
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1    r-^^ 


—n 


Darin  ist  V(ß)  der  gegebene  Potentialwert  an  der  Peripherie 
des  Kreises  mit  dem  Radius  A,  Y^'(ß)  seine  zweite  Ableitung 
nach  6,  Aus  der  letzten  Gleichung  und  der  analogen  für  das 
Potential  F«  eines  äusseren  Punktes  erhält  man  unter  Benutzung 
der  bekannten  Relation 

für  die  Dichtigkeit  d  der  Kreisbelegung  das  Resultat: 
im  =  -^J      K"(ö)log(28in-^^)dÖ 


—n 


1        r^^ 


—TT 


4n^R  logÄ 

Dies  Resultat  fOhrt  den  Verfasser  weiter  dazu,  unter  gewissen 
Bedingungen  eine  willkOrlich  gegebene  periodische  Function 
durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen.  Ist  nämlich  die 
Dichtigkeit  d{0)  gegeben^  so  kann  man  daraus  den  Wert  von 
'V(d)  berechnen;  setzt  man  diesen  in  die  letzte  Gleichung  ein, 
80  ergiebt  sich: 

«J(ö')  =  -  -^/^"dd\og(2  sin  ^) 


— n 


X-&  [/'^V)«og(28in  ^)da]  +  -^/"  S(a)da. 


—n 


Doch  gilt  diese  Gleichung  nur,  falls  d{d)  eine  continuirliche 
Function  ist,  deren  erste  und  zweite  Ableitung  existiren  und  inte- 

grabel  sind.  Entwickelt  man  log  ^2  sin  — ^ — J  resp.logr2sin — ^  ) 

in  eine  Fourier'sche  Reihe,  so  folgt  auch  die  Ent Wickelung  von 
d(0')  in  eine  solche  Reihe.  Umgekehrt  kann  daher  das  Integral 
auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  als  eine  Summations- 
formel  jener  Fourier'schen  Reihe  angesehen  werden.  Wn. 
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G.  Giuliani.     Sulla   funzione  potenziale  della  sfera    in 

uno  spazio  dl  n  dimeusioni.     Nuovo  Cimento  (3)  XXT.  260-262. 

Die  PotentialfunctioD  einer  n-dimensioDalen  Kugel  S«,  vom 
Radius  R  in  einem  Punkte  (x[^  ...,  x'n)  wurde  von  Hrn.  Tonelli 
(Annali  di  Mat  (2)  X.  291-321;  F.  d.  M.  XIV.  1882.  797)  ver- 
mittelst einer  Function  tp  ausgedruckt,  welche  innerhalb  S^  der 
Laplace' sehen  Gleichung,  auf  der  Begrenzung  der  Gleichung: 

dtp    _  _  _dV^      n-2 

dp    "^         dp   '^   Ä"-' 
genügt,  wo: 


2 


(^'-2^^'cosy  +  e") 

ist.     Der  Verfassser  erhält  den  Ausdruck  der  Function  xp  unter 
der  folgenden  Form: 

wo  die  Xy(cos  y)  Kugelfunctionen  der  (n— l)*«»  Ordnung  bezeichnen. 

Vi. 

P.  G.  Lbjeunb  Dirichlbt.  Vorlesungen  über ,  diQ  im 
umgekehrten  Verhältnis  des  Quadrats  der  Entfernung 
wirkenden    Kräfte.      Herausgegeben    von    F.    Grubb. 

2*®   Aufl.     Leipzig.  Teubner.  VIII  u.  184  8.  8». 


R.  Claus,  üeber  den  allgemeinsten  Ausdruck  innerer 
Potentialkräfte,  deren  Potential  von  der  Zeit,  den 
Coordinaten,  den  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gungen  abhängt.      Dias   Halle.  21  S.  4«. 


U.  BiGLBR.      Poteritial   eines   homogenen  rechtwinkligen 

Polyeders.     Bern.  Mitt.  Nr.  1184.  127-142. 

Der  Verfasser  behandelt  den  Gegenstand  ungefähr  von  dem 
Gesichtspunkte  aus  wie  Hr.  Röthig  im  J.  für  Math.  LVIII.  249-258. 

Forttchr.  d.  Math.  ZIX.   3.  66 
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Am  Anfange  schreibt  der  Verfasser:  „Aus  der  Literatur  Ober 
diesen  Gegenstand  ist  mir  nur  ein  Aufsatz  des  Hrn.  Röthig  aus 
dem  Jahre  1860  bekannt."  Es  hat  danach  den  Anschein,  dass 
Hr.  Bigler  die  beiden  Aufsätze  nicht  kennen  gelernt  hat:  Hehler, 
„lieber  die  Anziehung  eines  homogenen  Polyeders''  (J.  fttr  Math. 
LXVI.  375-381)  und  Mertens,  „Bestimmung  des  Potentials  eines 
homogenen  Polyeders**     (J.  für  Math.  LXIX.  286-288).       Lp. 


J.  J.  SoMOPF.  Ueber  die  Anziehung  eines  Punktes  nach 
dem  Newtoii'schen  Gesetze  durch  ein  homogenes  Poly- 
eder.     Mosk.  Math.  Samml.  XHI.  129-166.    (Rnssiscb.) 


A.    M.  LiAPüNOFF.      üeber    den    Körper    von    grösjsteu) 
Potential  der  Anziehungskraft    Chark.  Ges.  ll.  63-73.  (1886.) 


A.  Vaschy.     Sur  la  nöcessit^  de  la  loi  d'attraction  de 

la  raatifere.     Almeida  J.  (2)  V.  165-172.  (1886.) 

Ein  Beitrag  zur  Aetherstosstheorie.  Die  gewöhnliche  Beweis- 
führung zur  Ableitung  der  Beschleunigung  als  umgekehrt  propor- 
tional mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  wird  als  ungenau  be- 
mängelt: ^Wenn  eine  gewisse  Anzahl  von  Aether- Atomen,  welche 
sonst  M  treffen  würden,  daran  durch  die  Begegnung  mit  Jf'  ver- 
hindert wird,  80  werden  dafür  andere,  welche  nicht  nach  M 
gelangt  wSren,  durch  ihr  Abprallen  von  Jf'  dorthin  gesandt,  und 
nichts  beweist,  dass  zwischen  diesen  beiden  Wirkungen,  von  denen 
die  eine  M  nach  M^  hin,  die  andere  M  von  M'  weg  drängt^  kein 
Ausgleich  stattfinden  kann^.  Der  Verf.  unternimmt  einen  Beweis 
auf  Grund  folgender  Annahmen:  1.  „Es  ist  kein  Grund  vorhan- 
den, für  ein  Atom  einen  Zustand  der  Wärme  oder  irgend  einer 
potentiellen  Energie  zu  betrachten;  seiue  einzige  Energie  wird 
durch  seine  halbe  lebendige  Kraft  der  Translation  dargestellt; 
hieraus  folgt,  dass  der  Stoss  der  beiden  Atome  die  Summe  ihrer 
lebendigen   Kräfte   nicht   ändern    darf.     2.  Die  Massen  m  (der 


Capitel  5.     Potentialtbeorie  1043 

Aetbermolectlle)  sind  gleich  und  tauschen  daher  nur  ihre  gegen- 
seitigen Geschwindigkeiten  bei  einer  Begegnung  aus;  alles  trägt 
sich  bei  dieser  Annahme  so  zu,  wie  wenn  sie  sieh  nie  begegneten^. 
Mit  HOlfe  dieser  Annahmen  gelingt  der  gewünschte  Nachweis. 
Pas  Gesetz  vom  Producte  der  Massen  dagegen  scheint  dem  Ver- ' 
fasser  schwer  beweisbar  ohne  die  Einführung  einer  Hypothese 
über  den  Massenbegriff.  Dieser  Teil  des  .^ew tonischen  Gesetzes 
ist  ja  eben  derjenige,  der  allen  Erklärungsversuchen  den  zähesten 
Widerstand  entgegenstellt  und  zu  dessen  Erläuterung  jeder  Er- 
klärer sonst  zu  neuen  verwickelten  Annahmen  zu  greifen  pflegt. 

Lp. 

P.  Volkmann,     üeber  Fern-  und  Druckwirkungen. 

Sobr.  4.  Eönigsb.  Ges.  XXYfl.  95-103.  (188(>.) 

Eine  gedrängte  Uebersicht  über  die  historische  Entwickelung 
der  wissenschaftlichen  Anschauungen  von  Newton  bis  Faraday 
und  Maxwell.  „Man  wird  nicht  mehr  erwarten  dürfen,  als  die 
Gesichtspunkte  angedeutet  zu  finden,  nach  denen  die  Forschung 
in  dieser  Richtung  sich  bisher  entwickelt  hat  und  vielleicht  noch 
entwickeln  wird."  Lp. 

E  Lampb.  Bemerkungen  über  die  Abhandlung  des  Hrn. 
J.  W.  Haussier:  ^Die  Schwere  analytisch  dargestellt, 
als    ein    mechanisches    Princip    rotirender    Körper*. 

Exner  Rep.  XXIII.  571.574. 

J.  W.  HAusslbr.  Erwiderung  auf  die  Bemerkungen  des 
Herrn  E.  Lampe  zu  meiner  Abhandlung:  ,,Die  Schwere 
analytisch  dargestellt  als  ein  mechanisches  Princip 
rotirender  Körper*^.     Exnor  Rep.  xxiv.  60^62  (1888). 

E.  Lampb.      Replik    auf   die    ^ Erwiderung^  •  des   Herrn 

J.    W.    Haussier.      Einer  Rep.  XXIV.  324  327  (1888). 

In  Bezug  auf  den  Gegenstand  der  Polemik  vergleiche  man 
den  Bericht  über  die  erste  Arbeit  des  Hrn.  Haussier  F.  d.  M. 
XVin.  1886.  930.  Lp. 


G6 
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E.  Lampe.     Ueber  eine  Aufgabe  aus  der  Mechanik. 

Berl.  phys.  Ges.  Verb.  VI.  61-62. 

Wird  unter  der  geographischen  Breite  q>  ein  Kilograramstflck 
1  Meter  hoch  gegen  die  Richtung  der  Schwere  gehoben  und  hier 
festgehalten,  so  wird  (unter  gewissen  Voraussetzungen  Ober  die 
Constitution  der  Erde)  die  Rotationsgeschwindigkeit  to  der  Erde 
um  den  Betrag  64.  lO"'*  cos V .  cn  verringert.  Lp. 


J.  Frasbr.     The  mystery  of  gravity.    London.  3i  S.  8». 


L.  BiRKENMAJBR.      Neue  Theorie    der   Gestalt    und    der 

Gravitation    der  Erde.       Krak  Ber.   XIV   und    Krak.   Denkschr. 
Xin.  (Polnisch)  1887. 


O.  FisHER.  On  the  Variation  of  gravity  at  certain  sta- 
tions  of  the  Indian  arc  of  the  meridian  in  relation  to 
their  bearing  upon  the  Constitution  of  the  Earth's  crust. 

Phil.  Mag.  (5)  XXII. 

Anzeige  durch  Hergesell  in  Petermann's  Mitt  XXXIV.  31-32. 

Lp. 


Elfter  Abschnitt 

Mathematische  Physik. 

Capitel  L 
Molecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

A.    Molecularphysik. 

J.  J.  Thomson.      On    seine    applications    of  dynamical 
principles   to   physical  phenoinena.      Lond.    Pbii    Trao«. 

CLXXVIII(A).  471526. 

Der  Verfasser  meint,  infolge  der  von  ihm  näher  ausgefOhrten 
Gründe,  es  dOrfte  interessant  sein,  durch  die  Anwendung  rein 
mechanischer  Principien  manche  Resultate  abzuleiten,  welche  ge- 
wöhnlich mit  Hülfe  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Wftrmetheorie 
erhalten  werden,  nicht  minder  auch  einige  andere^  die  früher 
überhaupt  nicht  erschlossen  waren.  Dies  beabsichtigt  er  in  der 
gegenwärtigen  Abhandlung  zu  thun,  gerade  wie  in  einer  vordem 
unter  gleichem  Titel  veröffentlichten  (Lond.  Phil.  Trans.  GLXXVI. 
307-342,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  942).  In  dieser  ersten  Veröffent- 
lichung betrachtete  er  die  Beziehung  zwischen  Wärme-,  elastischen 
und  magnetischen  Erseheinungeo,  berücksichtigte  aber  nicht  Er- 
scheinungen, bei  denen  chemische  und  quasi-chemische  Processe 
beteiligt  waren,  wie  Dissooiation,  Verdampfung,  Auflösung,  che- 
mische Verbindung,  oder  alle  Wirkungen,  die  nicht  umkehrbar 
sind,  wie  die  von  dem  elektrischen  Widerstand  der  Metalle  und 
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Elektrolyten  herröhrenden.  In  der  gegenwärtigen  Arbeit  versacht 
er  die  Anwendung  derselben  Principien  oder  ähnlicher  sowohl 
auf  die  oben  erwähnten  Erscheinungen  als  auch  auf  einige  zu- 
sätzliche Phänomene  von  der  in  der  ersten  Abhandlung  erörter- 
ten Art.  Cly.  (Lp.) 

LovE.     On  recent  English  researches  in  vortex  motion. 

EleiD  Aon.  XXX.  326-344. 

Eine  Inhaltsangabe  dieser  vorwiegend  referirenden  Abhand- 
lung ist  um  so  wehfger  erforderlich,  als  Ober  die  besprochenen 
Abhandlungen  iielbst  ^p. geeigneter, Stelle  berichtet  ist.    F.  K. 


A.  Seydler.  Untersuchungen  tfber  verschiedene  mög- 
liche Formep  des  Kraftgesetzes  zwischen  Massen- 
teilchen.    Prag.  Abh.  7,  I.  1-50. 

Die  Abhandlung  enthält  eine  matbemattjsche  Ausführung  der 
Fechner'schen  Idee  eines  allgemeinen  Kraftgesetzes.  Es  sollte 
danach  ib  einem  System  von  Massenteilchen  nicht  nur  binäre 
Kräfte  geben,  welche  von  der  Entfernung  je  zweier  Teilchen  ab- 
hängen, sondern  auch  ternäre,  quatemäre  etc.,  d.  h.  solche  Kräfte, 
welche  durch  die  gegenseitige  Lage  von  je  3,  4  etc.  Massen- 
teilchen bestimndt  wären,  schliesslich  neben  all  den  niedrigeren 
eine  höchste  Kraftwirkung  stattfinden  zwischen  sämtlichen  Teil- 
chen, welche  von  der  Configuration  des  ganzen  Systems  abhängig 
wäre.  Der  Verfasser  findet,  dass  es  unendlich  viele  Kraftgesetze 
geben  kann,  bei  welchen  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  sowie  den  Schwerpunkts-  und  FiächensätzcQ 
ebenso  gut  geüttgt  wird  wie  bei  der  gewöhnlichen  Annahme, 
dass  immer  nur  je  zwei  Massenteilchen  in  der  Richtung  ihrer 
Verbindungslinie  mit  einer  von  ihrer  Entfernung  abhängigen 
Intensität  auf  einander  wirken.  Er  wendet  sich  damit  insbe- 
sondert  gegen  de  Saint-Venant,  der  in  seiner  Uebersetzung  von 
Glebsch'S  Theorie  der  Elasticität  geschlossen  hatte,  dass  eine 
solchie  allgemeinere  Annahme  mit  dem  Gesetz  von  deV  Erhaltung 
der  Efaergie  in  Widerspruch  geraten  würde. 
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Wird  nun  weiter  die  Forderang  gestellt,  dass  die  Kraft- 
fuDCtion  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Massenteilchen  und  ihre 
Entfernungen  symmetrisch  sei,  so  gelangt  man  zu  einem  schon 
specialisirten  Gesetze,  das  aber  noch  viel  allgemeiner  ist  als  das 
in  der  Physik  bisher  allein  angenommene  und  für  die  Gravitation 
auch  bewährte,  und  dieses  letztere  ist  als  ein  ganz  specieller 
Fall  in  jenem  enthalten.  Neben  diesem  enthält  das  allgemeine 
Gesetz  die  besonderen  Wirkungsgesetze  fQr  ternäre,  quater* 
näre,  ...  Gruppen,  worin  die  Wechselwirkungen  zwischen  drei, 
vier,  . .  •  Massenteilchen  nach  dem  gemeinsamen  Schwerpunkte  ge- 
richtet und  für  jeden  Funkt  von  dessen  Masse,  seiner  Entfernung 
vom  Schwerpunkte  und  -einer  ffir  alle  Punkte  gleichwertigen 
Function  ihrer  Configuration  abhängig  sind.  Fechner's  specielle 
Annahme  über  die  Form  des  Gesetzes,  wonach  z.  B.  in  einem 
ternären  Systeme  die  jeden  Punkt  nach  dem  Schwerpunkte 
treibende  Kraft  seiner  Masse  direct  und  dem  Quadrate  des  Pro* 
ductes  aus  den  Abständen  der  drei  Punkte  umgekehrt  propor- 
tional wäre,  wtirde  mit  den  allgemeinen  Sätzen  der  Mechanik 
nicht  im  Einklänge  stehen;  im  wesentlichen  aber  ergiebt  sich 
eine  Bestätigung  der  Fechner'schen  Hypothese. 

Im  zweiten  Teile  seiner  Arbeit  sucht  der  Verfasser  mittels 
der  vorher  entwickelten  Lehre  einen  dunklen  Punkt  der  Elasti- 
citätstheorie  aufzuklären.  Die  (namentlich  von  französischen 
Mathematikern  ausgebildete)  Theorie,  deren  Grundlage  die  An- 
nahme binärer  Molecularkräfte  ist,  ergiebt  fQr  homogene,  iso- 
trope Stoffe  einen  einzigen  Elasticitätscoefficienten,  während  die 
Erfahrung  auf  die  Existenz  von  zwei  solchen  Coefficieoten  hin- 
weist. Es  zeigt  sich  nun,  dass  die  Annahme  höherer  Kräfte 
neben  den  binären  auf  zwei  von  einander  unabhängige  Coeffi- 
cienten  führt.  Während  also  in  grösseren  Entfernungen  aus- 
schliesslich binäre  Kräfte  zur  Geltung  kommen  müssen,  wie  die 
Thatsachen  der  Astronomie  beweisen,  liefert  für  die  Molecular- 
Wirkungen  die  auf  jene  gegründete  Theorie  nur  annähernde  Re- 
sultate und  bedarf  einer  durch  die*  Existenz  höherer  Kräfte  be- 
dingten Modification. 

Im  zweiten  Teile  der  Arbeit  wird  auch  die  Frage  des  Vcr- 
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hältnisses  der  Massen-  oder  Punktkräfte  zu  den  Fläcbenkrftften 
berührt,  und  ein  Weg  angedeutet,  auf  dem  man  bei  der  Annahme 
von  Punktkräften  zur  Einführung  von  Spanoangen  gelangt.  Da 
man  mit  jeder  der  beiden  Rraftarten  allein  auskommen  kann, 
so  scheinen  dem  Verfasser  der  Atomismus  und  Dynamismns 
gleichberechtigt  zu  sein,  indessen  dürfte  auch  vom  Standpunkte 
der  Mechanik  aus  der  Atomismus  als  die  günstigere  Annahme 
erscheinen.  Sbt. 


W.  SüTHERLAND.      The    law  of  attraction    amongst   the 
raolecules  of  a  gas.    Phil.  Mag.  (5)  XXII.  81-95. 

W.  SuTHBRLAND.  On  the  law  of  molecular  force.    Phil  Mag. 

.  (5)  XXIV.  118-134,  168-187. 

*  Indem  der  Verf.  sich  auf  die  von  Joule  und  Thomson  aus- 
geführten Versuche  stützt,  die  in  ihren  Abhandlungen  über  die 
„Thermal  effects  of  flulds  in  motion^  beschrieben  sind,  versucht 
er  in  dem  ersten  Artikel  zu  beweisen,  dass  die  Molekeln  eines 
Gases  sich  mit  einer  der  vierten  t^otenz  der  Entfernung  umge- 
kehrt proportionalen  Kraft  anziehen.  Der  Zweck  der  beiden 
anderen  Artikel  ist  der  Nachweis,  dass  dasselbe  Gesetz  für  die 
Materie  im  flüssigen  Zustande  gilt,  kurzum,  dass  dies  das  eine 
Grundgesetz  der  Einwirkung  von  Molekel  auf  Molekel  in  mole- 
cularem  Abstände  ist.  Gbs.  (Lp.) 


O.  PiLLiNG.     LTeber  die  Grösse  der  Molectile  in  Flüssig- 
keiten.     Prog.  Realgymo.  Erfurt. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  das  Volumen  der 
Molecüle  einer  Flüssigkeit  aus  der  Temperatür  des  Siedepunktes 
und  dem  dabei  beobachteten  specifischen  Volumen  abzuleiten. 
Die  Untersuchung  kommt  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  nicht 
zum  Abschluss  und  soll  im  nächstjährigen  Programm  fortgesetzt 
werden.  Deswegen  mögen  nähere  Mitteilungen  über  die  Methode 
und  Resultate  des  Verfassers  dem  nächsten  Jahrgange  vorbe- 
halten bleiben.  Sbt. 
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m 

M.  Brillouin.  Essai  sur  les  lois  d'^lasticit^  d'un  milieu 
cäpable  de  transmettre  des  actiöns  en  raison  inverse 
du  carr^  de  la  distance.   Add.  de  TEc.  Norm.  (3)  IV.  201-240. 

Nach  eingehenden  Bemerkungen  Aber  die  MaxweU'sche 
Theorie  des  Magnetismus  stellt  sich  der  Herr  Verfasser  die 
Aufgabe,  den  Zusammenhang  zwischen  den  Druckkräften  und 
den  Deformationen  eines  Mediums  zu  finden,  bei  welchem  es 
möglich  ist,  dass  die  Druckkräfte  und  die  Deformationsarbeit 
sich  durch  3  Grössen  o,  /?,  y  in  folgender  Weise  darstellen 
lassen : 

iV,  =  ^(2a'-ip')  +  iV;,  iV,  =  ^(2/?'~qp')+iV;, 

(N'i^  Ti  und  £'  sind  constant). 
Es  wird  zunächst  gezeigt,  dass  ein  gewöhnliches  elastisches  Me- 
dium, bei  welchem  die  Druckkräfte  lineare  Functionen  der  De- 
formationen sind,  dieser  Bedingung  nicht  genügt. 

Wenn  eine  Deformationsarbeit  E  möglich  sein  soll,  so  mtlssen 
die  sechs  Druckcomponenten  iV,,  JV„  JV,,  T,,  T,,  T,  die  Ablei- 
tungen von  E  nach  dea  Componepten  der  Deformation  sein: 

V.-Q^,  !;,__,  ^^--öT' 

dv        dw  ^        öl©    ,    du  du    .     dv 

Da  ferner  die  Grösse  E  bei  einem  isotropen  Medium  nur  von 
der  Grösse,  nicht  aber  von  der  Lage  der  Deformation  abhängen 
kann,  so  kommen  in  E  nur  die  Invarianten  des  Deformations- 
ellipsoids  vor,  nämlich 

(3)  J,  =  DyD,^\Gl^D,D,^\Gl^D,Dy^\Gl, 

l  J,  =  D^DyD,^\D,Gl--^DyGi--\D,Gl+^G,GyG^ 
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80  dass  man  bat 


"■  =-^-^+M-''-)^+(''.''--*«»f 


I 


Nun  folgen  aber  aus  der  fUr  iV,,  7,  etc.  geforderten  Form  drei 
Beziehungen  der  folgenden  Art: 

(AT.  +N,-N\  -N\) (JS,+N,-N\-N\)  -  (T.  -  T'J  =  0, 

deren  Erfllllung  zunächst  erfordert: 

N\  =  jv;  =  iv;  =  p,     r,  =  r;  =  r,  =  o. 

Weiter  folgen  aus  ihnen,  wenn 

n\     A  —  9P    9  öß       ,  ÖE       ,   dE       _  öE      f,  _   dE 

(7)     A-2P-2^-J,-^-J,^,     ^--dj;^  dT, 

gesetzt  wird,  die  Gleichaugen 

W  \--(^^p)B_i»G/,+CJ,  =0,    -(^-P)C+1»'-ÄC/.  =  0. 

Eliminirt  man  (^4 — P)  aus  den  beiden  letzten  dieser  Gleicbungen, 
so  erbält  man 

B'  -  ß'G/,  +  ßC  V,  -  C  V,  =  0, 

d  h.  B:C  ist  gleich  einem  Hauptdrucke  Z>,  also 

(9)        ß  =  a>„    ^  =  P-CD,  J,+CDf, 
und  weiter  ist 

-^  9»  =  6P-2(JV,  +iV,+JV,)  =  C(3DJ  -20,  J,  +y,). 

Nun  ist  aber  wegen  D\  —  DJ  J,  +  DJ^  —  J^  =  0: 

-^(30? -2i?,y.  +  j,)  =  ö;,  ^(3Df-2D,y.  +j,)=  - d„ 

|^(3DJ-2D.J,+J,)=1, 
und  folglicb  erbält  man  weiter 

— äifi 4;r^ — öT; —  (.-1,2,3). 

Da  ferner  E  =  -5—  qp'  +  ^i  s^in  sollte,  so  ergiebt  sich 

oft 
P=0,  fi  =  E,  +  F,  ^'>>-'' ,     -i^  qp'  =  F,«>A-^ 
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Bildet  die  Hauptdilatation  D,  mit  den  Axen  die  Ricbtungs- 
oosinos  /,  m,  n,  so  folgt 

Eb  entsteht  nun  weiter  die  Frage,  wie  die  VerrQckungen  ti,  o,  w 
beschaffen  sind,  wenn  die  Grössen  a,  /?,  y  als  Functionen  der 
Coordinaten  gegeben  sind. 

Für  allgemeine  Werte  a,  /?,  y  sind  die  Ausdrücke  zu  com- 
plicirt,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten.  Wird  aber  alles 
unabhängig  von  der  js- Richtung,  also 

so  erhftlt  man 

du        dv  '_       a»^/>'     /   k        \ 

du_       dt  _   Aaß     (  k        \ 
dy  "*"  dx  ""~^'V8n  *> 

woraus  sich  —  was  der  Verfasser  nicht  besonders  angiebt  — 
nach  Einf&hrung  complexer  Veränderlicher  ti  +  te  und  ii  — ir 
durch  blosse  Quadrataren  ergeben. 

Das  Gesagte  wird  zur  Kennzeichnung  des  Inhaltes  der  an- 
regenden und  interessanten  Abhandlung  hinreichen.         F.  K. 


Moormann.     Ueber  das  Weseu  der  Festigkeit.     Gentraibi. 

d.  Baoverw.  VII.  169-171. 

Der  Herr  Verfasser  glaubt  die  Elasticitätserscheinungen  da- 
durch völlig  erklären  zu  können,  dass  er^  entgegen  der  gewöhn- 
lichen Vorstellung  von  gegenseitigen  Kräften,  welche,  je  nach  der 
Distanz  attractiv  und  repulsiv  wirken,  zwischen  den  rerschie- 
denen  Teilen  eines  Körpers  sowie  zwischen  den  Ponderabilien 
und  dem  Aether  nur  repulsive  Kräfte  voraussetzt.  Bezüglich 
der  Begründung  verweisen  wir  auf  die  Abhandlung  selbst. 

F.  K. 

Th.  LiBBiscB.     Ueber  eine  besondere  Art  von  homogenen 
Deformationen  krystallisirter  Körper.    Qött.  N.  435-448. 
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Die  betrachtete  Deformation  ist  die  sogenannte  einfache 
Schiebung,  bei  welcher  alle  Teilchen  parallel  der  Gleitfläche  am 
Strecken  verschoben  werden,  die  dem  Abstände  von  der  Gleit- 
fläche proportional  sind. 

Die  gewonnenen  Resultate  werden  auf  die  Erklärung  der 
mechanischen  Bildung  von  Zwillingskrystallen  angewandt 

F.  K. 

H.  Resal.    Traitd  de  Physique  math^niatique.    Deuxifeme 
Edition,  augment^e  et  enti^rement  refondue.     I.  Capil- 

Jarit^.     Elasticit^.     Lumi^re.     PaHb.  Gaothier-VUlars. 


P.  G.  Tait.     Conferences  sur  qaelques-uns  des  progrfes 
r^cents    de    la    Physique.      Traduit    par    Krouchkoll. 

Paris.  Gauthier- Villars. 


C.  Christiansen.     Inledning  til  den  mathematiske  Pyeik. 
Del  I:    Potentialet.    Mekanisk  Physik.  Kj6benha?n.  218S.  8<>. 


J.  WisLiCENüs.  üeber  die  räumliche  Anordnung  der 
Atome  in  organischen  Moleclllen  und  ihre  Bestimmung 
in  geometrisch    isomeren  ungesättigten  Verbindungen. 

Leipzig.  77  S.  8«. 

E.  Boggi-Lbra.     Sulla   cinematica  dei  mezzi   continui. 

Pisa.  1886.  47  S.  8« 


N.  Petroff.      Neue   Theorie  der   Reibung.     Uebersetzt 

von    L.    Wurzel.      Hamburg.  VI  u.  187  8.  8«. 


Langlois.    Sur  Tliomog^n^itd  de  la  formule  fondamentale 

du   mouvement  atomique.      Ass.  Pran^.  (Toulouse)  235-241. 
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M.  Cabannbllas.  Memoire  aur  les  principes  et  con- 
diiions  tecbniques  de  l'application  de  l'^lectricit^  au 
transport  et  h  In  distribiition  de  l'änergie  sur  les  prin- 
cipalea  forces  Cbaleur,  Luini^ie,  Electricit^,  Actiüii 
chimique,  Action  mäcanique.    log.  Vir,  l.  34. 


.B.    Elaaticitfttatheorie. 

W.  J.  Ibbbtsom.     An  elementary  treatiae  on  the  mathe- 
niatical  theory  of  perfectiy  elastic  aolids;  with  a  abort 
aCCOUnt  of  visROiIS   fluide.      LoDdoa.  HacmilUD  aod  Co. 
Aosfabrliche  Anzeige  in  Nature  XXXVII.  97-98.        Lp. 

C.  SoMiGLiANA.     Sopia  l'equilibiio  di  an  corpo  elasticd 
iaotropo    limitato    da    una   o  due  BuperQcie    aferiche. 

Pia»  Aon.  Sc.  Norm.  IT.  101-172. 

Anwendung  einer  Tom  Verfasser  in  einer  frQheren  Arbeit 
(Sopra  l'equilibrio  di  un  eorpo  elastico  iaotropo,  Nuoto  Cimento 
(3)  XVII-XVIII)  behandelten  Methode  auf  die  zwei  im  Titel  an- 
gedeuteten  Fälle. 

Sind  u,  «,  w  die  Verachiebungen  des  Punktes  (x,  y,  s)  oder 
(^,  $,  4p)  eines  elastischen  iaotropen  EBrpera,  und  setzt  man: 

wo  o,  ß,  y,  W  innerhalb  des  Körpers  dei 
chiing  genQgeo,  ao  kann  man,  wenn  a,  ß 
derart  bestimmen,  dasa  die  Gleichgewicht 
sind.     Mao  findet  nftmlich: 


W  = 


r./'c..-. 


wo  ff  eine  Elasticitfttscoastante  ist,  und: 

fl-ii  +  il  +  j 
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Ist  der  Körper  eine  Kugel,  so  kann  der  Fall,  wo  die  Ver- 
schiebungen  tr,  i?,  w   in  jedem  Punkte  der  Oberfläche   und  die' 
Kräfte  X,  Y,  Z  in  jedem  inneren  Punkte  bekannt  sind,  nach  den 
in  der  oben  angeführten  Arbeit  entwickelten  Principien  auf  die 
drei  folgenden  Unterfälle  zurQckgefQhrt  werden  : 

1.  X  =  y  =  Z  ^  0,       w  =  — ,       f?  =  tt?  =  0, 

r 

2.  X=Y  =  Z=0,      ©  =  — ,       tt  =  a>  =  0, 

3.  X  =  y  =  Z  =  0,      10  =  — ,       ii  =  ©  =  0. 

r 

Im  ersten  Unterfalle  kann  man: 

setzen,  wo  R  der  Radius  der  Kugel,  (f  die  Green'sche  Function 
ist;  und  hieraus  berechnet  man  vermittelst  der  obigen  Formel 
W.  Die  Unterfillle  2  und  3  lassen  eine  ganz  analoge  Behand- 
lung zu. 

Zweitens  wird  der  Fall  untersucht,  wo  der  Körper  den 
Aussenraum  einer  Kugel  einnimmt. 

Drittens  setzt  man  voraus,  dass  nicht  die  Verschiebungen, 
sondern  die  Kräfte  auf  der  Oberfläche  bekannt  sind. 

Endlich  wird  die  Thomson'sche  Methode  auf  den  Fall  eines 
von  zwei  Kugelflächen  begrenzten  isotropen  elastischen  Körpers 
angewandt. 

Die  Formeln  wimmeln  von  Druckfehlern;  wir  haben  deren 
über  30  gezählt. 

Der  Verfasser  deutet  auf  die  gleichzeitig  erschienene  Arbeit 
von  Cerruti:  Sulla  deformazione  di  una  sfera  omogenöa  isotropa 
(Roma  Acc.  L.  Rend.  (4)  II,.  461-469,  586-592;  F.  d.  M.  XVia 
1886.  964)  hin.  Vi. 

C.  Chree.      ä  new  Solution  .of  the  equations  of  an  Iso- 
tropie 'elastic  solid.      Quart.  J.  XXII.  89-118. 
Bericht  s.  F.  d.  M.  1886.  XVIII.  959. 
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E   Bkltrami.     Stille  equazioni  generflli   dell'  elasticitk. 

NaoTO  CimaDtö.  (3)  XXI.  25-36,  113-131. 
Abdruck  deB  letzten  Teiles  der  in  ADDalidiMat..  (2)  X.  IS8-211 
(F.  d.  M.  Xlll.  1881.  732-733)  eracbieneneo  Abhandlung:.      Vi. 


W.  Voigt.     Bestimmung  der  Elaslicitätsconstanten  von 
Topaa   und   Baryt,     o&tt  N.  &6l-Gai. 

Die  ElastieitfttsconBtanten  cu  fHr  du  rhombische  System  sind 
definirt  durch  die  Parmelo 


—  y»  =  c,,«,  -f  c„y^  +  c„8„   (c*i  «  ctO, 

—  Z,=  c„a!,  +  c„y,  -p  c,,a„ 

Es  werden  ferner  mit  S  die  Determinante 


-  Y.  = 
-Z-  = 


««y.. 


0 


mit  Su,   ihre  Unterdeterminantea ,   endlich    mit  <u   der  Quotient 

Su/S  bezeichnet    Dann  sind  fDr  'das  rhoi 

Grössen 

*in  'iit  *ni  '»«»  'iii  '•»)  •»» 
von  Null  Terschieden.  Bildet  die  LSn^ 
tischen  Stabes  mit  den  krystalliniBcben  H 
die  RichtungBcosinus  or,  ß,  y,  ist  B  seine 
L  Beine  Lftnge,  P  die  Belastung,  so  ist  di 
EPL* 

wo 

E  =  ,,y + B„ß' + M„r*  +  (.,.  +  2«„)^V'  ■ 


gesetzt   ist.     Durch   Beobachtungen    von 
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können  also  nur  sechs  Gombinationen  der  ElasticitätscenstanteB 
bestimmt  werden.  Bezeichnet  man  mit  I;  II,  Ilt  die  Haaptrieh- 
tungen,  mit  IV,  V,  VI  die  Richtungen,  welche  in  den  Hauptebenen 
liegen  und  die  Winkel  der  betreffenden  Hauptaxen  halbiren,  so 
ist 

Ev  -=  «33  +  »„  +  *56  +  2»3n     Evr  =  «,,  +s,,  +  *,«  +2»„. 
Um  die  Elasticitätscoefficienten  vollständig  zu  bestimmen,  muss 
man  die  Drillung  zu  Hülfe  nehmen.     Bezeichnet  man  mit  T  den 
Ausdruck 

wo  (a,  /?,  y)  wieder  die  Längsrichtung,  (a»,  /^,,  y,)  die  Richtung 
der  grösseren  Querdimension  bestimmt;  bezeichnet  man  ferner 
durch  den  Index  /,  //,  ///  das  Zusammenfallen  der  Längsrichtung 
mit  einer  der  Hauptaxen,  durch  den  Iudex  a,  6,  c  hingegen  diese 
Eigenschaft  für  die  grössere  Querdimension,  so  ist  die  Drillung 

3TncLN 


'^IIc  = 


««■(•-44/1!!) 


T//a  = 


16      B  '    tfic 


"»■('-44/1) 


Ferner  ist 

Durch  Beobachtungen   von    Biegungen  und    Drillungen  können 
also  die  Grössen  $  unmittelbar  gefunden  werden. 

Aus  ihnen  leitet  der  Herr  Verfasser  dann  rückwärts  die 
Grössen  c  ab  und  stellt  dann  weiter  einige  in  der  Elasticitäts- 
lehre  wichtige  Ausdrücke  durch  die  Grössen  s  dar. 

Bezüglich  der  Versuchsergebnisse  verweisen  wir  auf  die  Ab- 
handlung selbst.  F.  K. 
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W.  Voigt.      Bestimmung  der  Elasticitätsconstanten  von 

Beryll  und  BergkrjstaH.      WiBdönninn  Add.  xxxi.  «4-501, 

701-728. 

Der  mathematische  Teil  der  UDtersuchuDg  —  die  Biegung  und 

DrilluDg  prismatiBcber  Stäbe  aus  krystallinischen  Substanzen  — 

stimmt  im  weseDtlieben  mit  demjenigen  der  eben  beBprochenen 

Abhandlung  Bberein.    UnterBchiede  beruhen  darauf,  daes  es  sich 

vorher  um  das  rhombische  System  handelte,  jetzt  um  das  hexa- 

gonale  und  das  rhomboidiscbe,  bei  welchen  andere  Beziehungen 

zwiBcben  den  Gonstanten  cu,  bestehen.  F.  E. 

Mercadikr.     Bur  la  d^termiuation  du  coefficient  d'^lnsti- 
cit^  d'acier.    c.  R.  cv.  273-276. 


J.  J.  Wkyrauch.    Theorie  der  statiscli  bestimmten  Träger 
für  Brtlclten    und    Dächer.      Nach    Vortragen    an    der 
Technischen  Hochschule  zu  Stuttgart.     Leipiig.  Teabner. 
XIV.  0.  366  S.  gr.  8«  nebtt  20  Tafelo. 
Der  Verf.  kennzeichnet  den  Zweck  seines  Buches  im  Vor- 
wort wie  folgt: 

„Die  im  vorliegenden  Werke  gegebene  Theorie  der  statisch 
bestimmten    ebenen   Träger   rabrt    zu   Formeln    und    Methoden, 
mittels   welcher  die  statische  Berechnung  Jener  Träger   im   all- 
gemeinen   durch    einfache    Substitution    bekannter    Zalilenwerte 
erledigt  werden  kann, 
in  der  gleichzeitig  erscl 
Aufgaben  zur  Berechnui 
alle  gewöhnlichen   und 
ständig  gezeigt,   dass  c 
auch  ohne  eingebendes  i 
Band    als   eine  Formeb 
stattet  dann  nebenbei,  t 
leitungen,  jeden  Zweife 
der  einzelnen  Formeln 
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Die  Verdienste  des  Verfassers  um  die  von  ihm  bearbeitete 
Theorie  sind  bekannt,  so  dass  sie  hier  eben  nur  erwähnt  zu 
werden  brauchen.  Nach  seiner  Gewohnheit  giebt  er  am  Ende 
der  Abschnitte  die  Literatur  des  Gegenstandes  an.  Wir  be- 
gnügen uns,  um  den  Inhalt  vorzuführen,  mit  der  Angabe  der 
Titel  der  einzelnen  Abschnitte. 

I.  Beliebige  ebene  Träger.  .  II.  Ebene  Fachwerke  beliebiger 
Art.  III.  Balkenträger  mit  zwei  Gelenkauflagern.  IV.  Einfluss 
der  Gegendiagonalen.  V.  Continuirliche  Gelenkträger.  VI.  Bo- 
genträger  mit  drei  Gelenken.  VII.  Träger  mit  constantem  Hori- 
zontalschnbe.  Continuirliche  Bogenträger.  Träger  mit  schief 
verschiebbarem  Auflager.  Träger  mit  imaginären  Gelenken. 
VIII.  Berechnung  statisch  unbestimmter  Fachwerke  mehrfachen 
Systems  auf  Grund  der  Zerlegung  in  einfache  Systeme.  —  Ein 
Anhang  enthält  Bemerkungen  über  statisch  unbestimmte  Träger, 
ein  Wortverzeichnis  und  eine  Zusammenstellung  der  Buchstaben- 
bezeichnungen. 

„Weitgehende  mathematische  Kenntnisse  sind  für  das  Stu- 
dium der  vorliegenden  Theorie  nicht  erforderlich.  Abgesehen 
von  den  §§  4-6,  deren  Resultate  man  als  Ergebnisse  der  reinen 
Mathematik  hinnehmen  kann,  und  einigen  für  praktische  Berech- 
nungen nebensächlichen  Difi^erentiationen  würde  sogar  die  niedere 
Analysis  mit  Ausschluss  der  Determinantentheorie  genügen." 

Lp. 

J.  RöTHLiSBKRGER.    Caicul  de  la  poussöe  de  Tarc  ^lastique 

k   deux   pivotS.     Schweiz.  Baaztg.  IX.  73-75. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  eine  Formel  für  den  Hori- 
zontalschub eines  elastischen  Bogens,  welche  unter  Voraussetzung 
parabolischer  Form  auf  eine  Formel  von  Weyrauch  führt.  Die 
Anwendung  der  Entwickelungen  auf  einen  concreten  Fall  bildet 
den  Schluss.  F.  E. 


C.  GuiDi.      Snl    calcolo   di    cei*te  travi  composte.     Torioo 

Atli  XXII.  240-246. 
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Der  Zweck  dieser  Note  ist  der,  zu  zeigen,  wie  das  Biegungs- 
momeot  zu  berechnen  ist,  dem  ein  aus  mehreren  (auch  hetero- 
genen) Balken  zusammengesetzter  Balken  ausgesetzt  werden 
kann,  vorausgesetzt,  dass  die  Verbindung  zwischen  den  zu- 
sammenBetzenden  Balken  nicht  so  vollkommen  ist,  das  Gleiten 
zu  verhindern,  welches  während  der  Biegung  eintritt.  Zahlen- 
beispiele  erläutern  die  abgeleiteten  Formeln.  Lp. 


E.  LoTTNER.  Gin  praktisches  Beispiel  zur  Festigkeits- 
lehre. Progr.  Renig; mDasi um,  Lippttadt. 
Üie  Aufstellung  eines  Wasserbehälters  auf  dem  Gymnasial- 
gebäude in  Lippstadt  hat  dem  Verfasser  die  Veranlassung  ge- 
boten,, die  Anwendung  der  Clapeyron'Bchen  Formel  zur  Berech- 
nung der  von  einer  Last  auf  die  Stutzpunkte  ausgeübten  Druck- 
kräfte auf  den  Fall  auszudehnen,  dass  die  Last  auf  vier  in 
ungleicher  Entfernung  befindlichen  Balken  ruht  und  mit  ihren 
Enden  überhängt.  Sbt. 


M.  R.  VON  Thullik.  Analytische  ßestimmung  der  un- 
gunstigsten Belastung  eines  Balkenträgers  duroh  ein 
System  concentrirter  Lasten,  w.  Oeatr.  ing.  d.  Arch.  Sil. 
241-245,  274. 

F.  VON  Emperggr.  Die  ungünstigste  Belastung  eines 
Balkenträgers  durch  ein  System  concentrirter  Lasten. 

Ibid.  272-274. 
Bewegt  sich  ein  Lastz 
Träger,  so  ändert  sich  das 
von  dem  linken,  um  b  von 
in  der  Weise,  dass  eine  } 
des  Momentes  um 


mit  sich  bringt,  wo  R"  die 
auf  der  rechten  Seite  von  C 
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Summe  der  auf  der  linken  und  gerade  in  C  befindlichen  Lasten  ist. 

R'      Ä" 
So  lange  — ^"T"»  wächst  das  Moment,  während  es  abnimmt,  sobald 

Df  Oft 

Deshalb  wird  ein  Maximum  nur  unter  einer  solchen 


a  ^   b 
Last  eintreten  können,  deren  Durchgang  durch  C  einen  Zeichen- 

Dt  w>n 

Wechsel  von j—  bewirkt.     Herr  v.  ThuUie  stellt  fest,  dass 

a        0 

dieses  bekannte  Kriterium  einer  Ergänzung  bedarf,  falls  während 
des  Ueberganges  einer  Last  über  C  andere  Lasten  den  Balken 
betreten  oder  verlassen,  und  führt  dieselbe  an. 

Herr  v.  Emperger  hebt  hervor,  dass  die  analytischen  Kriterien 
nur  relative  Maxima  liefern,  und  empfiehlt  die  Anwendung  gra- 
phischer Methoden.  F.  K. 

H.  Zimmermann.  Ueber  Trägerquerschnitte  von  mög- 
lichst grossem  Widerstandsmoment.  Centralbl.  d.  Bauverw. 
III. 

Das  Widerstandsmoment  eines  Doppelt- T-Trägers  mit  Steg- 
höhe Äq,  Stegbreite  d^  und  der  Gurtfläche  /"wird,  wenn  die  ganze 
Trägerhöhe  sich  wenig  von  h^  unterscheidet,  durch  die  Formel 
gegeben : 

Führt  man  die  Fläche  des  ganzen  Querschnittes  F  =  2f+h^d^  statt  f 
ein,  so  ergiebt  sich 

Bei  vorgeschriebenem  d  erreicht  dies  ein  Ma'ximum  (Wj^  d^h^  =  JF, 
d.  h.  wenn  auf  den  Steg  f  F,  auf  die  Gurtung  ^F  kommen.  Der 
Anteil  des  Steges  am  Widerstandsmoment  ist  in  diesem  Falle 
gleich  demjenigen  der  Gurtung.  Soll  hingegen  d  proportional 
zu  Aq,  z.  B.  gleich  nh^  sein,  so  erhalten  wir   fUr  das  Maximum 

Es   ist   also  der  Quersclinitt   des  Steges  gleich  demjenigen  der 
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GurtuDg;   jedocli    ist  der  Anteil   des  Steges   am    WiderBtaads- 
moment  nur  der  dritte  Teil  desjenigen  der  Gurtuag,        F.  K. 


H.  Zimmermann.      VVinlceleisen  fUr  Druckstäbe.    Uentrslbl. 
d.  Banverw.  VII.  36. 
Für  Winkeleisen  mit  dem  Quersclioitt  /",  der  ScheDkel länge 
b  und   TerhältnismäSBig  geringer  Sehenkeldicke  sind  die  beiden 
Hauptträgheitsmomente  ftlr  den  Winkel  a: 

J,  =  ^^A'sin'a,       /,  =  ^^/'ft'coa'a. 
Wird  a  60  gewählt,  dass  beide  Grössen  einander  gleich  werden, 
BO  erhält  mau  die  gUnatigate  Anordnung,  d.  b.  diejenige,  bei  nelcber 
der  kleinere  der  beiden  Werte   möglicbBt  gross  wird.     Es  tritt 
dies  ein  för  Iga  =  i,  wo 

J>  =  J,  =  iVfA' 

wird.  F.  K. 

H.  Zimmbbm'ann.     ßerechnmig  des  Eisenbahn-Oberbaus. 

Z.  r.  Bauweaen.  XXXVII.  123-174 
Als  Grundlage  der  Berechuung  dient  die  von  Witikler  auf- 
gestellte und  später  allgemein  benutzte  Hypothese,  dass  die  Ein- 
senkung  der  Schwellen  in  die  Bettung  dem  an  dieser  stelle  berr- 
Bebenden  Drucke  proportional  ist.  Aus  bekannten  Gesetzen  der 
Festigkeitslehre  folgt  dann  flir  die  Einsenkung  die  Differential- 
gleichung 

EJp-  =  -  4»'j, 

(E  ElasticitätBmodul,  J  Träglieitsmomen 
Ton  der  Bettung  abhängige  Constante), 
y\  y"  überall  stetig  sind,  dass  y'"  nur  ai 
Xj,  .,.,  x„  unstetig  wird,  und  zwar  so, 
£•/(?;%  u-<.  -  o)  =  ft  (der  : 
wird.  An  den  freien  Enden  ist  y"  = 
Enden  hingegen  y  =  0  und  y'  =  0. 
Die  Abhandlung  behandelt  das  so 
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ten  Methoden   zu   lösende  matbematische  Problem  im  Hinblick 
auf  die  vorliegende  Frage  der  Technik. 

Der  eigentlichen  Bearbeitung  geht  eine  historisch-kritische 
Besprechung  der  früheren  Bearbeitungen  voran.  Den  Schluss 
bilden  ausf&hrliche  Zahlentabellen.  F.  K. 


H.  Zimmermann.     Zur  Berechnung  von  Schienenlaschen. 

Centralbl.  d.  Bauverw.  297-299,  305-307. 

Schienenlaschen  nennt  man  verbindende  Glieder  zweier  an  ein- 
ander stossenden  Schienen.  Der  Herr  Verfasser  bestimmt  in  ele- 
ganter Weise  den  Zusammenhang  zwischen  den  Deformationen 
der  Schienen  und  den  auf  die  Laschen  wirkenden  Kräften.  Die 
allgemeinen  Betrachtungen  werden  durch  ein  praktisches  Beispiel 
erläutert.  F.  K. 

H.  Zimmermann.     Zur   Theorie  des  Eisenbahnoberbaus. 

Deutsche  Baoztg.  XXL  230. 

Handelt  von  dem  für  den  Eisenbahnbau  wichtigen  Ausdruck 

4 


i: 


Cb 


4EJ 

(c  Constante  der  Bettung,  h  Breite,  E  Elasticitätsmodul,  J  Träg- 
heitsmoment). Der  reciproke  Wert  dieser  Grösse  hat  die  Dimen- 
sion einer  Länge;  er  spielt  in  der  Beurteilung  des  Eisenbahnober- 
baus eine  ähnliche  Rolle,  wie  verwandte  Ausdrücke  in  anderen 
Teilen  der  Festigkeitslehre.  F.  K. 


W.  Launhardt.  Die  Berechnung  der  Ablösung  von 
Baulasten  und  die  Vergleichung  von  Bauausführungen 
in     Materialien     von     verschiedener    Dauerhaftigkeit. 

HaDDOv.  Zeitschr.  XXXIII. 

Die  betreffenden  Aufgaben  werden  mit  Hülfe  von  Principien 
und  Ueberlegungen  gelöst,  wie  sie  in  der  Zinseszinsrechnnng 
üblich  sind,  und  lassen  sich  daher  vielleicht  als  Uebungsbeispiele 
im  Unterricht  verwerten. 
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Die  praktische  Seite  des  Aufsatzes  kommt  hier  natürlich  nicht 
in  Betracht.  F.  K. 

H.  Höfer.     Nutzeffect  des   Explosiva    bei    der  Spreng- 
arbeit.    W.  Oeslr.  Ing.  o.  Arch.  XII.  106-107. 

Wenn  eine  Mine  in  der  Tiefe  R  unter  einer  ebenen  Fläche 
bei  der  Explosion  noch  gerade  im  Stande  ist  Teilchen  emporzu- 
schleudern,  so  wird  die  im  Minenherde  frei  werdende  Wurfarbeit 
dem  Volumen  f  ttH*  proportional  sein.  Kommt  der  Minenherd 
der  freien  Ebene  noch  näher,  so  wird  ein  Wurfkegel  entstehen, 
dessen  Volumen  als   ein   Maximum  bei   einem  Winkel  von  45^, 

und  einer  Höhe  w  =  —-=■  betrachtet   wurde,    so   dass   sich    ein 
Nutzeffect  von 

7t      ß, 


^y^'        =  0,0884  oder  8,847, 

ergab.  Nun  ist  durch  Versuche  nachgewiesen,  dass  die  Seite  des 
Wurfkegels  um  so  kleiner  wird,  je  näher  der  Minenherd  an  die 
freie  Fläche   rückt;   das  Maximum   tritt   thatsächlich   bei  einem 

R 

Winkel  von  48°  ein,  und  die  Höhe  des  Kegels  wird       ^     ;  es 

berechnet  sich  demgemäss  der  Nutzeffect  auf  5,54  Procent.  Es  wird 
noch  daraufhingewiesen,  dass  der  Nutzeffect  von  der  speciellen  Art 
der  explodirenden  Substanz  unabhängig  sein  müsse,  was  durch 
Versuchsergebnisse  im  grossen  und  ganzen  bestätigt  werde. 

F.  K. 

G.  MocH.     Des  canons  k  fils  dacier.    Rev.d^Art.  xxix.  26-47, 

197-221,  332-350,  459-481,  539-559. 

Fortsetzung  und  Schluss  der  Arbeit,  über  deren  Anfang  F. 
d.  M.  XVIII.  1886.  981  berichtet  ist.  Die  vorliegenden  Artikel 
betreffen  fast  nur  technische  Fragen.  Wir  begnügen  uns  daher 
mit  der  Angabe  der  Titel  der  behandelten  Gegenstände. 

XVI.  Einfluss  der  Erwärmung  der  Kanone.  XVII.  Ueber 
den  Querschnitt  und  die  Natur  der  Drähte.* 
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Zweiter  Teil.  Ueber  die  Trennung  der  Widerstände  gegen 
das  Zerspringen  und  das  Absprengen  des  Verscblussstückes. 
I.  Die  Aufgabe  des  Längswiderstandes.  II.  Verfalzte  Reifen  und 
doppelkegelförmige  Metall- Construetion.  III.  Zwischenlagerung 
von  Längsdrähten  in  die  Masse  der  Reifung.  IV.  Vollständige 
Trennung  beider  Widerstände,  V.  Ueber  die  Grösse  des  Verbren- 
nungsraumes.    VL  Ueber  die  Festigkeit  des  Versohlussstdckes. 

Dritter  Teil.  Beschreibung  der  verschiedenen  vorhandenen 
Drahtkanonen.  I.  Woodbridge-Kanonen.  IL  Hotchkiss-Eanonen. 
III.  Longridge-Kanonen.  IV.  Amstrong-  und  Woolwich  Kanonen. 
V.  Schultz-Kanonen. 

Vierter  Teil.     Beispiel  zur  Anwendung  der  Theorie. 

Ueberblick  und  Schlussfolgerungen.  „Wir  glauben  bewiesen 
zu  haben,  dass  die  Anwendung  der  Stahldrähte  die  Herstellung 
von  Kanonen  gestattet,  deren  Dicke  unterhalb  der  dOnnsten  liegt, 
welche  man  bisher  angefertigt  hat,  und  deren  Bestandteile  unter 
einem  Drucke  von  4000 kg  auf  Iqcm  nur  einen  Zug  in  einer 
einzigen  Richtung  erleiden  würden,  der  gleich  der  Hälfte  des 
elastischen  Widerstandes  des  Metalles  ist."*  Lp. 


G.  MocH.     Canons  ä  fils  d'acier  systfeme  Vary.    Rev.  d'Art 

XXX.  265-268. 

Beschreibung  eines  Geschützrohres  mit  Drahtumwickelung 
nach  den  Plänen  des  früheren  amerikanischen  Marineofßciers 
Very  aus  dem  Jahre  1882.  Lp. 


P.  Laurent.      Da    d^culassement    des    bouches    k    feu 
fermdes  par  une  vis  k  segments.    Re?.  d'Art.  xxix.  152-168, 

222-243. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  über  welche  F.  d.  M.  XVIIL  1886. 
966  berichtet  ist  Während  in  den  ersten  beiden  Aufsätzen  die 
Schraube  als  Vollschraube  angenommen  war,  wird  jetzt  voraus- 
gesetzt, dass  aus  der  Peripherie  eines  Querschnittes  gleich  grosse 
Segmente  ausgeschnitten  sind.     Die  Abhandlung  zerfällt  in  zwei 
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Teile.  Im  ersten  Teile  wird  die  Schraube  mit  drei  Segmenten 
behandelt.  Die  Lam^'schen  Differentialgleichungen  werden  für 
den  vorliegenden  Fall  unter  der  Annahme  l  =  2fi  aufgestellt, 
und  zwei  particuläre  Integrale,  gerade  wie  im  Falle  der  Voll- 
schraube, aus  den  dort  gefundenen  abgeleitet.  Das  Princip  der 
Rechnung  ist  also  dasselbe  wie  in  der  froher  besprochenen  Ab- 
handlung. Die  Discussion  der  Ausdrücke  für  die  Gomponenten 
der  elastischen  Kräfte  und  die  Verrückung  U  führt  zu  manchen 
praktischen  Folgerungen,  von  denen  die  folgende  angeführt  wer- 
den möge:  „Wir  sind  der  Meinung,  dass  man  sich  bisher  nicht 
genügend  um  die  dem  Gewinde  der  Kanonenschraube  zu  geben- 
den Abmessungen  gekümmert  hat,  und  wir  kennen  fast  nur  die 
Einrichtung  von  Reffye,  die  mit  einer  Verschlussschraube  ver- 
sehen ist,  deren  Radius  sich  der  durch  das  Minimum  von  X, 
auferlegten  Bedingung  ndhert.  Dies  ist  einer  der  Gründe,  der, 
abgesehen  vom  Querschnitte  der  Schraube,  die  Anwendung  einer 
so  kurzen  Schraube  gestattet  hat.  Sehr  viele  Kanonen,  deren 
Widerstand  gegen  das  Absprengen  man  für  sehr  beträchtlich 
annimmt,  weil  der  Radius  der  Schraube  sich  demjenigen  der 
Verschlussplatte  nähert,  und  weil  eine  relativ  grosse  Dicke  ober- 
halb des  Schraubenlagers  vorhanden  ist,  würden  unverhältnis- 
mässig widerstandsfähiger  sein,  wenn  man  einen  grösseren  Ra- 
dius anwendete,  welcher  der  Bedingung  des  Minimums  der 
elastischen  Uauptkraft  genügte.^ 

Im  zweiten  Teile  werden  die  Rechnungen  auf  eine  Schraube 
mit  beliebig  vielen  Segmenten  ausgedehnt.  Es  ergiebt  sich,  dass 
die  Vollschraube  in  allen  Beziehungen  der  segmentirten  Schraube 
überlegen  ist,  und  dass  keine  Schraube  existirt,  deren  Segmenten- 
zahl für  die  verschiedenen  Gomponenten  der  elastischen  Kräfte 
ein  Minimum  giebt.  Eine  Schraube  ist  also  um  so  besser,  je 
mehr  Segmente  sie  hat,  da  die  Grenze  der  Segmentirung  auf 
die  Vollschraube  hinführt.  Lp. 


J.  Taubeles.     lieber  die  Effectverluste  beim  Seilbetriebe, 

TechD.  Blatter.  XIX^  191-207. 
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Die  Abhandlung,   deren  Zweck    aus  dem  Titel  faervorgeht, 
ist  nur  von  techoigchem  Interesse.  F.  K. 


E.  ßouzERAND.     ßssai  sur  la  rechercbe  de  la  vitesse  au 
paa  qui  convient  au  porteur  d'Artilierie.   Rev.  d'Art.  XXLX. 
75-79. 
Indem  der  Verf.  die  Arbeit  berechnet,  welche  ein  Heitprerd 
zu  leisten  hat,    sodaun   die,    welche  ein  Reitpferd   leistet,   das 
gleichzeitig  ziebt,  kommt  er  zu  dem  Ergebnisse,  dass  bei  gleicher 
Arbeitsleistung  in  beiden  Fällen  die  Oeschwindigkeitea  für  Ka- 
vallerie  und  Artillerie   sich    wie   HO:  102,3   verbalten   mUssen. 
Da  nun  die  Geschwindigkeit  der  Kavallerie  auf  110  m  pro  Mi- 
nute festgesetzt  ist,  so  folgt  fUr  die  Artillerie  rund  100  m. 

Lp. 


C.     Capillarität. 

J.  B.  Gbomeka.     Zur  Theorie  der  Capillareischeinungen. 
Eaiao  Ges.  l!^6.  4'2  H-  (Roaiiecb.) 


M.  E.  Roger.       Theorie     möcanique     des     phönomfeiies 
capillaires.     Paris.  17  s.  40. 


G.   Van   der  Mensbrugghb.       Sur    quelques    effets     des 
forces    mol^culaires    au    coutact    d'un    solide   et   d'uii 
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Gapitel  2. 
Akustik  und  Optik. 

A.     Akustik. 

O.  TuMLiRZ.     üeber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen 
endlicher  Schwingungsweite.    Wien.  Ber.  xcv.  3. 

Im  Anschluss  an  die  klassische  AbhandluDg  von  Riemann 
über  denselben  Gegenstand  führt  Herr  Tumlirz  noch  einmal  die 
Formeln  für  den  speciellen  Fall  vor,  dass  zwischen  dem  Drucke 
p  und  der  Dichtigkeit  q  die  Beziehung  p  =  Aq^  besteht,  und 
wendet  sich  alsdann  zu  der  Besprechung  der  schon  von  Riemann 
angedeuteten  Unstetigkeiten  der  Bewegung,  den  sogenannten 
Verdichtungsstössen.  Er  stellt,  indem  er  eine  Lamelle  betrachtet, 
innerhalb  deren  die  Unstetigkeit  liegt,  die  drei  Oleichungen 
zwischen  Druck,  Dichtigkeit,  Temperatur  und  Geschwindigkeit 
auf,  welche  hier  an  Stelle  der  sonst  geltenden  Differentialglei- 
chungen treten,  und  welche  besagen: 

1)  dass  der  Zuwachs  an  Masse  zwischen  beiden  Grenzebenen 
gleich  ist  der  Differenz  der  austretenden  und  eintretenden  Masse; 

2)  dass  der  Zuwachs  der  Bewegungsgrösse  der  Schicht  gleich 
ist  dem  Product  der  Druckdifferenz  mit  dem  Zeitdifferential; 

3)  dass  der  Zuwachs  der  Energie  der  Schicht  gleich  der 
von  den  Drucken  geleisteten  Arbeit  sein  muss. 

Von  diesen  drei  Beziehungen  sind  die  beiden  ersten  schon 
in  erbeblich  einfacherer  Gestalt  von  Riemann  angegeben  worden, 
und  auch  die  dritte  hätte  sich  ganz  bedeutend  vereinfachen  lassen, 
wenn  die  Lösung  der  Aufgabe  geleistet  wäre,  die  offenbar  irrele- 
vanten Dicken  der  zu  beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  liegen- 
den Schichtteile  zu  entfernen.  Die  Anfangsbedingungen  sind  nun 
so  gewählt,  dass  eine  gewisse  Function  der  Geschwindigkeit  und 
der  Dichtigkeit  überall  denselben  Wert  haben  müsste.  Beim 
Uebergang  über  die  Unstetigkeitsstelle  ist  das  aber  nicht  mehr 
mit  den  drei  genannten  Bedingungen  vereinbar,  und  der  Ver- 
fasser 'schliesst  daraus,   dass  von  der  Stelle  des  Verdichtungs- 
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stosses  eine  Wellenbewegung  nach  rückwärts  abgeht.  Der  Ver- 
fasser fährt  nun  weiter  fort:  „Indem  diese  rttckwärtslaufende 
Wellenbewegung  von  jener  Stelle,  wo  sie  entstanden  ist,  Energie 
mitnimmt,  schwächt  sie  die  dort  bestehende  Energiemenge  und 
löst,  weil  sie  an  jener  Stelle  so  lange  erzeugt  wird,  als  die  Un- 
stetigkeit  besteht,  diese  Unstetigkeit  auf."  F.  K. 


P.  KiNDKL.  Elementare  Berechnung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit longitudinaler  und  transversaler 
Wellen.     Poske  z.  I.  57-66.  Lp. 

Lord  Rayleigh.  On  the  maintenance  of  vibrations  by 
forees  of  double  frequency  and  on  the'  propagatioii 
of  waves  through  a  medium  endowed  with  a  periodic 

StrUCtUre.      Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  145-149. 

In  einer  früheren  Abhandlung  des  Verfassers  „On  maintained 
vibrations«  (Phil.  Mag.  (5)  XV.  229)  wurde  das  Thema  des 
gegenwärtigen  Artikels  kurz  abgehandelt.  Dasselbe  wird  nun  in 
Verbindung  mit  einer  Abhandlung  Aber  mathematisch  verwandte 
Fragen  in  der  Mondtheorie  von  Hill  (Acta  Math.  VIII.  1-36, 
F.  d.  M.  XVIII.  1886.  1106)  wieder  aufgenommen.  Die  Be- 
wegungsgleichung des  vibrirenden  Körpers  lautet: 

(1)  -^  +  2*-^  +  (0«+20.  cos 2/)«^  =  0, 

und  auf  diese  Gleichung  wird  HilFs  Methode  angewandt;  ausser- 
dem wird  aber  gezeigt,  dass  dieselbe  Methode  anwendbar  bleibt, 

wenn  sowohl  die  Coefficienten  von  — r:^-  und  — rr  als  auch  von 

dt  dt 

tc  gegebenen  periodischen  Aenderungen  unterliegen.     Die  Glei- 
chung (1)  wird 

wo 
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Nimmt  man  w  =  J„6ne'^'+^"*'  und  substituirt,  so  ist  der  Coeffi- 
cient  von  c»<^'  +  2i«/. 

Um  c  aus  den  Gleichungen  zu  finden,  die  man  erhält,  indem 
man  die  Ausdrücke  von  der  Form  (2)  gleich  Null  setzt,  wird 
eine  Determinante,  analog  der  S)(c)  der  angezogenen  Abhand- 
lung, aufgestellt,  und  es  werden  einige  besondere  Fälle  be- 
trachtet. Eine  Anwendung  der  Rechnung  wird  auf  einen  ge- 
spannten Faden  gemacht,  der  periodisch  belastet  ist  und  trans- 
versale Schwingungen  fortpflanzt.  Gbs.  (Lp.) 


E.   ßuDDB.     lieber  Schwingungsprobleme.     Berl.  phys.  Ges. 

Verh.  VI.  129-135. 

Das  Princip  der  von  dem  Verf.  für  die  Behandlung  von 
Schwingungsproblemen  benutzten  Methode  lautet  wie  folgt: 

„Man  denke  sich  zunächst  das  schwingende  Object  in  seiner 
natürlichen  Gleichgewichtslage  und  gebe  jedem  seiner  Punkte 
so  viele  Coordinaten  x,  y,  js,  wie  das  Object  Dimensionen  hat. 
Dann  nehme  man  an,  jeder  Punkt  desselben  habe  eine  kleine 
willkQrliche  Verschiebung  erlitten,  deren  Componenten  m,  d,  w 
sind,  f/,  V  und  w  können  dann  als  willkürliche  Functionen  von 
x,  y,  9  dargestellt  und  in  Reihen  entwickelt  werden,  jedenfalls 
mittels  der  Fourier'schen  Reihe,  unter  Umständen  auch  mittels 
anderer,  dem  speciellen  Falle  angemessener  Ausdrücke.  So  er- 
hält man  irgend  eine  der  drei  Grössen  m,  c,  w  in  der  Form 

ö  =  <^ifi(^i  Vi  »)+a2AC^,  y,  ä)  -f-fls/iC^»  y> »)  +  •••• 

In  diesem  Ausdrucke  sind  dann  x,  y,  js  die  Coordinaten,  welche 
der  betrachtete  Punkt  haben  würde,  wenn  er  in  der  Gleich- 
gewichtslage wäre,  d.  h.  sie  sind  von  der  Zeit  unabhängig.  Die 
Parameter  a,,  a,,  ...  dagegen  hängen  von  der  Zeit  ab,  und 
sind  sie  zur  Zeit  (  bekannt,  so  bestimmen  sie  die  Form  des  Ob- 
jects  zur  Zeit  U  Man  kann  also  die  Parameter  a  als  die  Coor- 
dinaten des  Objects  ansehen  und  kann  demgemäss  auf  sie  die 
Lagiange'sche  Gleichung 
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d    /  dL\        dL  _        du 
dl  \  da  y        da  da 

anwenden,  in  welcher  L  die  lebendige  Kraft,  U  das  Ergal  be- 
zeichnet, und  ä  für  da/dt  steht.  (Sind  nar  eine  oder  zwei  Di- 
mensionen zu  berücksichtigen,  so  fallen  y,  2,  bezw.  fällt  s  aus 
den  Functionen  f  heraus.)  In  dieser  Anwendung  besteht  die 
Methode.« 

Der  Verf.  führt  dieselbe  an  der  Behandlung  der  unendlich 
kleinen  Schwingungen  einer  ebenen,  rechteckigen  Platte  durch. 

Lp. 

A.  Harnack.     Ueber  die  mit  Ecken  behafteten  Schwin- 
gungen gespannter  Saiten.     Math.  Auo.  xxx.  486-499. 

Im  §  I  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  strenger,  als  es 
gewöhnlich  geschieht,  für  das  Problem  der  schwingenden  Saiten 
bei  vorausgesetzter  Stetigkeit  die  Berechtigung  der  Lösung 

7]  =  2(anC0s(nat)  -{-hnSm{nat))  smnx 
nachgewiesen. 

Dann   wird   im   §  2   der   Fall  näher   untersucht,    dass    di( 

Grösse    -^—  au  gewissen  Stellen  unstetig  wird.     Es  ergiebt  siel 

zunächst,  dass  derartige  Stellen  —  sogenannte  Ecken  —  sie' 
stets  mit  der  Geschwindigkeit  a  in  dem  einen  oder  andere 
Sinne  bewegen,  wo  a  die  Constante  ist,  welche  auch  in  der  pai 
tiellen  Differentialgleichung  der  Schwingungen 

dt'  "       dx' 

auftritt.  Ferner  ergiebt  sich,  dass  auch  in  diesem  Falle  di 
oben  angegebene  Entwickelung  für  r^  gilt. 

Im  §  3  untersucht  der  Verfasser  die  Frage,  ob  Bewegunge 
der  Saite  möglich  sind,  bei  welchen  die  letztere  stets  aus  zw< 
geradlinigen  Teilen  besteht,  welche  in  einer  Ecke  zosammei 
stossen.    In  diesem  Falle  ergiebt  sich  für  17  die  Lösung 

17  = £  — ^%m(nai)smnx. 
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Zu  irgend  einer  Zeit  fo  <  <  <  — j  lässt  sich  dies  für  0  <  x  <cat 
zusammenziehen  in 

17  =  — (n—at)x 

'         n  ^  ^ 

und  für  ai  <Zx  <cn  in 

Q 

f)  =  — (n  —  x)  at, 

'        n 

Der  vierte  Abschnitt  endlich  behandelt  die  allgemeine  Auf- 
gabe für  den  Fall,  dass  die  Saite  stets  aus  n-f  I  geradlinigen 
Stocken  besteht,  die  durch  n  Ecken  von  einander  getrennt  sind. 

F.  K. 

E.  AüLiNGER.     Ueber   Membranei),   deren   beide   Haupt- 
spannungeri  durchaus  gleich  sind.     Wien.  Ber.  xcv.  170-179. 

Sollen  die  beiden  Hauptspannungen  in  jedem  Punkte  einer 
Membran  einander  gleich  sein,  so  m*uss  die  Membran  die  Form 
einer  Minimalfläche  haben.  Ferner  hat  die  Spannung  für  diesen 
Fall  auf  der  ganzen  Fläche  denselben  Wert.  Nach  Ableitung 
dieser  Resultate  werden  die  partiellen  Differentialgleichungen 
für  die  unendlich  kleinen  Schwingungen  einer  solchen  Membran 
abgeleitet.     Besondere  Aufmerksamkeit   wird    dem  Falle    einer 

Rotationsfläche  gewidmet.  F.  K. 

ui  

rei 

^^  S.  Tanaka.     Ueber  Klangfiguren,  insbesondere  über  die 

Schwingungen  quadratischer  Platten.    Wiedemaon  Ann.  (2) 

t        XX XU.  670-683. 

Der  Differentialgleichung  für  die  Schwingungen  quadratischer 
r  Platten  gentigen  particuläre  Intgrale  von  der  Form 

IT  =  sin  (AI  at)  {A  cos  — -. —  cos  — j^-  -f  B  cos  — -. —  cos  — j^ 

if  worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind.    Die  zu  diesen  Lösungen  ge- 

gKkhörigen  Enotenlinien  werden  hier  in  bekannter  Weise  discutirt. 

Indessen  sind,  wie  der  Verfasser  selbst  bemerkt,  die  Lösungen 

keine  strengen.     Denn  jene  particulären  Integrale,  die  den  bei 

den  Membranen  gebräuchlichen  nachgebildet  sind,  genügen  zwar 


ic\ 
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der  für  das  Innere  der  Platte  geltenden  Differentialgleichang,  nicht 
aber  den  von  KirchhoflF  [J.  für  Math.  XL,  cf.  KirchhoflF  Mechanik 
Vorl.  30]  aufgestellten  Randbedingungen.  Die  Arbeit  giebt  so- 
nach eine  praktisch  brauchbare  Näherung,  fördert  aber  die  strenge 
Lösung  des  Problems,  das  für  quadratische  Platten  bisher  noch 
nicht  erledigt  ist,  in  keiner  Weise.  Wn. 


H.  HuGONiOT.     Snr  la  propagation  du  niouvement  dans 
les    Corps    et    sp^cialement     dans    las    gaz    parfaits. 

Journ.  de  TEc.  Pol.  cah.  LVII.  3-97. 

Die  vorliegende  VeröflFentlichung  ist  ein  wortgetreuer  Abdruck 
zunächst  des  ersten  Teiles  eines  Aufsatzes,  den  der  durch  einen 
frühzeitigen  Tod  hinweggeraflfte  Verfasser  1885  der  Akademie 
der  Wissenschaften  vorgelegt  hat.  Im  Auszuge  wurden  die  Unter- 
suchungen des  Verfassers  .damals  in  den  C.  R.  mitgeteilt.  (S. 
F.  d.  M.  XVIL  1885.  963).  Sbt. 


W.  WiTKOWSKi.      Die    mathematischen   Grundlagen    der 

Musik.      Warschan.  Dn. 


J.  AüSSEM.      Ueber   die  temperirte    und   die    natürliche 

Tonleiter.      Pr.  Kaiser-Karls-Gymn.  Aachen.  (No.390)  3-24.  8«. 

Theoretische  Betrachtungen,  unter  Rücksichtnahme  auf  die 
historische  Entwickelung  und  geographische  Verbreitung;  Fort- 
setzung der  Programmabhandlung  von  1874;  „Ueber  die  Ent- 
stehung, Höhe  und  Qualität  der  musikalischen  Klänge".      Lp. 


B.    Theoretische  Optik. 

E.   Verdet.      Vorlesungen   über  die    Wellentheorie   des 
Lichtes.     Deutsche  Bearbeitung  von  K.  Exner.   Bd.  IL 

Abt.  IIL      Brauoscbweig.  Vieweg  o    Soho.  XII  a.  192  S. 
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Das  yorliegende  Schlussheft  des  Werkes,  dessen  frflbere 
LieferaDgen  in  den  Bänden  XIII-XVII  der  Fortschritte  besprochen 
sind,  ist  den  Theorien  der  Reflexion  sowie  den  experimentellen 
Yerificationen  der  theoretischen  Resultate  gewidmet.  Ausführlich 
werden  die  FresneVschen  Formeln  für  die  Intensität  des  refleo- 
tirten  und  gebrochenen  Lichtes  entwickelt,  während  von  den 
Theorien  von  F.  Neumann  und  Mac  Cullagh  nur  die  Grundlagen 
kurz  erwähnt  werden.  Auch  bei  der  Theorie  der  Krystallreflexion 
werden  nur  einige  Resultate  ohne  jede  Ableitung  mitgeteilt  Hier 
wäre  eine  grössere  Ausführlichkeit  erwünscht  gewesen;  die  vor- 
liegende Darstellung  genügt  nicht,  um  von  dem  gegenwärtigen 
Stand  der  Theorie  ein  zutreffendes  Bild  zu  geben. 

Mit  der  Darstellung  der  Metallreflexion  schliesst  das  Heft, 
dem,  ebenso  wie  den  früheren,  ein  ausführliches  Literaturver- 
zeichnis beigefügt  ist.  Im  letzteren  fehlen  die  1885  erschienenen 
Vorlesungen  von  F.  Neumann  über  theoretische  Optik,  während 
andre  in  demselben  Jahre  veröffentlichte  Arbeiten  citirt  sind. 

Wn. 

A.  Clbbsch.      Principien     der     mathematischen    Optik. 
Herausgegeben  von  A.  Kurz.     Augsburg.  53  S.  8o. 


J.  E.  CoüviE.     Eenige   beschouwingen   over   de   voort- 

planting  van   golfstelsels.    Dissertation.  Delft.  Couv^e.  80  S. 

Theoretische  Untersuchung  über  die  Fortpflanzung  von  Wellen- 
systemen. Im  ersten  Abschnitt  werden  SchwinguDgen  behandelt, 
deren  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nicht  von  der  Periode  ab- 
hängt. Als  Ausgangspunkt  dienen  die  hydrodynamischen  Grund- 
formeln, und  die  Auflösung  derselben  wird  auf  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung 

dt'  "■     dx' 

zurückgeführt,  welche  nach  den  bekannten  Metboden  d'AIembert's 
und  Fourier's  aufgelöst  wird.  Der  zweite  Abschnitt  handelt  über  die 
Fortpflanzung  solcher  Wellensysteme,  bei  denen  die  Fortpflanzungs- 

Fortsohr.  d.  Math.  XIX.  8.  68 
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geschwindigkeit  einfacher  ScbwiDguDgen  von  der  WelleDlänge  ab- 
hängt. Als  erstes  Beispiel  dienen  die  Schwingungen  eines  homo- 
genen festen  elastischen  Körpers,  welche  nach  Cauchj's  Methode 
behandelt  werden ;  als  zweites  transversalschwingende  Stäbe,  als 
drittes  Wasserwellen  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  und  der 
Molecularkräfte.  Daran  schliesst  sich  eine  Untersuchung  über  die 
Schwebungen,  welche  man  beim  Schall  beobachtet,  wenn  zwei 
Stimmgabeln,  welche  sich  von  einander  in  der  Tonhöhe  ein  wenig 
unterscheiden,  in  Schwingungen  versetzt  werden,  unter  Berück- 
sichtigung der  Untersuchungen  von  Helmholtz  und  Kundt  über 
diesen  Gegenstand.  Darauf  wendet  sich  der  Verf.  zu  der  Betrach- 
tung von  mehr  als  zwei  einfachen  Wellenbewegungen,  welche 
sich  nur  ein  wenig  in  der  Wellenlänge  unterscheiden;  vier  be- 
sondere Fälle  werden  als  Beispiele  weiter  ausgearbeitet. 

Im  dritten  Abschnitt  wird  das  Vorhergehende  auf  die  Fort- 
pflanzung des  Lichtes  angewandt,  dessen  Geschwindigkeit  be- 
stimmt wird.  Schliesslich  werden  die  Ergebnisse  der  theoretischen 
Untersuchung  mit  den  auf  experimentellem  Wege  erhaltenen  ver- 
glichen. G. 


M.   LivY.      Sur   les   ^quations    les  plus    g^ndrales  de  la 
double  rdfraction  compatibles  avec  la  surface  de  Fresnel. 

CR.  OV.  1044-1050. 

Wenn  man  auch  von  jeder  Hypothese  über  das  Wesen  des 
Lichtes  abstrahirt,  so  ist  doch,  wie  Maxwell  bemerkt  hat,  der 
Vorgang  der  Ausbreitung  des  Lichtes  jedenfalls  ein  solcher,  der 
durch  einen  Vector  dargestellt  werden  kann.  Es  fragt  sich  nun: 
welches  sind  für  diesen  „Lichtvector"  die  allgemeinsten  Glei- 
chungen, die  mit  der  Fresnerschen  Wellenfläche  vereinbar  sind? 
Herr  L^vy  hat  diese  Frage  untersucht  und  ist  dabei  zu  folgenden 
interessanten  Resultaten  gelangt,  die  ohne  Ableitung  mitgeteilt 
werden. 

Die  Gleichungen,  denen  die  Componenten  u^  r ,  w  des  Licht- 
vectors  genügen,  müssen,  wenn  man  das  Medium,  in  dem  sich 
das  Licht  ausbreitet,  als  continuirlich  annimmt,  Dififerentialglei- 
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changen  sein ;  sie  müssen  ferner,  da  Interferenz  des  Lichtes  mög- 
lich ist,  linear,  und  falls  man  von  der  Dispersion  und  Circular- 
polarisation  absieht,  auch  homogen  sein.  Von  Ableitungen  der 
Grössen  u,  t?,  w  nach  der  Zeit  können  nur  die  gerader  Ordnung, 
d.  h.  nur  die  zweiten  vorkommen.  Es  handelt  sich  darum,  zwischen 
diesen  Ableitungen  nach  der  Zeit  einerseits  und  den  Ableitungen 
nach  den  Coordinaten  andrerseits  die  allgemeinsten  Differential- 
gleichungen aufzustellen,  welche  für  zweiaxige  Krystalle  auf  die 
Fresnersche  Wellenfläche  fuhren.  Dies  leisten  vier  verschiedene 
Systeme  von  je  drei  Differentialgleichungen,  und  zwar  sind  die 
ersten  Gleichungen  der  verschiedenen  Systeme  folgende: 


X  dxdz ' 


(^,) 


dxdi 


+  ^(c-a') 


1  ^  ^  dxdz  ' 


Aus  jeder  dieser  Gleichungen  ergeben  sich  die  beiden  zugehörigen 
durch  cyklische  Vertauschung  von  t<,  r,  tr,  x^  y,  js  wie  der  in 
den  Gleichungen  vorkommenden  Gonstanten.  Bei  Aufstellung 
der  Gleichungen  ist  vorausgesetzt,  dass  der  betreffende  Ery  stall 
drei  rechtwinklige  Symmetrieebenen  besitzt,  die  zugleich  Coordi- 
natenebenen  sind.  Jedes  Gleichungssystem  enthält  neben  den  reci- 
proken  Hauptbrechungsindices  a,  6,  c  noch  fü^f  willkürliche  Con- 
stanten, nämlich  a,  b,  c  sowie  die  Verhältnisse  der  Grössen  A,  ju,  v. 
Alle  vier  Systeme  ergeben  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

68* 
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a  ebener  Wellen  eine  Gleicliung  dritten  Qrftdea,  die  stels  in 
zwei  Factoren  zerfallt.  Der  eine  Factor  liefert  die  bekannte 
FreBnel'sche  Qleicbung 


O)  — o 
während  der  andere  Factor 

der  Caucby'flchen  dnnklen  Welle  entspricht.  Um  die  letztere 
Welle  zu  beeeitigen,  haben  fast  alle  Autoren,  die  Theorien  der  Dop- 
pelbrechung aufgestellt  haben,  a  =  b  =  c  =  0  gesetzt,  eine  An- 
nahme, durch  welche  die  Systeme  (A,)  und  (A,")  identisch  werden. 
Doch  bedarf  es  dieser  Annahme  nicht;  vielmehr  geuBgt  es,  a,  ft,  c 
sSmtlich  als  negativ  vorauszusetzen,  um  zu  erklfiren,  weshalb  die 
in  Rede  stehende  dritte  Welle  nie  beobachtet  ist 

W&hrend  von  den  drei  Conetanten  a,  b,  c  die  Geschwindig- 
keit der  nicht  sichtbaren  Welle  abhängt,  bestimmen  die  Constan' 
ten  X,  ft,  V  für  sich  allein  oder  mit  den  andern  zusammen  die 
Richtung  des  zu  jeder  der  beiden  ersten  Wellen  gehörigen  Vectors; 
und  zwar  kann  diese  Richtung  je  nach  der  Annahme  Ober  X,  fi,  » 
eine  ganz  beliebige  sein,  ohne  dass  die  ans  obigen  Differential- 
gleichungen folgenden  Gesetze  den  Beobachtungen  widersprechen. 
Der  Umstand  indessen,  daes  die  durch  die  Wellesnormale  und 
den  Strahl  gelegte  Ebene,  die  „ Normalebene, "  fOr  die  Lichter- 
scheinungen eine  Symmelrieebene  ist,  fahrt  darauf,  den  Vector 
entweder  als  Bcnkrecht  zu  jener  Ebene  oder  als  in  ihr  liegend 
anzuseheu.  Auf  die  erste  dieser  beiden  Lagen,  welche  die  von  den 
Theorien  Hac-Cullagh's,  F.  Neumann's,  Lamä's  etc.  verlangte  ist, 
fahrt  TOD  allen  Systemen  allein  das  System  (J,),  wenn  man  darin 
X  =  /i  =  V  setzt.  Setzt  man  ausserdem  a  =  b  =  c  =  0,  80er> 
iiält  man  damit  aus  (i4,)  die  Lamä'schen  resp.  NenmanD'schea 
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80  erg^ebt  (0,)  anter  der  Annahme  fc  =  0,  dass  der  Vector  parallel 
ist  dem  Durchschnitt  der  Normalebene  und  Wellenebene*,  das  ist 
die  Fresnersche  Richtung.  Auch  gehen,  wenn  man  zu  dieser 
Annahme  die  weitere  a  =  b  =  c  =  O'hinzufBgt,  die  Gleichun- 
gen (0,)  in  die  Fresnerschen  ttber.  Setzt  man  aber  in  (B,) 
ft  =  0,  &  =  1,  so  liegt  der  Vector  in  der  Normalebene  senkrecht 
zum  Strahl,  wie  in  den  Theorien  von  Maxwell  und  Sarrau.    Durch 

Variation   des   Verhältnisses  -r-  kann  man  fQr  den  Vector  alle 

k 

möglichen  Richtungen  in  der  Normalebene  erhalten.  Ein  ähn- 
liches Resultat  ergeben  die  Gleichungen  (BJ. 

»Zu  der  Fresnerschen  Wellenfläche  kann  man  flbrigens  auch 
gelangen,  ohne  den  Erystall  als  symmetrisch  in  Bezug  auf  drei 
rechtwinklige  Ebenen  anzunehmen.  Man  braucht  zu  dem  Zwecke 
nur  in  den  obigen  Gleichungen  u^  r,  tr  durch  beliebige  lineare 
Functionen  von  u^  v,  w  zu  ersetzen.  Wn. 


8ir  W.  Thomson.  On  Cauchy's  and  Green's  doctrine 
of  extraneous  force  to  explain  dynamically  Fresners 
kinematics  of  double  refraction.     Bdinb.  Proc.  XV.  21-33. 

Sir  W.  Thomson.      On    the  minimal   tetrakidekahedron 

with   exhibition   of  modeis.     Bdinb.  Proc.  XV.  38. 

Bericht  übev  einen  Aufsatz  des  Verf.  im  Phil.   Mag.  XXV 
(1887)  in  Betreff  desselben  Gegenstandes.  Gly. 


W.  Voigt.     Ueber  das   Doppler'sche   Princip.      Gott.  N. 

41-51. 

Um  zu  untersuchen,  welchen  Einfluss  eine  Bewegung  der 
Lichtquelle  auf  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  ausübt,  stellt  der 
Verfasser  folgende  Ueberlegungen  an.  Die  drei  Gomponenten 
fli,  V,  w  der  Lichtoscillation  genUgen  drei  Differentialgleichungen 
von  der  Form 

(1)  -Q^  =   (O^JU, 
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zu  denen  noch  die  Bedingung  der  Incompressibilit&t  hinzukommt. 
Es  eeien  nun  fi=(7,  t)=rF,  fc  =  !f  Lösungen  dieser  Gleichungen, 
welche  an  einer  gegebenen  Oberfläche  gegebene,   von  der  Zeit 

abhängige  Werte  f/,  F,  W  annehmen.  Es  seien  ferner  |,  17,  f, 
r  vier  lineare,  homogene  Functionen  von  Xj  y,  s,  /,  die,  da  der 
Factor  von  f  in  t  gleich  1  ist,  im  ganzen  fünfzehn  Constanten  ent- 
halten. Vertauscht  man  in  ü,  F,  W  die  Variabein  a?,  y,  ä,  /  resp. 
mit  ^,  97,  ^,  T  und  bezeichnet  die  so  erhaltenen  Functionen  mit 
(D),  (F),  (»F),  so  sind  auch 

M  =  (ü),  t>  =  (F),  IT  =  (»F) 
Losungen  der  Gleichungen  (1),  falls  die  erwähnten  fünfzehn  Con- 
stanten neun  Bedingungsgleichungen    genügen.     Die  Discussion 
dieser  Gleichungen  ergiebt,  dass  jene  linearen  Functionen  folgende 
Form  haben  müssen: 

y  ^  =  xq  +  (xa,  +  yß^  +  »y^)«^ (1  —  g) - xa, /, 

während  17  und  £  aus  ^  durch  Vertauschung  von  x  und  a,  mit 
y  und  /?,,  resp.  a  und  yj  hervorgehen.  Die  Grössen  x,  a„  /?j,  y^ 
können  beliebige  Constanten  sein,  nur  dass  die  letzten  drei  die 
Richtungscosinus  einer  Linie  darstellen,  während 


?  =  i 


x' 


ist.    Das  Resultat  zusammen  mit  der  Bedingung,  dass  auch 

d(U)        d(V)        d(W)   ^Q 
dx         ,   dy  dz 

sein  muss,  enthält  das  Doppler'sche  Princip,  soweit  dasselbe 
richtig  ist.  Substituirt  man  $,  f?,  ^,  z  statt  x^  y,  2,  t  in  der  Glei- 
chung der  gegebenen  Fläche,  so  erhält  man  die  Bewegung  der 
Lichtquelle.  Besonders  einfach  gestaltet  sich  das  Resultat,  wenn 
X,  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Lichtquelle,  gegen  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  to  des  Lichtes  klein  ist,   so  dass 


X» 


man  — 5-  vernachlässigen  kann. 

An  diese  allgemeinen  Erörterungen  wird  die  Discussion  von 
drei  speciellen  Fällen  geknüpft.     1)  Der  erste  derselben  betrifft 
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ebene  Wellen  von  constanter  Amplitude,  wobei  die  als  Licht- 
quelle zu  betrachtende  Ebene  sich  in  derselben  Richtung  bewegt, 
nach  der  sich  die  ebenen  Wellen  fortpflanzen.  Hier  gilt  das 
Doppler' sehe  Princip  streng.  Die  Schwingungsdauer  in  der  fort- 
gepflanzten Welle  ist  verringert  im  Verhältnis  fl ~)'l- 

2)  Betrachtet  mau  eine  ebene  Lichtquelle,  deren  Punkte  alle 
dieselbe  Schwingungsdauer,  aber  verschiedene  Intensität  besitzen, 
so  gelten  bei  derselben  Bewegung  der  Lichtquelle  wie  in  Fall 
1)  ganz  andre  Gesetze,  als  durch  das  Doppler'sche  Princip  ge- 
geben sind,  selbst  wenn  man  sieh  auf  die  erste  Annäherung  be- 

x' 

schränkt  und  — p  gegen  1  vernachlässigt. 

3)  Die  ruhende  leuchtende  Oberfläche  sei  eine  sehr  kleine 
Kugel,  welche  um  einen  Durchmesser  oscillirt,  so  dass  der  Dre- 
hungswinkel tp  das  Gesetz 

xp  =  Ä  sm-y- 

befolgt.  Ersetzt  man  in  den  Ausdrucken  für  die  Schwingungen, 
die  ein  solcher  durch  Rotation  „leuchtender  Punkt"  in  dem  um- 
gebenden Medium  veranlasst,  x^  y,  is,  t  durch  $,  17,  ^,  t  unter 
der  Annahme,  dass  er,  =  1,  /?,  =  0,  y,  =  0  ist,  so  ergiebt  sich 
die  Bewegung,  die  von  einem  andern  leuchtenden  Punkte  aus- 
gesandt wird,  falls  letzterer  sich  mit  der  Geschwindigkeit  x  längs 
der  Rotationsaxe  bewegt.  Die  Discussion  der  Formeln  führt 
hier  zu  folgenden  eigentümlichen  Resultaten.  Die  Wellenflächen 
sind  in  erster  Annäherung  Kugeln,  die  aber  nicht  den  leuchten- 
den Punkt  zum  Mittelpunkt  haben,  sondern  einen  von  demselben 

um  den  — ten  Teil  des  Radius  nacb  der  der  Bewegung  entge- 

gengesetzten  Richtung  hin  abstehenden  Punkt.  Ein  ruhender  Beob- 
achter würde  einen  so  bewegten  leuchtenden  Punkt,  der  sich  zur 
ZeitHn  der  Entfernung  r  von  ihm  befindet,  in  derjenigen  Lage  sehen, 

welche  er  vor  der  Zeit  —  hatte,  aber  mit  der  Intensität,  wie 

sie  der  augenblicklichen  Entfernung  entspricht.  Wn., 
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W.  Voigt.     Theorie  des  Lichtes  för  bewegte  Medien. 

Gott.  N.  177-237. 

Der  Behandlung  der  Lichtschwingungen  in  bewegten  Medien 

wurde   bisher   entweder   die  Fresnersche  Hypothese  zu  Grande 

gelegt,  wonach  durch  die  bewegten  ponderabeln  Körper  der  in 

n'— 1 

ihnen  enthaltene  Aether  mit  dem = — ^^  Teil  ihrer  Geschwin- 

n' 

digkeit  mitgeftthrt  wird,  oder  auch  die  Annahme,  dass  den  be- 
wegten Körpern  ein  Teil  des  Aethers,  eine  Aetheratmosphäre, 
anhaftet,  und  dass  dieser  Teil  bei  der  Bewegunjg  mitgefQhrt 
wird.  Beide  Annahmen  verwirft  Herr  Voigt,  die  erstere,  weil 
sie  mit  den  Folgerungen  der  Elasticitätstheorie  in  Widerspruch 
steht  und  bei  Krystallen  auf  Resultate  führt,  die  durch  die  Beob- 
achtungen nicht  bestätigt  werden,  die  zweite,  da  sie  ebenfalls  er- 
hebliche theoretische  Schwierigkeiten  bietet  und  bisher  durch 
keine  Beobachtung  nötig  gemacht  ist.  Dagegen  bietet  sich  bei 
Zugrundelegung  der  Neumann'schen  Ansicht  von  der  überall 
Constanten  Dichte  des  Aethers  ganz  von  selbst  die  mit  der 
Elasticitätstheorie  wohl  vereinbare  Vorstellung  dar,  dass  der 
Aether  an  der  Bewegung  der  Erde  und  der  auf  derselben  be- 
findlichen Körper  nicht  teilnimmt.  Dabei  ist  es  nicht  erforder- 
lich, den  Aether  als  absolut  in  Ruhe  befindlich  anzusehen;  man 
muss  vielmehr  eine  selbständige  Bewegung  desselben  zulassen, 
die  in  grossen  Räumen  der  Geschwindigkeit  und  Richtung  nach 
constant  ist.  Bei  Zugrundelegung  eines  mit  deA  Aether  be- 
wegten Coordinatensystems  kann  man  indessen  von  dieser  Be- 
wegung abstrahiren.  Ist  sonach  eine  Beteiligung  des  Aethers 
an  den  fortschreitenden  Bewegungen  der  ponderabeln  Massen 
ausgeschlossen,  so  kann  ein  Unterschied  der  Lichtbewegung  in 
ruhenden  und  fortschreitenden  Körpern  nur  dadurch  hervor- 
gebracht werden,  dass  die  zwischen  ponderabeln  und  Aether- 
teilchen  wirkenden  Kräfte  hier  und  dort  verschiedenen  Gesetzen 
folgen. 

Von  dieser  Grundvorstellung  ausgehend,  untersucht  Herr 
Voigt  zunächst,  ob  Wechselwirkungen  zwischen  Materie  und 
Aether  denkbar  sind,   die   sich   mit   dem  Princip  der  Energie 
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vereinigen  lassen  (also  fttr  yollkommen  durchsichtige  Körper 
gelten),  and  die  dabei  fttr  bewegte  Medien  andere  Gesetze  der 
Lichtansbreitung  ergeben  als  ffir  ruhende.  Die  in  einer  früheren 
Arbeit  fcf.  F.  d.  M.  XV.  1883.  900]  vom  Verfasser  abgeleiteten 
Formeln  für  jene  Wechselwirkung,  die  hier  in  grösserer  Aus- 
führlichkeit als  früher  nochmals  entwickelt  werden,  ergeben  kein 
der  Erfahrung  entsprechendes  Resultat.  Dagegen  zeigt  sich, 
dass  man  dem  Princip  der  Energie,  d.  h.  der  Forderung,  dass 
die  Arbeit  der  Wechselwirkung  zwischen  Aether  und  Materie 
ein  vollständiger  Differentialquotient  nach  der  Zeit  wird,  noch 
auf  andere  Weise  genügen  kann,  als  es  in  der  vorerwähnten 
Arbeit  geschehen  ist.  Man  kann  nämlich  über  die  Componenten 
A^  fi,  C  der  Wechselwirkung  eine  solche  Verfügung  treffen,  dass 
die  die  Arbeit  darstellenden  Körperintegrale  in  Oberflächeninte- 
grale, die  verschwinden,  verwandelt  werden.  Das  führt  auf 
folgendes  Gesetz  fttr  die  Wechselwirkung: 


dy     '   ^"    dy     '     '•    dy 

t-  hl     Q^     t  fn     Q^     t  Ixt     Q^   ) 

und  ähnlich  B  und  C.  Dabei  sind  u\  v\  to*  die  Ableitungen 
der  Verrückungen  nach  der  Zeit;  e^ni^n  ^^^*  sind  Constanten,  im 
ganzen  18  an  der  Zahl,  da  eine  Vertauschung  der  Indices  keine 
Aenderung  hervorbringt. 

Für  isotrope  Körper,  die  sich  in  der  Richtung  der  ^-Axe 
bewegen,  vereinfachen  sich  die  Formeln  bedeutend.  Fügt  man 
hier  noch  die  Annahme  hinzu,  dass  der  in  Folge  der  Incom- 
pressibilität  auftretende  hydrostatische  Druck  verschwindet,  was 
nötig  ist,  damit  die  Verrückungen  u,  t?,  u>  von  einander  unab- 
hängig werden,  so  wird  einfach 

Die  Gonstante  d  verschwindet  mit  der  Translationsgeschwindig- 
keit  Q  des  ponderabeln  Körpers;  in  erster  Näherung  ist  also  4 


1082  XI.  AbBcbnitt.    Mathematische  Physik. 

proportional  S2.  FOgt  man  diese  Kräfte  zu  den  ffir  rahende 
isotrope  Medien  geltenden  hinzu,  so  ergeben  sich  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen der  Lichtbewegung  die  Gesetze  fttr  die  Fort- 
pflanzung des  Lichtes  in  bewegten  Medien.  In  erster  Nfthemng 
wird  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  w 

CO  =  «•  +  *. fl«, 
falls  (0^  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  dem  ruhenden  Me- 
dium ist,  Qg  die  Gomponente  der  Translationsgescbwindigkeit 
£i  nach  der  Wellennormale,  k  eine  Constante.  Diese  Formel 
ist  durch  die  Erfahrung  bestätigt.  Die  Wellenflächen  sind  excen- 
trische  Kugeln. 

Wenn  man  femer  dieselben  Kräfte  zu  den  in  absorbirenden 
isotropen  Medien  wirksamen  hinzufügt,  so  folgt,  dass  bei  geringer 
Absorption  der  AbsorptionscoefGcient  durch  die  Bewegung  eine 

Aenderung  erfährt,  die  proportional  — §-  ist. 

Weiter  wird  auch  für  circular-polarisirende  und  för  krystal- 
linische  Medien  der  Einfluss  der  Translation  auf  die  Licht- 
bewegung entwickelt.  Für  die  letzteren  Medien  kommen  die 
allgemeinen  oben  angeführten  Ausdrücke  der  Kräfte  ii,  £,  C  in 
Betracht.  Da  ein  Eingehen  auf  die  Einzelheiten  der  hier  erfor- 
derlichen Rechnungen  zu  weit  führen  würde,  begnügen  wir  uns 
mit  der  Erwähnung  folgender  Resultate.  Bei  einaxigen  Krystallen 
ist  der  Einfluss  der  Translation  für  die  ordentliche  und  die 
ausserordentliche  Welle  verschieden.  Die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  letzteren  hängt  nicht  nur  von  der  Translationscom- 
ponente  uach  der  Wellennormale  ab,  sondern  auch  von  der  hierzu 
senkrecht  im  Hauptschnitt  gelegenen  Gomponente.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit in  zweiaxigeu  Krystallen  wird  aus- 
schliesslich beeinflusst  durch  die  Componenten  von  ii  nach  der 
Richtung  der  Wellennormale  und  nach  der  zu  dieser  und  der 
Schwingungsrichtung  senkrechten  Richtung.  Ferner  ergiebt  sich 
hier  das  folgende  merkwürdige  Resultat.  Wie  bei  isotropen 
Medien  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in  entgegengesetzten 
Richtungen  durch  die  Translation  verschieden  modificirt  werden, 
so  werden  bei  zweiaxigeu  Krystallen  durch  dieselbe  Ursache  die 
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beiden  Hdlften  der  optiscben  Axen  verschieden  verschoben,  so 
dass  nunmehr  vier  statt  zwei  Riehtungen  zu  unterscheiden  sind. 
Auch  die  Drehung  der  Polarisationsebene  wird  durch  die  Trans- 
lation beeinflusst,  jedoch  in  ziemlich  verwickelter  Art. 

Um  die  Vergleichung  der  Theorie  mit  beobachteten  Erschei- 
nungen zu  ermöglichen,  ist  noch  zu  erörtern,  welche  Modification 
das  Reflexions-  und  das  Brechungsgesetz  durch  die  Bewegung 
der  Medien  erfahren.    Jene  Gesetze  werden  hier 

Biiifpg  sin<]Pr  Binqtd 

—  ■     —      ■■  n  ■  ^.     -II  ■■       ■  ^^^  ■  ■■  ■  i.i  ■    I  ■  ■  !■    11     ■    II  ^^^  ■■■  -  ■■  ■■1^1  « 

tOe  —  i2n  COS  (ft  ft>r  —  ßn  COS  (fr  €0d  —  ß«  COS  (fa 

Dabei  ist  g>  der  Winkel  der  Wellennormale  gegen  das  ins  zweite 
Medium  hinein  positiv  gerechnete  Einfallslot,  lo'  die  Licht- 
geschwindigkeit des  bewegten  Mediums,  während  durch  die  In- 
dices  c,  r,  d  einfallende,  reflectirte  und  gebrochene  Welle  unter- 
schieden werden  und  Si^  die  Gomponente  von  Si  nach  dem  Ein- 
fallslot  ist.  Daraus  folgt,  dass  die  Aberration  durch  ein  einge- 
schaltetes Medium  nicht  beeinflusst  wird,  dass  sich  der  Winkel 
der  äusseren  Reflexion  durch  die  gemeinsame  Bewegung  von 
Beobachter  und  Spiegel  nicht  ändert,  dass  endlich  die  prismati- 
sche Ablenkung  von  der  Bewegung  unabhängig  ist;  alles  Folge- 
rungen, die  durch  Beobachtungen  bestätigt  sind.  Ferner  flnden 
die  Beobachtungen  des  Herrn  Eetteler,  wonach  die  Ablenkung 
der  Wellennormale  in  Krystallen  durch  Brechung  und  innere 
Reflexion  unabhängig  von  der  Translation  ist,  ihre  vollständige 
Erklärung,  ebenso  die  Beobachtungen  des  Herrn  Mascart  Ober 
die  Unabhängigkeit  der  gegenseitigen  Verzögerungen  der  beiden 
Wellen,  welche  sich  senkrecht  zur  Axe  in  einem  Kalkspat  fort- 
pflanzen, von  der  gemeinsamen  Translation  der  Lichtquelle  und 
des  Erystalls.  Für  circular-polarisirende  Medien  ergeben  sich, 
je  nach  der  Verfügung  über  die  Constanten,  Werte  für  die  beob- 
achtete Drehung  der  Polarisationsebene,  welche  die  wirklich 
gemessenen  umschliessen ;  aber  vorläufig  ist  die  Theorie  dieser 
Erscheinungen  noch  nicht  als  abgeschlossen  zu  betrachten.  Auch 
hinsichtlich  der  Modification  der  Dispersion  und  der  auswählen- 
den Absorption  folgen  keine  abgeschlossenen  und  entscheidenden 
Resultate. 
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•Zum  Schluss  wird  ein  Experiment  besprochen,  das  yon 
Herrn  Michelson  angestellt  ist,  um  zu  entscheiden,  ob  der  Licht- 
äther an  der  Bewegung  teilnimmt  oder  nicht.  Es  wird  gezeigt, 
dass  bei  der  Art,  in  der  Herr  Michelson  die  Beobachtung  an- 
geordnet hat,  die  Resultate  von  der  relativen  Bewegung  zwischen 
dem  Aether  und  dem  Beobachtungsapparat  völlig  unabhängig 
sind,  also  zur  Entscheidung  jener  Frage  nichts  beitragen  können. 

Wn. 


A.  Michelson    aud    E.  W.  Morley.      On    the    relative 
motion    of   the    Earth    and    the   himiniferous    aether. 

Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  449-463. 

A.  Michelson   und   E.  W.  Mokley.      Einfluss    der  Be- 
wegung   des    Mittels    auf    die    Geschwindigkeit    des 

Lichtes.     Einer  Rep.  XXIIL  198-208. 

Ein  Bericht  über  Experimente  zur  Unterstfitzung  der  Hypo- 

• 

these,  dass  der  Aether  in  Ruhe  ist,  ausgenommen  im  Innern  durch- 
sichtiger Mittel.  Der  folgende  Satz  giebt  das  erzielte  Ergebnis 
an:  „Aus  allem  Vorangehenden  geht  als  vernfinftiger  Weise  sicher 
hervor,  dass,  wenn  irgend  eine  relative  Bewegung  zwischen  der 
Erde  und  dem  Aether  stattfindet,  dieselbe  klein  sein  muss;  gerade 
völlig  klein  genug,  um  Fresners  Erklärung  der  Aberration  zu 
widerlegen**.  Qbs.  (Lp.) 

R.  T.  Glazbbrook.     Supplement  to  a  report  on  optical 

theories.     Brit.  Ass.  Rep.  208-209. 

Eine  Berichtigung  zu  seinem  Referate  über  Voigt's  Theorie 
der  Optik  in  |dem  „Report  on  optical  theories**  (Brit.  Ass.  Rep. 
1885.  157).  Qbs.  (Lp.) 

W.  Voigt,     üeber  die  Einwände  von  Herrn  R.  T.  Glaze- 
brook  gegen  meine  optischen  Arbeiten.    Wiedemano  Aon. 

(2)  XXXI.  14M44,  544. 

In  einem  vor  der  British  Association  for  the  Advancement 


Gapitel  2.    Akastik  and  Optik.  1085 

of  Science  im  Jahre  1886  gehaltenen  Vortrage  hatte  Herr  Glaze- 
brook  einen  umfassenden  Ueberblick  über  alle  neueren  optischen 
Theorien  gegeben  und  dabei  auch  einige  Bedenken  gegen  die 
Theorie  des  Hrn.  Voigt  geäussert.  Dieselben  beziehen  sich  auf 
die  Annahme,  dass  die  Amplituden  der  EörpermolecOle  als  ver- 
schwindend klein  angenommen  werden,  ferner  auf  die  Benut- 
zung des  sogenannten  Eirchhoff 'sehen  Princips  sowie  die  Form 
der  Grenzbedingungen  überhaupt,  endlich  auf  die  Annahme 
gleicher  Dichtigkeit  des  Aethers  in  verschiedenen  Medien  und 
auf  das  Auftreten  ungerader  Ableitungen  der  Verrückungen  nach 
der  Zeit.  Herr  Voigt  hatte  die  meisten  dieser  Einwände  schon 
in  seinen  Arbeiten  (cf.  F.  d.  M.  XV.  1883.  900;  XVI.  1884.  899) 
im  voraus  erledigt,  legt  hier  aber  nochmals  die  Gründe  dar,  welche 
für  die  Richtigkeit  seiner  Anschauung  sprechen.  Wn. 


W.  Voigt.      Zur  Theorie  des  Lichtes   für  absorbirende 

isotrope   Medien.      Wiedemaon  ADD.  (2)  XXXI.  233-242. 

Herr  Voigt  giebt  hier  drei  Zusätze  zu  der  früher  von  ihm 
aufgestellten  Theorie  [cf.F.d.  M.XVL  1884.899],  die  folgende  Punkte 
betreffen.  1)  Den  früheren  Ausdrücken  für  il«,  B^,  C,  etc.  wird 
hier  eide  andere  Form  gegeben,  die  für  ebene,  periodisch  schwin- 
gende Wellen  mit  der  früheren  zusammenfällt,  aber  gewisse  for- 
melle Vorteile  bietet.  2)  Das  Problem  der  Reflexion  und  Brechung 
des  Lichtes  an  der  Grenze  zweier  isotropen  absorbirenden  Medien 
lässt  sich  durch  Einführung  gewisser  Hülfswinkel  ebenso  einfach 
und  anschaulich  lösen  wie  in  dem  einfacheren  Falle,  wo  nur  das 
eine  Medium  absorbirend,  das  andre  vollkommen  durchsichtig 
ist.  Daraus,  dass  die  eingeführten  Hülfswinkel  um  Vielfache  von 
n  unbestimmt  sind,  entsteht  bei  Anwendungen  eine  gewisse 
Schwierigkeit,  die  sich  aber,  wie  hier  gezeigt  wird,  leicht  besei- 
tigen lässt.  3)  Die  bei  dem  eben  genannten  Problem  sich  er- 
gebenden Formeln  für  das  Amplitudenverhältnis  und  die  rela- 
tive Verzögerung  der  Componenten  senkrecht  und  parallel  der 
Einfallsebene  sind  für  die  Anwendungen  viel  unbequemer  als 
die  Gauchy'schen  Formeln.  Nach  einer  Bemerkung  des  Herrn 
Drude  lassen  sich  indessen  die  in  Rede  stehenden  Formeln,  falls 
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man  die  in  den  allgemeinen  Gleichungen  auftretende  Constante 
b  gleich  0  setzt,  so  umformen,  dass  man  mit  ihrer  Hülfe  die  Con- 
stanten des  Mediums,  an  dem  die  Reflexion  stattfindet,  durch  den 
Haupteinfallswinkel  (für  welchen  die  relative  Verzögerung  =  i^) 
und  das  Hauptazimut  ausdrücken  kann.  Die  zum  Ziele  führen* 
den  Rechnungen  werden  hier  mitgeteilt  Wn. 


R.  Hbnnig.   .  Beobachtungen  Ober  Metallreflexion.  Gott.  N. 

365-389. 

Die  von  Herrn  Voigt  aufgestellten  Formeln  für  die  Reflexion 
an  der  Grenze  eines  durchsichtigen  und  eines  absorbirenden 
Mediums  (vergl.  das  vorhergehende  Referat)  werden  hier  einer 
eingehenden  experimentellen  Prüfung  unterworfen.  Der  erste 
Teil  der  Messungen  bezieht  sich  auf  die  relative  Phasenverzöge- 
rung und  das  Amplitudenverhältnis  der  reflectirten  Componenten. 
Um  diese  Messungen  zu  verwerten,  war  der  Einfluss  einer  unge- 
nauen Orientirung  des  Babinet'schen  Compensators  zu  berück- 
sichtigen. Der  Verfasser  entwickelt  die  zur  numerischen  Berech- 
nung dieses  Einflusses  nötigen  Formeln  und  findet  die  corrigirten 
Beobachtungen  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  der  Theorie. 
Weiter  wurden  auch  die  absoluten  Pbasenverzögerungen  der 
beiden  Componenten  bestimmt  durch  Messung  der  Durchmesser 
Newton'scher  Ringe,  die  durch  Combination  von  Stahlspiegeln 
mit  Grlaslinsen  erzeugt  wurden.  Hier  war  die  Uebereinstimmung 
zwischen  Beobachtung  und  Theorie  nur  für  mittlere  Einfallswinkel 
(bis  zu  50^)  eine  genügende,  nicht  aber  für  grössere.  Den  Grund 
für  diese  Nichtübereinstimmung  sucht  der  Verfasser  in  der  Beob- 
achtungsmethode. Wn. 


P.  Drude,    üeber  die  Gesetze  der  Reflexion  und  Brechung 
des   Lichtes    an    der  Grenze  ab«orbirender   Krystalle. 

Wiedemann  Add.  (2)  XXXII.  584-625. 

Die   vorliegende  Abhandlung    bildet   eine  Ergänzung   resp. 
Erweiterung  der  Arbeit  des  Hrn.  W.  Voigt,  über  die  F.  d.  M. 
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XVI.  1884.  899  berichtet  ist  Herr  Voigt  hatte  die  Theorie  der 
Absorption  des  Lichtes  für  isotrope  Medien  vollständig  durchge- 
führt, die  Absorption  in  Krystallen  aber  nur  soweit  behandelt, 
als  es  ohne  Eingehen  auf  die  Grenzbedingungen  möglich  war. 
Für  Krystalle  fehlte  also  noch  die  Bestimmung  der  Amplituden 
des  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtes.  Diese  Bestimmung  ist 
der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhandlung,  die  aber  auch 
den  schon  von  Herrn  Voigt  behandelten  Teil  des  Problems  in 
andrer  Darstellung  nochmals  erörtert.  Hinsichtlich  der  Methode 
sohliesst  sich  die  Abhandlung  eng  an  eine  bekannte  Untersuchung 
von  Rirchhoff  an  [Kirchhoff:  Gesammelte  Abhandlungen,  Leipzig 
1882,  352;  vergl.  F.  d.  M.  VIIL  1876.  647]. 

Die  auf  den  Lichtäther  wirkenden  Kräfte  zerfallen  in  zwei 
Ä  rten,  solche,  welche  die  Energie  des  Körpers  erhalten,  und  solche, 
welche  sie  vermindern.  Für  Kräfte  der  ersten  Art  (elastische 
Kräfte)  wird  hier  genau  die  Kirchhoff^sche- Darstellung  mittels 
des  elastischen  Potentials  zu  Grunde  gelegt,  und- es  wird  auch 
die  von  Kirchhoff  angegebene  Transformation  des  Ausdrucks 
für  dieses  Potential  benutzt.  Von  den  Kräften  der  zweiten  Art, 
den  absorbirenden  Kräften,  wird  vorausgesetzt,  dass  sie,  ebenso 
wie  die  elastischen  Kräfte,  drei  Symmetrieaxen  besitzen;  doch 
kann  das  zweite  System  von  Symmetrieaxen  mit  dem  ersten  be- 
liebige Winkel  bilden.  Ferner  wird  in  Bezug  auf  die  absorbi- 
renden Kräfte  angenommen,  dass  der  von  Herrn  Voigt  mit  ^p^ 
bezeichnete  Ausdruck  verschwindet,  während  die  Constanten  des 
Ausdrucks  tp^  sechs  Bedingungsgleichungen  von  der  Art  genügen, 
dass  für  die  Lage  der  Polarisationsebene  sich  das  Neumann'sche 
Resultat  ergiebt.  Nach  Einführung  dieser  Annahmen  lässt  der 
Ausdruck  von  ip^  (Arbeit  der  absorbirenden  Kräfte),  auf  beliebig 
liegende  Coordinatenaxen  bezogen,  eine  ganz  analoge  Transfor- 
mation zu,  wie  das  Potential  der  elastischen  Kräfte.  Von  den 
zwölf  Gonstanten,  welche  der  in  Rede  stehende  Ausdruck  enthält, 
müssen  sechs  verschwinden,  wie  unter  Heranziehung  der  später 
zu  erwähnenden  Bedingungen  für  die  Grenze  zweier  Medien  sich 
nachweisen  lässt.  Dadurch  nehmen  die  Differentialgleichungen 
für  die  Liohtbewegung  in  absorbirenden  Krystallen  eine  ebenso 
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einfache  Form  an,  wie  die  Gleichungen  für  durchsichtige  Erystalle 
bei  Lama  und  Eirohhoff  haben.  Die  erste  dieser  drei  Haapt- 
gleichungen  wird 

d^u   _    d   /  dG       gg.  \ d  f  dG    .    dG,\ 

dt'    "  dz\  dt]   ^  ÖJ7'  /      öy  V  öS  "^  ÖC  / 

Darin  ist 

20  =  a„§'+a„i7«+a„r+2a..i7S+2a.,K  +  2a,.5,, 

ferner  hängen  $,  1;,  ^  mit  den  Verrttckungen  ti,  t),  to  durch  die 
Gleichungen 

zusammen,  während  $',  17',  ^  die  Ableitungen  von  ^,  17,  C  n^ch 
der  Zeit  sind  und  die  Grössen  a,,,  a\^  etc.  von  den  Gonstanten 
des  Mediums  und  d^r  Lage  des  zu  Grunde  gelegten  Coordinaten- 
systems  abhängen. 

Den  Hauptgleichungen  wird   genügt  durch  Ausdrücke   der 
Form 

wobei  alle  Constanten  complexe  Werte  haben;  und  zwar  sind  Jf 
und  M'j  fi  und  fi\  v  und  y*,  n  und  tk'  zu  einander  conjugirt 
Die  weitere  Discussion  dieser  Ausdrücke  wird  vereinfacht  durch 
die  Annahme,  dass  die  Amplitude  innerhalb  der  Wellenebene 
constant  ist  Dann  ergiebt  sich,  dass  sich  in  jeder  Richtung  zwei 
Wellensysteme  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  fortpflanzen, 
analog  wie  bei  durchsichtigen  Medien.  Doch  erfolgt  hier  die 
Bewegung  beider  Wellensysteme  in  Ellipsen,  und  zwar  sind  beide 
Ellipsen  ähnlich ;  die  grosse  Axe  der  einen  Hegt  auf  der  kleinen 
der  andern  und  umgekehrt  Uebrigens  haben  die  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  Af,  If'  etc.  wie  auch  die  Gleichung  ftir  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieselbe  Form  wie  die  entsprechen- 
den Gleichungen  für  durchsichtige  Erystalle;  nur  lassen  diese 
Gleichungen  hier  nicht  eine  so  einfache  geometrische  Interpreta- 
tion zu,   weil  alle  darin  vorkommenden  Grössen  complex  sind. 
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Eine  weitere  VereinfachuDg  entsteht,  wenn  man  die  Absorptions- 
axen  mit  den  optischen  Sjmmetrieaxen  zusammenfallen  lässt. 
Hier  ergiebt  sich  das  Resultat,  dass  optische  Axen,  d.  h.  Linien, 
in  denen  fQr  beide  Wellen  die  Geschwindigkeit  und  die  Absorp- 
tion dieselben  Werte  haben,  in  einem  absorbirenden  Krystall  des 
rhombischen  Systems  nicht  existiren  können.  Anders  gestalten 
sich  allerdings  die  Verhältnisse  bei  geringer  Absorption,  weil 
dann  in  erster  Annäherung  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
gar  nicht  von  der  Absorption  abhängt.  Fttr  diesen  Fall  bleibt 
das  Resultat  des  Herrn  Voigt  bestehen,  wonach  zwei  optische 
Axen  existiren,  in  denen  aber  die  Absorption  fOr  beide  Wellen- 
systeme  verschieden  ist. 

Weiter  wird  nun  das  Problem  der  Reflexion  und  Brechung 
gelöst,  und  zwar  fQr  zwei  absorbirende  krystallinische  Medien 
mit  beliebig  liegenden  Absorptionsaxen.  Die  Grenzbedingungen 
sind  dieselben  wie  bei  Eirchhoff;  an  der  Grenze  sind  also  die  Ver- 
rückungen beider  Medien  gleich,  wozu  als  vierte  Bedingung 
das  Eirchhofi^sche  Princip  kommt,  dass  an  der  Grenze  die  von 
den  elastischen  und  den  absorbirenden  Eräften  geleistete  Arbeit 
verschwindet.  Auch  hier  lehnt  sich  die  weitere  Entwickelung  an 
Eirchhoff  an,  und  auch  die  Resultate  sind  ganz  analoge,  nament- 
lich soweit  es  die  Zahl  der  in  jedem  Medium  vorhandenen  Wellen 
betrifft.  Die  unter  den  allgemeinsten  Voraussetzungen  abgelei- 
teten Gleichungen  werden  specialisirt,  indem  das  eine  Medium 
als  durchsichtig  und  isotrop  angenommen  wird.  Die  Deutung 
der  auftretenden  complexen  Grössen  ergiebt,  dass  der  Hauptein- 
fallswinkel des  absorbirenden  Mediums  dem  Polarisationswinkel 
des  durchsichtigen  nur  entspricht,  wenn  die  Einfallsebene  mit 
einer  Symmetrieebene  zusammenfällt;  ftlr  absorbirende  Erystalle 
giebt  es  also,  den  erwähnten  Fall  ausgenommen,  keinen  Polari- 
sationswinkel. Zuletzt  werden  die  Fälle  gesondert  behandelt, 
dass  auch  das  zweite  Medium  isotrop,  aber  absorbirend  ist  (d.  h. 
der  Fall  der  Metallreflexion),  ferner  dass  das  zweite  Medium  ein  ein- 
axiger  Erystall  ist,  dessen  Axe  entweder  auf  der  Grenze  senk- 
recht steht  oder  in  der  Grenze  liegt  und  dabei  in  der  Einfalls- 
ebene oder  senkrecht  zu  ihr,    endlich   der  Fall,  wo  das  zweite 

Fortsohr.  d.  Math.   XIX.  3.  69 
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Medium  ein  zweiaxiger  Krystall  ist,  dessen  Absorptionsaxen  mit 
den  optischen  Symmetrieaxen  zusammenfallen.  Von  den  dabei 
sich  ergebenden  Resultaten  sei  hier  nur  noch  das  folgende  er- 
wähnt. Bei  der  Metallreflexion  erreicht  das  Verhältnis  des  senk- 
recht zur  Einfallsebene  polarisirten  Lichtes  zu  dem  parallel  der- 
selben polarisirten  ein  Minimum  immer  fBr  einen  Einfallswinkel, 
der  kleiner  als  der  Haupteinfallswinkel  ist.  Wn. 


O.  Wiener.     Ueber  die  Phasenänderung  des  Lichtes  bei 
der   Reflexion    und   Methoden  zur  Dickenbestiranaung 

dünner    Blättchen.      Wiedemann  Add.  (2)  XXXI.  629-672. 

Die  wesentlich  experimentelle  Arbeit  enthält  zwei  kleinere 
theoretische  Entwickelungen,  deren  erste  zeigt,  dass  die  Doppel- 
brechung im  Glimmer  (bei  Vernachlässigung  der  Dispersion)  die 
bei  einer  Reflexion  an  der  hinteren  Fläche  eintretende  Phasen- 
änderung nicht  merklich  modificiren  kann.  Ausserdem  wird  die 
Interferenz  dreier  Strahlenbündel,  welche  an  den  Grenzflächen 
zweier  an  einander  grenzenden  durchsichtigen  Lamellen  senkrecht 
reflectirt  sind,  rechnend  verfolgt 

Von  den  aus  den  Beobachtungen  gezogenen  Schlüssen  sind 
folgende  auch  von  theoretischem  Interesse:  1)  Die  Aenderung 
der  Phase  bei  senkrechter  Reflexion  des  Lichtes  am  Silber  nimmt 
von  Null  bis  zu  höchstens  etwa  dreiviertel  Wellenlängen  zu,  wenn 
die  Dicke  des  Silbers  von  Null  bis  zur  Undurchsichtigkeit  wächst. 
Die  Phasenänderung  entspricht  einer  Verzögerung,  nicht  einer 
Beschleunigung.  2)  Die  Phasenänderung  bei  senkrechter  Reflexion 
an  durchsichtigen  Körpern,  und  zwar  in  optisch  dünneren  an  op- 
tisch dichteren,  ist  weder  als  eine  Verzögerung,  noch  als  eine 
Beschleunigung  anzusehen.  Sie  wird  durch  eine  Umkehr  der 
Schwingungsrichtung  in  der  reflectirenden  Oberfläche  erklärt. 

Wn. 

W.  Wernicke.      Ueber  die   elliptische   Polarisation    des 
von     durchsichtigen      Körpern     reflectirten     Lichtes. 

Wiedemann  Ann.  (2)  XXX.  452-468. 
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W.  Voigt.  Bemerkungen  zu  Hrn.  W.  Wernicke's 
Beobachtungen  über  die  elliptische  Polarisation  des 
von      durchsichtigen      Körpern      reflectirten     Lichtes. 

Wiedemann  Ann.  (2)  XXXI.  326-331. 

W.  Wernicke.  Erwiderung  auf  Hrn.  Voigt's  Bemer- 
kungen zur  elliptischen  Polarisation  des  von  durch- 
sichtigen Körpern  reflectirten  Lichtes.      WiedemaDo  Ann. 

(2)  XXXI.  1028-1032. 

W.  Voigt.  Zur  Erklärung  der  elliptischen  Polarisation 
bei  Reflexion  an  durchsichtigen  Medien.    Wiedemaoo  ado. 

(2)  XXXIL  526-528. 

Herr  Wernicke  berechnet  die  resultirende  Intensität  für  die 
Interferenz  von  Strahlen,  die  teils  an  der  Vorderfläche  einer  plan- 
parallelen, dünnen  und  durchsichtigen  Schicht  reflectirt  sind,  teils 
nach  einer  Reflexion  im  Innern  aus  jener  Schicht  heraustreten, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  mit  der  Brechung  eine  Phasenver- 
zögerung verbunden  ist.  Die  sich  ergebende  Formel  wird  dis- 
cutirt.  Im  übrigen  ist  der  Inhalt  der  Arbeit  des  Herrn  Wernicke 
rein  experimentell,  aber  von  theoretischem  Interesse.  Herr  Wer- 
nicke zeigt  nämlich,  dass  die  elliptische  Polarisation,  welche  bei 
der  Reflexion  an  durchsichtigen  Substanzen  auftritt,  zum  Teil 
zwar  von  einer  jene  Substanzen  bedeckenden  Oberflächenschicht 
herrührt,  dass  aber  auch  nach  Entfernung  der  Oberflächenschicht 
die  reine  Substanz  noch  elliptische  Polarisation  zeigt.  Dass  das 
von  Herrn  Wernicke  ersonnene  Verfahren  die  Oberflächenschicht 
wirklich  entfernte,  wurde  daraus  erkannt,  dass  nach  der  Entfer- 
nung der  Schicht  der  Haupteinfallswinkel  (d.  i.  derjenige,  für 
welchen  die  Componenten  senkrecht  und  parallel  zur  Einfallsebene 

eine  Phasendiflferenz  =  -^besitzen)  mit  dem  Brewster^schen  Polari- 
sationswinkel zusammenfiel.  Zur  Erklärung  der  elliptischen  Po- 
larisation würde  hiernach  die  Annahme  einer  fremden  Oberflächen- 
schicht nicht  hinreichen. 

Dem  gegenüber  stellt  Herr  Voigt  die  Ansicht  auf,  neben  der 
künstlichen  Oberflächenschicht  sei  noch  eine  zweite,   natürliche 

69* 


1092  Xr.  Abschoitt.    Mathematische  Phyailc. 

vorhanden;  die  letztere  sei  dadurch  bedingt,  daas  die  pooderablen 
Molecüle  an  der  Oberfläche  in  andrer  Anordnung  sich  im  Gleich- 
gewicht befinden,  als  im  Innern.  Bei  den  Versuchen  des  Herrn 
Wernicke  sei  nun  allein  die  künstliche  Schicht  entfernt,  nicht 
aber  die  natürliche.  Herr  Voigt  untersucht  dann  den  Einfluss 
der  letzteren  Schicht  untefr  der  Annahme,  dass  dieselbe  homogen 
sei.  Durch  Anwendung  bekannter  Formeln  gelangt  er  dabei  zu 
folgendem  Resultat:  Wenn  die  Dicke  /  der  Schicht  so  gering  ist, 
dass  2nl  cos  % :  X,  neben  1  als  kleine  Grösse  erster  Ordnung  anzu- 
sehen ist,  so  ist  der  Haupteinfallswinkel  bis  auf  Grössen  zweiter 
Ordnung  genau  durch  die  Brewster'sche  Definition  des  Polarisa- 
tionswinkels gegeben.  Ffir  diesen  Haupteinfallswinkel  aber  bleibt 
eine  EUipticität  Yon  der  ersten  Ordnung  übrig.  Damit  ist  die 
Möglichkeit  gezeigt,  die  bei  der  Reflexion  auftretende  elliptische 
Polarisation  durch  eine  natürliche  Oberflächenschicht  zu  erklären. 

Herr  Wernicke  bestreitet  in  seiner  Replik  das  Vorhandensein 
einer  natürlichen  Oberflächenschicht.  Die  Voigt'schen  Rechnungen, 
deren  Richtigkeit  zuzugeben  sei,  passten  nur  auf  eine  künstliche 
Schicht,  und  diese  sei  bei  seinen  eignen  Versuchen  entfernt 
Auch  seien  seine  Beobachtungen  über  die  Grösse  der  elliptischen 
Polarisation  nach  Entfernung  der  künstlichen  Schicht  mit  den 
Folgerungen  der  Voigt'schen  Formeln  nicht  vereinbar. 

Herr  Voigt  endlich  zeigt,  dass  dieser  letztere  Schluss  nicht 
zutreffend  ist.  Wenn  ferner  die  Existenz  der  natürlichen  Ober- 
flächenschicht auch  hypothetisch  sei,  so  sei  dieselbe  doch  wahr- 
scheinlich. Sein  Erklärungsversuch  der  Entstehung  der  ellipti- 
schen Polarisation  sei  daher  durch  Herrn  Wernioke's  Bemerkungen 
in  keiner  Weise  widerlegt.  Wn. 


W.  Voigt,     üeber  die  Reflexion  des  Lichtes  an  circular 

polarisirenden    Medien.      Wiedemano  Ann.  (2)  XXX.  190-192. 

Herr  Voigt  führt  die  Differenz  zwischen  den  aus  seinen 
Formeln  abgeleiteten  Zahlenwerten  und  den  Beobachtungen  des 
Herrn  K.  Schmidt  (cf.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  1001)  auf  den 
Einfluss  einer  durch  das  Poliren  entstandenen  Oberflächenscbicht 
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zurück.  Durch  jene  Beobachtungen  sei  seine  Theorie  daher  in 
keiner  Weise  erschüttert.  Allerdings  böten  die  circularpolarisi- 
renden  Medien  noch  .  gewisse  theoretische  Schwierigkeiten  dar. 
Diese  werden  ausführlich  erörtert.  Wn. 


W.  Walton.     On  a  physical  property  of  a  certaiD  gene- 
rator  of  the  wave-surface  of  a  biaxis  crystal.    Quart.  J. 

XXII.  268-270. 

Durch  jeden  Punkt  P  einer  Wellenflftche  kann  man  bekannt- 
lieh  einen  sphärischen  Kegelschnitt  legen;  derselbe  ist  der  Durch- 
schnitt der  um  den  Mittelpunkt  0  der  Wellenfläche  mit  dem 
Radius  OP  =^  r  beschriebenen  Kugel  und  des  Kegels 

Von  dieser  Curve  wird  hier  gezeigt,  dass  sie  senkrecht  steht 
auf  der  Richtung  der  Schwingung,  die  der  Punkt  P  bei  der 
Lichtbewegung  ausführt.  Es  folgt  dies  leicht  aus  bekannten 
Formeln  für  die  Doppelbrechung.  Wn. 


E.  Mascart.     Quelques  propri^t^s  relatives  k  Taction  des 
lames  cristallines  sur  la  lumi^re.    C.  B.  CV.  536-540. 

Auf  eine  planparallele  Krystallplatte  falle  elliptisch  pola- 
risirtes  Licht.  Dasselbe  wird  beim  Eintritt  in  die  Platte  in  zwei 
geradlinig  polarisirte  Wellen  zerlegt,  die  in  der  Platte  eine  un- 
gleiche Phasenverzögerung  erfahren  und  sich  beim  Austritt 
wieder  zu  einer  elliptischen  Schwingung  zusammensetzen.  Ist 
die  Lage  der  Hauptschnitte  der  Platte  sowie  die  Differenz  der 
durch  dieselben  bewirkten  Phasenverzögerungen  gegeben,  so  kann 
man  die  Lage  und  das  Axenverhältnis  der  Schwingungsellipse 
der  austretenden  Welle  berechnen.  Die  zu  diesem  Ziele  führenden 
Formeln  lassen  sich  nun,  wie  Herr  Mascart  zeigt,  umkehren: 
d.  h.  man  kann  aus  der  Lage  und  Gestalt  der  beiden  Schwin- 
gungs'ellipsen  der  eintretenden  und  austretenden  Welle  die  Lage 
der  Hauptschnitte   der  Platte   sowie-  die   beim  Durchgang  ein- 
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tretende  PhasendiflFerenz  berechnen.  Daraus  ergiebt  sich  folgen- 
der Satz:  „Die  Wirkung,  welche  eine  beliebige  Zahl  von  Krystall- 
platten  mit  oder  ohne  Drehungsvermögen  auf  das  Licht  austlbt, 
ist  dieselbe  wie  die  Wirkung  einer  einzigen  Platte,  die  aus  einem 
einaxigen  Krystall  der  Axe  parallel  geschnitten  ist  und  auf  den 
einfallenden  Strahlen  senkrecht  steht**. 

Das  Resultat  wird  zuerst  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet, 
dass  das  Licht  beim  Eintritt  und  Austritt  an  der  Platte  dieselbe 
Intensität  besitzt.  Sodann  wird  gezeigt,  dass  dasselbe  auch 
gültig  bleibt,  wenn  beim  Durchgang  durch  die  Platte  die  Inten- 
sität sich  ändert;  nur  muss  das  Verhältnis  der  geänderten  Inten- 
sität zur  ursprfinglicben  für  den  ordentlichen  und  ausserordent- 
lichen Strahl  das  gleiche  sein.  Ist  die  letztere  Voraussetzung 
nicht  erfüllt,  so  ist  ausser  der  Kenntnis  der  beiden  Schwingungs- 
ellipsen noch  die  des  Ihtensitätsverlustes  nötig.  Wn. 

J.  Friess.  Einfache  Regel  zur  Bestimmung  der  isochro- 
matischen Curven  in  einaxigen  Krystallplatten  bei 
beliebiger   Neigung    der    Axe    gegen    die  Oberfläche, 

WiedemaDD  Ann.  (2)  XXXI.  90-94. 

FUr  eine  Platte  der  im  Titel  bezeichneten  Art  wird  unter 
Anwendung  bekannter  Sätze  der  Oangunterschied  zwischen  dem 
ordentlichen  und  ausserordentlichen  Strahl  berechnet,  wobei  der 
einfallende  Strahl  als  beliebig  orientirt  angenommen  wird.  Iso- 
chromatische Curven  zeigt  nun  die  zwischen  zwei  Polarisatoren 
befindliche  Platte  an  den  Stellen,  wo  jener  Oangunterschied  con- 
stant  ist.  Daraus  'ergiebt  sich  unmittelbar  die  Gleichung  der 
isochromatischen  Curven.  Dieselben  sind  für  kleine  Einfalls- 
winkel Kegelschnitte.  Insbesondere  wird  erörtert,  wann  jene 
Curven  Kreise  oder  Parabeln  werden;  der  Fall  der  Parabel  wird 
in  eine  einfache  Regel  zusammengefasst.  Ftlr  die  Resultate 
nimmt  der  Verfasser,  der  dieselben  bereits  1877  in  einem  Pro- 
gramm (Oberrealschule  zu  Olmtltz)  veröffentlicht  hatte,  die  Prio- 
rität Herrn  Bertin  gegenüber  in  Anspruch,  dessen  Arbeit  erst 
1884  erschienen  ist.  Wn. 
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B.  Hecht.     Ueber  die  elliptische  Polarisation  im  Quarz. 

WiederoaDO  Ann.  (2    XXX.  274-285. 

In  eine  Quarzplatte,  deren  Normale  mit  der  optischen  Axe 
nicht  zusammenfällt,  tritt  in  der  Richtung  der  Normale  linear 
polarisirtes  Licht  ein.  Das  aus  der  Platte  austretende,  elliptisch 
polarisirte  Licht  geht  durch  einen  Gompensator  und  weiter  durch 
eine  aus  vier  Teilen  bestehende  Quarzplatte,  von  denen  zwei 
die  Polarisationsebene  rechts  herum,  die  beiden  andern  um  den- 
selben Winkel  links  herum  drehen,  endlich  durch  einen  Ana- 
lysator. Es  wird  die  Intensität  des  schliesslich  austretenden 
Lichtes  in  bekannter  Art  berechnet  und  die  Bedingung  dafür 
entwickelt,  dass  alle  Teile  der  Quarzplatte  gleich  hell  erscheinen. 

Wn. 

J.  Krejci.     üeber  elliptische  und  circuläre  Polarisation 
an   Krystallen.    Prag.  Ber.  401-412. 

Der  Verfasser  will  das  Auftreten  der  elliptischen  und  cir- 
cularen  Polarisation  an  Krystallen  daraus  erklären,  dass  zwei 
Axen  des  Krystalls  das  Verhältnis  n :  4  haben,  wobei  n  eine  un- 
gerade Zahl  ist.  Zur  Begründung  dieser  Annahme  stellt  er 
einige  einfache  analytisch-geometrische  Erörterungen  an,  die  in- 
dessen auf  ganz  unklaren  und  nicht  zutreffenden  Vorstellungen 
Ober  das  Verhalten  des  polarisirten  Lichtes  in  Krystallen  be- 
ruhen und  daher  wertlos  sind.  Wn. 


P.  JouBiN.      Sur  la  dispersion  rotatoire  magn^tique. 

C.  R.  CV.  661-664. 

Von  den  fQr  die  magnetische  Drehung  der  Polarisationsebene 
des  Lichtes  aufgestellten  theoretischen  Formeln  stimmen  zwei, 
darunter  eine  von  Herrn  C.  Neumann  entwickelte,  mit  den  Verdet'- 
scheu  Beobachtungen  gar  nicht,  eine  dritte  von  Maxwell  her- 
rührende nicht  genügend  überein.  Dagegen  giebt  eine  Formel 
von  Mascart,  die  auf  der  Vorstellung  beruht,  dass  unter  Ein- 
wirkung  des  Magneten    die  Periode   der  Lichtschwingung   eine 
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andere  ist,  als  sie  vorher  war,  einen  Teil  der  Verdet'achen 
Messungen  gut  wieder.  Durch  Wiederholung  der  übrigen  Verdet'- 
schen  Versuche  nach  einer  modificirten  Methode  hat  der  Ver- 
fasser auch  hier  die  Mascart'sche  Formel  bestätigt  gefunden. 

Wn. 


E.  Kkttblbb.     Constanz  des  Refractionsvermögens. 

Wiedemann  Ann.  (2)  XXX.  285-299. 

Der  Verfasser  prtift  verschiedene  empirische  Formeln  an 
Beobachtungen  und  findet  schliesslich,  dass  fQr  zwei  verschiedene 
Farben  1  und  2  der  Ausdruck 


fiJ-1 


eine  der  betreffenden  Substanz  eigentümliche  Constante  ist,  die 
sich  mit  der  Temperatur  nicht  ändert.  Wn. 


E.  Kettblbr.     Zur  Handhabuug  der  Dispersionsformeln. 

Wiedemaon  Ann.  (2)  XXX.  299-316. 

E.  Kbttbler.     Zur  Dispersion    des  Steinsalzes.     Wiede- 
mann Ann.  (2)  XXXI.  322-326. 

Der  Verfasser  bringt  eine  von  ihm  früher  aufgestellte  Dis- 
persionsformel für  den  Fall  durchsichtiger  Medien  auf  die  Form: 

prüft  dieselbe  an  f(lnf  verschiedenen  Beobachtungsreihen  und 
findet,  dass  sie  zwischen  den  Wellenlängen  l  =  2,4  und  1  =  0,18 
(in  Tausendstelmillimetern),  bei  Steinsalz  sogar  bis  X  =  5,3  gül- 
tig ist,  während  andere  Dispersionsformeln  eine  viel  beschränktere 
Gültigkeit  besitzen.  Hat  die  obige  Formel  hiernach  grossen 
empirischen  Wert,  so  fehlt  ihr  doch  noch  immer  die  genügende 
theoretische  Begründung,  wie  Referent  schon  wiederholt  zu  be- 
merken Veranlassung  hatte  (cf.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  985,  wie 
auch  Bd.  XV  und  XVI).  Wn. 
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F.  KoLACEK.      Versuch  einer  Dispersionserklärung  vom 
Staudpunkte     der     elektromagnetischen     Lichttheorie. 

Wiedemann  Ado.  (2)  XXXII.  224-255. 

F.  KoLACEK.    Nachtrag  zur  Abhandlung:  ^Versuch  einer 

Dispersionserklarung^  etc.    Wiedemann  Ann.  (2)  XXXII.  429-439. 

Der  Verfasser  leitet  zunächst  in  wenig  durchsichtiger  Dar- 
stellung die  Maxweli'schen  Grundgleichungen  der  Elektrodynamik 
ab  [cf.  Maxwell:  Treatise  on  Eiectricity  and  Magnetism  II, 
p.  235  u.  385].  Er  sucht  weiter  die  Bedingungen  für  die  Grenz- 
fläche zweier  verschiedenen  Medien  zu  ermitteln,  gelangt  dabei 
aber  zu  einem  Resultat,  das,  wie  im  Nachtrag  bemerkt  wird, 
im  allgemeinen  nicht  richtig  ist,  sondern  nur  für  die  Bewegung 
der  Eiektricität  in  einem  sich  selbst  (iberlassenen  Körper  gilt, 
welcher  von  einer  Materie  umgeben  ist,  in  der  weder  Leitungs- 
stföme  noch  dielektrische  Polarisationsströme  zu  Stande  kommen 
können.  Den  erwähnten  Gleichungen  und  den  Grenzbedingungen 
von  beschränkter  Gültigkeit  kann  man  für  einen  kugelförmigen 
Leiter  durch  folgende  Werte  der  Kraftcomponenten,  denen  die 
dielektrischen  Verschiebungen  proportional  sind,  genügen: 

wo 

S  =  I\Asm(ßO  +  Beos(ßO\e-<'' ^ — , 

femer  m  eine  Wurzel  der  transcendenten  Gleichung 

m  =  tgm 
ist,  während  R  den  Kugelradius  bezeichnet,  A  und  B  willkür- 
liche Constanten,  a  und  ß  dagegen  Grössen,    die  von  m,  ß  und 
den  Constanten  des  Mediums  abhängen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wird  die  eigentliche  Disper- 
sionstheorie entwickelt.  Für  den  freien  Aether  würde,  falls  die 
Fortpflanzungsrichtung   parallel   der    Axe  js,    die    Schwingungs- 


*)  lo  der  Arbeit  siod  diese  Gleichaogen  nicht  ganz  richtig. 
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ricbtung  parallel  x  ist,  die  Gleichung  gelten: 


dt'  dz' 

Für  den  intramolecularen  Aether  wird  nun  angenommen,  das» 
die  Krafltcomponente  l  aus  zwei  Teilen  besteht,  einem  Teile  $/, 
der  von  den  Stromschwankungen  des  Aethers  selbst  herrührt, 
sowie  einem  zweiten  Teile  Im;  der  durch  die  Stromschwankungen 
innerhalb  der  Molecttle  veranlasst  ist.  Von  den  Molecülen  wird 
angenommen,  dass  sie  die  Gestalt  von  Kugeln  haben,  und  dass 
daher  in  ihnen  Stromschwankungen  der  vorher  betrachteten  Art 
stattfinden  können.  Da  /l^m  ==  0  ist,  so  gilt  für  den  intramole- 
cularen Aether  die  Gleichung 

di'  dz*     "^      dt'     ^^' 

Durch  Betrachtungen,  die  zum  Teil  wenig  streng  sind  und 
ausserdem  mehrfach  neue  Hülfshypothesen  einführen,  wird  der 
Ausdruck  für  ^^  und  daraus  ein  andrer  für  die  Mittelwerte  aller 
von  den  Molecülen  herstammenden  Kräfte  gewonnen.  So  gelangt 
der    Verfasser    zu    folgender    Gleichung    für    die    Mittelwerte 

I  der  fc: 

während  aus  den  Schwingungen  der  Molecüle  selbst  eine  zweite 

Gleichung  zwischen  xp  und  |  abgeleitet  wird.  Aus  beiden  Glei- 
chungen ergeben  sich  Dispersionsformeln,  die  für  durchsichtige 
Körper  mit  den  von  Ketteier  aufgestellten  übereinstimmen,  für 
absorbirende  Körper  dagegen  eine  etwas  andere  Gestalt  haben 
als  bei  Ketteier.  Referent  glaubt  auf  die  einzelnen  Resultate 
um  so  weniger  eingehen  zu  sollen,  als  die  Ableitung  der  zu 
Grunde  gelegten  Gleichungen  zu  erheblichen  Bedenken  Anlass 
giebt.  Neben  den  schon  oben  erwähnten  Punkten  ist  besonders 
die  Anwendung  der  nicht  allgemein  gültigen  Grenzgleichung  für 
die  Oberfläche  der  Molecüle  zu  beanstanden. 

Zum  Schluss  wird  gezeigt,  wie  man  die  Dispersionsformeln, 
soweit  es  durchsichtige  Medien  betrifft,  auch  aus  der  mechanisch- 
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elastischen  Lichthypothese  ableiten  kann, ^während  im  Nachtrag 
noch  zu  zeigen  versucht  wird,  dass  die  aufgestellten  Dispersions- 
formeln an  die  Annahme  kugelförmiger  MolecQle  nicht  gebunden 
sind,  sondern  auch  gültig  bleiben,  wenn  man  den  MolecUlen 
andere  Gestalten  zuschreibt.  Wn. 


C.    Geometrische  Optik. 

H.  V.  Helmholtz.     Handbuch  der  physiologischen  Optik. 
Zweite  umgearbeitete  Auflage.     Lieferung  4.      Hamburg 

a.  Leipzig.    L.  Voss. 

Der  Anfang  des  Werkes  ist  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  1007 
besprochen.  Die  vorliegende  Lieferung  enthält  von  mathemati- 
schen Entwickelungen  nur  eine  Darstellung  der  Brechung  im  Prisma 
fQr  die  beiden  Fälle,  dass  die  Strahlen  in  einem  Hauptschnitt 
verlaufen,  und  dass  dieselben  sich  in  einer  zur  brechenden  Kante 
parallelen  Ebene  ausbreiten.  Wn. 


B.  S.  Hbath.     A  treatise  on  geometrical  optics.      Ref.  in 

Nature  XXXVI.  219-220.  Gbs. 


C.   PüLFRiCH.      Ein    neues  Totalreflectoineter.     Wiedemann 

Ann.  (2)  XXX.  193-208,  487-502;  XXXI.  724-733. 

Das  Instrument  besteht  aus  einem  vertical  stehenden  geraden 
Glascylinder,  dessen  Mantelfläche  und  obere  Grundfläche  ge- 
schliffen und  polirt  sind.  Die  Strahlen  treten  von  unten  her  durch 
die  Mantelfläche  des  Cylinders,  werden  an  der  oberen  Grund- 
fläche, auf  der  das  zu  untersuchende  Object  liegt,  total  reflectirt 
und  treten  auf  der  andern  Seite  der  Mantelfläche  aus.  Der  Gang 
der  Strahlen  wird  genauer  verfolgt  und  die  Bedingungen  der 
Totalreflexion  erörtert.  Endlich  werden  verschiedene  physikali- 
sche Anwendungen  des  Instruments  mitgeteilt.  Wn. 
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C.  PüLFRiCH.  Einfljöss  der  vorderen  Prismenfläche  bei 
der  Wollaston'schen  Methode  auf  den  Neigungswinkel 
der  Grenzlinie  gegen  die  Verticale.     Wiedemann  Add.  (2) 

XXXI.  734^736. 

B.  Hecht.  Bemerkung  zu  der  Abhandlung  des  Herrn 
Pulfrich  über  die  Wollaston'ache  Methode.     Wiedemann 

Ann.  (2)  XXXII.  275-277. 

In  Bezug  auf  den  Einfluss  der  Brechung,  welche  der  Grenz- 
kegel der  Totalreflexion  bei  Benutzung  der  Wollaston'schen  Me- 
thode an  der  Austrittsfläche  des  Prismas  erleidet,  war  Herr 
Pulfrich  zu  entgegengesetzten  Resultaten  gelangt  wie  die  Herren 
Liebisch  und  Hecht.  Der  Grund  liegt  darin,  dass  die  beiden 
Ableitungen,  welche  Herr  Pulfrich  von  der  in  Rede  stehenden 
Formel  giebt,  fehlerhaft  sind.  Herr  Hecht  deckt  diese  Fehler 
auf.  Wn. 

A.  RiGHi.  Sui  fenomeni  che  si  producono  colla  sovrap- 
posizione  di  due  reticoli  e  sopra  alcune    loro  appli- 

cazioni.     Ven.  ist.  Atti.  (6)  V.  141-199. 

Legt  man  zwei  Gitter,  die  aus  geradlinigen  parallelen  Stäben 
gebildet  sind,  so  auf  einander,  dass  die  Stäbe  des  einen  Gitters 
gegen  die  des  andern  geneigt  sind,  und  sieht  durch  diesQ  Com- 
bination  gegen  das  Licht,  so  bemerkt  man  dunkle  und  helle  pa- 
rallele Streifen,  getrennt  durch  halbdunkle  FlächenstOeke.  Die 
hellen  Streifen  entstehen  an  den  Stellen,  wo  zwei  Gitterstäbe 
über  einander  liegen,  während  die  dunklen  dort  erscheinen,  wo 
die  Stäbe  des  einen  Gitters  die  Zwischenräume  des  andern  ver- 
decken. Es  handelt  sich  darum,  die  Abstände  und  die  Richtungen 
jener  Streifen  zu  bestimmen.  Das  geschieht  durch  elementare 
trigonometrische  Rechnungen  zunächst  für  den  Fall,  wo  die  Gitter- 
stäbe parallele  äquidistante  Linien  sind,  sodann  auch  fflr  den 
Falt,  wo  die  Breite  der  Stäbe  in  Betracht  kommt.  Die  Resultate 
gestatten  unmittelbar  einen  Schluss  auf  die  Aenderung,  welche 
die  Lage  der  Streifen  erleidet,  falls  man  das  eine  Gitter  sich 
selbst  parallel  verschiebt.    Weiter  wird  auch  die  Intensität  der 
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einzelnen  Teile  der  hellen  und  dunklen  Streifen  sowie  der  halb- 
dunklen Zwisehenrftume  berechnet,  indem  den  Stäben  jedes  Gitters 
sowohl  als  den  Zwischenräumen  bestimmte  Absorptionseoefficienten 
zugeschrieben  und  diese  mit  den  zugehörigen  Längen  multiplicirt 
werden.  Auch  hier  handelt  es  sich  um  elementare  Betrachtungen, 
deren  Resultate  sich  nicht  in  Kürze  wiedergeben  lassen.  Einzelne 
Specialfälle  werden  eingehend  discutirt. 

Von  den  in  Rede  stehenden  Streifen  werden  interessante 
Anwendungen  auf  physikalische  Beobachtungsmethoden  gemaclit; 
auch  wird  die  Herstellung  passender  Gitter  ausfQhrlich  besprochen. 

Wn. 


A.  MiCHELSON  aiid  E.  W.  Morley.  On  a  method  of  making 
tbe  wave-lengtb  of  sodium  light  the  actual  and  practical 
Standard  of  length.    Phil.  Mag.  (ö)  XXIV.  463-466. 

Nach  Angabe  der  Methoden  einiger  früheren  Experimenta- 
toren wird  eine  beschrieben,  bei  welcher  der  Apparat  zur  Beob- 
achtung der  Interferenzerscheinungen  derselbe  ist,  wie  der  bei 
den  Versuchen  über  die  relative  Bewegung  der  Erde  und  des 
Lichtäthers  (s.  oben  S.  1084).  Vorläufige  Experimente  scheinen 
gute  Resultate  zu  versprechen.  Gbs.  (Lp.) 


E.  LoMMKL.    Die  Photometrie  der  diffusen  Zurückwerfung. 

Manch.  Her.  95-132. 


L.  Weber.     Zur  Theorie  des  Bunseri'schen  Photometers. 

WiedemaDO  Ann.  (2)  XXXI.  676-700. 

Der  Verfasser  beweist  die  Notwendigkeit,  bei  Benutzung  des 
qu.  Photometers  eine  Vertauschung  der  beiden  Schirmseiten  vor- 
zunehmen und  also  4  Einstellungen  zu  machen.  Im  übri^n 
vergleiche  man  die  Arbeiten  von  Lummer-Brodhun.  (Z.  f.  In- 
strum.-Kunde  1889.  pag.  23  und  41).  R.  M. 
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P.  SwESCHNiKOFF.  Ucbcr  die  Breunlinien  der  gebrochenen 
Lichtstrahlen  und  ihre  Anwendung  zur  Bestimmung 
der    Läge    der  Objecte    in    den    brechenden    Mitteln. 

Kasan.  54  S-  (Rassisch.) 


P.  SwKSCHNiKOFF,  Bestimmung  der  optischen  Bilder  in 
den  brechenden  Mitteln,  welche  von  Ebenen  und  sphä- 
rischen Oberflächen  begrenzt  sind.     Kazan.  31 S.  u.  5  Taf. 

(Rassisch.) 

W.  Saltzmann.  Bestimmung  des  Ortes  und  der  Hellig- 
keit  des  gebrochenen  Bildes  eines  Punktes,  wenn  die 
brechende  Fläche  eine  Ebene  ist.      Schlömüch  z.   xxxir. 

369-373. 

Der  Verfasser  untersucht  (vgl.  Oekioghaus  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  1009.)  die  Beziehungen  zwischen  der  Lage  des  Auges  A^  des 
Objectpunktes  0  und  des  Bildpunktes  B]  dann  aber  bewegt  er 
A  und  findet,  dass  bei  festem  0  die  scheinbare  Bahn  von  B  die 
Evolute  einer  Ellipse  ist,  deren  einer  Brennpunkt  0  ist  und  deren 
kleine  Axe  in  der  brechenden  Ebene  liegt.  Die  anschliessende 
HelligkeitsbestimmuDg  hat  weniger  Interesse,  da  sowohl  der  durch 
Absorption  als  auch  der  durch  Reflexion  verloren  gehende  Teil 
des  Lichts  vernachlässigt  wird.  R.  M. 

L.  Matthiessen.  Bestimmung  der  Card  in  alpunkte  eines 
dioptrisch-katoptrischen  Systems  centrirter  sphärischer 
Flächen,  mittelst  Kettenbruchdeterminanten  dargestellt 

Schlömilch  Z.  XXXII.  170-175. 

Der  Verf.  erweitert  seine  in  derselben  Zeitschrift  XXIX.  343 
[F.  d.  M.  XVI.  1884.  939]  gegebenen  Formeln  auf  den  Fall,  dass  die 
letzte  sphärische  Fläche  spiegelt,  so  dass  die  Strahlen  das  brechen- 
de System  wieder  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen. 
Die  Formeln  gestatten  eine  Anwendung  auf  das  menschliche  Auge, 
wenn  die  Krümmung  der  Linsenflächen  mit  Hilfe  der  Sanson'schen 
Bilder  bestimmt  werden  soll.  R.  M. 
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H.  Brockmann.     Beiträge  zur  Dioptrik  centrirter  sphäri- 
scher Flächen.     Dias.  Rostock.  40  8.  8^. 


H.  Brockmann.    Zur  Theorie  der  dioptrisch-katoptrischen 

Systeme.       Oentral-Ztg.  f.  Optik  n.  Mechanik.  1887.  No.  1. 

A.  Meyer.     Billeddannelse  i  Kuglespeile  og  Linser. 

Zentbeo  Tidss.  (5)  V.  1-9. 

Leichtfassliche  Darstellung  der  Eigenschaften  von  den  durch 
Hohlspiegel  und  Linsen  erzeugten  Bildern.  V. 


P.  Zech.     Elementare  Behandlung  von  Linsensystemen. 

Boklen  Mitt.  II.  9-24. 

Der  Verfasser  will  „eine  Art  von  Programm  feststellen,  wie 
Lehrbücher  der  Physik  auf  ganz  einfachem,  aber  vollständig  allge- 
meinem Wege  den  vorliegenden  Teil  der  Optik  behandeln  können." 

Ausgehend  von  der  Construction  des  gebrochenen  Strahls 
nach  Reusch  entwickelt  er  allein  auf  dieser  Grundlage  auf  con- 
structivem  Wege  die  Eigenschaften  der  Bilder,  Haupt-,  Brenn-  und 
Knotenpunkte  und  giebt  kurze  Anwendungen  auf  Linse,  Mikro- 
skop, Fernrohr.  Die  Constructionen  erfordern,  dass  die  der  Axe 
parallelen  Dimensionen  der  Wirklichkeit  entsprechend  gezeichnet, 
die  dazu  senkrechten  aber  bedeutend  vergrössert- werden.  Die 
hierin  liegende  Abstraction  scheint  ein  Hindernis  für  die  Auf- 
nahme dieser  eleganten  Deductionen  in  elementare  Lehrbücher. 

R.  M. 

A.  Tanakadate.     The  constants  of  a  lens.    J.  of  the  College 

of  Scieoce  Japan.  I.  333-336. 

Die  Wirkung  einer  Linse,  welche  einen  Lichtstrahl  an  der 
vorderen  Fläche  bricht,  an  der  hintern  reflectirt,  ist  äquivalent 
der  eines  Spiegels,  dessen  Krümmung 

■r---i 


»•i  ^ 
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WO  fi  den  BrechungsiDdex,  r,  und  r,  die  Krümmungsradien  bei- 
der Flächen  der  Linse  bezeichnen.  Dies  gilt  bei  Vernachlässigung 
der  Dicke;  es  wird  dann  die  Correction  berechnet,  welche  ihrer 
Berücksichtigung  entspricht  H. 


N.  Jadanza.  Una  questione  di  ottica  ed  un  nuovo 
apparecchio  per  raddrizzare  le  immagini  riei  cannoc- 
chiali  terrestri.    Torino  Atti.  xxil.  447-452. 

Auf  der  Axe  jedes  centrirten  optischen  Systems  liegen  swei 
projectivische  Punktreihen,  die  Reihe  der  Objectpunkte  und  die 
Reihe  der  Bildpunkte;  im  Falle  der  Reflexion  an  einem  sphäri- 
schen Spiegel  sind  diese  beiden  Reihen  in  Involution.  Dies 
kann  aber  auch  bei  einem  rein  dioptrischen  Systeme  eintreten. 
Man  kann  nämlich  aus  zwei  Sammellinsen  ein  System  herstellen, 
dessen  beide  Haupt  brenn  punkte  zusammenfallen;  diese  Combi- 
nation  kann  im  terrestrischen  Fernrohr  zur  Umkehrung  des  ver- 
kehrten Objectivbildes  gebraucht  werden  und  giebt  alsdann  die 
möglichste  Verkürzung  des  Fernrohrs,  welche  mit  der  Bedingung 
verträglich  ist,  dass  das  Objectivbild  sich  vor  der  Umkehrungs- 
vorrichtung wirklich  bilden  soll  [cf.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  1012]. 

R.  M. 

H.  KrOss.  Die  Farben- Correction  der  Fernrohr-Objective 
von  Gauss  und  Frauenhofer. 


0.  Handel.     Zur  Theorie  der   Spiegelung   des   Regen- 
bogens  an  einer  ruhigen  Wasserfläche.     Pr.  König  Wil- 

helms-SchuIe  Reicheobacb  (Schlesien).  19  S.  4<^. 

Man  weiss,  dass  der  Beobachter  eines  Regen  bogens  unter 
gewissen  Umst&nden  gleichzeitig  in  einer  ruhigen  Wasserfläche 
das  Spiegelbild  eines  andern  tiefer  liegenden  Bogens  sehen  kann. 
Der  Verfasser  untersucht  auf  elementarem  Wege  die  gegenseitige 
Lage  und  Grösse  der  beiden  Bogen,  bestimmt  das  Areal,  welches 
das  Wasser  mindestens  einnehmen  muss,  und  verweilt  besonders 
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bei  dem  Einfluss,  welchen  die  Höhe  der  Sonne,  die  Höhe  des 
beobachtenden  Augee  und  die  Entfernung  der  Regenwand  auf 
Lage  und  Länge  der  Begrenzungs-Sehnen  ausüben.         R.  M. 


Ch.  OfiLLäRiBR.     Note   sur  la  th^orie  des  balos.      Basel. 

H.  Qeorg.  Gen.  M6m.  X^IX.  71  8.  4o. 

Die  yielgestaltigen  Lichterscheinungen  der  Höfe  und  Neben- 
sonnen sind  schon  1825  durch  eine  klassische  Arbeit  Fraun- 
hofer's  erklärt  worden  (Schumacher's  Astronom.  Mitteilungen). 
Sie  entstehen  durch  die  Brechung  des  Lichts  in  Eisnadeln,  deren 
Querschnitt  ein  im  allgemeinen  unregelmässiges  Sechseck  ist. 
Je  zwei  anstossende  Flächen  bilden  einen  Winkel  von  120®; 
Ein-  und  Austrittsfläche  der  wirksamen  Strahlen  sind  durch  eine 
dritte  Fläche  getrennt,  bilden  also  einen  Winkel  von  60^  Die 
Theorie  Fraunhofer's  (dessen  Namen  wir  übrigens  in  der  vor- 
liegenden umfangreichen  Arbeit  vergeblich  gesucht  haben)  berück- 
sichtigt jedoch  nur  die  ins  Auge  fallenden  leuchtenden  Ringe 
und  Kreise;  die  Erscheinung  besteht  aber  in  einer  Erhellung 
ausgedehnterer  Regionen  des  Himmels,  deren  Maximum  eben 
jene  Ringe  bilden.  Zweck  des  Herrn  Cellörier  ist  es,  die  Inten- 
sität des  Lichtes  an  den  verschiedenen  Punkten  des  Himmels 
zu  bestimmen,  derart,  dass  ein  Ueberblick  über  die  Abnahme 
möglich  ist. 

Im  wesentlichen  handelt  es  sich  um  die  Besti^nmung  der 
Ablenkungeines  Lichtstrahls;  daher  schickt  der  Verfasser  seinen 
eigentlichen  Betrachtungen  die  räumliche  Theorie  des  Prismas 
voraus.  Da  man  sich  gewöhnlich  auf  solche  Strahlen  beschränkt, 
welche  in  einer  zur  brechenden  Kante  normalen  Ebene  verlaufen, 
so  dürften  diese  umfassenderen  Formeln  ein  allgemeineres  Inter- 
esse beanspruchen. 

Die  Verteilung  der  Eisnadeln  in  der  Luft  ist  nicht  gleich- 
massig,  sondern  diejenigen,  deren  Axen  ungefähr  vertical  sind, 
sind  relativ  zahlreicher.  Um  diesem  Umstände  Rechnung  zu 
tragen,  nimmt  der  Verfasser  zunächst  ein  Hauptsystem  von  Nadeln 
an,  deren  Axen  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  ver 

Fortschr.  d.  Math.   XIX.  3.  70 
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Dazu  kommt  eine  Schar  von  NebensyBtemen ,  jedes  gebildet 
aus  Nadeln,  deren  Axen  untereinander  parallel  sind;  die  Zahl 
der  Nadeln  jedes  Nebensystems  soll  nach  unbekanntem  Gesetz 
wachsen  in  dem  Masse,  wie  die  Axenrichtung  sich  der  Yerticalen 
nähert.  Die  optischen  Erscheinungen,  welche  den  einzelnen 
Systemen  zukommen,  werden  sich  dann  superponiren ;  der  Hof 
im  engeren  Sinne  rührt  vom  Hauptsystem  her.  Die  Sonne  wird 
als  leuchtender  Punkt,  ihr  Licht  homogen  vorausgesetzt  Die 
analytischen  und  numerischen  Resultate  entziehen  sich  der  Wie- 
dergabe. R.  M. 

W.  HiBHMANN.      Einige    Beobachtungen     Über    Spiegel- 
kimmung.    Met.  Zeitschr.  IV.  186-189. 

Im  Gegensatze  zu  Budde  erklärt  der  Verfasser  die  unter 
dem  Namen  „Kimmung^  bekannten  eigentOmlichen  Hebungen 
und  Deformationen  weit  entfernter  Objecto  nicht  durch  Reflex 
an  der  Wasserfläche,  sondern  durch  unmittelbare  Luftspiegelung. 
Der  geradlinige  Lichtstrahl  wird  durch  anormale  Reflexion  in 
eine  Parabel  mit  verticaler  Axe  verwandelt,  deren  Elemente 
mathematisch  bestimmt  werden.  Soviel  uns  bekannt,  hat  auch 
bereits  J.  Biot  die  Gleichung  dieser  Spiegelungscurve  abgeleitet. 

Gr. 

KöPKE.     üeber  die  Höhenlage  von  Strassenläternen. 

Civiliog.  XXXIII.  69-74. 

Die  Helligkeit  in  der  Entfernung  f  von  einer  Laterne  der 
Höhe  y  wird  gegeben  durch 

H=     *y     ■ 

Dieser  Ausdruck   wird   discutirt,  und  das  Ergebnis  auf  die  im 
Titel  genannte  Aufgabe  angewandt  F.  E. 


Mentz.  Berechnung  der  Tag^sbeleuchtung  innerer  Räume 

und   Massstäbe   dazu.     Dentscbe  Bamtg.  XXI.  257-260. 


Capitel  3.    Elektrioitat  und  Magnetismas.  1107 

Die  Aufgabe   führt  auf  einfache  Quadraturen,   deren  Aus- 
fbhrung  kein  Interesse  erregt.  F.  E. 


Capitel  8. 

Elektricität  und  Magnetismus. 

C.  Dunker.  Das  Weber*sche  Grundgesetz,  die  beiden 
Potentialformen  für  dasselbe  von  Weber  und  0.  Neu- 
mann,  das   ponderomotorische  und  elektromotorische 

Elementargesetz.      Progr.  d.  Realgymn.  Haderelebeo. 

a)  Bekanntlieh  Iftsst  sich  das  Weber'sche  Grundgesetz 

aus  zwei  wesentlich  verschiedenen  Energiefunctionen  ableiten, 
nämlich  aus 

Y  ist  die  von  Weber  selbst  aufgestellte  und  als  das  Potential 
der  zwei  Elektricitätsteilcben  bezeichnete  Function;  aus  ihr  ergiebt 
sich  R  in  der  Weise,  dass  die  bei  der  wirklichen  Bewegung 
im  Zeitelement  di  geleistete  Arbeit  ist 

di  r'         *     c^    dt\  r  y  r 


=M^-U^-^)]- 


Dagegen  ist  dA  =  —  dl/ eine  virtuelle  Arbeit,  aus  welcher  sich 
nach  G.  Neumann  mittels  des  Hamilton'schen  Princips 


8  f'\L-V)dt  =  Q 


70' 
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die  Kraft  bestimmt;  dabei  ist 

also 

U  =  -,V  =  „■*  [J,_J,(il-4)]_2^^(A,.); 

da  nun  die  Willkürlichkeit  von  dr  so  bestimmt  wird,  dass  an 
den  Zeitgrenzen  /^  und  t^  dr  =  0  gesetzt  wird,  so  ist  der  in  dem 
Hamilton*schen  Princip  benutzte  zeitliche  Mittelwert  oder  das 
Zeitintegral  von  dA  wieder  gleich  dem  obigen  von  dA^  d.  h., 
wenn  nur  die  Coordinaten  von  e  variirt  werden, 

f'dAdi  =  ß'Mrdi  =  f'\Xdx+  Ydg  +  Z3x)dt, 

U  U  'o 

wo  X,  r,  Z  die  Componenten  der  Weber'schen  Kraft  von  e'  auf 
e  bezeichnen.  Setzt  man  also  die  lebendige  Kraft  der  zwei 
Teilchen 

L=  :J(i«  +  ...)  +  -^(x'H— ), 
also 

ÖL  =  m(i(Ji+«*')  =  tn-z-(xdx-{-  •••)  —  m^xdx  +  •••)? 

so  giebt  das  Hamilton'sche  Princip 

0  =  y''[(— mi  +  X)Ar  +  -..]d/, 

also  mx  =  X,  giebt  also  fClr  die  Kraft  den  aus  dem  Weber*schen 
Grundgesetz  folgenden  Ausdruck. 

(Durch  (|iese  Bemerkung,  dass  dA  =^  — dV  die  wirkliche, 
(Ji4  =  —d ff  eine  virtuelle  Arbeit  bezeichnet,  löst  sich  das  Para- 
doxon, dass  scheinbar  dieselbe  Arbeit  durch  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Energiefunctionen  dargestellt  wird;  die  Arbeit  ist  in 
Wirklickeit  in  beiden  Fällen  nicht  dieselbe.  Der  Verfasser  weist 
nur  das  bekannte  Factum  nach,  dass  beide  Functionen  auf  das 
Weber*8che  Grundgesetz  führen.     D.  Ref.) 
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b)  Das  Potential  zweier  Stromelemente  Jds^  fds'  auf  ein- 
ander, d.  h.  die  Summe  der  Werte  von  U  für  die  4  Paare  der 
in  ihnen  strömenden  Massen,  ist 

c'  r  <U  OS 
Aus  diesem  Potential  leitet  der  Verfasser  mittels  des  Hamilton*- 
schen  Prineips  das  ponderomotorische  Elementargesetz  her,  welche 
Ableitung  natürlich  zu  demselben  Resultat  führen  muss,  wie  die 
weit  einfachere  directe  Herleitung  aus  dem  Weber'schen  Grund- 
gesetz, nachdem  einmal  nachgewiesen  ist,  dass  das  Hamilton'sche 
Princip  zu  dem  Weber'schen  Grundgesetz  führt.  Hieraas  leitet 
der  Verfasser  weiter  das  elektromotorische  Eleroentärgesetz  nach 
dem  Vorgang  von  C.  Neumann  mittels  des  Prineips  ab,  dass  die 
Summe  der  ponderomotorischen  und  elektromotorischen  Arbeiten 
in  den  zwei  Stromelementen  das  zeitliche  Differential  einer  durch 
den  augenblicklichen  Zustand  des  Systems  bestimmten  Function 
sein  muss,  wobei  er  mit  C.  Neumann  als  diese  Function  das 
Potential  P  der  zwei  Stromelemente  annimmt:  eine  Annahme, 
welche  darauf  hinauskommt,  dass  der  Zustand  des  Systems  bloss 
durch  die  gegenseitige  Lage  der  zwei  Stromelemente  und  die 
Stromstärken  bestimmt  sei,  und  welche  durchaus  nicht  einwurfs- 
frei ist.  (Vgl.  Lorberg  „Bemerkung  zu  dem  Aufsatz  von  Riecke 
über  die  elektrischen  Elementargesetze.*'  Wiedemann  Ann.  XIL 
1881.)  Er  kommt  dadurch  natürlich  zu  dem  von  C.  Neumann 
aufgestellten,  von  dem  Weber'schen  abweichenden  elektromoto- 
rischen Gesetz.  Der  Zweck,  zu  welchem  diese  schon  mehrfach 
ausgeführten  Rechnungen  in  ermüdender  Breite  und  mit  unerquick- 
lichem Mangel  an  Eleganz  wiederholt  werden,  ist  nicht  recht  er- 
sichtlich.   '_  .         Lbg. 

E.  KiRCKE.     üeber  einige  Beziehungen  zwischen  hydro- 
dynamischen  und  elektrischen  Erscheinungen.       Gott. 

Nachr.  10-28;  Math.  Ann.  XXX.  309-325. 

a)  Der  \^rfas8er  behandelt  zuerst  die  stationäre  Strömung 
einer  Flüssigkeit,  in  welcher  sich  Hohlräume  befinden,  durch  deren 
Grenzflächen  die  Flüssigkeit  ein-  und  ausströmt;  als  Gesc^ 
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keits-Potential  kann  dann  das  Potential  Y  elektrischer  Massen- 
punkte  genommen  werden,  deren  sich  je  einer  in  einem  der  Hohl- 
räume befindet,  sodass  die  Niveaufläohen  jene  Grenzflächen  sind. 
Weiter  betrachtet  er  in  demselben  Raum  eine  periodische  Flüssig- 
keitsbewegung mit  dem  Geschwindigkeits-Potential  q>  =  Fcos  kl^ 
wobei  jene  Grenzflächen  oscilliren  und  für  <  =  0  Flächen  con- 
stanten  elektrischen  Potentials  sind;  unter  Voraussetzung  kleiner 
Schwingungen  lässt  sich  dann  der  Mittelwert  des  Druckes  an 
einer  Fläche  F  =  C  ausdrücken  durch 

WO  c  den  Druck  in  der  ruhenden  Flüssigkeit,  ia  die  Dichtigkeit, 
^j  und  ^,  die  Krümmungsradien,  n  die  äussere  Normale  der 
Grenzfläche  bezeichnet.  Bei  nur  zwei  Grenzflächen,  welche  durch 
zwei  pulsirende  Eugelflächen  gebildet  werden,  ist,  wenn  die  Kugeln 

mit  gleicher  Phase  pulsiren,  p  am  grössten  an  deneinandernächsten, 
am  kleinsten  an  den  einander  fernsten  Punkten;  die  Kugeln  stossen 
also  einander  ab,  entgegengesetzt  wie  bei  den  Versuchen  von 
Bjerknes. 

b)  Der  Verfasser  behandelt  noch  die  stationäre  Bewegung 
einer  reibenden  Flüssigkeit  mit  der  Reibungsconstante  k  zwischen 
zwei  parallelen,  von  der  a;y- Ebene  um  +c  entfernten  Platten; 
die  Gleichungen 

dp        ,    .         dp        ,    .         du    ,    dt?         ^ 

lassen  sich  erfüllen  durch 

_  J^       •  _    ^        d'p       d'p    _         d*q>       d'tp   _ 
dx  '    "  ~    dy  '    'd^'^'d^  ~  "'    üx^'^'d^  ~  "» 


ds< 


P  =  *  jT.  > 


woraus,  wenn  man  p  von  s  anabhängig  annimmt, 

16c.     .^             cos(2«+l>^ 
^  =  -  "  IPT  -?(-  1) (2n  +  1)' 
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Die  Gurven  gleichen  Geschwindigkeits-Potentials  fallen  also  zu- 
sammen mit  den  Schnittlinien  der  Flächen  constanten  Druckes 
mit  Horizontalebenen,  die  Strömungslinien  mit  den  galvanischen 
Strömungslinien  in  der  Platte,  wenn  man  sich  die  Ein-  und  Aus- 
Btrömungspunkte  der  Flüssigkeit  als  galvanische  Ein-  und  Aus- 
strömungspunkte denkt.  Lbg. 


E.  RiECKE.     üeber  die  scheinbare  Wechselwirkung  von 
Ringen,   welche   in   einer  incompressibeln  Flüssigkeit 
in  Ruhe  sich  befinden.     Gott.  Nachr.  505-515. 
Bericht  in  Abschnitt  X,  Cap.  4B.  S.  988. 


R.  HiECKE.     üeber  die  Deformation   elektrischer  Oscii- 
lationen   durch  die  Nähe  geschlossener  Leiter.      Wien. 

Her.  XOVI.  134-160. 

Das  eine  Ende  einer  Spirale^  deren  anderes  Ende  zur  Erde 
abgeleitet  wird,  ist  mit  der  einen  Platte  eines  Condensators  und 
mit  dem  einen  Pol  einer  Batterie  verbunden;  im  Moment,  wo  durch 
Oeffnung  eines  Contactes  die  Batterie  abgetrennt  wird,  beginnt  die 
Entladung  des  Condensators,  und  wird  um  eine  beliebig  zu  vari- 
irende  Zeit  später  durch  Oeffnung  eines  zweiten  Contactes  unter- 
brochen; die  in  diesem  Augenblick  noch  vorhandene  Ladung  Q 
wird  an  einem  Galvanometer  bestimmt.  Bei  Einschiebung  einer 
zweiten  geschlossenen  Drahtrolle  oder  eines  Metallkörpers  in  die 
Spirale  zeigt  sich  Q  als  Function  der  Zeit  in  mannigfacher  Weise 
verändert,  die  Oscillationsdauer  bald  vergrössert,  bald  verkleinert, 
das  logarithmische  Decrement  bald  mehr,  bald  weniger  vergrössert; 
ein  einfaches  Gesetz  ergiebt  sich  nicht.  Lbg. 


G.  Adler,     üeber  das  Verhältnis  von  Energie  und  Ar- 
beitsleistung beim  Condensator.    Wien.  Ber.  xov.  50-57. 

Findet  die  Polarisation  des  Dielektricums  eines  Condensators 
bei  constanter  Potentialdifferenz  statt,  indem  z.  B.  die  eine  Platte 
abgeleitet;  die  andere  durch  Verbindung  mit  einer  Batterie  auf 


1112  X[.  AbschDiU.    Mathematische  Physik. 

P 

dem  coDstanten  Potential  P  erhalten  wird,  und  ist  ff  =  — r-  (wo 

o 

d  der  Plattenabstand)  die  constante  Kraft  im  Dielektricum,  fi  =  kB 

das  erzeugte  dielektrische  Moment  der  Volumeneinheit,  so  ist  die 

dabei  im  Dielektricum  t  gegen  die  elektrische  Kraft  geleistete 

Arbeit  A^  =  —  J  ^üdt  =z  ^k  J  H^dt,  Dazu  kommt  die  bei 
der  Polarisation  gegen  den  molecularen  Widerstand  -~  geleis- 
tete Arbeit  ^1,  =  —  /  -~-|udr  =  —  /  fl'rfr;  also  ist  die  ganze 
bei  der  Polarisation  gegen  die  elektrischen  Kräfte  geleistete  Ar- 
beit A  =  iij-fA,  =  — ^  /  Wdx,  Da  dies  negativ  ist,  so  be- 
deutet es  eine  von  den  elektrischen  Kräften  geleistete  Arbeit, 
welQhe  in  Deformations-Arbeit  oder  Wärme  verwandelt  wird. 
Die  potentielle  Energie  ist  vor  der  Polarisation 

nachher  E,  =  — -^ /  ff'dr,  wächst  also  durch  die  Polari- 

sation  \xm  E  ^  -^  I  R^dt\  die  Batterie  muss  also  einq  Energie 

E  —  A  =  2E  liefern,  ebenso  wie  bei  einer  Annäherung  der  Platten 
bei  constantem  Potential.  Diese  gelieferte  Energie  besteht  in  der 
Arbeit  der  Heranführung  einer  elektrischen  Dichtigkeit  ju  auf  die 
Grenzschicht  a  zwischen  der  isolirten  Platte  und  dem  Dielektricum, 
um  dadurch  die  Dichtigkeit—/!,  durch  welche  die  Wirkung  des 
Dielektricums  nach  aussen  sich  ersetzen  lässt,  zu  neutralisiren 
und  so  das  Potential  auf  dem  constanten  Wert  P  zu  erhalten; 
diese  Arbeit  ist  in  der  That 

=  f  \ido.P  =  f  fxHdt  =  k  [flPdx  =  2£. 

Lbg. 

G.  Adler.     Ueber  die  Energie  und  die  Gleicbgewichts- 
verhältnisse    eines    Systems    dielektrisch    polarisirter 

Körper.     Wien.  Ber.  XOV.  180-198. 
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Die  untere,  abgeleitete  Platte  eines  Condensators  sei  zur 
xy. Ebene  genommen;  das  Potential  auf  der  obern  sei  P,  der 
Plattenabstand  d]  das  Zwischenmedium  bestehe  aus  s&wei  Dielek- 
tricis,  an  deren  Grenzfläche  die  Gleichung 


dn  '    dn 

stattfindet.     Das  Potential  im  Dielektricum  kann 

o 

p 

gesetzt  werden,  wo  -^%  das  Potential  der  Plattenladung  und  der 

2-Componente  der  dielektrischen  Momente  an  der  Grenze  der 
Platten  jind  des  Dielektricums  ist,  W  das  Potential  der  auf  der 
Grenzfläche  der  zwei  Dielektrica  befindlichen  Schicht  und  der 
durch  dieselbe  auf  den  Platten*  inducirten  Schicht,  welche 
letztere  bewirkt,   dass  auf  den  Platten  W  =  0  ist.     Setzt  man 

j|y  p 

2 —  =  X  etc.,  so  sind  die  Kraftcomponenten  X,  Y,  Z j-, 

und  in  irgend  einem  Stadium  der  Polarisirung,  wenn  ein  Bruch- 
teil 9fj.  des  schliessüchen  dielektrischen  Moments  /u  erreicht  ist, 

p 

=  dX,  &Yj  9Z ^;  die  zur  Herstellung  von  ^u,  dessen  Com- 

ponenten  ^,  i/,  ^  seien,  nötige  Arbeit  ist  also 
Q  =  ^f'd^f  [^X|  +  ^  Yi?  +  (^Z  -  -j)  C]  dx 


Dazu  kommt  die  gegen  den  molecularen  Widerstand  -p  geleistete 
Arbeit  i  /  -p  f^^v]  die  potentielle  Energie  des  Dielektricums  ist 
also,  wenn  man  |  =  kX,  tj  =  kY^  ^  =  ft^Z -r-^  setzt. 

Von   dieser  Formel   macht   der  Verfasser   eine  Anwendung  auf 
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den  QuiDcke'schen  Versuch,  bei  welchem  sich  in  der  Flüssigkeit 
zwischen  den  Condensatorplatten  eine  nahezu  cylindrische,  beide 
Platten  berührende  Luftblase  befindet;  nimmt  man  dieselbe  als 
genau  cylindrisch  an,  so  ist  die  Normalcomponente  des  dielek- 
trischen Moments  an  der  cylindrischen  Grenzfläche  =  0,  also 
auch  Z  =  0,  mithin 

welcher  Ausdruck  derselbe  ist,  wie  der  für  den  entsprechenden 
Quincke'schen  Versuch  im  Magnetfelde  vom  Verfasser  abgeleitete 
(vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1082),  und  aus  welchem  sich  die 
Druckänderung  in  derselben  Weise  wie  dort  ergiebt.         Lbg. 


G.  Adler,  üeber  eine  neue  Berechnungsmethdde  der 
Anziehung,  die  ein  Conductor  in  einem  elektrostati- 
schen Felde  erfährt.  I  U.  II.  Wien.  Ber.  XO vi.  1036-1055. 
1305-1320. 

G.  Adler,  üeber  die  elektrischen  Gleichgewichtsver- 
hältnisse von  Conductoren  und  die  Arbeitsverhältnisse 
elektrischer  Systeme  überhaupt.    Wien.  Ber.  xcviL  90-118. 

(1888). 

a)  In  der  zweiten  der  vorstehenden  Abhandlungen  beweist 
der  Verfasser  folgende  Sätze  über  elektrostatisches  Gleichgewicht, 
welche  teilweise  auch  in  der  ersten  abgeleitet  werden. 

1)  Hat  ein  isolirter  Conductor  C,  unbeeinflusst  von  anderen 
Conductoren  das  Potential  F^,  dagegen  unter  dem  Einfluss  an- 
derer Conductoren  C„  C„  ...  das  Potential  Fj,  und  bezeichnet 
P  das  Potential  der  Ladung  des  -unbeeinflussten  Conductors  C, 
auf  die  schliessliche  Ladung  der  übrigen  Conductoren,  so  ist 

(1)        £.CF.-FJ)  =  P. 

2)  Hat  ein  auf  constantem  Potential  F,  erhaltener  Conductor 
Cj  unbeeinflusst  die  Ladung  £j,  dagegen  unter  dem  Einfluss  an- 
derer Conductoren  C„  C„  . ; .  die  Ladung  £,,  so  ist 

(2)        F,(E,-£J)  =  -P. 

3)  Giebt  ein  System  isolirter  Conductoren  C„  C„  ...  mit 
den   Ladungen  E^y  £,,  ...  vor,    resp.   nach   dem  Hineinbringen 
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eines  neuen  (isolirten  oder  abgeleiteten),  mit  der  schliesslichen 
Flächendichtigkeit  e,  geladenen  Conductors  C^  in  das  Feld  das 
Potential  V%  resp.  F,  so  ist 

(3)  fe,Vya,='j:E,(V.-Vn^ 

4)  Hat  ein  System  von  auf  constanten  Potentialen  F„  F,,  ... 
erhaltenen  Gonductoren  C„  C„  ...  vor,  resp.  nach  dem  Hinein- 
bringen eines  neuen  (isolirten  oder  abgeleiteten  oder  auf  con- 
stantem  Potential  erhaltenen),  mit  der  schliesslichen  Flächen- 
dichtigkeit 6,  geladenen  Conductors  C,  in  das  Feld  die  Ladungen 

(4)        /e,V^^  da,  =  -  '2:  F.  (E.^E^). 

Diese  Sätze  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  be- 
kannten Satze,  dass,  wenn  tni  und  m,  zwei  beliebige  Massen- 
systeme, Vi  und  F«  ihre  Potentiale  sind,  die  Gleichung  stattfindet 

(a)        '2;m!r,  ^'Zfn.Vl 

Zum  Beweis  der  zwei  ersten  Sätze  nehmen  wir  als  das  erste 
System  die  anfängliche  Ladung  von  C,,  als  das  zweite  die  schliess- 
liehe  Ladung  von  Cj,  C,,  C,,  ...;  die  Gleichung  (a)  giebt  dann 

fe\V,da,=fe,  Vyo,  + 'JS / e.V! da,, 

welche  unter  den  Bedingungen  des  ersten,  resp.  zweiten  Satzes 
übergeht  in 

£,(F,-FJ)  =  'Js/e.V:da.  =  P, 

v,(e\-e,)  =  p: 

Zum  Beweis  der  zwei  andern  Sätze  betrachten  wir  als  die  zwei 
Systeme  die  anfänglichen  und  nachherigen  Ladungen;  dann  giebt 
die  Gleichung  (a) 

'Js/e!  F,d<T,  =  'i:/es  Vi  da., 

woraus  sich  unter  den  Bedingungen  des  dritten,  resp.  vierten 
Satzes  direct  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  ergeben. 

b)    Unter  den  Bedingungen  des  dritten  Satzes  sei  <p^  das 
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Potential  auf  dem  isolirten  Conduetor  C^,  wenn  er  sich  imlla- 
endlichen  befindet,  W^  und  W  die  potentielle  Energie  des  ganzen 
Systems  (C,,  C,,  C,,  . . .),  wenn  sich  der  Conduetor  C^  im  Unend- 
lichen und  wenn  er  sich  im  Felde  befindet;  es  ist  dann 

S  3 

Die  beim  Hineinbringen  von  C,  aus  dem  Unendlichen  in  das 
Feld  gegen  die  Kräfte  geleistete  Arbeit  ist  W^  =  W—W^^  also 
nach  Gleichung  (3) 

(5)         W,  =  W-^W^  =  \feJ\da,+i,EXV-vd' 

dW 
Die  auf  C,   wirkende  Kraftcomponente  ist  X  = -r-^ ,  wobei 

die  Gonstante  i£,<p,  wegßlllt,  und  man  kann  zur  Berechnung 
von  X  mit  Vorteil  TT,  statt  der  gewöhnlich  benutzten  Gesamt- 
energie W  des  Feldes  verwenden.  Der  Verfasser  zeigt  dies  in 
der  ersten  Abhandlung  an  dem  Beispiel  einer  durch  einen  äusse- 
ren Massenpunkt  m  influenzirten  Kugel,  sowie  zweier  sich  gegen- 
seitig influenzirenden  Kugeln.  Ist  im  ersten  Fall  a  der  Radius 
der  Kugel,  c  der  Abstand  der  Masse  m  vom  Mittelpunkt,  so  ist 

e,  V\  da^  =  mPj   wo  P  das  Potential  der  Kugel  im  Punkt  m 

bezeichnet:  ist  ferner  F  die  auf  der  abgeleiteten  Kugel  inducirte 
Ladung,  Jlf  die  hinzukommende,  für  sich  im  Gleichgewicht  be- 
findliche Ladung,  so  ist  bekanntlich 

*  *  '       c  '       *        a  a  c  ^ 

„         J»  a 

P  = w— I 5-, 

c  c — a'  ' 

also 


/ 


2a    '       c  2     c\c'-a')  ' 

woraus  sich  die  Kraft  der  Masse  m  auf  die  Kugel  ergiebt. 

In  dem  zweiten  Beispiel  ist  /  e^  FJdcTj  =  £,P,  wo  P  das  Poten- 
tial der  ersten  Kugel  im  Mittelpunkt  der  zweiten;  ferner  ist  F, 
das  Gesamtpotential  im  Mittelpunkt  der  ersten  Kugel;   hat  man 
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also  das  Potential  einer  jeden  der  zwei  Kugeln  in  Kugelfunc- 
tionen  ausgedrückt,  so  ergiebt  sieb  daraus  sofort  fF,. 

c)  Unter  den  Bedingungen  des  vierten  Satzes  sei  e^  die 
Ladung  des  Conduetors  C^,  wenn  er  sich  im  Unendlichen  be- 
findet; die  Gesamtenergie  des  Feldes  vor  und  nach  Einbringen 
von  Cj,  welches  ebenfalls  auf  constantem  Potential  erhalten 
werde,  ist  dann 

(b)        W'  =  ie,V,+  i'JSE;  r„     W  =  iE,  V,  +  ^'^E,  F,. 

Um  den  im  Felde  befindlichen  Conductor  C^  bei  constantem  Po- 
tential F,  zu  laden,  muss  seine  Ladung  von  einer  Stelle  vom 
Potential  F,  zu  einer  Stelle,  wo  anfangs  das  Potential  F^,  nach- 
her das  Potential  V^  herrscht,  übergehen,  wozu  eine  Arbeit 

=  i/e.F,"Aj,-iE,F, 

aufgewandt  werden  muss,  und  ausserhalb  des  Feldes  eine  Ar- 
beit — ^«1  V^.  Um  al^o  den  auf  constantem  Potential  Fj  erhal- 
tenen Conductor  C,  ins  Feld  zu  bringen,  ist  eine  Arbeit  nötig 

(6)        W^.  =  i  /  «.  »':  da,  -  i(E.  -«.)  K, 

oder  nach  den  Oleichungen  (4)  und  (b) 

(6«)        IV,  =  W-W  =  der  Abnahme  der  Energie. 

Lbg. 

A.  Rosen.     Solution  d'nn  probl^me  d'^lectrostatiqae. 

Land  Arsskr.  XXIII.  1-13. 

Folgende  Aufgabe  wird  behandelt:  Es  seien  eine  leitende 
elektrisirte  Kugel  und  eine  aus  einem  nicht  leitenden  Dielektricum 
gebildete  Kugel  gegeben,  beide  in  eine  unendliche  Masse  eines 
anderen  Dielektricums  eingebettet,  z.  B.  in  Luft;  die  Verteilung 
der  Elektricität  wird  gesucht.  Danach  behandelt  der  Verfasser 
zwei  andere  ähnliche  Probleme:  An  die  Stelle  der  dielektrischen 
Kugel  kann  man  entweder  eine  dielektrische  Kugel  setzen,  die 
von  einer  eoncentrischen  Schicht  eines  anderen  Dielektricums 
bedeckt   wird,   oder   eine   unendliche  Masse  des  Dielektricums, 
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die  von   der  Luft  durch  eine  unendliche  £%ene  gelrennt 
Die  Lösung  wird  mit  HQlfe  der  Kugelfunctionen  bewerkstelligt. 

Lp. 

H.  PoiNCARi      Sur  le  problfeme  de  la  distribution  ^lec- 
trique.     C.  R.  Oiv.  44-46. 

Enthält  einen  neuen  Existenzbeweis  einer  Flächenbelegung 
von  constantem  Potential.  Lbg. 


A.  Vaschy.     Sur  la  nature  des  actions  ^lectriques  dans 
un  milieu  isolant.    0.  R.  OIV.  51-54. 


Ist  &  die  Constante  des  Coulomb'schen  Gesetzes  F  =  k 


r»  ' 


so  ist  bekanntlich  die  Zugkraft  des  Dielektricums  auf  die  Flächen- 
einheit eines  geladenen  Conductors 

^         8nk  \  dnJ 

Der  Verfasser  macht  nun  die  Hypothese,  dass  im  Innern  des 
Dielektricums  ein  Zug  parallel  den  Kraftlinien  wirkt,  welcher 
gleich  einem  bestimmten  Bruchteil  ap  von  p  ist,  und  ein  gleicher 
Druck  senkrecht  zu  den  Kraftlinien,  und  berechnet  daraus  die 
lineare  und  kubische  Dilatation  des  Dielektricums.  Lbg. 


A.  Vaschy.      Sur    la    nature   des    phönom^nes    ^lectro- 
capillaires.     0.  R.  OIV.  64-66. 

P.  DüHEM.     Sur  la  pressiou  ^lectrique  et  les'ph^nom^nes 
ölectro-capillaires.    0.  R.  OV.  54-56. 

Enthält  die  vorläufige  Mitteilung  einiger  Resultate,  zu  denen 
der  Verfasser  auf  Grund  der  früher  von  ihm  aufgestellten  Theorie 
der  Gapillar-Erscheinungen  für  den  Fall,  dass  die  Fldssigkeiten 
elektrisch  geladen  sind,  gelangt  ist.  Lbg. 
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H.  Lamb.  On  the  theory  of  electric  endosmoae  and 
otber  allied  phenomena,  and  on  the  existence  of  a 
sliding  coefficient  for  a  fluid  in  contact  witb  a  solid. 

Brit.  Ass.  Rep.  495-510. 

„  Die  Gesetze,  welche  die  elektrische  FortfQhruDg  einer  leiten- 
den FlQssigkeit  durch  die  Wände  eines  potösen  Oefässes  oder 
längs  capillarer  Röhren  beherrschen,  und  andere  bezQgliche  Er- 
scheinungen sind  experimentell  von  den  Herren  Wiedemann  und 
Quincke  ermittelt  und  von  dem  letzteren  Forscher  unter  der  An- 
nahme einer  Contactdifferenz  des  Potentials  zwischen  der  Flüssig- 
keit und  ihren  festen  Grenzen  erklärt  worden.  Diese  Erklärung 
ist  durch  Hrn.  von  Helmholtz  in  seinem  Aufsatze  „Studien  über 
elektrische  Grenzschichten«*  (Wiedemann  Ann.  VII.  327-387.  1879) 
mathematisch  entwickelt  worden.  Durch  Anwendung  der  bekann- 
ten Gesetze  für  die  Bewegung  zäher  Flüssigkeiten  findet  er,  dass 
die  berechneten  Ergebnisse,  insoweit  als  sie  von  Grössen  abhängen, 
die  einer  Messung  zugänglich  sind,  in  befriegender  Weise  mit 
den  Versuchen  übereinstimmen,  und  dass  die  Werte,  welche  man 
der  Contactdifferenz  beilegen  muss,  in  allen  Fällen  mit  der  elek- 
tromotorischen Kraft  eines  Danieirschen  Elementes  vergleichbar 
sind.  Gelegentlich  kommt  er  auch  zu  dem  Schlüsse,  dass  in  den 
betrachteten  Fällen  kein  Gleiten  der  Flüssigkeit  an  der  Ober- 
fläche der  Körper  stattfindet,  mit  denen  sie  in  Berührung  ist. 
In  der  vorliegenden  Abhandlung  ist  die  gewählte  Anschauung 
über  diesen  letzteren  Punkt  etwas  anders.  Es  ist  angenommen, 
dass  ein  Körper  dem  Gleiten  einer  Flüssigkeit  über  ihn  fort  einen 
sehr  grossen,  aber  nicht  einen  unendlichen  Widerstand  darbietet, 
und  dass  dieses  Gleiten  ein  wesentlicher  Factor  in  den  angezo- 
genen Erscheinungen  ist.  Gemäss  dieser  abgeänderten  Hypothese 
werden  die  verschiedenen  von  Hrn.  von  Helmholtz  behandelten 
Fälle  erörtert  und  nach  einigen  Richtungen  erweitert  In  allen 
Fällen  unterscheiden  sich  die  Ergebnisse  von  den  durch  Hrn.  von 
Helmholtz  erhaltenen  um  einen  Factor  //d,  wo  /  ein  linearer  Fac- 
tor ist,  welcher  das  Mass  des  Gleitens  bildet,  und  d  die  Entfer- 
nung zwischen  den  Platten  eines  Luftcondensators,  welcher  dem 
von  den  gegenüberstehenden  Oberflächen  des  Körpers  und  der 


1120  XI.  AbBchnitt.    Matbematisohe  Physik. 

Flüssigkeit  virtuell  gebildeten  äquiyalent  ist.  Zieht  man  z.  B. 
die  experimentellen  Ergebnisse  Wiedemann*s  zum  Vergleiche 
herbei,  so  führt  Hr.  von  Helmholtz  an,  dass  für  eine  gewisse 
Losung  von  CnSO^  in  Berührung  mit  dem  Stoffe  eines  porösen 
Thongefässes  E/D=  1,77  ist,  wo  E  die  Contaetdifferenz  des  Poten- 
tials und  D  die  elektromotorische  Kraft  eines  Daniells  bedeutet. 
Nach  den  in  der  gegenwärtigen  Schrift  angenommenen  Anschau- 

E     l 
ungen  würde  die  Folgerung  -jr^-r  ^  1J7  ergeben.     Da  nun 

dieser  Ausdruck  unbekannte  Verhältnisse  einschliesst,  so  kann 
kein  so  bestimmter  Schluss  in  Bezug  auf  den  Wert  von  £  ge- 
zogen werden.  Doch  ist  es  augenscheinlich,  dass  die  Erschei- 
nungen selbst  mit  sehr  kleinen  Werten  von  E/D  verträglich  sind, 
wenn  nur  l  ein  genügend  grosses  Vielfaches  von  d  ist.  Weil 
aber  diese  Grösse  d  von  einer  molecularen  Grössenordnung  ist 
(vielleicht  mit  10~^cm  vergleichbar),  so  kann  /  noch  immer  so 
klein  sein,  dass  die  Gleitwirkungen  in  solchen  Versuchen  wie  in 
denen  von  Poiseuille  ganz  unmerkbar  sein  dürften.^ 

Das  Obige  ist  im  wesentlichen  die  Einleitung  des  Hrn.  Lamb 
zu  seiner  Abhandlung  und  zeigt  sehr  klar  den  Zielpunkt  seiner 
Arbeit.  Gbs.  (Lp.) 

Lbduc.     Sur   la  pdriode   variable  des  courants  dans  le 
cas  oü  le  Circuit  contient  un  ^lectro-aimant.    c.  B.  GIV. 

286-289. 

E 

Unmittelbar  nach  Schliessung  eines  Stromes  J  =  -5-  ist  die 

variable  Stromstärke 

(1)         i  =  j(l-e~^'), 

wo  L  den  Selbstinductions-Coefficienten  bezeichnet.  Diese  Formel 
gilt  bekanntlich  nicht  mel\r,  wenn  ein  Elektromagnet  sich  in  der 
Spirale  befindet;  ist  in  diesem  Falle  q>  das  Flächenintegral  der 
magnetischen  Induotion  durch  die  Stromfläche,  so  ist 

Der  Verfasser  integrirt  diese  Gleichung  unter  der  Annahme,  dass 
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• 

(p  =  SF  gesetzt  werden  kann,  wo  F  =  .  nach  Frölich  die 

Stärke  des  äquivalenten  gleichförmigen  Magnetfeldes,  S  die 
äquivalente  Stromfläche  ist.  Fflr  kleine  Stromstärken  muss  man 
hierin  ju  =  0  setzen  können,  wodurch  man  auf  eine  Gleichung 
von  der  Form  (1)  zurückkommt;  der  Verfasser  hat  diesen  Fall 
experimentell  untersucht,  aber  die  Formel  nicht  bestätigt  gefun- 
den, indem  t  den  Wert  0,99 J  viel  später  erreichte,  als  die  Formel 
angiebt;  er  vermutet  als  Grund  die  Verzögerung  der  Magnetisi- 
rung  durch  die  im  Eisen  inducirten  Ströme.  Lbg. 


R.  Arnoux.      Sur  la  periode  variable  du  courant  dans 
un  Systeme  61ectromagn6tique.     c.  B.  OIV.  426-428. 

Der  Verfasser  erklärt  die  Nichtübereinstimmung  der  Beob- 
achtungen voir  Leduc  (vgl.  die  vorübergehende  Abhandlung)  mit 
der  Rechnung  namentlich  dadurch,  dass  die  Frölich'sche  Formel 
für  die  angewandten  kleinen  Intensitäten  sowie  für  die  variable 
Periode  nicht  gültig  sei.  Lbg. 


P.  DüHEM.     Sur  Taimantation  par  influence.      CR.    OV. 

749-751  u.  798-800. 

P.  DuHKM.     Sur  la   thöorie   du  magn^tisme.     C.  R.    ov. 

.    932-934.     • 

P.  DüHEM.     Sur  raimantation  par  influence.      c.  r.    OV. 

1240-1241. 

.     P.  DuHEM.      Theorie   nouvelle   de  Taimantation  par  in- 
fluence, fondöe  sur  la  tbermodynamique.  Paris.    Gaathier- 

Villars.  1888. 

Die  drei  ersten  Noten  enthalten  nur  die  Mitteilung  der  haupt- 
sächlichsten Resultate,  welche  der  Verfasser  in  der  letzten  aus- 
führlichen Abhandlung  entwickelt. 

a)  Das  Potential  eines  teils  aus  permanenten  Magneten,  teils 
aus  Magneten  ohne  Coercitivkraflt  bestehenden 'Systems  in  jedem 
äussern  oder  innern  Punkt  p  =  (x^  y,  s)  ist,   wenn  ii,  A,  C  die 

FortMhr.  d.  ÜAtb.  ZU.  8.  71 
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Componenten  des  magnetischen  Moments  der  Volumeneinheit  be- 
zeichnen, bekanntlich 

WO  II  die  nach  innen  gezogene  Normale  der  Oberfläche  bezeichnet. 
Die  innere  potentielle  magnetische  Energie  des  Systems  ist 

Bezeichnen  U  und  S  die  Energie  und  Entropie  des  Systems,  P 
das  Potential  der  äussern  Kräfte,  so  nennt  der  Verfasser  bekannt- 
lich (F.  d.  M.  XVII.  1886.  1037ff.)  den  Ausdruck  U—TS  +  P 
das  thermodynamische  Potential  des  Systems,  die  Function 

F.==U^TS 
das  i^innere  thermodynamische  Potential  des  Systems^.  Bei  rein 
mechanischen  Bewegungen  der  Teile  eines  Systems  ist,  wie  der 
Verfasser  zunächst  beweist,  die  von  den  innern  Kräften  geleistete 
Arbeit  Ai  =  —  dF]  da  nun  andrerseits  im  vorliegenden  Falle 
Ai  =  —  dTT  ist,  so  ist  F  =  W+F\  wo  F'  nur  vom  Zustand 
der  magnetischen  Elemente,  aber  nicht  von  ihrer  Lage  ab- 
hängt.  Für  ein  einzelnes  magnetisches  Element  dt  in  einem  iso- 
tropen Köi*per  kann  nun  F  abhängen  von  seinem  Volumen  und 
seiner  Form,  seinem  magnetischen  Moment  und  der  Lage  seiner 
magnetischen  Axe  zu  seiner  Grenzfläche,  sowie  von  gewissen 
Parametern  a,  a,,  ...,  welche  seinen  Zustand  unabhängig  von 
seinem  magnetischen  Zustand  bestimmen.  Aendem  wir  nur  das 
magnetische  Moment  Mdt  und  die  Lage  der  magnetischen  Axe, 
so  können  wir  die  entsprechende  Aenderung  öF'  so  bestimmen, 
als  ob  das  Element  dt  allein  vorhanden  wäre,  da  dF*  nur  vom 
Anfangs-  und  Endzustand  abhängt  und  durch  Entfernung  alier 
andern  Elemente  ins  Unendliche  F'  nicht  geändert  wird;  es  ist 
also  dF'  =  dT(]LdA'\-fiöB  +  vdC)  =  dT(mdM+adA+bdB),  wo 
m,  a,  6  von  M,  A^  B  und  den  a  abhängen,  dagegen  von  der 
Form  des  Elements  unabhängig  sind.     Nehmen   wir  nun  dr  als 
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eine  Kugel  und  denken  uns  ohne  Aenderung  von  M  die  Axe 
gedreht,  einmal  innerhalb  der  Kugel,  dann  durch  Drehung  der 
ganzen  Kugel,  bo  hat  beidemal  dF'  denselben  Wert;  da  aber  im 
zweiten  Falle  SF  =0  ist,  so  muss  a  =  6  =  0  sein,  folglieh 
dF^  =  mdMd%  =  f{M^  a,  a„  ...)  dllld%.    Setzen  wir  also 

/M 
f(M^  a,  ttj , . . .)  rfÄ, 

0 

so  wird  fär  das  ganze  System 

wo  F"  von  dem  magnetischen  Zustand  unabhängig  ist.  Da  aber 
för  Ä  =  0  auch  y  =  0  und  »f  =  0,  also  P  =  F"  ist,  so  ist 

F"  =  F,  =  r^,-rs„ 

wo  Fq  den  Wert  von  F  im  unmagnetischen  Zustand  bezeichnet. 
Also  wird  schliesslich 

(3)         F^F,+W+fip{M)dt, 

wo  9>  (ß)  eine  fUr  ilf  =  0  verschwindende  Function  des  magne- 
tischen Moments  Jf  der  Volumeneinheit  ist,  welche  ausserdem  noch 
von  den  den  sonstigen  Zustand  bestimmenden  Parametern  a  ab- 
hängen kann. 

b)  Lässt  man  in  einem  Element  d%  die  Momente  um  öA^  dBj 
dC  wachsen,  so  muss  beim  magnetischen  Gleichgewicht  dF=  0 
sein.    Nun  ist  nach  Gleichung  (2) 


WO 


rf-L  rfi 


also 


•71 


« 
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Ferner 

Folglich  geht  die  Gleichung  öF  =  0,  da  dA^  dB,  dC  von  einan- 
der unabhängig  sind,  aber  in 

dV       A    d^>        ^^    , 

■^  +  -FW  =  °  '''- 
woraus,  wenn  man  tp(M)  =  —^ —  setzt, 

(4)         A  =  -  V»(Ä)  -^   etc., 
oder,  da  hiernach 

Jf  =  yA'+B'+C  eine  Function  von  R  =  / (-^)'+  -     «t. 

(4«)        A  =  -x(R)-^    etc., 

WO  x(/})  eine  noch  von  dem  sonstigen  Zustand  der  magnetischen 
Elemente   abhängende   Function    der   resultirenden  Kraft  R  ist^ 
Dies  sind  die  bekannten  Kirchhoff'schen  Gleichungen  der  Magne- 
tisirung;  je  nachdem  tp(M)  (oder  xi^Y)  positiv  oder  negativ  ist 
ist  das  Medium  magnetisch  oder  diamagnetisch. 

c)  Zur  Bestimmung  der  Function  F,  worauf  nach  Gleichung 
(4)  oder  (4»)  das  Problem  der  Magnetisirung  zurOckgeflihrt  ist, 
haben  wir  im  äussern  Raum  die  Gleichung  ^F  =  0,  in  den  per- 
manenten Magneten,  deren  Momente  ^4^,  J}^,  C^  sein  mögen,  nach 
Gleichung  (1) 

und  in  einem  inducirten  Magneten  nach  Gleichung  (4^) 


GapHel3.    Elektrioität  aod  Magoetismafi.  1125 

Ferner  an  der  Grenzfläche   eines   inducirten   und   eines   perma- 
nenten Magneten 

worin,  wenn  das  erste  Medium  unmagnetisch  ist,  ;(  =  0  zu  setzen 
ist;  und  an  der  Grenzfläche  zweier  inducirten  Magnete 

worin,  wenn  das  zweite  Medium  unmagnetisch  ist,   Xi  =^  ^^ 
setzen  ist 

Der  Verfasser  weist  noch  nach,  dass  für  einen  magnetischen 
Körper  diese  Gleichungen  immer  eine  und  nur  eine  Lösung  zu- 
lassen, und  dass  diese  einem  stabilen  Magnetisirungs-Zustande 
entspricht.  Dagegen  bleibt  fQr  einen  diamagnetischen  Körper 
die  Eindeutigkeit  der  Lösung  unentschieden.  Nach  der  Theorie 
von  Poisson   soll   die  Function  tp(M)   in  Gleichung  (4)  von  Jf 

unabhängig  sein,  tp(M)  =  C(a,  «j,  . . .);  daraus  würde  -^  =  -p- 

folgen,  also,  da  nach  a)  q>(^U)  mit  M  verschwindet,  g>(M)  =  -oTT* 

.FQr  schwach   magnetische  Körper   ist   nach  der  Erfahrung  die' 
Annahme   von  Poisson   angenähert   richtig;   fUr   solche   Körper 
kann  man  also 

setzen,    wo    &    mit    abnehmendem   M  sich   einem   Grenzwert 
C(aj  a„  ...)  nähert. 

d)  Verschiebt  sich  ein  inducirter  Magnet  vom  Volumen  t, 
dem  Potential  Q  und  den  Momenten  i4,  B,  C  in  einem  perma- 
nenten Magnetfelde  vom  Potential  P,  so  ist  die  Aenderung  von 
F  durch  die  Aenderung  der  Momente  in  Folge  der  Gleichgewichts- 
Bedingungen  Null,  und  die  directe  Aenderung  von  jF  durch 
die  Bewegung  ist  gleich  der  durch  die  Aenderung  von  P  eintreten- 
den Aenderung  von  /  \^A  -^ — (-  •  •  •  J  (te,  wo 
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Also,  wenn  man  (^-j—y  +  • '  •  =  * J  setzt, 

(7)      -sf=s/^(m)[ri+{^^  +  ...)]«i^ 

Der  Magnet  bewegt  sieh  nun  so,  dass  —  dF>0  ist;  för  den 
Fall,  dass  er  sehr  klein  ist,  vernaeblässigt  W.  Thomson  (Reprint, 

2.  ed.  p.  514)  -7^  und  erhält  dadurch  den  Satz,  dass  sieb  der 

ax 

Körper,  je  nachdem  er  magnetisch  oder  diamagnetisch  ist,  nach 
Punkten  grösserer  oder  kleinerer  Kraft  Ä^  bewegt  Da  rfün  ß^ 
kein  Maximum,  wohl  aber  ein  Minimum  haben  kann,  so  würde 
folgen,  dass  ein  magnetischer  Körper  in  einem  permanenten 
Magnetfelde  keine  stabile  Gleichgewichtslage  haben  kann,  wohl 
aber  ein  diamagnetischer  Körper.  Dagegen  beweist  der  Ver- 
fasser, dass  weder  ein  diamagnetischer  noch  ein  magnetischer 
Körper  in  einem  Magnetfeld  eine  stabile  Gleichgewichtslage  haben 
kann,  da  es  immer  Verschiebungen  giebt,  fÖr  welche  d^F  <  0  ist; 
der  Widerspruch  dieses  Resultats  mit  dem  obigen  Satz  von 
Thomson  erklärt  sich  daraus,  dass  die  Vernachlässigung  von  Q 
in  Gleichung  (7)  nicht  gestattet  ist;  denn  nach  Gleichung  (6») 
ist  an  der  Oberfläche  des  Körpers 

also  -j-  etc.  von  der  Ordnung  tp(U)--r-j    mithin    das    zweite 

Glied  in  Gleichung  (7)  von  derselben  Ordnung  wie  das  erste,  es 
darf  daher  nicht  gegen  dieses  vernachlässigt  werden. 

e)  Der  Verfasser  beweist  noch  folgenden  Satz:  Ist  ein 
schwach  magnetischer  oder  diamagnetischer  Körper  in  einem 
Magnetfelde  an  einem  Faden  aufgehängt,  so  dass  er  sich  nur 
um  diesen  drehen  kann,  so  besitzt  er  in  beiden  Fällen  dieselben 
Gleichgewichtslagen;  aber  die  stabilen  Gleichgewichtslagen  des 
einen  sind  labile  des  andern. 

f)  Ferner  bestimmt  der  Verfasser  die  in  einem  magnetischen 
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System  erzeugte  Wärme.  Wird  ein  permanenter  Magnet  aus 
einem  permanent  magnetischen  Felde  ins  Unendliche  verschoben, 
80  wird  dadurch  eine  Wärmemenge  erzeugt  gleich  dem  anfäng- 
lichen Potential  des  Feldes  auf  den  Magneten.  Hat  dagegen 
der  verschobene  Magnet  keine  Coercitivkraft,  so  wird  Wärme 
verbraucht,  wenn  die  Magnetisirungsfunction  yf(M)  mit  wachsen- 
der Temperatur  abnimmt  oder  ungeändert  bleibt,  während  im 
entgegengesetzten  Falle  das  Zeichen  der  Wärmeproduction  unbe- 
stimmt bleibt;  dies  stimmt  nur  teilweise  mit  einem  von  W.  Thomson 
aufgestellten  Satze  überein. 

g)  Schliesslich  berechnet  der  Verfasser  noch  das  thermo- 
dynamische  Potential  eines  aus  elektrischen  und  magnetischen 
Körpern  bestehenden  Systems,  sowie  die  Gleichgewichts-Bedin- 
gungen eines  solchen.  Ferner  berechnet  er  dasselbe  ftlr  einen 
anisotropen  Magneten;  nimmt  man  die  Krystallaxen  eines  mag- 
netischen Elements  zu  Goordinateni^xen  ($,  tjj  ^)  und  bezeichnet 
mit  9,  93,  @  die  magnetischen  Momente  nach  diesen  Axen,  so 
ergiebt  sich 

WO  die  Coefficienten  c  von  den  3(,  33,  6  abhängen.         Lbg. 


A.  B,  Basset.  Note  on  the  induction  of  electric  cur- 
rents,  in  an  infinite  plane  conducting  sheet,  which 
is  rotating  in  a  field  of  magnetic  force.      Phil.  Mag.   (5) 

XXII.  140-144. 

Eine  Bestimmung  der  in  einer  dünnen  ebenea  leitenden 
Fläche  von  unendlicher  Ausdehnung  inducirten  Ströme,  wenn 
dieselbe  in  einem  magnetischen  Felde  um  eine  zu  ihr  senkrechte 
Axe  rotirt.  Das  Feld  wird  nach  Annahme  durch  ein  System 
von  Magneten  oder  Strömen  erzeugt,  und  für  diesen  Fall  ergiebt 
die  Methode  der  Bilder  eine  fertige  Lösung,  indem  ein  analy- 
tischer Ausdruck  für  das  magnetische  Potential  der  sich  bewe- 
genden Spur  der  Bilder  gefunden  wird,  womit  die  Ströme  äqui- 
valent sind.  Obs.  (Lp.) 
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fi,  Mathieu.      Sur   un  principe   de    r^lectrodynamique. 

C.  B.  CV.  659-661. 

Die  Note  enthält  (ohne  Beweis),  einen  mathematisch  inter- 
essanten und  möglicherweise  auch  physikalisch  nicht  unwichtigen 
Satz  aus  der  Theorie  der  stationären  Strömung.  Es  sei  ein 
von  stationären  Strömen  durchflossener  Leiter  gegeben;  die  Elek- 
tricität  möge  durch  einen  Punkt  A  einströmen  und  durch  einen 
Punkt  ilj  ausströmen,  welche  Punkte  im  Innern  des  Leiters  un- 
endlich nahe  seiner  Oberfläche  anzunehmen  sind.  Bezeichnen  t 
und  t^  die  Entfernung  eines  Punktes  p  von  A  und  A^,  U  das 
Potential  der  auf  der  Oberfläche  des  Leiters  befindlichen  Elek- 
tricität,  so  ist  bekanntlich  das  Potential  in  einem  inneren  Punkt  p 

(1)     ■  F  =  c(i--1)+Ü, 

und  an  der  Innenseite  der  Oberfläche,  deren  nach  innen  gerich- 
tete Normale  n  sei,  ist 

Nach  dem  Green'schen  Satze  ist  in  einem  inneren,  resp.  äusseren 
Punkt  p,  wenn  &  die  Oberfläche  des  Leiters  bezeichnet, 

„        1     rdV'a  da'       1    rv<^~Aj 

ferner  in  einem  inneren,  resp.  äusseren  Punkt 

Ia~  4nJ    dn'     r         4n  J    f  da' 
Daraus  folgt  nach  (1)  und  (2),  wenn  man  setzt 
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dl 


w    '•  =  i/^*i^'''''' 


(5)        Ui  =  Pi. 

Bisher  bat  man  immer  ü  als  das  Potential  einer  einfachen  Flä- 
chenbelegung angenommen;  nimmt  man  es  dagegen  als  das 
Potential  einer  Doppelbelegung  auf  a  an, 

dl 


"^—/^'w'^ 


so  folgt  aus  (5),  da  P  ebenfalls  das  Potential  einer  Doppel- 
belegung ist,  auch  im  äusseren  Raum  Ua  =  Pa]  femer  ist  dann 
bekanntlich  an  der  Oberfläche 

wodurch  die  sweite  Gleichung  (3)  fllr  einen  beliebigen  äusseren 
Punkt  ttbergeht  in 

dl  dl 

d.  h. 

oder  nach  (1)  und  (2)  und  der  zweiten  Gleichung  (S») 
d.  h. 

/..  =  p.  =  -c(i.-±), 

also      • 

(6)      ra  =  o.  ' 

Wenn  man  also  annimmt,  dass  die  elektromotorische  Kraft  im 
Innern  des  Leiters  von  den  Elektroden  und  von  einer  Doppel- 
schicht auf  der  Oberfläche  herrührt  (bestehend  aus  einer  ^ 
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auf  dem  Leiter  und  einer  in  der  Luft),  so  ist  im  ganzen  äusseren 
Baum  die  elektromotorische  Kraft  gleich  Null.  Lbg. 


?•  Ledeboer  et  G.  Maneüvrier.     8ur   le  coefficient  de 
self-induction   de  deux   bobines   r^unies    en    quantit^. 

C.  R.  CV.  218-222  u.  371-375. 

Die  Verfasser  erörtern  die  Frage,  unter  welcher  Bedin- 
gung zwei  Spulen  von  den  Widerständen  R^  und  A,  und  den 
Selbstinductions-Coefficienten  L^  und  L„  welche  neben  einander 
in  einen  Stromkreis  von  der  veränderlichen  elektromotorischen 
Kraft  £,  der  Iqtensität  J  und  dem  Widerstand  r  eingeschaltet 
sind,  sich  durch  eine  einzige  Spule  vom  Widerstand  R  und  dem 
Selbstinductions-Coefficienten  L  ersetzen  lassen.  Die  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  fQr  J  muss  dann  mit  der  Gleichung 

dJ 
li-TT  +  (Ä+r)J  =  £  identisch  sein;  als  Bedingung  hierfOr  er- 

giebt^  sich 


L 


i 


Femer  wird  noch  der  Fall  behandelt,  wo  die  beiden  Spulen 
neben  einander  in  den  einen  Zweig  einer  Wheatstone'schen 
Brttcke  eingeschaltet  sind;  es  zeigt  sich,  dass  dann  die  Ersetzung 
während  einer  Periode  (0,  T)   möglich   ist,   wenn   der   variable 

— — J  r=  0  genügt.    Die  Beobachtung 

bestätigte  diese  Besultate  im  wesentlichen.  Lbg. 


C.  NivEN.     On  some  metbods  of  determining  aud  com- 
paring  coefficients  of  self-induction    aud   mutual    in- 

duction.     Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  226-238.  , 

Von  gewissen  Aufgaben,  welche  bei  der  Vergleichung  elek- 
trischer Constanten  vorkommen,  können  drei  als  noch  etwas 
unvollkommen  gelöst  erachtet  werden:  nämlich  die  Vergleichung 
zweier  Coefficienten  der  Selbstinduction ,  die  Vergleichung  eines 
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CoefficieDten  der  Selbsfindaction  einer  Spirale  mit  deauenigen 
gegenseitiger  Induction  zwischen  zwei  anderen  Spiralen  und  die 
Bestimmung  eines  Goefficienten  der  Selbstinduction  durch  die 
Capacitftt  eines  Condensators.  Die  Ausdehnung  MaxweU'scher 
Methoden  zeigt,  wie  man  die  Einrichtungen  ftlr  einen  nicht  per- 
manenten und  einen  nicht  vorfibergehenden  Strom  im  ersten  und 
dritten  Falle  unabhängig  von  einander  zu  treffen  hat  und  da- 
durch die  Mittel  zur  Vergleichung  der  Selbstinduction  irgend 
einer  Spirale  mit  der  gegenseitigen  Induction  irgend  zweier 
anderen  Spiralen  erhält.  Obs.  (Lp.) 

Lord  Ratleigh.  On  the  seif  -  induction  and  resistance 
of  straiglit  conductors.  Phil.  Mag.  (5)  xxr.  381-394. 
Dieser  Artikel  kann  teils  als  ein  Auszug,  teils  als  eine  Ent- 
wickelung  des  Capitels  in  Maxwell's  „Electricity  and  Magnetism^ 
(IL  Cbap.  XIII)  angesehen  werden,  das  von  parallelen  Strömen 
handelt.  MaxweH's  Formeln  werden  in  einigen  Fällen  verbessert, 
Beschränkungen  angemerkt  und  ErweiteiHngen  angegeben. 

Gbs.  (Lp.) 

Lord  Ratleigh.'  Notes  on  electricity  and  magnetism. 
L  On  the  energy  of  magnetised  iron.    Phil.Msg.(5)Xxn. 

175-183. 

II.  The  self-induction  and  resistance  of  Compound  con- 
ductors.    Phil.  Mag.  (5)  XXII.  469-500. 

III.  On  the  behaviour  of  iron  and   steel  under   the 
Operation  of  feeble  magnetic  forces.  Phil.  Mag.  (5)  xxiii. 

225-245. 

t 

O.  Heaviside.     On  the  self-induction  of  wires.    Phil.  Mag. 

(5)  XXIIL  118-138,    273-288,   332-352,   419-422;    XXIV.   10-29,   63-85, 
173-213. 

O.  Heaviside.  On  resistance  and  condnctance  Operators, 
and  their  derivatives,  inductance  and  permittance 
especially    in  connexion   with  electric    and    magnetic 

energy.      Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  479-502. 
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H.  Lamb.     Oq  the  principal  electrio  time-constant  of  a 

cironlar  disk.     Lond.  B.  S.  Proc.  XLIL  289-296. 


G.  Robin.     Distribution  de  T^lectrieit^  sur  nne  surfaoe 
ferm^  convexe.    c.  r,  civ.  1884-1836. 

Ist  p  ein  fester,  p'  ein  variabler  Punkt  der  Fläche  a,  n  die 
nach  innen  gerichtete  Normale  in  p,  ferner  r  =  pp',q>  -  ^L(pp',ii), 
so  ist  die  Dichtigkeit  der  Gleichgewichts-Belegung  in  p  nach  einer 
frühern  Abhandlung  des  Verfassers  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  1026) 

Ist  nun  f  eine  beliebige,  in  jedem  Punkt  p  von  a  endliche  Func- 
tion, und  bildet  man  die  Beihe  der  Functionen 

SO  ist  lim  fn  =  ce,  wo  c  eine  Constante  bezeichnet,  welche  man 
=3  1  nehmen  kann,  indem  man  den  Wert  von  e  in  einem  be- 
stimmten Punkt  der  Fläche  festsetzt  Um  den  Satz  zu  beweisen, 
schreiben  wir 

Inf,  ^/Ll^^, 

f 

bezeichnen  mit  A  und  B  das  Maximum  nndf  Minimum  von  — ,  und 

e 

setzen  M  =  — ^ — ;  es  sei  a  derjenige  Teil  von  a,  wo  —>Mj 

f 

ß  derjenige,  wo  —  <  JRf.  Da  e  überall  dasselbe  Zeichen  hat, 
z.  B.  +,  und  überall  cos^>0  ist,  so  ist 

a  floß 

ß  a  a  a 
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oder  nach  (1) 

wo  &a  und  9ß  zwei  positive  Zahlen  sind  und  ^a  +  ^ys  =  1  äst. 

f 
Ist  also  A,  und  fi.  das  Maximum  und  Minimum  von  -^,  so  ist 

A -B.  < (4-B)  (l -- ^5±^) <  K^ -B), 
also  allgemein 

Än-Bn^-^(A-B),       lim(^-ß,)=0, 

folglich  lim  -^  =  Const  ^^ 

P.  DuHBM.     Sur  une  relation   entre  Tefifet  Peltier  et  la 
diff^rence    de   niyeau    potentiel    entre    deux    m^taux. 

C.  R.  CIV.  1606-1609. 

•  « 

Nach  einer  frQhern  Abhandlung  des  Verfassers  (F.  d.  M.  XVIL 
1885.  1040)  ist  die  Potentialdififerenz  %  zweier  sich  berührenden 
Metalle  a  und  b  im  elektrischen  Gleichgewicht 

(1)       x=  Va-r,  =  »,^»,. 

Femer  ist  wegen  -^= —  ''"Sr"  ~  ^  ^^^^  Gleichung  (3)  des  er- 
wähnten Referats 

=   —  So  +  -Tjr(^o9a  +*»?») 

woraus 

(2)      A  =  -r-^ 

Nun  ist  die  beim  Uebergang  der  Elektricitätseinheit  von  a  zu  6 
erzeugte  Peltier'sche  Wärme  il  =  A«— A^;  die  Gleichung  (1)  geht 
also  über  in 

(3)       n  =  r-^. 
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Die  elektromotorische  Kraft  eines  Tbermostroms,  welcher  an 
der  warmen  Lötstelle  von  der  Temperatur  T,  von  a  nach  6  geht, 
ist  nach  W.  Thomson 

also  nach  Gleichung  (3) 

(4)       £  =  x(r.)^x(T,). 

Lbg. 


P.  DuHEM.     Sur  le  ph^nom^ne  de  Peltier  dans  nne  pile 
hydro^lectrique,     c.  R.  CIV.  1697-1699. 

Bezeichnen  C  und  G  die  der  durchgehenden  Elektricitäts- 
einheit  entsprechende  chemische  und  galvanische  Wärme,  so  ist 
bekanntlich  nach  v.  Helmholtz 

t 

Diese  Gleichung  ist  von  verschiedenen  Beobachtern  mit  der  Er- 
fahrung übereinstimmend  gefunden  worden;  das  abweichende 
Resultat  von  Gockel  (Wied.  Ann.  XXIV)  erklärt  der  Verfasser 
daraus,  dass  Gockel  nach  Analogie  der  bekannten  Thomson'schen 

dE 

Gleichung  ftlr  Thermostrome  die  Grösse  7*-^=- als  die  im  Kreise 

erzeugte  Peltier'sche  Wärme  ansieht.  (Diese  Erklärung  scheint 
auf  einem  Missverständnis  zu  beruhen;  Gockel  nennt  allerdings 
jene  Grösse  die  Peltier'sche  Wärme,  bestimmt  sie  dagegen  expe- 
rimentell direct  durch  die  Temperatur-Coefficienten  der  einzelnen 
elektromotorischen  Kräfte  des  Kreises.    Der  Referent)    Um  die 

dE 
Beziehung  zwischen  T—^=r  und  der  an  der  Berührnngsstelle  der 

Metalle  a  und  b  der  Kette  beim  Uebergang  der  Elektricitätsein- 
heit  von  b  nach  a  erzeugten  Peltier'schen  Wärme  — /I  zu  finden, 
hat  man  nach  einer  frühem  Abhandlung  des  Verfassers  (F.  d.  M. 
XVII.  1885.  1041)  als  Gleichgewichts-Bedingung  für  die  offene 

*  

Kette,  wenn  £  die  elektromotorische  Kraft  der  geschlossenen 
Kette  ist,  £  =  Fft-Fa  +  ^6— *«,  also 


Capitel3.    Blektricität  nod  Magoetismiis.  1135 

welche  Gleichung  nach  Gleichung  (2)  des  vorigen  Referats  und 
wegen  A« — h^  =  JI  übergeht  in 

Also  nur,  wenn  in  der  offenen  Kette  bei  jeder  Temperatur  die 
Potentialdifferenz  der  zwei  Metalle  =  0  ist,  wie  es  Volta  annahm, 
und  wie  es  die  Beobachtung  für  einige  Ketten  bestätigt  hat,  ist 

JE» 

r-^=-'=  W)  mithin  C— C  =  —  JI  =  der  an  der  Berührungs- 
stelle der  zwei  Metalle  abgegebenen  Peltier'schen  Wärme. 

Lbg. 

E.  Kowalski.     Note  sur  la  thöorie  öltJmentaire  des  ma- 

chines  dynamo-^lectriques.    Bordeaux  M6ai.  (3)  IL  309-314. 


MOnch.  Die  elektrodynamische  und  dynamoelektrische 
Maschine  mit  Ringanker  behandelt  für  den  Physik- 
unterricbt  an  höheren  Lehranstalten.    Pr.  ReaUch.  Wimpfen. 

(No.  698).  8  S.  4».  Lp. 

A.  Vaschy.  Action  d'un  champ  älectrique  sur  un  courant 
variable.  C.  R.  CIV.  1609-1611. 
Enthält  einige  Berechnungen  über  die  aus  der  elektromoto- 
rischen Kraft  eines  veränderlichen  Magneten  oder  Stroms  nach 
dem  Princip  der  Rdaction  sich  ergebende  ponderomotorische  Kraft 
eines  elektrostatischen  Feldes  auf  einen  Strom,  welche  bekannt 
und  in  der  Discussion  über  die  von  Hertz  neu  eingeführten  Mag- 
netkräfte (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  1060)  eingehend  erörtert  worden 
sind.  Der  Schluss,  dass,  weil  ein  elektrostatisches  Feld  eine 
solche  Kraft  ausübt,  auch  ein  zweiter  veränderlicher  Strom  auf 
den  ersten  eine  derartige  Kraft  ausüben  müsse,  welcher  Schluss 
dort  als  nicht  hinreichend  begründet  bezeichnet  wurde,  findet  sich 
auch  hier  ohne  weitere  Begründung.  Lbg. 
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H.  LoRBERO.  Erwiderung  auf  die  Bemerkungen  des  Hrn. 
Boltzmann  zu  meiner  Kritik  zweier  Aufsätze  von 
Hertz  und  Auliuger.     Wied.  Ann.  XXXI.  151-137. 

Schon  in  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  1060  be8()rochen. 


E.   Hoppe.      Ziir    Theorie    der    unipolaren     Induction. 

Wied.  Ann.  XXVIII.  478^91;  XXIX.  544-560;  XXXII.  297-310. 

E.  Edlund.    Bemerkung  zu  dem  Aufsatz  des  Hrn.  Hoppe. 

Wied.  Ann.  XXIX.  420-427. 

E.  Edlund.  Erwiderung  auf  die  letzten  Bemerkungen  des 
Hrn.  Hoppe  über  unipolare  Induction.    Wied.  Ann.  xxx. 

655-660. 

E.  BuDDE.  Ueber  die  Grundgleicbung  der  stationären  In- 
duction durch  rotirende  Magnete,  und  Über  eine  neue 
Klasse  von  Inductious-Erscheinungen.    Wied.  Ann.  XXX. 

358-389. 

H.  LoRBERG.  Zur  Theorie  der  magnetelektrischen  Induc- 
tion.      Wied.  Ann.  XXXVI.  672-692.  (1889.) 

a)  Edlund  faat  (Phil.  Mag.  1887.  p.  401)  fUr  die  elektromo- 
torische Kraft  eines  um  eine  Axe  gedrehten  Magnetpols  auf  ein 
ruhendes  Stromelement  ein  neues  Gesetz  aufgestellt,  wonach  die- 
selbe gleich  derjenigen  sein  soll,  welche  nach  dem  Weber*schen 
Inductions-Gesetz  der  ruhende  Punkt  auf  den  bewegten  Leiter- 
punkt ausüben  würde,  wenn  man  an  beiden  nicht,  wie  es  das 
Weber'sche  Grundgesetz  verlangt,  die  Drehungsgeschwindigkeit 
des  Pols,  sondern  seine  Translationsgeschwindigkeit  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  anbrächte.  Um  diese  Theorie  zu  prüfen,  hat 
Hoppe  den  bekannten  Plücker'schen  Versuch  wiederholt,  bei  wel- 
chem ein  Magnet  um  seine  Axe  rotirt  und  die  Enden  des  ruhen- 
den Leitungsdrahtes  auf  einem  an  dem  Magneten  befestigten 
Rotationskörper  oder  Mantel  (z.  B.  zwei  Scheiben)  schleifen,  und 
hat  dabei  dieselben,  mit  der  aus  dem  Weber'sehen  Grundgesetz 
abgeleiteten  Theorie  übereinstimmenden  Resultate  gefunden  wie 
frühere  Beobachter;  er  hat  hierin  einen  Beweis  gegen  die  Theorie 
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von  Edlund  sehen  zu  dürfen  geglaubt,  indem  er  aus  einer  von 
ihm  angestellten  Rechnung  schliesst,  dass  letztere  einen  Strom 
von  entgegengesetzter  Richtung  liefern  würde,  als  ihn  die  Ver- 
suche ergaben.  Die  Richtigkeit  dieser  Rechnung  bestreitet  Ed- 
lund mit  Recht;  dass  indessen  seine  Theorie  mit  den  Beobach- 
tnngsresultaten  übereinstimmt,  behauptet  er  ohne  genügenden 
Nachweis;  auch  die  ausführlichere  Auseinandersetzung  seiner 
Theorie  (Phil.  Mag.  1887)  ist  durchaus  ungründlich.  Wegen  dieses 
auf  beiden  Seiten  hervortretenden  Mangels  einer  beweiskräftigen 
Berechnung  bietet  die  ganze  Polemik  nur  ein  geringes  Interesse, 
ein  um  so  geringeres,  als  Lorberg  in  der  oben  angeführten  Ab- 
handlung zeigt,  dass  in  allen  Modificationen  des  Plücker'schen 
Versuchs  die  elektromotorische  Kraft  nach  sämtlichen  bisher  auf- 
gestellten Theorien  (Weber,  Edlund,  Clausius,  Maxwell,  Riemann) 
denselben  Wert  hat,  wenn  man,  wie  es  geschehen  muss,  zu  der 
direct  im  Draht  inducirten  elektromotorischen  Kraft  die  an  seinen 
beiden  Enden  auftretende  Potentialdififerenz  addirt,  welche  durch 
die  nach  allen  Gesetzen  ausser  dem  Weber'schen  in  dem  Magneten 
erzeugte  elektrostatische  Ladung  hervorgebracht  wird.  Für  die 
Gesetze  von  Weber,  Clausius  und  Riemann  ist  dasselbe  schon 
von  Budde  in  der  oben  angeführten  Abhandlung  nachgewiesen 
worden. 

b)  Die  obige  Abhandlung  von  Budde  behandelt  ferner  die 
Induction  durch  einen  rotirenden  Magneten,  welcher  nicht  längs 
seiner  Rotationsaxe,  sondern  senkrecht  zu  derselben  magnetisirt 
ist,  und  welche  er  „radiale  Induction^  nennt 

c)  Eine  anderer  Teil  des  Aufsatzes  von  Lorberg  behandelt 
eine  Streitfrage  gegen  Clausius;  vgl.  darüber  das  folgende  Referat. 

'  d)  Der  Rest  des  Aufsatzes  von  Lorberg  beschäftigt  sich  mit 
Widerlegung  der  Behauptung  von  Edlund,  von  welcher  dieser 
bei  Aufstellung  seines  neuen  Inductionsgesetzes  ausgeht,  dass  das 
Weber'sche  Gesetz  der  Induction  durch  einen  bewegten  Inducenten 
dem  Princip  der  Energie  widerspreche.  Lorberg  zeigt,  dass  so- 
wohl das  Weber'sche  als  auch  das  Maxwell-Clausius'sche  Induc- 
tionsgesetz  diesem  Princip  genügt,  indem  danach  die  in  einem 
bewegten  Stromelement  ds  durch  einen  ruhenden  Magneten,  resp. 

Fortachr.  d.  Math.  XIX.  3.  72 
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in  einem  ruhenden  Stromelement  durch  einen  bewegten  Magneten 
inducirte  elektromotorische  Kraftcomponente  nach  ds  gleich  der 
negativen  Arbeit  ist,  welche  die  ponderoraotorische  Kraft  des  Mag- 
neten an  dem  vom  Strom  1  durchflossenen  bewegten  Stromele- 
ment,  resp.  die  Kraft  des  Stromelements  an  dem  bewegten  Mag- 
neten in  der  Zeiteinheit  leistet.  Schliesslich  zeigt  Lorberg,  dass 
auch  in  Bezug  auf  die  Umkehrung  des  Plttcker'schen  Versuchs, 
wo  durch  die  ponderomotorischen  Kräfte  zwischen  dem  ruhenden 
Teil  eines  Stroms  und  dem  aus  dem  beweglichen  Teil  und  dem 
Magneten  bestehenden  System  letzteres  gedreht  wird,  die  Weber'- 
sche  und  die  Clausius-MaxweH'sche  Theorie  zu  demselben  Resultat 
führen.  Lbg. 

H.  Lorberg.    Ueber  die  Berechnung  der  In  der  Masse  des 
Ringes    einer    Dynamomaschine    inducirten    Ströme. 

WiedemaDD  Ann.  XXX.  389-40a 

R.  Claüsiüs.     Erwiderung  auf  eine  Bemerkung  des  Hrn. 
Lorberg  in  Bezug  auf  dynaraoelektrische  Maschinen. 

WiedemaDD  Ann.  XXXI.  302-306. 

H.  LoRBERG.     Notiz  ZU  dem  Aufsatz  des  Hrn.  Clausius: 

^Erwiderung  etC.^       WiedemaDO  Add.  XXXII.  521-526. 

I 

In  seiner  Theorie  der  Dynamomaschine  (Wiedemann  An.  XX. 
379)  stellt  Clausius  folgenden  Satz  auf:  „Wenn  die  Windungen 
mit  dem  Ringe  gemeinschaftlich  rotiren,  so  befinden  sie  sich  in 
relativer  Ruhe  zu  ihm,  und  es  kann  daher  nur  durch  die  Strom- 
umkehrungen  an  den  Unterbrechungsstellen  eine  Induction  im 
Ringe  stattfinden.  Es  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass  diese 
elektromotorische  Kraft  dieselbe  sein  muss,  wie  in  dem  Falle/  wo 
die  Windungen  ruhen  und  in  ihnen  keine  Stromumkehrungen 
stattfinden.*'  Diesen  Satz  bestreitet  Lorberg  in  der  ersten  der 
obigen  Abhandlungen  und  weist  durch  'Berechnung  beider  elek- 
tromotorischen Kräfte  nach,  dass  sie  wesentlich  verschieden  sind, 
indem  die  auf  der  Ringaxe  senkrechte  Componente  im  einen 
Falle  parallel  der  Indifferenzlinie,  im  andern  radial  gerichtet  ist; 
er  legt  dabei  das  Weber'sche  Inductionsgesetz  zu  Grunde,  welches 
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aber  für  beide  Fälle  mit  dem  von  Clausius  selbst  aufgestellten 
identisch  ist.    Da  Clausius  den   obigen  Satz  ohne  Beweis  aus- 
spricht, so  stellt  Lorberg  auf  Grund  gewisser  Aeusserungen  von 
Clausius  eine  Schlussweise  auf,  durch  welche  dieser  möglicherweise 
zu  seinem  Satze  geftihrt  sein  könnte.     Diese  Vermutung  erklärt 
Clausius   in  seiner  Erwiderung  als  irrig  und   begrtlndet  seinen 
Satz  durch  eine  andere  Schlussweise.     In  dem  zweiten  obigen 
Aufisatz  zeigt  nun  Lorberg,   dass  auch  diese  Schlussweise  nicht 
zu  dem  Clausius'schen  Satze  fuhrt,  weder  nach  dem  Weber*schen 
noch  nach  dem  Clausius'schen  Inductionsgesetz.    (Der  Verfasser 
nimmt  statt  dea  Clausius'schen  das  MaxweH'sche  Gesetz,  welches 
aber  mit  dem  Clausius'schen  identisch  ist;  vgl.  darttber  den  im 
vorhergehenden  Referat  besprochenen  Aufsatz  von  Lorberg:  „Zur 
Theorie  der  magnetelektrischen  Induction.")    Nur  bei  einer  ge- 
wissen Bestimndung  der  in  dem  Maxweirschen  Inductionsgesetz 
vorkommenden  unbestimmten  Function  würde  der  Clausius'sche 
Satz  richtig  sein;  indessen  zeigt  Lorberg  in  dem  Aufsatz:   „Zur 
Theorie  der  magnetelektrischen  Induction^,  dass  diese  Annahme 
unzulässig  ist.    In  dem  letzterwähnten  Aufsatz  wird  die  Streit* 
frage  definitiv  erledigt,  indem  der  Verfasser  durch  Analyse  der 
Schluss weise  von  Clausius  zeigt,  dass,  obwohl  der  Clausius'sche 
Satz  in  der  obigen  Fassung  unrichtig  ist,  dennoch  die  Gesamt- 
induotion  durch  die  zugleich  mit  dem  Ringe  rotirenden  Windun- 
gen nach  dem  Clausius'schen  Inductionsgesetz  in  der  That  die- 
selbe ist,  wie  die  Induction  durch  die  ruhenden  und  nicht  strom- 
wechselnden Windungen,  weil  nach  dem  Clausius'schen  Inductions- 
gesetz die  gemeinsame  Drehung  der  Windungen  und  des  Ringes 
eine  Induction  im  Ringe  hervorruft,  während  die  obige  entgegen- 
stehende Behauptung  von  Clausius  nur  für  das  Weber*sche  In- 
ductionsgesetz gilt. 

In  dem  ersten  Aufsatz  berechnet  Lorberg  noch  die  elektro- 
motorische Kraft  der  im  Ringe  durch  die  Ringwindungen  und 
die  festen  Elektromagnete  inducirten  Ströme  auf  die  Windungen, 
sowie  die  ponderomotorischen  Kräfte  zwischen  diesen  inducirten 
Ringströmen  und  den  festen  Elektromagneten.  Lbg. 
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E.  BüDDE     Mittel  zur  praktischen  Entscheidung  zwischen 
den    elektrodynamischen    Punktgesetzen    von    Weber, 

Riemann    und    Clausius.      WiedemaDO  Ann.  XXX.  100-156. 

Die  Abhandlung,  welche  keinen  Auszug  gestattet,  entwickelt 
die  Theorie  einer  Reihe  von  Versuchen,  welche  möglicherweise 
zur  Entscheidung  zwischen  den  erwähnten  Grundgesetzen  fuhren 
könnten.    Dieselben  sind  im  wesentlichen  folgende. 

a)  Drehung  eines  in  einem  metallenen  Hohlkörper  aufge- 
hängten Magneten  durch  plötzliche  Ladung  oder  Entladung  des 
Hohlkörpers,  wobei  nach  Clausius  keine  Wirkung  entsteht. 

b)  Induction  eines  Stroms  durch  Drehung  eines  elektrostatisch 
geladenen  Körpers,  wobei  nur  nach  Weber  eine  Wirkung  eintritt 

c)  Elektrostatische  Wirkung  eines  rotirenden  veränderliehen 
Stroms,  welche  ebenfalls  nur  nach  Weber  stattfindet. 

*  d)  Rotation  eines  (etwa  noch  mit  einem  leitenden  Mantel 
verbundenen)  einen  Rotationskörper  bildenden  Magneten  um  seine 
Axe.  Hierbei  entsteht  nach  dem  Glausius'schen  und  Riemann'- 
schen  Gesetz,  wie  Referent  für  ersteres  schon  im  Jahre  1878  nach- 
gewiesen hat  (Lorberg,  „Ueber  Magnetinduction,  und  über  einige 
Folgerungen  aus  dem  Clausius'schen  Grundgesetz^,  Wiedemann 
Ann.Erg.  VIII),  und  wie  es  Budde  auch  für  das  Riemann'sche  Ge- 
setz nachweist,  im  Innern  und  auf  der  Oberfläche  des  Magneten  eine 
statische  Ladung,  welche  Budde  „kinetische  Ladung**  nennt,  so- 
dass in  jedem  Punkt  des  Magneten  die  von  der  elektrodynami- 
schen Induetion  und  die  von  der  kinetischen  Ladung  erzeugten 
elektromotorischen  Kräfte  sich  einander  aufheben;  in  Folge  da- 
von ist  die  gesamte  elektromotorische  Kraft  in  einem  angelegten 
ruhenden  Draht  nach  den  verschiedenen  Grundgesetzen  dieselbe. 
(Vgl.  die  oben  besprochenen  Aufsätze  von  Budde  und  Lorberg). 
Dagegen  findet  der  Verfasser  nach  dem  Riemann'schen  Gesetz 
eine  kinetische  Ladung,  deren  Gesamtsumme  nicht  Kuli  ist;  die- 
selbe würde  daher,  wenn  der  Magnet  abgeleitet  ist,  nur  aus  dem 
Boden  entnommen  werden  können,  und  wtlrde  daher  nach  Iso- 
lirung  des  Magneten  und  Aufhören  der  Rotation  zu  Tage  treten, 
was  der  Verfasser  zu  einer  Entscheidung  zwischen  dem  Riemann'- 
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sehen  Gesetz  und  den  beiden  andern  benutzen  zu  können  glaubt 
[Dass  nach  dem  Clausius'scben  Gesetz  die  Gesamtmenge  der 
kinetischen  Ladung  Null  ist,  hat  der  Verfasser  nicht  bewiesen; 
wäre  es  nicht  der  Fall,  so  würde  in  einem  isolirten  rotirenden 
Magneten  ein  stationärer  Zustand  unmöglich  sein.  Eine  Verschie- 
denheit aber  in  dieser  Hinsicht  zwischen  beiden  Gesetzen  scheint 
mir  nicht  stattzufinden;  das  Zusatzglied,  welches  nach  dem  Ver- 
fasser beim  Riemann'schen  Gesetz  eine  kinetische  Ladung  mit 
einer  von  Null  verschiedenen  Summe  geben  soll,  muss,  soviel  ich 
sehe,  wegfallen,  wie  sich  auch  durch  Vergleichung  der  Gleichung 
88)  auf  pag.  147  mit  dem  Satz  auf  pag.  379  ergiebt.  Der  Re- 
ferent] Lbg. 

L.  BoLTZMANN.     Zur  Theorie  der  thermoelektrischen  Er- 
scheinungen.   Wien.  Ber.  XCVI.  1258-1297. 

Der  Verfasser  ist  der  Ansicht,  dass  es  bedenklich  sei,  den 
zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  den  um 
kehrbaren  Teil  des  Vorgangs  im  Thermostrom  für  sich  allein 
anzuwenden,  und  berücksichtigt  daher  neben  diesem  gleichzeitig 
auch  die  Wärmeleitung.  Der  Thermostrom  gehe  an  der  kälteren 
Lötstelle  von  der  Temperatur  T,  >  T,  vom  Metall  b  zum  Metall 
a;  es  bezeichne  77  =  Pa—Pb  die  beim  Uebergang  der  Elektri- 
citätseinheit  von  o  nach  b  erzeugte  Peltier'sche  Wärme,  adT  die 
in  einem  Element  ds  beim  Uebergang  der  Elektricitätseinheit 
von  T  zu  T+dT  absorbirte  Thomson'sche  Wärme.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  elektrische  Vorgang  und  der  Vorgang 
der  Wärmeleitung  unabhängig  von  einander  stattfinden,  ist  dann 
nach  dem  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
die  elektromotorische  Kraft  E  de^  Thermostroms  gleich  der 
beim  Durchgang  der  Elektricitätseinheit  im  ganzen  Kreise  ab- 
sorbirten  Peltier'schen  und  Thomson'schen  Wärme;  man  erhält 
also  den  bekannten  Thomson'schen  Ausdruck 

(a)        E  =  7I(TJ  -  77(r,)  J^  f\aa-a,)dT. 
Nun  nimmt  der  Verfasser  an,  dass  an  einer  Contactstelle  vo"^ 
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Dach  a  eine  elektromotorische  Kraft  wirkt,  welche  dem  Span- 
nungsgesetz  genügt,  also  gleich  Fa^Ft  gesetzt  werden  kann;  und 
dass  in  einem  Element  ds  im  Sinne  des  Wärmestroms  eine  elek- 
tromotorische Kraft  f\T)dT  stattfindet;  die  ganze  elektromotori- 
sche Kraft  ist  dann 

dF 
oder  wenn  man  f  +  -^  =  ^(D  setzt, 


(1)        E  =  /  ^\xp,--tpa)dT. 


Aus  (a)  und  (1)  folgt  durch  Differentiation  nach  T, 

dn    ,  dPa    .    dPt    , 

also  für  jedes  Metall  tp  =  -77=-  —  o  +  -j=rj  wo  M  von  der  Natur 

al  ai 

des  Metalls  unabhängig  ist;  oder  wenn  man  P-f  ^  =  ^  setzt, 

(2)      n^ha-K    ^  =  -^-V- 

Um  nun  den  zweiten  Hauptsatz  anzuwenden,  möge  ds  in  jedem 
Metall  im  Sinne  der  wachsenden  Temperaturen  gerechnet  werden, 
und  es  sei  q  der  Querschnitt,  k  die  Wärmeleitungsßlhigkeit,  x 
die  galvanische  Leitungsfähigkeit;  dann  wird  durch  Leitung  nach 
dem  Gontact  T,  hingeführt  die  Wärmemenge 

dT    .       ,    dT_\ 

also  bei  T,,  resp.  T,  im  ganzen  in  der  Zeiteinheit  die  Wärme- 
menge entwickelt  und  an  das  Reservoir  abgegeben 

(b)      w,  =  y(r,),    w,  =  -*y(T,), 

WO 

r#«v  •    dT  ,    dT      .__ 

In  dem  Element  dsa  vermehrt  sich  durch  Leitung  die  Wärmemenge 
um  dsa  -T — (,'<»*'»'X~)»  '^•®  darin  entwickelte  Joule' sehe  Wärme 


f    ,    dT  ,       .    dT\ 
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ist  •',  also  ist  die  ganze  in  (fe«»  resp.  dsi,  in  der  Zeiteinheit 

entwickelte  Wärme 

(    dWa  =  dSal  -r-(?a*a-J— )—  tVja  "? h  — L 

Im  stationären  Zustand  muss  nun,  wenn  dQ  das  Element  der 
in  der  Zeiteinheit  entwickelten  Wärme  bezeichnet,  der  Aequi- 
Talenzwert  der  Verwandlung  ^0  sein,  also 

/'^-.ZL4.Zt4.      r^dWq     dSg     .        fT.   dW,     ds,    ^   ^ 

J     T    ^   T,'^   T,   '^  J        dSa      T   '^  J        dst      T    ^  ^' 


^  r.  "•  T, 


ds 
oder  wenn  man  s  als  Function  von  T  betrachtet  und  -3^  =  s* 

setzt,  nach  (b)  und  (c) 

(3)        p^\^  +  ^  +  i[T(.p.-rpO-n] 


Soll  dies  für  alle  Werte  von  t  stattfinden  (sowohl  positive,  in 
Sichtung  des  Thermostroms ;  als  auch  negative,  in  Folge  eines 
eingeschalteten  Elektromotors),  so  muss  der  eingeklammerte  Aus- 
druck fbr  keinen  Wert  von  t  negativ  werden  können,  es  muss 
also  sein 

(3-)        [T(V.<.-V'»)-/2]'-<  4(^  +  ^)  (_?L  +  JL)  T. 

^    Sa  *6      ^    ^  qa^a  9b*b  ^ 

Da  das  Minimum  des  rechts  stehenden  Ausdrucks  f&r  alle  Werte 
des  Querschnitts  und  des  Temperaturgefälles 

ist,  80  ist  die  Bedingung  (3*)  erfallt,  wenn  der  Zahlenwert  von 
T{M>a-H>,)-n  oder  von  T-^_n^2Vr(l/A  +  |/A.)  ^t, 
während  nach  der  zweiten  Thomson'schen  Gleichung 
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sein  soll;   die   bisherigen  Versuche   geben   Über   die  Sichtigkeit 
der  letzteren  Gleichung  keine  sichere  Entscheidung.        Lbg. 


E.  BuDDB.    Zur  Theorie  des  Zusammenhangs  von  Wärme 
und    Elektricität.     I.    Thermoelektricität  der   Metalle. 

Wiedemann  Aoo.  XXX.  664-699. 

Bekanntlich  hat  H.  A.  Lorentz  (Arch.  N6erL  XX.  1886)  fftr 
die  Energie  eines  mit  einer  Elektricitätsmenge  e  geladenen  Me- 
talls den  Ausdruck  aufgestellt 

(1)        Ü^U.^W^  eU\ 
wo  I/o  die  gewöhnliche,  W  die  elektrostatische  Energie  bezeich- 
net; danach  wird,  wenn  ein  Elektricitätsteilchen  de  von  einem 
Punkt  von  der  Temperatur  T  zu  einem  Punkt  von  der  Tempe- 

du' 
ratur  T+dT  übergeht,  eine  Wärmemenge  odTde  =  -^  drdeab- 

sorbirt;  es  ist  mithin  die  Thomson'sche  „specifische  Wärme  der 
Elektricitätseinheit'' 

(^)      ^-"är- 

Während  aber  Thomson  einen  derartigen  Wärmeyerbrauoh  nur 
in  den  homogenen  Teilen  eines  Metalls  annimmt,  muss  ein  sol- 
cher nach  der  Lorentz'schen  Hypothese  auch  an  einer  Contact- 
stelle  stattfinden;  geht  nämlich  die  Elektricitätseinheit  von  einem 
Metall  b  zu  einem  Metall  a  Über,  so  muss  eine  Wärmemenge 

(3)     q^ui^^m 

absorbirt  werden.  Bezeichnet  also  tp  =  (Pa—Vb  die  Potential- 
differenz, so  muss  die  beim  Uebergang  der  Elektricitätseinheit 
von  6  zu  a  absorbirte  Peltier'sche  Wärme  sein 

(4)  n  =  tp  +  q. 
Lorentz  leitet  die  letztere  Gleichung  dadurch  ab,  dass  er  die 
beiden  Metalle  durch  zwei  aus  ihnen  bestehende  Drähte,  deren 
Contactpunkt  mit  einem  Wärmereservoir  in  Verbindung  steht, 
verbunden  und  durch  Aenderung  ihrer  Gapacität  eine  Elektricitäts- 
menge de  von  b  nach  a  hinübergetrieben  denkt.  Hiergegen  er- 
bebt Budde  den  —  später  auch  von  Lorentz  als  begründet  an- 
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erkanuteo  --  Einwaad,  dass  hierbei  die  Ctektrieität  sich  nur 
auf  der  Oberfläche  bewegt,  der  dabei  ins  Spiel  kotnmeDde  Wert 
Tou  V  daher  wahrscheiolich  nicht  dem  Metall,  Bondero  der 
Oberflftchenschicht  angehört;  danach  sind  die  Werte  Vi  und  V„ 
nir  das  Innere  und  für  die  Oberfläche  zn  unterscheiden,  und 
demgemftss  auch  qt  und  q^,  sodass  an  Stelle  der  Gleichang  (4) 
tritt 

(40  JI  =  v-l-9*. 
Dieselbe  Gleichung  erhält  mau  aus  dem  Lorentz'sehen  Proeess; 
die  bei  demselben  ahsorbirte  Wfirme  ist  nämllcli  einerseits 
=  V+fl-ui  andererseits  =  71+  der  Wärmemenge  q^—qi,  welche 
abaorbirt  wird,  wenn  die  Elektricität  von  der  Oberfläche  von  6 
ins  Innere  und  aus  dem  Innern  von  a  an  die  Oberfläche  geht. 
Der  Verfasser  setzt  qi-\-V'i  =  if+c  =  x  and  schreibt  demnach 
die  Gleichang  (4»)  in  der  Form  H  =  Xa—Xi--  Die  elektromoto- 
rische Kraft  eines  Thermostroms,  der  an  der  wärmeren  Lötstelle 
T,  von  a  nach  b  geht,  setzt  der  Verraaser  mit  W.  Tbomson 

(5)        E  =  n{T,)^Tl(T,)-\^J"'\aa-a,)dT 


--  (X^-X>.)T-(Xa'-Xt)r,  +  J    "C<J,,- 


und  durch  Anwendung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechan 
Wärmetheorie  leitet  er  daraus  in  bekannter  Weise  seine  fi 
Theorie  ab,  in  welcher  nur  jetzt  11  =  \p-\-qi  statt  /7  =  v  i 
wird.  Der  durch  die  Gleichung  (2)  auegedrQckte  Zusamme 
«wischen  o  und  t/'kommtlheim  Verfasser  nicht  vor,  sondemerbe 
tet  beide  zunächst  als  unabhängig  von  einander  und  erhält  au 

zweiten  Hauptsatz  zwischen  ihnen  die  Beziehung  o  =  -^- 

Den  Lorentz'sehen  Kreisprocess  verwirft  er,  weil  in  demi 
nicht  E^,  sondern  nur  VI,  vorkommt.  [Mittels  der  Gleich 
(2)  und  C^')  geht  die  Gleichung  (b),  unabhängig  von  de 
Wendung  des  zweiten  Hauptsatzes,  Über  in  £  =  ttf(T,)  —  i 
d.  h.  die  elektromotorische  Kraft  ist  gleich  der  Sumni' 
Gleiehgewichtspotential  -  Differenzen  an  den  Contactstelleu 
Budde'scbe    ZurflckfUhrung     ^^r    elektromotorischen    Kraf 
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Potential  -  Differenzen ,  welche  teils  an  den  Gontactstellen ,  teils 
innerhalb  der  Metalle  wirken,  erscheint  daher  unnötig  und  wenig 
wahrscheinlich.  Vgl.  Lorberg  „  Einige  Bemerkungen  zur  Theorie 
der  Thermoströme".    Wiedemann  Ann.  XXXIV.  1888.    D.  Ref.] 

O.  TuMLiEZ    u.    A.  Krug,      üeber    die    Aenderung   des 
Widerstandes    galvanisch    glühender  Drähte    mit    der 

Stromstärke.     Wien.  Ber.  XOV.  1014-1047. 

Bezeichnet  W  den  Widerstand  eines  durch  einen  Strom  J 
erwärmten  Drahtes  bei  der  Temperatur  <,  so  ist,  wenn  die  Tem- 
peratur stationär  geworden  ist,  WJ*  =  f{t)^  wo  f(t)  die  Wärme- 
abgabe an  die  Umgebung  bedeutet.  Hiernach  ist  J  eine  Function 
von  f,  und  da  dasselbe  auch  von  W  gilt,  so  ist  W  eine  Function 
von  J.  Um  diese  Function  zu  bestimmen,  sei  in  einem  geraden 
cylindrischen  Draht  von  der  Länge  2/,  dem  Radius  r  und  dem 
Wärmeleitungsvermögen  k^  dessen  Mitte  zum  Anfangspunkt  der 
a;-Axe  genommen  wird,  u  die  stationäre  Temperatur  in  einem 
Punkt  X]  in  einem  Element  dx  ist  dann  der  Wärmezuwachs  durch 

Leitung  =  7ir*k-j-^dxy  der  galvanische  Wärmezuwachs 

dx 

=  A/X(l+aM)— ^, 

wo  w^  den  specifischen  Widerstand  bei  0®  bezeichnet  und  a  ==-§^ 

gesetzt  werden  kann.  Der  Wärmeverlust  durch  Leitung  nach 
aussen  ist  =  Bu.2nrdxj  der  durch  Strahlung  nach  dem  Stefan'- 
sehen  Strahlungsgesetz  fftr  kleine  Temperaturerhöhungen 

4C 
Setzt  man  also  m  =  B  -j p-,  wo  m  eine  Constante  des  umge- 
benden Mediums  ist,  so  wird  die  Gleichung  des  stationären  Zu- 
standes 

dx^  nr      ^ 
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oder 

^^^  tun, 

"5 —  an  +  0  =  0. 


Die  Integration   dieser  Gleichung   giebt,   wenn   an   den   Enden 
X  =  +  /  und  ti  =  0  ist, 

21   , 
Der  Widerstand  des  ganzen  Drahtes  ist,  wenn  W^  =  u>^ — rden 

Widerstand  bei  0^  bezeichnet, 

»r=-^/(l+aii)Ar=  W,{\  +  au^\ 

wo  Um  die  mittlere  Temperatur  des  Drahtes  bezeichnet;  mithin 
nach  (1) 

W    ^ 1 ba       l^e-^^ 

Die  Abhandlung  enthält  ferner  eine  Reihe  experimenteller  Be- 

W 

Stimmungen  von  -^^  als  Function  von  J,  auch  für  GlQhtempe- 

raturen,  fflr  welche  die  Voraussetzungen  der  vorstehenden  Glei- 
chung nicht  mehr  gelten.  Lbg. 


A.  Wassmüth  u.  G.  A.  Schilling.     Ueber  eine  Methode 
zur  Bestimmung  der  Galvanometer -Constante.     Wien. 

Ber.  XüVL  19-35. 


K.  Schering.  Neuer  Corrections- Apparat  für  das  Bifilar- 
magnetometer  zur  Bestimmung  der  Veränderung  des 
Stabmagnetismus    ohne    Benutzung    der    Declination. 

Gott.  Nachr.  643-662.  

ß.  Kroger.     Ueber  den  galvanischen  Widerstand  dOnner 

Metallplatten.      Gott.  Naohr.  301-314. 

Wird  ein  Strom  t  durch  zwei  diametral  gegenüberliegende 
Ecken  einer  dünnen  rechteckigen  Metallplatte  ein-  und  ausgeleitet, 
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SO  ist  der  Widerstand  eines  durch  zwei  Niveaucurven  K„  F„ 
welche  durch  zwei  Punkte  1  und  2  des  Rechtecks  gehen,  und 
durch  den  Rand  begrenzten  Stückes  der  Platte 

w  =  — ^—. — —  = 


wo  l  die  Leitungsfähigkeit  und  H  eine  nach  der  Theorie  der 
stationären  Strömung  zu  berechnende,  rein  geometrische  Grösse 
ist,  welche  der  Verfasser  nach  il^- Functionen  entwickelt;  hat  man 

V  — F 

also  w  =  — ^—, — —  beobachtet,  so  lässt  sich  X  berechnen.    Die 

Beobachtung  von  w  geschah  mittels  der  Wheatstone'schen 
Brücke,  indem  der  Brückendraht  zwischen  dem  Punkt  1  und 
einem  Punkt  des  geradlinigen  Messdrahts  ausgespannt  wurde; 
sind  fjDj  und  tr,  die  Widerstände  der  beiden  Teile  des  Messdrahts, 
fi?a+r,  und  to^  +  Qi  die  Widerstände  der  beiden  andern  Zweige, 
wo  r,  und  ^,  die  Widerstände  der  zwei  durch  die  Niveaucurve 
Kj  getrennten  Teile  der  Platte  bezeichnen,  und  ist 

gemacht,  so  ist  ir, +  r,  =  ii?,,  ebenso,  wenn  der  Endpunkt  des 
Brückendrahts  sich  im  Punkt  2  befindet,  to^+r,  =  tr',,  woraus 
iD  =  r,— Tj  =  «?', — fr,.  Die  sich  aus  den  Versuchen  ergebenden 
Werte  von  X  wichen  von  den  gewöhnlichen  sehr  bedeutend  ab, 
was  der  Verfasser  durch  Mangel  an  Homogeneität  erklärt. 

Lbg. 

G.  Kiesel,     üeber  atmosphärische  Elektricität.    Progr.  des 

Laiseostädtisohen  RealgymnasiomB  Berlin.  (Nr.  93).  25  S.  4^ 

Der  Verfasser  stellt  eine  neue  Theorie  der  Luftelektricität 
auf.  Nach  derselben  ladet  sich  die  Atmosphäre  positiv  durch 
Reibung  an  dem  kosmischen  Staube;  diese  Ladung  findet  vor- 
wiegend auf  der  im  Sinne  der  Erdbewegung  vorangehenden 
Fläche,  und  zwar  am  stärksten  am  Aequator  statt,  während  an 
der  Hinterseite  eine  Ableitung  eintritt,  wodurch  eine  mittlere 
Ladung  erhalten  bleibt.  Die  Ladung  muss  mit  wachsender  Höhe 
zunehmen  und  wird  durch  die  unteren,  feuchten  Schichten  dem 
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Erdboden  zugeleitet,  weshalb  die  täglichen  und  jährlichen  Maxima 
mit  denen  der  Luftfeuchtigkeit  zusammenfallen.  Lbg. 


LiNss.      Ueber  einige  die  Wolken-  und  Luftelektricität 
betreffende  Probleme.    Met.  Zeiuchr.  iv.  345362. 

Indem  der  Verfasser  von  der  Mascarfschen  Formel  für  die 
elektrische  Dichtigkeit  ausgeht,  gelangt  er  durch  Integration  zu 
einem  angenäherten  Ausdrucke  für  das  Potentialgefälle  in  einem 
Punkte  der  Erdoberfläche,  welcher  sich  unter  der  Einwirkung 
einer  rechtwinklig-prismatischen  Schicht  mit  horizontaler  Grund- 
fläche befindet  Die  weitere  Discussion  fahrt  ihn  zu  dem 
Schlüsse,  dass  aus  der  Erfahrung,  welcher  zufolge  im  Gebiete 
eines  Begenfalles  negative,  im  Gebiete  eines  Schneefalles  positive 
Luftelektricität  herrschen  soll,  noch  nicht  gefolgert  werden  dürfe, 
die  Regentropfen  müssen  negativ,  die  Schneeflocken  positiv  elek- 
trisch sein.  Zur  Entscheidung  hierüber  bedürfe  es  vielmehr  wei- 
terer Untersuchungen,  die  sich  in  einem  ganz  bestimmten,  hier 
näher  bezeichneten  Sinne  zu  bewegen  hätten.  Des  weiteren 
werden  neue  Argumente  zu  gunsten  der  Annahme  beigebracht, 
dass  feuchte  und  Wolken-Luft  gut  isolirt  sei;  es  wird  ein  Ver- 
fahren zur  Messung  des  Betrages  der  Elektricität  vorgeschlagen, 
und  es  wird  endlich  die  bekannte  Wiederaufnahme  der  Peltier'- 
sehen  Hypothese  kritisch  besprochen.  Die  Einwände  gegen  die 
Thomson'sche  Benutzung  eines  Auffanggefässes  sind  gewiss  voll- 
berechtigt, denn  die  Schätzung  des  Elektricitätsverlustes  wird  bei 
diesem  Verfahren  niemals  zuverlässig  sein  können. 

Gr. 

HAberlein.      Ueber    die   Beziehungen    der  elektrischen 
Grössen    und    den    Nutzeffeet    der    Seoundärelemeute. 

WiedemaDD  Aod.  XXXI.  393-421. 


Goldhammer.     Ueber   die  Theorie   des  Hairschen  Phä- 
nomens.     WiedemaDD  Ado.  XXXI.  370-384. 
Es  wird  angenommen,  dass  ein  Metall  in  einem  homogenen 
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Magnetfelde  anisotrop  wird.  Sind  ti,  v,  to  die  Stromdichtig- 
keiten, 

die  elektromotorischen  Kräfte,  so  lassen  sich  bekanntlich  nach 
Maxwell  die  Coordinatenaxen  so  wählen,  dass,  wenn  X^^  X,,  Z, 
die  Componenten  eines  gewissen  Vectors  l  bezeichnen,  die  Glei- 
chungen stattfinden 

Es  sei  nun  die  Magnetkraft  parallel  der  s-Axe;  in  einer  recht- 
eckigen Metallplatte  von  der  Länge  i,  der  Breite  6  und  der 
kleinen  Dicke  d  seien  die  Seiten  6  die  Elektroden  des  Haupt- 
stroms, und  eine  der  drei  Kanten  sei  jedesmal  parallel  der 
J8-Axe,  sodass  fftr  die  obigen  Coordinatenaxen  die  drei  Kanten 
angenommen  werden  können. 

a)  Der  Hauptstrom  sei  senkrecht  zu  den  Kraftlinien ,  z.  B. 
parallel  der  mit  der  Kante  /  zusammenfallenden  x  -  Axe,  und 
zwar  sei  S  +  z.  (Die  Annahme  fr4=«  ändert  offenbar  nichts 
Wesentliches).    Es  ist  dann  v  =  to  =  0,  also  nach  (1) 

X  =  x,tt,     Y  =  i,w,    Z  =  X,ti 

oder,  wenn  Q  die  Potentialdifferenz  an  den  Elektroden  bezeichnet, 

x  =  x.tt  =  -?.,    y  =  A.x,     z=-^x. 

*  X,  X, 

Werden  nun  die  Kraftlinien  und  der  Hauptstrom  umgekehrt,*  so 
liegt  der  neue  Vector  X*  zur  negativen  2 -Axe  ebenso,  wie  l  zur 
positiven  z-Axe,  es  ist  also  A',  =  —  il,,  A',  =  A„  ferner  das^Po- 
tentialgefäUe  X  =  —  X,  also 

r  =  A-x'  =  Y,  z'  =  -^x'=^z. 


X,  Xj 


Nun  hat  Lorentz  (Arch.  Nierl.  XIX)  folgendes  Princip  aufge- 
stellt: „Werden  bei  elektrischen  Vorgängen  alle  Geschwindigkeiten 
plötzlich  umgekehrt,  so  gehen  dieselben  Bewegungen  wie  vorher, 
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nur  in  umgekehrter  Richtung,  vor  sich,  und  die  elektrostatischen 
Ruhezustände  bleiben  ungeftndert".  Nach  diesem  Princip  müssen 
bei  der  obigen  ümkehrung  die  elektromotorischen  Kräfte,  von 
deaen  die  elektrostatischen  Ladungen  abhängen,  ungeändert 
bleiben,  also  T  :=  Y^  Z'  =  Z  sein;  aus  letzterer  Gleichung  folgt 
aber  nach  dem  Obigen  Z  =  0,  also  X,  =  0.  Da  nun  die  Rich- 
tung des  Vectors  X  nur  von  der  Richtung  der  Kraftlinien,  aber 
nicht  von  der  Stromrichtung  abhängt,  so  ergiebt  sich  ebenso, 
wenn  man  den  Hauptstrom  und  l  parallel  der  y-Axe  annimmt, 
2,  =  0;  also  fällt  X  in  die  Kraftrichtung.  Die  HalFsche  elektro- 
motorische Kraft  ist  demnach 

wenn  t  die  Intensität  des  Hauptstroms  bezeichnet. 

b)   Der  Hauptstrom  sei  parallel  den  Kraftlinien,   und  z.  B. 
b  parallel  der  x-Axe.    Dann  ist  ti  =  t?  =  0,  also  nach  (1) 

J  =  —  ijttJ,      Y  =  —  Ajtr,     Z  ac  x^w  =  — p  • 

Da  nun  der  Vector  X  nur  durch  die  Lage  der  Kraftlinien  zu  den 
Kanten  der  Platte  bestimmt  ist  und  im  vorigen  Falle  in  die 
Kraftrichtung  fiel,  so  muss,  vorausgesetzt  dass  die  Platte  an  und 
für  sich  isotrop  ist,  dasselbe  in  jedem  Falle  stattfinden,  wo  die 
Kraftrichtung  einer  Kante  parallel  ist;  es  muss  also  auch  jetzt 
A,  =  A,  =  0  sein,  also  keine  HalVsche  Kraft  auftreten,  was  der 
Erfahrung  entspricht.  [Der  Verfasser  benutzt  zum  Nachweis 
dieses  Satzes  ein  zweites  von  Lorentz  aufgestelltes  Princip,  wel- 
ches indessen  hier  überflüssig  scheint.     D.  Ref.]  Lbg^ 


A.  OßERBECK.     Ueber  die  elektromotorische  Kraft  dünner 
Schichten   und  ihre  Beziehung  zur    Molecularphysik. 

WiedemaDD  Ado.  XXXI.  337-359. 

Wird  ein  galvanisches  Element  aus  einer  reinen  und  einer 
mit  einem  dünnen  elektrolytischen  Zinküberzug  bedeckten  Platin- 
platte in  Zinksulfat  gebildet,  so  ist  die  elektromotorische  Kraft 
—  dieselbe    wurde   durch  Compensation   bestimmt   —   aofaofirs 
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dieselbe  wie  zwischen  Platin  und  Zink  nnd  bleibt  nahezu  con- 
stant,  nimmt  dagegen  von  einem  bestimmten  Moment  an  sehr 
rasch  ab;  da  die  bis  zu  diesem  Augenblick  verflossene  Zeit  ^ 
von  der  ursprünglich  auf  der  Platinplatte  vorhandenen  Zinkmenge 
a  abhängt,  so  muss  es  die  Zeit  sein,  nach  welcher  die  Dicke 
des  Ueberzugs  unter  einen  gewissen  Grenzwert  gesunken  ist 
Der  Zusammenhang  zwischen  a  und  &  lässt  sich  durch  die  Glei- 
chung a  =  A'\'Bd'  darstellen ,  ^aus  welcher  sich  mittels  zweier 
zusammengehöriger  Werte  von  a  und  &  die  beim  Beginn  des 
raschen  Abfalls  noch  vorhandene  Menge  A  berechnen  lässt.  Die 
hieraus  berechnete  Dicke  der  Grenzschicht  ergab  sich  im  Mittel 
=  2,5  .  lO'^mm;  ähnliche  Zahlen  ergaben  Gadmium  und  Kupfer. 
Der  Grund  des  raschen  Abfalls  der  elektromotorischen  Erafl 
kann  entweder  darin  liegen,  dass  von  da  an  einzelne  Stellen 
des  Platins  von  dem  Ueberzug  entblösst  werden  und  sieh  dadurch 
Strome  bilden,  welche  denselben  rascher  aufll)sen;  oder  darin, 
dass  von  da  an  die  Dicke  der  Schicht  so  klein  ist,  dass  die 
Wirkung  der  Molecularkräfte  des  Platins  auf  die  Flüssigkeit 
durch  die  Schicht  hindurch  erfolgt;  letztere  Annahme  wird  da- 
durch unterstützt,  dass  die  oben  angegebene  Grenzdicke  von  der 
Ordnung  der  Wirkungssphäre  der  Gasmolecttle,  also  wahrschein- 
lich auch  der  Metallmolecttle  ist.  Lbg. 


H.  Lamb.     Oa  ellipsoidal  curreot  sheets.    Lond.  Phil.  Trans. 

CLXXVIII(A)    131.159. 

Der  Verf.  bemerkt,  dass  Maxwell  im  §  675  seines  Werkes 
„Electricity  and  Magnetism*'  eine  gewisse  Anordnung  von  Strömen 
über  die  Oberfläche  eines  EUipsoids  angedeutet  hat,  welche  im 
Innern  ein  gleichförmiges  (uniform)  magnetisches  Feld  erzeugt. 
Es  ist  ihm  nicht  bekannt,  ob  man  schon  darauf  geachtet  hat, 
dass  diese  Anordnung  die  Bedingungen  f&r  eine  natürliche  Art 
des  Verlaufs  (decay)  freier  Ströme  in  einer  dünnen  ellipsoidischen 
Schicht  erf&Ilt,  deren  Leitungsfähigkeit  (per  Flächeneinheit)  um- 
gekehrt proportional  dem  Abstände  des  Mittelpunktes  von  der 
der  Tangentialebene  ist.    Dies  wird  im  ersten  Teile  des  Aufsatzes 
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bewiesen,  und  es  ist  somit  leicht,  die  in  einer  solchen  Schale 
inducirten  Ströme  zu  finden,  wenn  sie  in  einem  gleichförmigen 
magnetischen  Felde  von  variirender  Intensität  enthalten  ist,  oder 
auch  andererseits  die  durch  Rotation  der  Schale  in  einem  gleich- 
formigen  und  Constanten  Felde  inducirten  Ströme. 

Der  Verf.  hat  es  versucht,  diese  Ergebnisse  zu  verallge- 
meinern und  die  Übrigen  Normaltypen  von  Strömen  in  einer 
Schale  von  der  erwähnten  Art  herauszubringen.  Im  zweiten 
Teile  wird  die  vollständige  Lösung  dieser  Aufgabe  gegeben, 
unter  Einschluss  der  Bestimmung  der  entsprechenden  üebergänge 
für  den  Fall,  wenn  zwei  Axen  des  Ellipsoids  gleich  sind.  Die 
Lösung  des  Problems  der  inducirten  Ströme  kann  dann  in  einer 
sehr  einfachen  Weise  erhalten  werden. 

Von  den  besonderen  Formen,  welche  die  leitende  Schale 
annehmen  kann,  ist  die  interessanteste  diejenige,  bei  welcher 
die  dritte  Axe  (die  der  Symmetrie)  unendlich  klein  ist,  so  dass 
wir  in  Wahrheit  eine  Kreisscheibe  haben,  deren  Widerstand  mit 

^^a^—r'^  proportional  ist.  In' Anbetracht  des  physikalischen  In- 
teresses, das  sich  an  die  Frage  knüpft,  wäre  es  wünschenswert, 
eine  Lösung  für  den  Fall  einer  gleichmässig  dicken  Ereisscheibe 
zu  haben,  die  in  einem  beliebigen  Felde  rotirt;  aber  in  Erman- 
gelung derselben  ist  die  Lösung  für  den  fraglichen  Fall  nicht 
uninteressant.  Es  kommt  zur  Erscheinung,  dass  mit  Ausnahme 
des  Falles  von  Strömen,  die  symmetrisch  zur  Axe  sind,  wenn 
das  Ellipsoid  ein  Umdrehungskörper  ist,  immer  eine  Oberflächen- 
Verteilung  der  Elektricität  bei  den  in  der  Arbeit  betrachteten 
Problemen  vorhanden  ist.  Cly.  (Lp.) 


H.  Hertz    lieber  sehr  schnelle  elektrische  Schwingungen. 

WiedemaoD  Aod.  XXXI.  421-448. 

Verbindet  man  einen  Punkt  des  eine  Funkenstrecke  enthal- 
tenden Entladungskreises  eines  Inductoriums  (Hauptkreis)  mit 
einem  einfachen,  z.  B.  rechteckigen,  ebenfalls  eine  Funkenstrecke 
enthaltenden  Drahtkreis  (Nebenkreis),  so  ist  jeder  Funke  im 
Hauptkreis  von  einem  Funken  im  Nebenkreis  begleitet;  dies  zeigt, 

Foruchr.  d.  Math.   XIX.  3.  73 
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dass  die  Schwingungsdauer  im  Nebenkreis  so  klein  ist,  dass  in  der 
Zwischenzeit  zwischen  der  Ankunft  der  Bewegung  an  der  einen  und 
andern  Engel  der  Funkenstrecke  des  Nebenkreises  schon  eine  merk- 
liche Potentialdifferenz  eintritt;  die  Funken  verschwinden,  wenn  die 
Wege  vom  Zuleitungspunkt  des  Kebenkreises  nach  beiden  Kugeln 
gleich  sind.  Auch  wenn  man  den  —  geschlossenen  oder  offenen 
--  Nebenkreis  dem  Hauptkreis  bloss  nähert,  entstehen  Funken. 

Lbg. 

F.  KoüLRAüSCH.     Bestimmung  der  Selbstinduction  eines 
Leiters  mittelst  inducirter  Ströme.    Wiedemaon  Add.  xxxr. 

594-600;  Münch.  ßer.  3-10. 

a)  Mittels  des  Differential-Galvanometers.  Der  Stromstoss 
eines  Inductors  vom  Widerstand  W  und  der  elektromotorischen 
Kraft  E  zur  Zeit  t  geht  durch  zwei  neben  einander  geschaltete 
Zweige,  von  denen  der  eine  aus  dem  einen  Zweig  des  Galvano- 
meters vom  Widerstand  y  und  aus  der  Spule  vom  Widerstand  w 
und  dem  zu  bestimmenden  Selbstinductions-Goefficienten  17,  der 
andere  aus  dem  zweiten  Zweig  des  Galvanometers  vom  Wider- 

E 

etand  y,  =  y  4-  to  besteht.     Ist  L  =   ^■,.  . ; —     die    Strom- 

"       '  ^        2fr-f-«>-f-y 

stärke  im  ersten  Zweige  zur  Zeit  (,  so  ist  die  Ablenkung  des 
Galvanometers 

tt?-f-y     J     °  tt?  +  y   2W -{-W'\-y  ^ 

woC  /  Edt  sich  in  bekannter  Weise  dadurch  bestimmt,  dass,  wenn 

man  den  Inductionsstoss  durch  den  inductioi^Iosen  Widerstand 
R  +  W  +  y  des  ersten  Galvanometerzweiges  schickt,  die  der  Nadel 
erteilte  Geschwindigkeit 

ist. 

b)  Mittels  der  Wheatstone'schen  Brücke.  Der  Inductor  be- 
findet sich  in  der  einen  Diagonale  vom  Widerstand  VF;  zwischen 
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den  Widerständen  der  vier  Seiten  findet  die  Beziehung:  — —  =  — — 

IT,  «?, 

statt,   wo  tOg  der  Widerstand   der  Spule   vom  Selbstinductious- 
Coefficienten  iZ  iat.    Der  Strom  im  Zweige  w^  ist 


und  der  Strom  in  der  Brücke  vom  Widerstand  y 


dt  "^  Q     dl  ' 

wo  Q*  und  Q  von  den  Widerständen  abhängen.  Daraus  ergiebt 
sieb  die  Ablenkung  in  der  Brtlcke  während  eines  Inductions- 
stosses 

woC/  Edt  sich  wie  vorher  bestimmt.  Lbg. 


F.  KoHLRAüscH.  Ueber  die  Berechnung  der  Fernwir- 
kung eines  Magneten.  WiedemänoADn.  XXXI.  609-617;  Maoch. 
Ber.  23-32. 

F.  KoHLRAüSCH.  Ueber  die  Herstellung  sehr  grosser, 
genau  bekannter  elektrischer  Widerstandsverhältnisse 
und  Ober  eine  Anordnung  von  Rheostatenwiderständen. 

Wiedemann  Add.  XXXI.  600-609;  Müoch.  Ber.  11-21. 


H.  Götz  u.  A.  Kurtz.   Elektrometrische  Untersuchungen. 

MÜQcb.  Ber.  195-220. 

A.  KoEPSEL.    Bestimmung  magnetischer  Momente  und  ab- 
soluter Stromstärken  mittelst  der  Wage.   Wiedemaoo  Ado. 

XXXI.  250-272. 

Der  Verfasser  hat  zunächst  die  von  H.  v.  Helmholtz  ange- 
gebene Methode  zur  Bestimmung  eines  magnetischen  Momßnti) 
(vgl.  F.  d.  M.  XV.  1883. 992}  in  der  Weise  modificirt,  das 

T6* 
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horizontalen  Magneten  nicht  an  der  Wage  aufhängt,  sondern 
ausserhalb  des  Wagkastens  horizontal  hinlegt,  sodass  seine  Ver- 
längerung die  Mitte  des  verticalen,  an  der  Wage  aufgehängten 
Magneten  schneidet;  ist  dann  G  das  zuzulegende  Gewicht,  welches 
nach  Umkehrung  des  horizontalen  Magneten  die  Wage  wieder 
zum  Einstehen  bringt,  so  ist  (a.  a.  0.) 


G  = 


6ffF  /,   ,    20x^-^lby'  \ 


woraus  sich,   wenn  man  den  Versuch  bei  einer  anderen  Entfer- 
nung Oj  der  Mitten  beider  Magnete  wiederholt,  ergiebt 

"'^-  6(a'-a»)  ■ 
Um  ferner  die  Methode  zur  Bestimmung  einer  Stromstärke  J  an- 
zuwenden, werden  an  Stelle  des  horizontalen  Magneten  zwei  vom 
Strom  durchflossene  verticale  Drahtrechtecke  gesetzt,  welche  pa- 
rallel den  Längsseiten  der  Wage  auf  beiden  Seiten  derselben  so 
aufgestellt  sind,  dass  ihre  Mittelpunkte  mit  der  Mitte  des  yertical 
an  der  Wage  aufgehängten  Magneten  in  einer  Horizontalebene 
liegen;  die  verticale  Kraft  des  Stroms  auf  den  Magneten,  welche 
gleich  dem  Zusatzgewicht  G  ist,  lässt  sich  dann  leicht  berechnen, 
woraus  sich  J  ergiebt.  Für  schwächere  Ströme  wird  jedes  der  ein- 
fachen Drahtrechtecke  durch  ein  aus  100  Windungen  bestehendes 
ersetzt,  welches  zwischen  dem  ersten  und  der  Wage  steht;  um  die 
Kraft  desselben  durch  die  vorige  auszudrücken,  wird  eine  einzelne 
Windung  desselben  neben  das  erste  Rechteck  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  in  den  Stromkreis  eingeschaltet  und  durch  Hinzufllgung 
eines  Widerstandes  der  Strom  im  zweiten  Rechteck  so  verändert, 
dass  die  Wirkungen  beider  Rechtecke  sich  aufheben;  sind  dann 
J  und  J,  die  beiden  Stromstärken,  w  und  w^   die  Widerstände, 

so  sind  die  Kräfte  KJ  =  If,  J, ,  also  -^  =  -7-  =  — --      Der 

*    "  Ä  J^  W 

Verfasser  wendet  die  Methode  zur  Bestimmung  des  elektrochemi- 
schen Aequivalents  des  Silbers  an.  Lbg. 


A.  FoEPPL.     Die  Elektricität  als  elastisches  Fluidnm. 

WiedemftQo  Aod.  XXXL  306*318. 
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Der  Verfasser  entwickelt  einige  weitere  Folgerung:eD  aus  der 
TOD  ihm  aufgestellteD  Tlieorie  der  Elektricität  als  eines  elastischen 
Fluidums  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  1054).  Bezeichnet  «,  die  Eaum- 
dichte  der  £lektricitftt  im  neutralen  Zostaode,  s  =fg-{-Je  die 
Dichte  im  elektriBchea  Zustand  in  der  Tiefe  d,  unter  der  Ober- 
Sache,  Jsa  den  Wert  von  Je  an  der  Oberfläche,  p  =  cJa  den 
Druck,  so  ist  (a.  a.  0.) 


(a)    j  =  /: 


4ne. 


Daraus  ergiebt  sich  die  ganze  freie  Klektricitätsmenge  auf  der 
Fläch  eneinheit 

(b)  m  =  Js,J    e    '-dd^d'Ja^, 

also  so  gross,  als  wenn  sie  mit  einer  gleichförmigen  Raumdicbte 

Jsa  in  einer  Schicht  von  der  Dicke  ä'  =  V-r verbreitet  wäre. 

Ist  ipi  der  Wert  des  Potentials  (p  im  Innern  ausserhalb  der  Grenz- 
schicht, so  ist  (a.  a.  0.) 


ft)  v>- 

-T  =  « 

i«s-, 

alao 

K 

mithin 

W 

m  = 

J\ 

<». 

-Va)   = 


4nd' 

In   einem  von  einem  stationären  Strom  durohflosseoen  Draht  * 
ist  auf  dem  ganzen  Querscbnitt  fr  ' 
Gleichung  (c)  folgt 

ds  '^  ds 


d.  h.  die  elektromotorische  Kraft  ■ 
zen  Querschnitt  constant. 

Uljanin.     Ueber  ein  auf  die 
Experiment  Exner's.     Wiode 
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F.  ExNER.    Zur  Contacttheorie.   Wiedemanu  Ann.  XXXII.  53-64  a. 
515-520. 

W.  Hallwachs.    Zur  Theorie  einiger  Versuche  des  Hrn, 

Exner.      WiedemaoD  Aon.  XXXII.  64-74. 

• 

a)  Nach  der  Contacttheorie  hat  ein  mit  der  Erde  in  Ver- 
bindung stehendes  Metall  eine  bestimmte  Potentialdifferenz  gegen 
die  Erde  und  folglich  eine  elektrische  Ladung.  Wird  es  also 
abgeleitet  und  mit  dem  abgeleiteten  Quadranten  eines  Elektro- 
meters in  Verbindung  gesetzt,  so  bleibt  die  Nadel  in  Ruhe;  wird 
es  dann  isolirt  und  seine  Capacität  durch  irgend  eine  Deforma- 
tion geändert,  so  ändert  sich  sein  Potential  und  muss  sich  durch 
eine  Ablenkung  an  dem  jetzt  gleichfalls  isolirten  Quadranten 
bemerklich  machen.  Diesen  Versuch  hat  Exner  (Wien.  Ber. 
LXXXVI.  1882)  in  der  Weise  ausgeführt,  dass  er  den  Metall- 
körper  K  mit  einer  abgeleiteten  metallischen  Hülle  umgab  und 
diese  nach  Isolirung  des  Metallkörpers  entfernte;  da  er  hierbei 
keine  Ablenkung  erhielt,  so  schloss  er  daraus  auf  die  Unrichtig- 
keit der  Contacttheorie.  Uljanin  hat  diesen  Versuch  wiederholt 
und  eine  Ablenkung  von  40-60  Skalenteilen  gefunden;  der  Kör- 
*per  K  war  ein  Zinkcylinder,  welcher  anfangs  abgeleitet^  mit 
dem  ebenfalls  abgeleiteten  ersten  Quadranten  verbunden  und  mit 
einer  abgeleiteten  Zinkhülle  umgeben  war;  nach  Isolirung  des 
Zinkcylinders  und  des  Quadranten  wurde  die  Hülle  aufgezogen 
und  der  Ausschlag  beobachtet  Es  seien  sämtliche  Potentiale 
von  dem  der  Erde  aus  gerechnet,  Q^  und  0\  das  anfängliche 
und  nachherige  Potential  des  ersten  Quadranten,  Q,  das  des 
zweiten  Quadranten,  N  das  der  Nadel,  G  das  des  Elektrometer- 
Gehäuses,  K  und  K*  das  anfängliche  und  nachherige  des  Körpers 
üT,  Z  das  der  Zimmerwände;  ferner  c^  die  Capacität  des  ersten 
Quadranten,  c^  die  des  aus  dem  Zinkcylinder  bei  entfernter 
Hülle  und  den  Zimmerwänden  bestehenden  Systems,  p,  r,  $  die 
Verteilungscoefficienten  der  Nadel,  des  zweiten  Quadranten  und 
des  Elektrometer-Gehäuses  gegen  den  ersten  Quadranten, 

Die  anfängliche  Ladung  des  ersten  Quadranten  ist  E,  =  c,0j-f  i, 
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die  des  Zinkeylinders  £,  =  0  (nnter  der  Voraussetzung,  dass 
der  Zinkcylinder  und  die  ZinkhDlle,  wenn  sie  beide  zur  Erde  ab- 
geleitet  sind,  sich  auf  demeelben  Potential  befinden);  nach  dem  Auf- 
ziehen der  HuUe  wird  E\  =  c,Q\  -\-k,  E",  =  c,(K'—Z)  (wenn  man 
die  AenderuDg  von  c,  und  k  durch  die  Verschiebung  der  Nadel 
vernachlässigt).  Ferner  ist  E\  i- E\  =  E„  K'~Q\  =  K—Q,. 
Hieraus  folgt  die  der  Ablenkung  proportionale  Grösse 

(1)  o;-C),  =  --|-Clf-Z), 

woraus  sich  das  „natbrliche  Potential"  K  des  Zinkeylinders  be-' 
rechnen  lassen  würde,  wenn  Z  =  0  wäre,  d.  h.  wenn  eich  die 
Zimmerwände  auf  dem  Potential  der  Erde  beßLnden. 

h)  Das  Resultat  des  Versuchs  von  Uljanin  glaubt  Exner  da- 
durch erklfiren  zu  kSnnen,  dass  der  Ziokcylinder  und  die  Zink- 
hflUe  in  Folge  von  Oxydation  entgegengesetzt  geladen  gewesen 
seien.  Er  wiederholt  den  Veranch  in  anderer  Form,  indem  er 
als  Versuchskörper  K  zwei  durch  einen  Draht  verbundene,  auf 
einander  liegende  Platten  von  demselben  Metall  nimmt  und  die 
Capacitftt  durch  Aufziehen  der  obern  Platte  bis  auf  15cm  Ent- 
fernung vergrössert  (ungefähr  verdoppelt),  wobei  sich  der  KOrper 
beständig  in  einer  abgeleltctcu  MefallbUlle  befindet.  Die  Theorie 
dieses  Versuchs,  wie  sie  Esner  und  vollständiger  Hallwachs 
giebt,  ist  folgende.  Es  sei  H  das  Potential  der  Hülle,  c,  und  c\ 
die  anfängliche  und  n&chberige  C&pacität  des  Körpers  K  in  der 

Hölle;  im  Übrigen  mögen  die  vorij— "—'-'- i.-;i..i.-i^._ 

werden.  Hallwachs  berQcksicbtigt 
und  k  durch  die  Verschiebung  d 
Kxner  in  seiner  zweiten  Abhandln 
als  IS  betragen  habe;  vernachlässii 
E,  =  c,Q,  -t-ft,  E,  =  c,Clf-H),  E[ 
ferner 

E\+E'^  =  E,-\-E,,    i 
Daraus  folgt 

(2)  O'-Q,  =  -^ 
Die  von  Exner   aufgestellte  Forme 
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vorstehenden  dadurch,  dass  er  K  statt  K^H  setzt;  auf  diesen 
Mangel  macht  Hallwachs  aufmerksam  und  spricht  die  Vermutung 
aus,  dass  das  Ausbleiben  der  Ablenkung  bei  einem  Teil  der 
£xner*schen  Versuche  sich  dadurch  erklären  möge,  dass  der  Ver- 
suchskörper  und  die  Hülle  von  demselben  Metall,  also  ihre  natttr- 
liehe  Potentialdiflferenz  K—H  =  üTf  ff  =  0  gewesen  sei.  Dagegen 
erklärt  Exner  in  seiner  zweiten  Abhandlung,  dass  er  K  nur  als 
Abkürzung  für  K—H  gebraucht  habe,  und  dass  ausserdem  H  bei 
seinen  Versuchen  unwesentlich  sei;  setzt  man  nämlich  nach  (2) 
die  Ablenkung  ^  =  %(K—E)^  wo  x  eine  Gonstante  bedeutet,  so 
folgt  für  zw^i  verschiedene  Metalle 

^-;»'  =  7t{K^K')  =  X .  ÜT I  r ; 
da  sich  nun  aus  seinen  mit  verschiedenen  Metallen  angestellten 
Versuchen  ^— *'  =  0,   also  K\W  =  0  ergebe,   ebenso  wie  aus 
seinen  früheren  Versuchen  nach  Gleichung  (1),  so  folge  daraus 
die  Unhaltbarkeit  der  Contacttheorie.  Lbg. 


F.  Schumann.  Elektromagnetische  Rotationserscheinun- 
gen flüssiger  Leiter.  Wiedemann  Ado.  XXXII.  14M64. 
Bei  Entwickelung  der  Theorie  seiner  Beobachtungen  über 
die  Rotation  eines  stromführenden  flüssigen  Leiters  im  Magnet- 
felde (vgl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  1007)  hat  Riecke  für  die  Winkel- 
geschwindigkeit io  in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkt  die 
Gleichung  aufgestellt 

d*w?    .    3    rffu    .    d^w         A 


J  l"         -  yj-  •  ^-pS 


s    ) 


dr*         r    dr         da^         r 
wo  A  eine  gewisse  Gonstante  bezeichnet;  setzt  man  2fi4-l  =  ^  und 

tO  ==■  ^^tOy  COSf—T-, 

ö 

SO  geht  diese  Gleichung  über  in 

dr'    '^  r     dr  d^    "'•'  ""        v        nr'  ' 


woraus 


"'"- — i;^  iiv5- +  "•" 

d*Cy     .    3    dv,        v'ti*  - 


rfr'      '    r     dr  d' 
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Diese  Gleichung  hat  Riecke  nur  näheruagaweise  fQr  grosse  Werte 
von  -jT  gelöst;  der  Verfasser  iutegrirt  sie  allgetneiD  durch 


■(T')^4^K-^0. 


wo  J'  und  y  die  zwei  Cylinderfunetionen  erster  Ordnung  sind. 
Die  Constanten  A,  und  B,  bestimmen  sich  durch  die  Bedingung, 
dasa  an  den  zwei  Elektroden- Cylindem,  d.  h.  fUr  r  =  a  und 
r  =  ft,  «>,  =  0  ist  Der  Verfasser  berechnet  v,  näberungsweise 
und  bestimmt  aua  von  ihm  aogestellten  Beobachtungen  die  Rei- 
bungsconstante  von  ZiDk?itriol  und  Kupfervitriol.  Lbg. 

H.  Webee.     Zur  Theorie  der  Wheatatone'schen  Brücke. 

WiedemauD  Add.  XXX.  638-b55. 

J.  Fröhlich.     Verallgemeinerung  der  Wheatstone'schen 

Brücke.  WiedemaoD.Aoo.  XXX.  156-lBl. 
Die  Abhandlung  enthält  den  Beweis  des  folgenden  Satzes: 
„Wenn  in  sämtlichen  sechs  Zweigen  der  Wheatstone'schen  Brücke 
beliebige  elektromotorische  Kräfte  wirken  und  beim  Schliesseo 
und  Oeffneu  des  einen  Diagoualzweiges  die  Stromstärke  in  dem 
anderen  Diagonalzweig   ungeändert  bleibt,    eo  besteht  zwischeu 

den  Widerständen  der  vier  Seiten  die  Proportion  — ^  =  — ^  ". 


A.  Gray.     Note  on  a 

rem«    regarding    t 

network  of  condut 

Indem  der  Verfasae 

wohnlichen  Satze  betrefft 

in  jedem  Teile  eines  U 

ausgeht,   betrachtet   er 

und  findet  den  äquivab 
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Widerständen.  Darauf  beweist  er  den  Satz:  „Irgend  zwei  Punkt« 
in  einem  linearen  Systeme,  die  auf  verschiedenen  Potentialen 
sind,  kann  man  durch  einen  Draht  verbinden,  ohne  dadurch  in 
irgend  einer  Weise  den  Zuatand  des  Systems  zu  verändern,  falls 
der  Draht  eine  elektromotorische  Kraft  enthält,  welche  der  Po- 
tentialdifferenz zwischen  den  beiden  Punkten  gleich  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist*"    Es  folgen  Beweise  bekannter  Sätze. 

Gbs.  (Lp.) 

H.  Januscheb.    Das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  in 
der  elementaren  Elektricitätslebre.    Leipzig.  Teabner.  viii 

u.  186  S.  80. 

Das  Buch  behandelt  in  ziemlicher  Vollständigkeit  die  An- 
wendung des  Energiebegriflfs  auf  die  Elektrostatik,  die  Theorie 
des  Stroms  und  die  Elektrodynamik.  Als  eine  in  jeder  Bezie- 
hung genügende  Darstellung  des  Gegenstandes  kann  es  wohl 
kaum  —  und  will  es  auch  vielleicht  gar  nicht  —  angesehen 
werden;  das  Streben  nach  elementaren  Ableitungen,  deren  Be- 
rechtigung auf  diesem  Gebiet  fraglich  erscheint,  hat  vielfach  der 
wünschenswerten  Klarheit  Eintrag  gethan.  Aber  auch  in  den 
Definitionen  vermisst  man  nicht  selten  die  unumgänglich  nötige 
Präcision;  so  z.  B.  fehlt  eine  allgemeine  Definition  des  Begriffs 
der  Energie,  und  das  Potential  wird  bald  der  Energie  gleich, 
bald  von  entgegengesetztem  Zeichen  angenommen.         Lbg. 

E.  Mascart  u.  J.  Joübert.    Lehrbuch  der  Elektricität  und 
des  Magnetismus.     Deutsch  von  Levy.    Bd.  IL     Berlin. 

Springer. 

Der  vorliegende  zweite  Band  behandelt  mit  grosser  Klarheit, 
Gründlichkeit  und  Vollständigkeit  das  gesamte  Gebiet  der  elek- 
trischen  und  magnetischen  Messungen.  Der  erste  Teil  enthält 
die  allgemeinen  Methoden  der  Winkelmessung  und  die  Formeln 
für  die  Potentiale  von  Rollen;  der  zweite  die  elektrischen  Mess- 
instrumente und  Messungsmethoden;  der  dritte  die  magnetischen 
Messungen;   der  vierte  die  industriellen  elektrischen  Maschinen. 
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Die  Grundlage  bildet,   ebenso   wie  ftlr  den  ersten,   die  Theorie 
behandelnden  Band,  das  Lehrbuch  der  Elektricität  von  Maxwell. 

Lbg. 

6.  S.  Ohm.     Die  galvanische  Kette,  mathematisch  bear- 
beitet.    Vorwort  von  J.  Moser.  XIV  u.  135  s.  Wien.  Toep. 

litz  a.  Deatike. 

O.  May.     Lehrbuch  der  Elektrodynamik,    vi  u.  88  s.  statt- 

gart.    J.  Maier. 

A.  Krilofp.     üeber  die  Anordnung  der   Magnetnadeln 
in  der  Windrose  des  Seecompasses.     Mar.  J.  1886.  28  8. 

(Rassisch.) 

A.  Krilopf.     üeber   ein   neues  Dromoskop.     Mar.J.  1886. 

13  S.    (Bassiscb.) 

A.  Krilopf.     üeber  die  Berechnung  der  Teilungs werte 
des  Deflectors  für  ^eecom passe.    Mar.  J.  1886. 18  S.  (ßassiscb.) 


Wm.  Harkness.     On  the  constant  P  in  observations  of 
terrestrial  magnetism.       Natare  xxxvii.  272. 

A.    W.    ROCKER.      Observation,      ibid.  272-273. 


R.  A.  Hermann.     On  the  motion  of  two  spheres  in  fluid 
and  allied  problems.    Quart.  J.  xxiL  204-262. 

R.  A.  Hermann.      On    a    problem    in    fluid    motion. 

Quart.  J.  XXIL  370-384. 

Bericht  auf  S.  996  ff.  dieses  Bandes. 

A.  B.  Basset.      Ou    the    motion   of   two  spheres  in   a 
liquid  and  allied  problems.  Lond.  m.  s.  Proc.  xvin.  369-377. 
Bericht  auf  S.  998  ff.  dieses  Bandes. 


1164  XI.  Abechnitt.    Mathematische  Physik. 

Capitel  4. 
Wärmelehre. 

A.    Mechaniscfae  Wärmetheorie. 

J.  BeRTRAND.    Thermodynamique.     Paris.    Ganthier-Vlllars.    8<>. 

Ausführliche  Anzeige  in  Darboux  Bull.  (2)  XI.  249-261. 


R.  Claüsius.  Theorie  m^canique  de  la  chaleur.  Deuxifeme 
Edition,  refondue  et  compMt^e,  traduite  sur  la  3®  Edi- 
tion de  Toriginal  allemand  par  F.  Folie  et  E.  Roukar. 

Tome  L     Mons.  Manceaox.  VII 4-  499  S.  S®. 

Der  erste  Band  dieser  französischen  Ausgabe  von  der  Wärme- 
theorie von  Claüsius  enthält  die  Entwickelung  der  Formeln,  welche 
aus  den  beiden  Hauptsätzen  folgen,  nebst  verschiedenen  Anwen- 
dungen. Mn.  (Lp.) 

• 
J.  P.  JoüLE.     Joint  scientific  papers.     Published  by  the 

Physical  Society  of  London.     VoLII.    London.  8«. 


P.  DüHEM.     fitude  sur  les    travaux    thermodynamiques 

de  M.   J.    Willard   Gibbs.  Darboax  Bull.  (2)  XI.  122-148,  159-176. 

Die  beiden  Teile  der  vorliegenden  Abhandlung  geben  einer- 
seits eine  Darlegung  des  Weges,  auf  welchem  man  zu  der  Me- 
thode von  Gibbs  für  die  Behandlung  thermodynamischer  Vorgänge 
gelangt,  andererseits  eine  historische  Darstellung  derjenigen  Ver- 
suche, welche  vorher  in  der  betreffenden  Richtung  unternommen 
worden  sind,  und  derjenigen  Anwendungen,  welche  diese  Behand- 
lungsweise  thermodynamischer  Vorgänge  bisher  gefunden  hat. 

Die  in  Frage  stehenden  Untersuchungen  beruhen  im  wesent- 
lichen auf  dem  zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärme- 
theorie, und  daher  beschäftigt  sich  der  erste  Abschnitt  der  Ab- 
handlung vorwiegend  mit  diesem  Gesetze. 

Nachdem  kurz  der  erste  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärme- 
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tfaeorie  formulirt  ist,  gelangt  das  Postulat  von  Glausius  zur  Be- 
sprechung, aus  welcbem  dann  weiter  abgeleitet  wird,  dass  un- 
compensirte  Verwandlungen  nur  positiv  sein  können.  Hieraus 
erhält  man  dann  fast  unmittelbar  das  Gibbs'sche  Princip:  Ein 
System  ist  offenbar  im  thermodynamischen  Gleichgewicht,  wenn 
mit  jeder  beliebigen  virtuellen  Modification  eine  negative  oder 
verschwindende  uncompensirte  Verwandlung  verbunden  ist.  Bleibt 
die  Temperatur  während  des  Vorganges  constant,  so  kann  der 
Wert  dieser  uncompensirten  Verwandlung  dargestellt  werden  als 
der  Wertunterschied  einer  gewissen  Zustandsfunction  für  die  End- 
und  Anfangslage,  welche  passend  als  thermodynamisches  Poten- 
tial bezeichnet  werden  kann.  Dann  aber  erhält  man  weiter  den 
Satz:  Ein  System  befindet  sich  bei  gegebener  Temperatur  alle- 
mal im  Zustand  des  stabilen  thermodynamischen  Gleichgewichts, 
wenn  das  thermodynamische  Potential  ein  Minimum  ist. 

Der  zweite  Teil  bespricht  zunächst  die  Beziehungen  der  Un- 
tersuchungen von  Massieu  und  von  Helmholtz  zu  denjenigen  von 
Gibbs.  Alsdann  wird .  die  Berdeutung  der  Gibbs'schen  Theorie 
für  die  Dissociationserscbeinungen  und  die  Volta'sche  Säule  her- 
vorgehoben. F.  K. 

H.  PoiNCARE.     Sur  la  thöorie  analytique  de  la  chaleur. 

0.  R.  CIV.  1753-1759. 

In  der  Absicht,  zu  einer  strengeren  Begründung  der  Gesetze 
beizutragen,  welche  die  analytische  Theorie  der  Wärme  für  be- 
liebige feste  Körper  aufstellt,  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit 
der  Lösung  der  Differentialgleichungen 

dV  dV 

=  a\JV    und    -^— +  Ä.F  =  0. 


dl  "  du 

Sbt. 

F.  Lucas.     Etüde  thermodynamique  des  propri^t^s  gön6- 
rales  de  la  matifere.    C.  R.  CIV.  1083-1085. 

Der  Verfasser  gelangt  zu  dem  Satze:  Damit  die  absolute 
Temperatur  und  die  innere  Energie  als  Functionen  des  Volumens 
und  des  Druckes  eines  Körpers  betrachtet  werden  können,  muss 
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die  absolute  Temperatur  gleich  dem  Product  aus  dem  Druck  und 
einer  Function  des  Volumens,  oder  es  muss  die  innere  Energie 
eine  Function  der  Temperatur  allein  sein.  Sbt. 


J.  Bertrand.     ^Explications  ...^  et  „Remarques  rela- 
tives k  la  fonction  de  Carnot«.     CR.  CV.  441-446,477-483. 

Die  erste  Mitteilung  enthält  sehr  lesenswerte  Bemerkungen, 
mit  welchen  der  Verfasser  der  Akademie  sein  Werk  über  Ther- 
modynamik ankündigt,  und  welche  erkennen  lassen,  dass  es  ein 
leitender  Grundsatz  desselben  gewesen  ist,  die  Verwendung  von 
Erfahrungsthatsachen  als  Grundlagen  der  Theorie  auf  ein  Mini- 
mum zu  beschränken. 

In  dem  zweiten  Aufsatz  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit 
Carnofs  Ansicht  über  die  in  einem  Ereisprocesse  geleistete  Ar- 
beit: Garnot  hatte  den  Satz  aufgestellt,  dass  die  bei  einem  Wärme- 
übergange gewonnene  Arbeit  von  der  Natur  der  Körper,  durch 
welche  die  Arbeitsleistung  und  -der  Wärmeübergang  vermittelt 
werden,  unabhängig  und  allein  eine  Function  der  Anfangs-  und 
Endtemperatur  T^  und  T,  sei.  Diese  Function  wurde  weder  yon 
Carnot  noch  von  Clapeyron  bestimmt.  Der  Verfasser  zeigt  mit 
Hülfe  der  Gasgesetze,  dass  sie  die  folgende  —  von  derjenigen, 
welche  die  neuere  Wärmetheorie  giebt,  sehr  verschiedene  — 
Form  hätte  haben  müssen: 

-^  =  F(T„T,)  =  -^^Oog r, -  log  r,), 

WO  G  die  geleistete  Arbeit,  Q  die  übergehende  Wärmemenge  be- 
deutet. Sbt 


M.  Planck.     Ueber  das   Princip   der  Vermehrung    der 

Entropie.      I,   II,   III.     WiedemaDO  Ann.  XXX.  562-582,   XXXI. 
189-203,  XXXU.  462-503. 

Die  vorliegenden  Untersuchungen,  in  welchen  eine  weitere 
Verallgemeinerung  der  Anwendungen  des  Carnot- Clausios'schen 
Princips  enthalten  ist,  beruhen  auf  derselben  Grundlage  wie  der 
bekannte  Satz  von  Giausius,  dass  ein  Wärmeübergang  von  einem 
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kälteren  zu  einem  wärmeren  Körper  nicht  stattfinden  kann  ohne 
Compensation.  Solche  nicht  umkehrbaren  Processe,  wie  die 
Wärmeleitung  aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper, 
die  Erzeugung  von  Wärme  durch  Reibung  oder  Stoss,  die  Aus- 
dehnung eines  Körpers  ohne  Leistung  äusserer  Arbeit,  werden 
vom  Verfasser  natürliche  genannt.  Sie  erfolgen  stets  in  dem 
Sinne,  dass  die  Entropie  des  materiellen  Systems  im  Endzustande 
grösser  (ftlr  den  GrenzfaU  der  umkehrbaren  Processe  ebenso 
gross)  ist  als  im  Anfangszustande.  Von  irgend  einem  Zustande 
wird  also  der  Uebergang  zu  einem  anderen  nur  dann  möglich 
sein,  wenn  für  den  letzteren  die  Entropie  einen  grösseren  Wert 
besitzt;  wobei  noch  die  notwendige  Voraussetzung  zu  machen 
ist,  dass  die  Energie  ftlr  beide  Zustände  gleich  ist.  Ein  System 
in  einem  Zustande,  dem  der  grösste  Wert  der  Entropie  entspricht, 
befindet  sich  im  absolut  stabilen  Gleichgewicht. 

Das  so  formulirte  Princip  wendet  der  Verfasser  zunächst  an 
auf  Reactionen  zwischen  Körpern  von  der  nämlichen  stofflichen 
Zusammensetzung,  also  auf  die  Wirkungen,  welche  z.  B.  bei  der 
Berührung  zweier  Massen  M  und  M'  desselben  Stoffes  in  ver- 
schiedenen Aggregatzuständen  eintreten,  auf  die  Wechselwir- 
kungen zwischen  zwei  isomeren  Körpern  sowie  die  zwischen 
einer  chemischen  Verbindung  und  dem  homogenen  Gemisch  ihrer 
Dissociationsproducte.  Die  Volumina,  Energien  und  Entropien 
der  Masseneinheit  heissen  t>  und  v\  u  und  u',  s  und  s\  die  Tem- 
peratur ^,  der  Druck  p.  Die  Zusammensetzung  der  betreffenden 
Körper  ist  constant,  die  Zustandsänderung  soll  ohne  äussere 
Wärmezufuhr  geschehen.    Die  Aenderung  der  Entropie  wird 

dS  =  1/a  .  («?-«?') .  diu, 
wobei  w  die  Massieu'sche  Function  ^«— w — pv  bedeutet.  Wenn 
also  Temperatur  und  Dru^k  beliebig  angenommen  sind ,  so  ist 
zwischen  den  sich  berührenden  Körpern  eine  Reaction  möglich, 
und  diese  erfolgt,  weil  dS>0  sein  muss,  so,  dass  If'  in  M  oder 
M  in  ilf'  sich  verwandelt,  je  nachdem  to  ^  «?'.  Für  tc  =  to'  be- 
steht stabiles  Gleichgewicht;  diese  Gleichung  drückt  eine  Beziehung 
zwischen  ^  und  p  aus,  deren  graphische  Darstellung  die  soge- 
nannte neutrale  Linie  ergiebt.    Sie  scheidet  die  Coordinatenebene 
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in  zwei  Gebiete,  für  welche  stabiles  Gleichgewicht  nur  dann 
möglich  ist,  wenn  M  bezw.  M'  =  0.  Aus  der  Gleichung  ir  =  w' 
ergeben  sich  leicht  die  Folgerungen  für  die  Reactionswärme. 

In  der  angedeuteten  Weise  werden  in  der  ersten  Abhand- 
lung noch  die  Reactionen  nach  constanten  Gewichtsverhältnissen 
oder  die  sogenannten  „nackten'^  chemischen  Reactionen  behandelt, 
wobei  namentlich  alle  Lösungs-,  Diffusions-  und  Absorptionserschei- 
nungen ausgeschlossen  sind.  Es  zeigt  sich,  dass,  wenn  Tempe- 
ratur und  Druck  beliebig  gegeben  sind,  jede  nackte  chemische 
Reaction  (im  Gegensatz  zu  Berthollet's  Ansiebt)  in  einer  be- 
stimmten Richtung  bis  zur  vollständigen  Beendigung  verläuft. 
Es  giebt  aber  wieder  fttr  jede  beliebig  angenommene  Temperatur 
einen  bestimmten  „neutralen"  Druck,  f&r  welchen  dS  =  0,  also 
stabiles  Gleichgewicht  besteht  bei  jedem  Mengenverhältnis  der 
reagirenden  Stoffe. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  die  Dissociation  eines  gas- 
formigen Körpers  in  mehrere  gasförmige  Bestandteile  untersucht. 
Hier  bildet  der  erstere  mit  den  Zersetzungsproducten  einen  mit 
fortschreitender  Reaction  veränderlich  zusammengesetzten  Körper; 
die  Reaction  ist  nicht  mehr  eine  nackte  chemische,  denn  der 
innere  Zustand  des  Körpers  hängt  nicht  mehr  von  Druck  und 
Temperatur  allein,  sondern  auch  von  der  Zusammensetzung  ab. 
Deswegen  ist  hier  das  stabile  Gleichgewicht  mit  abhängig  von 
dem  Mengenverhältnis  der  zersetzten  und  unzersetzten  Substanz. 

In  der  dritten  Abhandlung  wird  das  Problem  bedeutend  ver- 
allgemeinert: es  wird  mittels  des  in  Rede  stehenden  Princips 
das  Eintreten  von  Reactionen  untersucht,  die  mit  ganz  beliebigen 
physikalischen  und  chemischen  Veränderungen  verbunden  sind. 
Dabei  wird  auch  die  Zufuhr  ehier  gewissen  Wärmemenge  aus 
dem  Medium,  von  welchem  das  System  der  sich  bertlhrenden  be- 
liebig zusammengesetzten,  homogenen  Körper  umgeben  ist,  zu- 
gelassen. Die  allgemeinen  Ausführungen  werden  fortwährend 
durch  Beispiele  erläutert  Es  ergiebt  sich  die  Gleichgewichtsbe- 
dingung: 
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Hier  steht  0  zu  der  nach  dem  früheren  mit  W  zu  bezeichnend'en 
Function  in  der  Beziehung  If  =  ^ .  0;  «,  n,,  Wj,  •••  sind  die  An- 
zahlen der  Molecüle  der  verschiedenen  Stoffe  eines  Körpers,  y^ 
V,,  i'j,  •••  die  Verhältniszahlen  der  Variationen  dn,-  d«,,  «Jw,,  •••; 
die  Summation  ist  tlber  alle  Körper  des  Systems  auszudehnen. 

Die  allgemeine  Gleichung  wird  angewandt  auf  Körper  von 
constanter  Zusammensetzung,  auf  Gemenge  vollkommener  Gase 
und  auf  verdünnte  Lösungen.  Es  stellt  sich  dabei  im  wesent- 
lichen eine  Bestätigung  der  Guldberg-Waage'schen  Theorie  heraus, 
gleichzeitig  ergiebt  sich  der  Zusammenhang  der  Guldberg-Waage'- 
schen Affinitätsconstanten  mit  den  allgemeinen  thermodynamischen 
Eigenschaften  der  betreffenden  Stoffe.  Zum  Schluss  \^erden  die 
Abweichungen  der  theoretischen  Ergebnisse  von  denen  der  Ex- 
perimentaluntersuchungen  erörtert.  Sbt. 


F.  Lucas.     Sur  Tentropie.    o.  R.  civ.  569-571. 

Es  wird  der  Satz  abgeleitet,  dass  bei  der  Erwärmung  eines 
Gases,"  möge  dieselbe  bei  constantem  Volumen  oder  constantem 
Drucke  erfolgen,  der  Zuwachs  seiner  Entropie  proportional  ist 
der  Zunahme  der  wahren  Temperatur.  Sbt. 


Ch.  V.  ßüRTON.  On  the  diraensions  of  temperature  in 
length,  niass,  and  time;  and  on  an  absolute  C.  G.  S. 
Unit  of  temperature.    Phil.  Mag.  (5)  xxiv.  96-98. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  zweite  absolute  Skala  von 
Sir  W.  Thomson  das  Mittel  zur  Auffindung  des  Verhältnisses 
zwischen  zwei  Temperaturen  giebt  unabhängig  von  jeder  will- 
kürlichen Convention  bezüglich  der  Grösse  der  Grade;  daher  be- 
trachtet er  die  Temperatur  als  eine  physikalische  Grösse,  die 
genauer  Messung  fähig  ist  und  mithin  Dimensionen  in  Länge, 
Masse  und  Zeit  besitzt.  Bedeutet  t  die  Temperatur  auf  Sir  W. 
Thomson's  absoluter  Skala  eines  vollkommenen  Gases,  E  die 
mittlere  kinetische  Energie  eines  Molekels  des  Gases,  so  ist 
^  =  Ar/,  wo  k  dieselbe  Constante  fttr  alle  Temperaturen  und  für 

Fonschr.  d.  Math.   XIX.  3.  74 
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alle  yollkommeDen  Gase  ist.  Die  Dimensionen  von  t  sind  daher 
die  von  £,  nämlich  ML^T^^.  Eine  rohe  Abschätzung  des  Wertes 
der  Temperatur  O^Cergiebt  ihn  als  2,5. 10-^<*  im  C.  G.  S.-Masse. 
Aus  der  obigen  Ueberlegung  folgt,  dass  Entropie  eine  bloss  nu- 
merische Grösse  ist.  Gbs.  (Lp.) 

B.  A.  Michelssohn.  Einfache  Ableitung  des  zweiten 
Satzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  aus  den  Prin- 
cipien  der  analytischen  Mechanik.      Mosk.  Math.  Samml 

XIII.  229-244.    (Rassisch.) 


N.  N.  PiROQOFF.     Neuer  analytischer  Beweis  des  zweiten 
Satzes  der  mechanischen  Wännetheorie.     Phys.  Ges.  St. 

Pet  XVIII.  807-326.  (Russisch.) 


J.  MouTiER.      L'önergie  libre  et  les  changements  d*Aat. 

Joarn.  de  l'^c.  Pol    Cah.  LVII.  99-146. 

Die  Arbeit  thut  dar,  wie  der  von  H.  v.  Helmholtz  in  die  Thermo- 
dynamik eingeführte  Begriff  der  freien  Energie  zur  Erklärung 
der  bei  den  Zustandsänderungen  der  Körper  beobachteten  Er- 
scheinungen verwendet  werden  kann.  Insbesondere  beschäftigt 
sich  der  Verfasser  weitläufig  mit  der  Verschiedenheit  der  Span- 
nung der  Dämpfe,  welche  bei  gleicher  Temperatur  aus  dem  festen 
und  fiOssigen  Zustande  entstehen,  ferner  mit  dem  Dampfdruck 
der  Salzlösungen,  mit  dem  Erstarren  solcher  Salzlösungen  und 
der  Auflösung  der  Gase  in  Flüssigkeiten.  .Sbt. 


R.  VON  Hblmholtz.    Die  Aenderungen  des  Gefrierpunktes 
berechnet  aus  der  Dampfspannung  des  Eises.    Wiede- 

mann  Aon.  XXX.  401-432. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  die  Gleichung 

zwischen  den  Dampfdrucken  p  und  p*  von  Wasser  und  Eis,  dem 
Drucke  P,  welcher  bei  irgend  einer  Temperatur  unter  Null  Eis 
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in  Wasser  verwandelt.  Es  bedeuten  ferner  ^  die  absolute 
Temperatur,  $  und  ä'  die  Volumina  von  1kg  Wasser  resp.  1kg 
Eis  bei  den  Drucken  p  resp.  p',  <"  und  «'"  die  Volumina  von 
1kg  Wasser  und  1kg  Eis  bei  dem  Drucke  P,  endlich  A  die  Oas- 
constante  des  Wassers.  Bei  deii  durch  ^ie  thatsächlichen  Ver- 
hältnisse gegebenen  Grossenverbältnissen  v^einfacht  sich  diese 
Beziehung  folgendermassen: 

p—  p'    ^   s'  —  s 

\f>  specifisches  Volumen -des  Wasserdampfes  beim  Drucke  p]. 
Bei    einer   bestimmten   Temperatur  ^  =  ^^ ,    dem   sogenannten 
Schmelzpunkte,  mOssen  die  drei  Grössen  p,.  p\  P  einer  .Grösse 
Po  gleich  werden,  und  man    kann    bei  dieser  Temperatur   also 
schreiben 

dp        dp*    ^r  dP        dp'  \8^s' 


ö^        d» 


WO  sich  noch  -^^  gegen  -^^  unterdrücken  lässt.  Die  so  abge- 
kürzte Gleichung  entsteht  auch,  indem  man  aus  der  KirchhofiT- 
sehen  Gleichung 

dp        dp'    _  Jt 

d^       da    "■    (t?-«)^o 
und  der  Tbomson'schen  Gleichung 

dd^   ""    («'—0*0 
-^—  eliminirt.    Ramsay  und  Young  hatten  für  ihre  Untersuchun- 


gen die  Gleichung 


da  •  da  ~'^+'- 


benutzt,  in  welcher  r  die  Verdampfungswärme  des  Wassers,  /  idie 
Schmelzungswärme  des  Eises  bezeichnet  Der  Verfasser  ?eigt, 
dass  diese  Gleichung  nur  fBr  ^  =  ^,  richtig  ist,  während  sie 
fUr  andere  Temperaturen  lauten  muss  * 

""    dit  ''^  d»    ~       d»      '      d9       ~         ' 

74* 
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Der  letzte  AbBchnitt  bezieht  sich  auf  die  Aenderung  des  Gefrier- 
panktes  durch  LöBUDg*  Die  gewonnenen  theoretischen  Ergeb- 
nisse werden  mit  Versuchsresultaten  yerglichen.  F.  E. 


F.  KoLAÖKK.     Bemerkungen  zur  Abhandlung  des  Herrn 
R.    von    Helmholtz    ^die    Aenderungen    des    Gefrier- 
punktes^.     Wiedemano  Anu.  XXXI.. 
Zunächst  hebt  Herr  Kol&cek  die  Beziehung  einer  r.  Helm- 
holtz'schen   Formel   zu  einer  von   ihm  selbst  im   Bd.  XV   von 
Wiedemann's  Annalen  entwickelten  Formel  hervor;  ferner  nimmt 
Herr  Eol&cek  es  für  sich  in  Anspruch,  den  Satz,  dass  beim  Gefrier- 
punkt einer  Salzlösung  die  Dampfspannungen  von  Eis  und  Lösung 
dieselben  seien,  nicht  nur  vermutet  —  wie  R.  v.  Helmholtz  sagt 
—  sondern  auch  bewiesen  zu  haben.    Zum  Schluss  vervollständigt 
Herr  EoUcek  die  von  ihm  an  der  oben  erwähnten  Stelle  gelie- 
ferten Formeln.  .  F.  E. 

J.  Bertrakd.  Formule  nouvelle  pour  reprösenter  la 
tension  maxima  de  la  vapeur  d'eau.  0.  R.  CV.  389-394. 
Die  Untersuchung  betrifft  die  thermischen  Eigenschaften  von 
Korpern,  deren  specifische  Wärmen  beide  Functionen  der  Tem- 
peratur sind,  und  ergiebt  für  Dämpfe  die  Relation  pv  =  R(T+fi)^ 
wo  R  und  ju  Constanten  bedeuten.  Die  Prüfung  dieser  Formel 
an  den  für  gesättigten  Wasserdampf  bekannten  Zahlen  lässt  er- 
kennen, dass  der  Quotient   mr\oi     ^^^^^^    constant    und    im 

Mittel  gleich  2,47  ist.  Dieses  Ergebnis  fbhrt  zu  einer  Formel, 
welche  den  Druck  des  gesättigten  Wasserdampfes  als  Function 
der  Temperatur  darstellt,  nämlich:  * 

y79,623 

^""^  ^  (T  +  V26j3iy^'^  '  ^^  '^^  ^  ""  34,21083. 
Der  Vergleich  der  nach  der  Formel  berechneten  Zahlen  mit  den 
Werten  von  Regnault  zeigt  ziemlich  gute  Uebereinstimmung. 
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Bemerkenswert  ist  die  aasserordentliche  Grösse  der  im  Zähler 
und  Ndnner  der  vorstehenden  Formel  enthaltenen  Zahlen. 

Sbt. 

•  ■■■  ■  —      II    I  ■ 

Ch.  äntoine.  Variation  de  temp^rature  d^m  gaz  ou 
d'une  vapeur  qui  sc  comprime'  ou  se  dilate  an  conser- 
vant  la  m^me  quantit^  de  chaleur.     CR.  CV.  1242-1244. 

Bezeichnet  d  die  von  einem  für  das  Gas  oder  den  Dampf 
charakteristischen  Nallpunkt  gerechnete  Temperatur,  so  ist  die 
Wärmemenge  eines  gesättigten  Dampfes  nach  Hegnault 

X  =  JVyö  +  const. 
Wenn  der  Dampf  überhitzt  wird,  so  vermehrt  sich  die  Wärpie- 
menge  um  c(r— 0),  wo  T  die  Endtemperätur,  c  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Drucke  ist.     Es   ist   also   die   gesamte 
Wärmemenge 

Q  =  NYd  +  c(T—ö)  + const. 
Für  irgend  eine  andere  Temperatur  und  einen  anderen  Druck 
erhält  man 

3 

Q'  =  NyW+c(r^0')  +  const. 
Sollen  nun  die  Wärmemengen  einander  gleich  sein,  so  ist 

T'  —  T  ==  lÄ—ii'^. 
wo 

iv  V  ^  V 

Die  befden  letzten  Ausdrücke  lassen  sich  bestimmen,  man  erhält 
aus  ihnen  die  Temperaturdifferenz.  F.  K. 


C.  PüSCHL.     Ueber  die  ZusammendrOckbarkeit  der  Gase 

und    FlUiSsigkeiten.      Wien.  Ber.  XCVI.  1028-1037. 

C.  PüSCHL.     Ueber  die  Wärmeausdehnung*  der  Flüssig- 
keiten.    Wien.  Ber.  XGVI.  1131-1139. 

Die  Arbeiten   beschäftigen   sich   im    wesentlichen   mit   den 
Maximis   (resp.  Minimis),  welche  der  Ausdehnungscoef&cient  a, 
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die  ^usammendrückbarkeit  c  und  das  Volumen  r,  sowie  deren 
Ableitungen  als  Functionen  der  Temperatur  oder  des  Druckes  auf- 
weisen, sowie  allgemeiner  mit  den  Vorzeichen  dieser  Grossen. 

Es  ergiebt  sich,  dass  bei  den  grössten  Dichten  -^—  für  Flüs- 

Ol 

sigkeiten  negativ,   -^—  positiv  ist,    dass   der  Ausdehnungscoef- 

ficient  also  duVch  Compression  vergrössert  wird.  Um  nun  für  ein 
Dichtemaximum  a  constant  =  0  zu  erhalten,  muss  mit  einer  Zu- 
nahme des  Druckes  eine  Abnahme  der  Temperatur  verbunden 
sein.  F.  K. 

A.  Sandrucci.     Sulla    cquazione    fondamentale    e    sulla 
pressione  iuterna  dei  vapori  saturi.      Rom.  Acc.  L.  Read. 

(4)  III.  4b9-493. 

• 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  die  in  anderer  Form  schon 
von  Clapeyron  .aufgestellte  Gleichung  für  die  Verdampfungswärme 
gesättigter  Dämpfe.  Alsdann  wird  eine  Beziehung  zwischen  dem 
inneren  Drucke  für  die  Gewichtseinheit  einer  Substanz  im  flüssigen 
und  im  dampfförmigen  Zustande  aufgestellt  und  aus  derselben 
geschlossen,  dass  der  Wasserdampf  sich  nicht  wie  ein  ideales 
Gas  verhalten  könne,  F.  K. 


P.  DuHEM.      Sur    les  vapeurs   Penises   par   un    m^lange 
de  substances  volatiles.      Ann.  de  r^c.  Norm.  (3)  IV.  9-äb. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  zunächst  die  Bedingungen 
des  thermischen  Gleichgewichts  für  ein  Gemipch  zweier  Flüssig- 
keiten und  die  von  ihnen  ausgesandten  Dämpfe  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  sich  die  -letzteren  wie  vollkommene  Gase  ver- 
balten. Ferner  soll  das  Gesetz  gelten,  welches  Regnault  bei 
Gemischen  von  Aether  und  Wasser  beobachtet  hat,  dass  der 
Druck  für  das. Gemisch  von  Aether  und  Wasser  genau  derselbe 
ist  wie  für  reinen  Aether.  Die  bemerkenswerteste  Folgerurig, 
welche  der  Herr  Verfasser  aus  seinen  Voraussetzungen  zieht, 
besagt,  dass  in  dem  Dabipfgemisch  die  Mengen  beider  Stoffe  in 
demselben  Verhältnis  stehen,  als  in  dem  Gemisch  der  Flüssigkeiten. 
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Ferner  wird  nachgewiesen  —  wieder  unter  Voraussetzung 
Ton  Regnault's  Gesetz  —  d^ss  bei  *  der  ZufQgung  von  Aetber 
zu  einem  schon  vorhandenen  Gemisch  von  Wasser  und  Aether 
Wärme  weder  entbunden  noch  aufgenommen  wird.  Wird  jedoch 
dem  Gemisch  Wasser  hinzugesetzt*,  so  tritt  eine  Aenderung  der 
Wärmemenge  ein;  dieselbe  ist  jedoch  unabhängig  von  dem 
Mischungsverhältnis  der  beiden  Substanzen.'  Es  verdient  hervor- 
gehoben zu  werden,  dass  die  Formel  für  diese  Wärmemenge 
vollständig  mit  einer  von  Kirchhoff  für  einen  anderen  Fall  ent- 
wickelten Formel  übereinstimmt. 

Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  ist  den  Dissociations- 
erscheinungen  gewidmet,  und  zwar  besonders  denjenigen  bei 
deni  von  Isambert  untersuchten  cyansauren  Ammoniak.  Auoh  hier 
handelt  es  sich  um  ein  Gasgemisch  in  .Verbindung  mit  Gemischen 
anderen  Aggregatzustandes.  Es  ergiebt  sich  hier  das  merk- 
würdige Gesetz,  dass  das  Verhältnis  von  Cyanwasserstoff  (cyan- 
hydrique)  zum  Ammoniak  im  Gasgemisch  genau  dasselbe  ist, 
wie  in  den  anderen  Teilen  des  Systems. 

Auch  bezüglich  der  Aufnahme  und  Abgabe  von  Wärme 
existtren  ähnliche  Gesetze,  wie  sie  bezüglich  des  Wasser-Aether- 
gemisches  mitgeteilt  sind.  F.  K. 


P.  DuHEM.      Sur  quelques  formules  relatives  aux  disso-* 

lutions   salines.     Add.  de  l'fic.  Norm.  (3)  IV.  381-405. 

Nach  einer  historischen  Einleitung  über  die  zuerst  von  Eirch- 
hoff  theoretisch  bearbeiteten  thermischen  Verhältnisse  der  Salz- 
lösungen entwickelt  der  Herr  Verfasser  zunächst  allgemein  die 
Ausdrücke  für  die  beim  Verdünnen  oder  Verstärken  einer  Salz- 
lösung frei  werdenden  oder  gebundenen  Wärmemengen,  specia- 
lisirt  dieselben  dann  durch  Voraussetzung  des  Mari otte- Gay-. 
Lussac'schen  Gesetzes  oder  des  Gesetzes  von  Clausius  für  Wasser- 
dampf. 

Sodann  wird  für  die  betreffenden  Salze  die  Gültigkeit  der 
durch  von  Babo  und  Wüllner  beobachteten  Gesetze  fllr  die  Dampf- 
spannung  bei  Lösungen   zu  Grunde   gelegt.     Die   betreffenden 
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Formeln  werden  uamentlich  bei  Annahme  des  Gesetzes  Ton  Babo 
Bebr  einfach.  So  ist  z.  B.  dfe  bei  d^r  Auflösung  einer  Salzmenge 
in  Wasser  frei  werdende  resp.  gebundene  Wärmemenge  unab- 
hängig von  der  Menge  des  Wassers;  und  zwar  wird  Wärme 
gebunden  oder  frei,  je  nachdem  die  Löslichkeit  des  Salzes  mit 
wachsender  Temperatur  steigt  oder  fällt. 

Der  letzte  Abschnitt  bezieht  sich  auf  die  specifische  Wärme 
der  Salzlösungen.  F.  E. 

F.  Braun.      Untersuchungen   über  die  Löslichkeit  fester 
Körper    und    die    den  Vorgang  begleitenden   Volum- 

Und    Energieänderungen,    Wiedemann  Aon.  XXX.  250-274. 

Die  Arbeit  ist  von  vorwiegend  physikalischem  Interesse. 
Die  Rechnungen,  welche  .der  Angabe  Yon  Versuchsergebnissen 
vorangeschickt  werden,  sind  an  und  für  sich  nicht  wichtig  genug 
um  hier  eingehend  erörtert  zu  werden.  Auch  scheinen  dieselben 
nicht  überall  einwurfsfrei  zu  sein.    Aus  der  Gleichung 

dt  \dpJ     dp\dt  y      ' 

wo  U  eine  Function  p  und  t  ist,  kann  ohne  Benutzung  ander- 
weitig gegebener  Beziehungen  nie  eine  Folgerung  gezogen  wer- 
den. Entweder  benutzt  der  Herr  Verfasser  bei  Bildung  der 
üauptgleichungen  II,  III  und  IIa  derartige  weitere  Beziehungen, 
ohne  es  ausdrücklich  anzugeben,  oder  diese  Gleichungen  sind 
die  Ergebnisse  von  Rechenfehlern.  F.  K. 


E.  Gossart.     ßecherches  sur  Tötat  sph^rolfdal.     CR  cv. 

518-520. 

Für  die  Tropfen   in   sphäroidalem  Zustande   muss   an    der 
Oberfläche  zwischen  dem  hydrostatischen  Druck  qz  und  dem  ca- 

pillaren  Druck  ^\"F'  +  "d7J  Gleichgewicht  bestehen.    Für  sehr 

breite  Tropfen  kann  -^  vernachlässigt  werden,  -^  wird  gleich 

z"  (1  +ä'^)"^,  so  dass  für  die  Meridiancurve  die  Difl*erentialgleichung 

qz  =  1?%"(1 +*")"■* 
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besteht  Der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  ist  hierbei 
der  Seheitel  des  Tropfens,  die  js-Axe  die  Richtung  der  Schwere. 
Die  erste  Integration  liefert,  da  s'  =  0  ist,  für  2  =  0 


«*'  =  2<i-7!^> 


2F 

wird  jetzt  =a',  »'  =  tg/?  gesetzt,  so  kann  geschrieben  werden 

a**=a*(l— cos/9). 

Für  die  Berllbrungslinie  mit  der  Unterlage  kann  ß  =  180°  ge- 
setzt werden,  also  ist  die  Dicke  e  des  Tropfens  gleich  ay2. 
Mitgeteilte  Beobachtungsresultate  ergeben  eine  gute  Ueberein- 
Stimmung  mit  dieser  Formel.    Setzt  man  nun 


• = /^-p. 


also  z  =  a  1^2  —  1?',  so  erhält  man 

X  =  a  \v  -\ ;=-  In  V= — 

*  2Y2       V2+Ü 

Hierdurch  ist  dann  die  Gestalt  der  Meridiancurve  des  Tropfens 

bestimmt.  F.  K. 

G.  A.  Hirn,  Remarques  sur  un  principe  de  Physique, 
d'oti  part  M.  Ciausius  dans  sa  nouvelle  th^orie  des 
moteurs  k  vapeur.    c.  R.  cv.  716-723. 

Der  Verfasser  verteidigt  vom  Standpunkte  der  Experimen- 
talphysik aus  gegen  Ciausius  seine  Ueberzeugung,  dass  es  nicht 
erlaubt  sei,  in  einer  Theorie  der  Dampfmaschinen  den.  Wärme- 
austausch zu  vernachlässigen,  welcher  bei  jedem  Kolbenhübe 
zwischen  dem  Dampfe  und  den  Wänden  des  Cylinders  stattfinde. 

Sbt. 

K.  BusEE.      lieber  Kaltluft-   ujid    Kaltdampfmaschinen, 

Pr.  ProgymnaBium.  Berlin.  (Nr.  65).  20  S.  4^ 

Der  erste  Teil  der  Arbeit  enthält  eine  kurze  theoretische 
Darstellung  der  Principien,  auf  welchen  die  Constructionen  von 
Luftmaschinen  beruhen;    der  zweite  Teil  giebt  eine  ausführliche 
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Beschreibung   der  too   Windbausen   coDstruirten    Kaltluft-    und 
Kaltdampfmaschine.  Sbt. 

■  II  -     T'— —  •  • 

Tellier.     Nouveau  moteur  thermo-dynamique.  Asa.  Fraoc 

(Toulouse.)  114-116. 

A.  Nadeschdi^.  Ueber  die  Autulebnung  der  Flüssig- 
keiten und  den  üebergang  der  Körper  aus  dem 
flüssigen  in  den  gasförmigen  Zustand.  Ezuer  Rep.  xxill. 

617-649,  685-718. 

A.  Nadeschdin.      Ueber  die  Spannung  der   gesättigten 

Dämpfe.     Exoer  Rep.  XXIII.  759-790. 


A.  Voss.      Elementare    Darstellung    der    mechanischen 

Wärmetheorie   für  Gase.      Pr.  Humbordt-Gymo.  Berlin.  (Nr.  61). 
20  8.  4». 

Eine  Darstellung  bekannter  Gesetze,  wobei  auf  die  Hfllfs- 
mittel  der  höheren  Analysis  verzichtet  wird.  Sbt. 


Th.  Düda,     Ueber  die  durch  Erwärmung  bewirkte  Aus- 
dehnung der  Körper.      Fr.  Gymn.  Brieg.  (Nr.  167).  18  8. 

Eine  Arbeit  von  rein  didaktischem  Interesse.  Sbt. 


B.    Gastheorie. 
L.  BoLTZMANN.     ücbcr    einige  Fragen    der    kinetischen 

Gastheorie.      Wien.  Ber.  XOVI.  891-918. 

Dem  Verfasser  war  von  Tait  der  Vorwurf  gemacht  worden, 
dass  er  in  seinen  Abhandlungen  über  das  Wftrmegleichgewicht 
eines  Gemisches  zweier  Gase  den  Fall  unberücksichtigt  gelassen 
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bätte,  wo  die  MolecQle  des  einen  der  gemischten  Oase  unter 
einander  verhältnismässig  selten  zum  Zusammenstoss  gelangen, 
oder  wo  die  Zahl  iV,  der  MolecQle  in  der  Volumeneinheit  für 
das  eine  Oas  unyerhältnismässig  kleiner  ist  als  die  (iV,)  für  das 
andere.  Dagegen  hatte  sich  der  Verfasser  in  seiner  Abhandlung 
^Ueber  die  zum  theoretischen  Beweise  des  Avogadro'scheu  Ge- 
setzes erforderlichen  Voraussetzungen^  verwahrt  und  hatte  u.  a. 
hervorgehoben,  dass  die  von  ihm  wiederholt  bewiesenen  Sätze 
(1.  „Jedes  der  Gase  nimmt  die  Maxweirsche  Geschwindigkeits- 
verteilung an".  2.  „Die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  MolecQles 
wird  für  beide  Gase  geich".)  für  ganz  beliebige  Werte  von  N^  :iV„ 
ja  selbst  dann  noch  gelten,  wenn  man  die  Annahme  macht,  dass 
weder  die  Molecüle  der  ersten  noch  die  der  zweiten  Gasart  unter 
sich,  sondern  nur  die  der  ersten  mit  denen  der  zweiten  zusam-' 
menstossen.  Gleichwohl  hat  Tait  die  Polemik  fortgesetzt  (Edinb. 
Trans,  XXXIII.  251,  vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1099)  und  die 
Saclie  so  dargestellt,  als  ob  die  letzterwähnte  Annahme  eine  für 
die  betreffenden  Entwicklungen  notwendige  Voraussetzung  wäre. 
Dem  gegenüber  macht  der  Verfasser  aufs  neue  geltend,  dass 
die  Maxweirsche  Geschwindigkeitsverteilung  (oder  der  specielle 
Zustand  nach  Tait)  und  das  Avogadro'sche  Gesetz  auch  noch 
unter  den  Umständen  gelten,  für  welche  Tait  dies  bestreitet  Er 
weist  ferner  darauf  hin,  dass  die  von  Tait  in  der  zweiten  Abhand- 
lung entwickelte  Formel  für  den  Reibungscoefficienten  schon  1881 
von  ihm  abgeleitet  ist.  Die  dort  und  jetzt  von  Tait  befolgte 
Methode  hat  indessen,  wie  schon  früher  bemerkt  wurde,  ihre  Män- 
gel, weil  in  dem  Ausdrucke  für  den  Reibungscoefficienten,  ebenso 
wie  bei  Maxwell,  Glieder  von  gleicher  Ordnung  wie  die  Aus- 
schlag gebenden  vernachlässigt  sind.  Deshalb  wurden  auch  die 
Diffusion  und  Wärmeleitung  nicht  nach  derselben  Methode  be- 
rechnet, nach  welcher  Tait  nun  auch  diese  Erscheinungen  be- 
handelt. Die  von  0.  E.  -Meyer  gegebene  Formel  für  den  Reibungs- 
coefficienten kann,  wie  der  Verfasser  zeigt,  auf  zweierlei  Weise 
im  Änschluss  an  die  Tait'schen  Rechnungen  abgeleitet  werden. 
Ueber  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  Abweichungen  vom 
speciellen  Zustande,  wie  sie  z.  B.  durch  Gasreibung  bewirkt  wer- 
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den,  ausgleichen,  könnten  nur  die  vom  Verfasser  früher  aufge* 
stellten  Gleichungen  Aufschluss  geben. 

In  der  zweiten  Abhandlung  hat  Tait  zugegeben,  dass  sein 
erster  Beweis  des  Maxweirschen  Gesetzes  der  Geschwindigkeita- 
Verteilung  nicht  ausreichend  sei,  und  hat  sich  von  neuem  mit 
diesem  Beweise  beschäftigt;  der  Verfasser  kann  seinen  Ausfüh- 
rungen eine  bindende  Beweiskraft  nicht  zugestehen  und  weist 
damit  Zugleich  den  Beweis  des  *Avogadro'schen  Gesetzes  als  nicht 
stichhaltig  zurück.  Er  versagt  ferner  der  von  Tait  vorgeschla- 
genen Definition  der  mittleren  Weglftnge  seine  Zustimmung  und 
hält  die  ältere,  von  Maxwell  herrührende  Definition  aufrecht 
Schliesslich  tritt  er  den  in  der  ersten  Abhandlung  gegen  seine 
Berechnung  des  Wärmegleichgewichts  von  Gasen,  auf  welche 
'äussere  Kräfte  wirken,  erhobenen  Bedenken  entgegen  und  be- 
handelt diesen  Gegenstand  von  neuem  in  einfacherer  Weise  und 
nach  der  Methode,  welche  zuerst  Lorentz  in  seiner  Abhandlung: 
„lieber  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  unter  Gasmole- 
cülen^  .angewandt  hat.  Sbt. 


L.  BoLTZMANN.      Ncuer   Beweis  zweier   Sätze  ttber  das 
Wärraegleichgewicht    unter    mehratomigen    Gasmole- 

Cttlen.     Wien.  Ber.  XOV.  153164. 

Von  den  beiden  Sätzen  besagt  der  erste,  dass  die  Zustands- 
verteilung  in  einer  Masse  r- atomiger  MolcQüle  sich  unter  ge- 
wissen Voraussetzungen  nicht  ändert  Wenn  die  Molecüle  einer 
Masse  nur  einer  endlichen  Anzahl  von  Zuständen  fähig  sind,  und 
f/5,,***,t0«  die  Anzahlen  der  Molecüle  bezeichnen,  welche  jedem 
einzelnen  Zustande  entsprechen,  so  hat  die  Function 

E  =  WjClnir,  —  1)+  •••  +u>n(\TiWii — 1) 
entweder  einen  constanten  Wert,  oder  der  letztere  nimmt  mit  wach- 
sender Zeit  ab.  F.  K. 

L.  BoLTZMANN.     Einige  kleine  Nachträge  nnd  Berichti- 
gungen.   WiedemaDD  Add   XXXI.  139-140. 
Nebst  einigen  nachträglichen  Bemerkungen  zu  des  Verfassers 


1 
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Al)haodlung  ttber  einen  Gegenstand  der  Elektrodynamik  (Ann. 
XXIX.  598-603)  wird  ein  strenger  Beweis  gegeben  als  Ersatz  des 
Ton  Jonle,  Erönig  und  dem  Verfasser  früher  benutzten  Kunst- 
griffes, dass  man  sich  bei  Berechnung  des  Gasdruckes  je  |  der 
MolecQle  in  drei  senkrechten.  Richtungen  fliegend  denkt. 

Sbt. 

B.  W.  Stankkwitsch.     Zur  dynaraischen  Gastbeorie. 

Scbl5inilcb  Z.  XXXII.  187-191. 

Beweis   des^  folgenden  Theorems  von  Boltzmann:    In  den 
Differentialgleichungen 

(0         -^  =  ?,C»=1.2,-,m+l),    -^  =  <x=l,2,...,«) 

seien  die  Qi  lediglich  Functionen  der  Grössen  G«,  während  die  er« 
nur  von  den  Grössen  Pi  abhängen.  Zwischen  den  Werten  der 
»1+  1  Grössen  P<  für  /  =  /oCPnPj)  '"j  P»»+i)  möge  eine  Gleichung 
der  Form 

bestehen,  wo  6  eine  feste  Constante  ist.  Dann  können  die  P< 
und  die  Qx  aufgefasst  werden  als  Functionen  der  Grösse  /  und 
der  (m  +  n)  Grössen  Pt^p^i'-'^Pm^  ^n^'j?*"»  ?»«•    E^  ^^^  ferner 

dF     ,  dF     .       .     dF    .     _ -. 

und  endlich  tj  und  e  die  Anfangswerte  dieser  Ausdrücke.  Dann 
ist  der  in  Frage  stehende  Satz  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 


ä  = 


17E  F.  K. 


ßuRNSiDE.  On  the  partition  of  energy  between  the 
translatory  and  rotational  motiona  of  a  set  of 'non- 
boniogeneous  elastic  spberes.   Bdiob.  Trans,  xxxiii.  501-507. 
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.  Dop  Aufsatz  versucht,   die  Methode  des  Hru.  Tait  aus  der 
Abhandlung  „The   founäations  of  the  kinetic  theory  of  gases" 

•  

auf  einen  Fall  der  Aufgabe  über  die  Verteilung  der  Snergie  in 
einem  Systeme  nicht  homogener,  zusammenstosseoder  Kugeln  an- 
zuwenden. Die  Aufgabe  ist  wie  folgt  gefasst:  Gegeben  sei  eine 
sehr  grosse  Menge  glatter  elastischer  Kugeln  von  gleicher  Grösse 
und  Beschaffenheit  nach  jeder  Hinsicht;  ihre  geometrischen  und 
ihre  Trftgheitsmittelpunkte  fallen  nicht  zusammen,  und  die  Summe 
ihrer  Volumina  ist  nur  ein  kleiner  Bruchteil  des  Raumes,  in  dem 
sie  sich  bewegen ;  verlangt  wird  die  endliche  Verteilung  der  Ener- 
gie unter  den  verschiedenen  Graden  der  Freiheit,  wenn  das  Sy- 
stem durch  Zusammenstösse  einen  „besonderen  Zustand"  erreicht 
hat.  _  Cly.  (Lp.) 

P.  G.  Tait.  Numerical  and  other  additions  to  bis  paper, 
read  on  the  6^^  Dec.  1886  on  the  foundations  of  the 
kinetic  theory  of  gases.    Edinb.  Proc.  XIV.  46-4ö. 


P.  G.  Tait.  On  the  general  effects  of  molecular  attrac- 
tion  of  small  ränge  on  the  behaviour  of  a  group  of 
smooth  impinging  spheres  (abstract).  Edinb.  Proc.  XI v.  a5. 


N.  N.  PiROGOFF.     Die  Grenzgeschwindigkeiten  der  Gas- 
molecOle  und  Watson's  Theorie  der  Rotationsbewegung 

der  Gasmolecüle.     Phya.  Qee  StPet.  XVIIL  295-303.  (Russisch.) 


B.  W.  Stankewitsch.     Ueber  die  Verteilung  der  Rota- 
tionsbewegung   unter    den    Gasmolecülen.     Mösk.  Math. 

Samml.  XIII.  129-166.  (Rassisch.) 


F.  Lucas.     Les  chaleurs  sp^cifiques  d'un  gaz  parfait. 

C.  R.  CIV.  49-51. 

Es  wird  gezeigt,    dass  die  Wärmemenge,   welche  nötig  ist, 
um  die  wahre  Temperatur  der  Gewichtseinheit  eines  vollkomme- 
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nen  Gases  bei  normalem  Druck  von  t'  auf  i'*  zu  erhöben,  ein 
constantes  Verhältnis  hat  zu  der  Differenz  ©"— 0'  der  entspre- 
chenden Angaben  eines  hundertteiligen  Thermometers,  wie  auch 
die  Function  g>  in  der  für  Tollkommene  Gase  geltenden  Glei- 
chung (m— 1)1/  =  pv  =  Po «'o  9^(0  beschaffen  sein  möge.  Jenes 
Verhältnis  K  wird  gleich  Cp,  wenn  g)(/)  =  l  +  a/.  Sbt. 


Ch.  V.  BüRTON.     Od   the  valae  of  y  for  a  peifecl  gas. 

Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  166-167. 

Der  Zweck  der  Untersuchung  ist  der  Machweis,  dass  y^  das 
Verhältnis  zwischen  den  beiden  Elasticitäten,  denselben  Wert 
(f)  für  alle  vollkommenen  Gase  hat  und  f&r  diese  hypothetische 
Körperklasse  aus  rein  theoretischen  Ueberlegungen  berechnet 
werden  kann.  Nimmt  man  eine  Menge  eines  Tollkommenen 
Gases,  dessen  Volumen  v, '  Druck  p  und  mofeculare  kinetiaehe 
Energie  W  ist,  so  ist  die  isothermale  ElaaticUil  unter  diesen 
Bedingungen  Et  =  p.  Ist  dW  die  iei  adiabatischer  Gompression 
geleistete  Arbeit,  wobei  da»  Volumen  v^  ^  o  — do,  der  Druck 
p^  =  p-\'dp  wird,  und  ist  W^  die  kinetische  Energie  nach  der 
Compressibn,  so  ist  W^  =  fT-j-pdr.     Nun  aber  ist  pc  =  f  FT, 

Pjt?,  ==  |fr,,  hieraus  folgt  dp  =  Py—p  =  |p •    Demnach  ist 

dn 

die  isentropische  Elasticität  Ey=  t  -^  =  |  E^  Gbs.  (Lp.) 


A.  Saiidrucci.     Sopra  la  costante  R  nell'  isoterma  dei 

gas  perfetti.     Batt  o.  xxv.  73-81. 

Der  Verfasser  leitet  den  Satz  ab,  dass  die  Gasconstanten  R 

für  zwei  beliebige  vollkommene  Gase  sich  umgekehrt  verhalten 

wie  die  Atomgewichte  derselben,  woraus  sich  fbr  die  Gleichung 

pt  =  RT  die  Form  ergiebt  pc  =  — -T,  wenn  a  das  Atomgewicht 

des  beliebigen  Gases,  q  die  Constante  des  Wasserstoffs  bedeutet 
Hieraus  entwickelt  er,  bezugnehmend  auf  eine  frühere  Arbeit, 
für    die    Moleculargesch windigkeiten  ii,(r,)    und    i#,(T,)  zweier 
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Gase  bei  den  absoluten  Temperaturen  T,  bezw.  T,  die  Gleichung 

*  .J.   =     ,    . '     und  zieht  die  Folgerungen  für  die  besonderen 

Annahmen  T^  =  T,,  p,  =  p,  und  v^  =  i?,.  Die  Constanten  R 
haben  die  Bedeutung  von  Arbeiten,  welche  die  Gewichtseinheiten 
der  Gase  in  der  Ueberwindung  des  Atmosphärendruckes  leisten, 
wenn  sie  um  1^  erwärmt  werden  und-  sich  frei  ausdehnen.  Es 
sind  mithin  die  Arbeiten,  welche  gleiche  Gewichtsmengen  ver* 
schiedener  Gase  in  der  Ueberwindung  eines  constanten  Druckes 
leisten,  wenn  ihre  Temperatur  um  V  erhöht  wird,  proportional 
den  Quadraten  der  Moleculargesch windigkeiten  bei  der  Anfangs- 
temperatur und  unabhängig  von  dieser;  und  diese  selben  Ar- 
beiten sind  den  Atomgewichten  der  Gase  umgekehrt  proportional. 
Das  letztere  Ergebnis  in  Verbindung  mit  der  Thatsache,  dass 
der  für  Wasserstoff  gefundene  Zahlen  wert  von  R(q)  nahe  über- 
einstimmt mit  dem  des  mechanischen  Wärmeäquivalents  (£), 
macht  es  dem  Verfasser  äusserst  wahrscheinlich ,  dass  ^  =  £ 
ist.  Er  schliesst  seine  Arbeit  mit  .der  Betrachtung  einiger  Fol- 
gerungen,  welche  dieses  Theorem  für  die  thermodynamischen 
Formeln  haben  würde.  Sbt 


A.  Sandäücci.  Su  Taccordo  della  teoria  cinetica  dei  gas 
coUa  termodinamica,  e  sopra  un  principio  della  cine- 
tica ammesso  finora  come  vero.     Rom.  Acc.  L.  Reod.  (4) 

III.  205-211. 

Das  fragliche  Princip  der  kinetischen  Gasfheorie  *  besagt, 
dass  die  Geschwindigkeit  to,  mit  welcher, Gas  dui*ch  eine  Oeff- 
nung  in  dem  Recipienten  in  den  leeren  Raum  ausströmt^  gleich 
der  zu  der  betreffenden  Temperatur  gehörenden  fortschreitenden 
Moleculargeschwindigkeit  e  ist.  Indem  Herr  Sandrucoi  das  Princip 
fallen  lässt,  und  durch  eine  andere  Beziehung  zwischen  t#  und 
V  ersetzt,  glaubt  er  den  Widerspruch  der  kinetischen  Gastheorie 
und  der  Thermodynamik  bezüglich  der  Ausflussgeschwindigkeit 
der  Gase  auflösen  zu  können.  F.  E. 
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HüGONiOT,      Remarques    relatives    aux   observations   de 
M.  Hirn  sur  r^coulement  des  gaz.     c.  R.  civ.  46-49. 

Herr  Hugoniot  hebt  noch  einmal  hervor,  da8S  die  Werte,  welche 
Hirn  der  Ausflussgeschwindigkeit  der  Gase  beilegt,  viel  zu  gross 
seien,  um  mit  den  fundamentalen  Gesetzen  der  Hydrodynamik  im 
Einklang  zu  sein.  Es  wird  ferner  gezeigt,  zu  welchen  Wider- 
sprüchen sie  unter  Umständen  führen ;  namentlich  wird  hervorge- 
hoben, dass  Herr  Hirn  seine  ursprünglichen  Werte  der  Ausfluss- 
gescbwindigkeit  ganz  beträchtlich  reducirt  4iabc.  Herr  Hugoniot 
verwahrt  sich  weiter  gegen  eine  irrtümliche  Auffassung  seiner 
Entwickelungen  über  den  Ausfluss  der  Gase  und  hebt  endlich 
hervor,  dass  seine  Formel  für  das  Einströmen  des  Gases  in  einen 
Secipienten  gut  mit  den  Resultaten  des  Herrn  Hirn  übereinstimmt. 

F.  K. 

Al.  Goüilly.     Ecoulement  variö  des  gaz.    G6n.  civ.  XI.  205. 

Anerkennende  Besprechung  und  Wiedergabe  der  von  Haton 
de  la  GoupilliSre  in  den  C.  R.  CHI.  661-665,  709-712,  785-788 
veröffentlichten  Untersuchungen,  F.  K. 

S.  H.  BüRBURY.     On   the  diflfusion  of  gases.     A  simple 

ease  of  diflFusion.       Phil.  Mag.  (5)  XXIV.  471-479. 

Zwei  Gefässe  mögen  durch  eine  gleichförmige  horizontale 
Röhre  verbunden  sein.  Im  linken  Gefässe  befinde  sich  eine 
Mischung  aus  zwei  Gasen,  Gas  I  und  Gas  II,  nach  gewissem 
Verhältnisse,  im  rechten  Gefässe  eine  Mischung  derselben  beiden 
Gase  nach  anderem  Verhältnisse.  Die  Temperatur  und  der  Druck 
sei  in  beiden  Gefässen  gleich.  Dann  wird  ein  Strom  des  Gases 
1  durch  die  Röhre  z.  B.  von  links  nach  rechts  fliessen  und  ein 
Strom  des  Gases  II  von  rechts  nach  links.  Die  Umstände  werden 
so  vorausgesetzt,  dass  die  Bewegung  durch  die  Röhre  stetig 
und  die  Temperatur  und  der  Druck  der  vereinigten  Gase  durch- 
weg derselbe  bleiben  wird.  Das  Problem  der  Diffusion  besteht 
darin,  zu  finden,  wie  unter  diesen  Umständen  die  Strorabf 

foruchr.  d.  Math.  xix.  3.  75 
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jedes  der  beiden  Gase  flir  gegebene  Mischungsverhältnisse  an 
den  Enden  der  Röhre  beschaffen  sein  wird.  E^  wird  angenommen, 
dass  die  Stromgeschwindigkeit  sehr  klein  ist  im  Vergleiche  zu 
der  mittlereti  Quadratgeschwindigkeit  jedes  Gases,  die  von  der 
kinetischen  Gastheorie  gefordert  wird,  und  dass  bei  der  Berech- 
nung des  Ergebnisses  der  Begegnungen  zwischen  den  Molekeln 
diese  letzteren  als  elastische  Kugeln  anzusehen  sind.  Der  Autor 
beabsichtigt  in  diesem  Aufsatze  zu  zeigen,  dass  eine  gewisse  von 
Hrn.  Tait  gemachte  Hypothese  (in  „On  the  foundations  of  the 
kinetic  theorj  of  gases",  Edinb.  Trans.  1887)  mit  stetiger  Bewe- 
gung unvereinbar  ist.  •  Gbs.  (Lp). 

W.  C.  WiTTWKR.     Die  thermischen  Verhältnisse  der  Gase 
mit    besonderer     Berücksichtigung    der    Kohlensäure. 

Stuttgart.  K.  Wittwer.  56  S.  8«. 

Der  Verfasser  stellt  an  die  Spitze  seiner  Untersuchungen 
folgende  Hypothesen: 

1)  Es  giebt  zwei  verschiedene  materielle  Stoffe,  die  Massen- 
substanz und  den  Lichtäther. 

2)  Gleichartiges  stösst  sich  ab,  Ungleichartiges  zieht  sich  an. 

3)  Sämtliche  Wirkungen  nehmen  ab,  wie  das  Quadrat  der 
Entfernung  wächst. 

Aus  diesen  Voraussetzungen  leitet  der  Herr  Verfasser  das 
Wirkungsgesetz  zweier  von  Aether  umgebenen  Massenkugeln  auf 
einander  ab. 

Dann  wird  untersucht  -  und  zwar  mit  Zuhttlfeuahme  einiger 
Thatsachen  der  Optik  und  einiger  vom  Verfasser  anderwärts 
begründeten  Beziehungen  —  wie  die  Dichtigkeit  des  Aethers  in 
einem  Gase  sich  zu  der  des  freien  Aethers  verhält. 

Den  Schluss  des  ersten  Abschnitts  macht  die  Beziehung 
zwischen  Temperatur,  specrfischem  Volumen  und  Druck,  welche 
f&r  ideale  Gase  in  das  Gay-Lussac'sche  und  Mariotte'sche  Gesetz 
übergeht. 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  nun  zunächst  unter  Benutzung 
vorliegender  Beobachtungsthatsachen  die  Constanten  der  eben 
erwähnten  Gleichung  für  den  Fall  der  Kohlensäure  abgeleitet. 
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Es  werden  weiter  besonders  die  Maxima  nnd  Mioima  des 
Druckes  p  als  Function  der  beiden  anderen  ermahnten  Grö8B.en 
untersucht,  und  besonders  die  physikalische  Bedeutung  dieser 
besonderen  Wertsysteme  zu  bestimmen  gesucht. 

Im  letzten  Paragraphen  erörtert  der  Verfasser  den  Wärme- 
bedarf bei  TemperaturcrhöhungeD  und  Aenderuogen  des  Aggre- 
galzuBtandes;  er  betrachtet  dabei  die  Temperatur  als  pro- 
portional dem  Quadrat  der  GeBchwindigkeil,  mit  welcher  ein 
schwingendes  Molecfkl  durch  seine  Gleichgewichtslage  geht.  Er 
gebt  ferner  aus  Ton  einer  früher  mitgeteilten  Differentialgleichung 
fUr  die  Schwingung  eines  MolecBis 

(49)  l"-(^)'=vx-  +  V"', 
WO  (jp  und  T/>  Functionen  der  Moleculardtslanz  r  sind.  Allein 
aus  dieser  Gleichung  sucht  der  Verfasser  die  Veränderung  abzu< 
leiten,  welche  P  erfahrt,  wenn  die  Moleculardistanz  sich  wäh- 
rend der  Schwingung  ftndert.  Nach  unserer  Auffassung  ist  das 
nicht  möglich.  Der  Irrtum  liegt  nach  unserer  Meinung  in  der 
Gleichung  (54),  welche  der  Verfasser  erhält,  indem  er  (49)  ein- 
fach nach  r  partiell  differentiirt,   ohne  darauf  zu  achten,   dasB 

offenbar  bei  einem  bestimmten  x  auch  ( — :;-)  von  r  abhängen 
wird.    Die  Gleichung  (64) 

^r- — 2;^"^ 

und  damit  auch  die  an  dieselbe  geknüpften  Folgerungen  können 
wir  nicht  als  richtig  anerkennen.  F.  K. 


PiARRON  DE  Mondesir.  Communication 
Mariotte.  Ing.  Civ-  I.  29. 
Die  Versuche  von  Regnault  über  das  in 
Gesetz  zeigten  bei  Luft,  Stickstoff,  Kohlensäure 
Abweichungen,  die  mit  wachsendem  Druck  grtSi 
wurden.  Der  Verfasser  erblickt  den  Grund  die 
in  dem  Umstände,    dass   Regnault   mit  einem 
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operirte,  und  glaubt  dieselbe  durch  Benutzung  eines  beweglichen 
Apparates  vermeiden  zu  können.  F.  K. 


P.  De  Hben.     Determination    de    la    loi    th^orique   qui 
rigit  la  conipressibilite  des  gaz.      Belg.  Ball.  (3)  XIV.  46-53. 

Versuch  zur  Bestimmung  des  inneren  Druckes  17  und  des 
Molecular- Volumens  v  eines  Gases  vom  Volumen  F,  das  dem 
äusseren  Drucke  P  unterworfen  ist,  nach  Experimenten  von  Nat- 
terer, Amagat,  Cailletet,  unter  der  Annahme,  dass  das  Mariotte'- 
sehe  Gesetz  sich  in  der  Formel  (P+/I)  (K— d)  =  1  ausdrücken 
lässt.  Mn.  (Lp.) 

Sir  W.  Thomson.     On   the  equilibrium  of  a  gas  under 
its  own  gruvitation.   Edinb.  Proc.  xiv.  iii-iis. 

Sir  W.  Thomson,     üeber  das  Gleichgewicht  eines  Gases 
unter  dem  blossen  Einfluss    seiner   eigenen   Schwere. 

Ezoer  Rep.  XXIII.  530-536. 


A.  Bäcklund.     ßidrag  tili  theorien  för  vägrörelsen  i  ett 
gasartadt  medium.      Stockh.  öfv.  XLIV.  No.  3.  115-127;  No.  6. 

351-361. 

Fortsetzung   einer   früheren   Abhandlung   in   Stockh.   Oefv. 
1886.  No.  10.  K. 


J.  S.  Gromeka.     Einige  Fälle  des  Gleichgewichts  eines 

idealen   Gases.      Kazan  Ges.  1S86   19  S.  (Rassisch) 


J.  J.  Thomson.      Reply    to    Prof.    Wilhelm    Ostwald's 
criticism  on  my  paper  „On  the  chemical  combination 

of  gases«.     Phil.  Mag.  (5)  XXIII.  379-3B1. 

Die  Kritik  des  Hrn.  Ostwald  steht  in  dessen  „Lehrbuch  der 
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allgemeinen  Chemie"  (II.  745)  und  betrifft  Hrn.  J.  J.  Thomson's 
Aufsatz  im  Phil.  Mag.  (5)  XVIII.  Gbs. 


O.  E.  Meyer,      üeber  die  Bestimmung  der  inneren  Rei- 
bung nach  Coulomb's  Verfahren.    MüDcbeo.  Ber.  343-364. 
Bericht  auf  S.  1016  dieses  Bandes. 


E.  TöPLER.     Zur  Ermittelung  des  Luftwiderstandes  nach 
der  kinetischen  Theorie.    Exner  Rep.  xxiu.  162-188. 

PiARRON  DE  MoNDESiR.     A^rodynamiqu.e   ou  m^canique 

des  gaz.     Paris.  63  8.  8«. 


L.  Natanson.      üeber    die    kinetische  Theorie    unvoll- 
kommener Gase.     Dorpat.  45  S.  4<>. 


T.  ScHWARTZE.  Die  Gasmaschine  nach  ihrer  geschicht- 
lichen Entwickelung,  Theorie  und  Praxis,  vom  neue- 
sten Standpunkt  der  Erfahrung  dargestellt.    Leipsig.  vi 

u.  299  8.  8«. 


C.    Wärmeleitung  und  Wärmestrahlung. 

Carvallo.  Note  sur  les  expressions  obtenues  par 
Duhamel  et  par  Lam^  pour  le  flux  de  chaleur  dans 
les  solides  non  isotropes,     s.  m.  f.  Bull.  xv.  167-173. 

Bei  seinen  Entwickelungen  über  die  Wärmebewegung  in  nicht 
isotropen  Körpern  war  Duhamel  von  der  Annahme  ausgegangen, 
dass  von  zwei  Molecülen  verschiedener  Temperatur  das  wärmere 
dem  kälteren  eine  Wärmemenge  mitteilt,  welche  gleich  ist  dem 
Wärmeunterschied,  multiplicirt  mit  dem  Zeitdifferential  und  einem 
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von  der  Richtung  der  Verbindungslinie  abhängenden  Factor. 
Duharael  nahm  ferner  an,  dass  dieser  Factor  für  zwei  entgegen- 
gesetzte Kichtungen  denselben  Wert  habe.  Lam6  Hess  diese  Vor- 
auasßtzung  fallen.  Die  Ausdrücke  für  die  Wärmemenge,  welche 
in  dem  Zeitdifferential  durch  ein  Flächenelement  hindurchtritt, 
enthalten  bei  Duhamel  sechs,  bei  Lama  neun  constante  Coeffi- 
cienten.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  man  auch  ohne  die  besondere 
Voraussetzung  DuhameFs  auf  einen  Ausdruck  mit  nur  sechs  Coef- 
ficienten  geführt  wird. 

Bezeichnet  V  die  Temperatur,  dg  ein  Flächenelement,  A,  /*, 
V  die  Richtungscosinus  seiner  Normale,  dcj  ein  Oberflächenele- 
ment  einer  Einheitskugel,  a,  ß,  y  die  Richtungscosinus  des  zu- 
gehörigen Halbmessers,  K  eine  Function  von  a,  /9,  y,  so  erhält 
man  nach  den  Entwicklungen  des  Verfassers  fUr  die  durch  da 
im  Zeitdifferential  tretende  Wärmemenge  den  Ausdruck 

de.  ff  (Aa  +  ^/?  +  »'y)  (a  ^1^  + /? -^^ 

welcher  thatsächlich  nur  die  sechs  Goefficienten 

A  ^J diaa'K,  B  =  f  d(üß%  C  ^  J diay^K, 

A^  ^fdioßyK,  B,  ^  J diayaK,  C,  =^  f  dtaaßK 

enthält.  _  F.  K. 

A.  Harnack.     Zur  Theorie  der  Wärmelei  tu  ng  in  festen 

Körpern.      Öchlomilch  Z.  XXXII.  91-118. 

Im  Anschluss  an  den  vierten  Abschnitt  von  Riemann's  ,« Vor- 
lesungen über  partielle  Differentialgleichungen*'  behandelt  der 
Verfasser  die  einfachsten  Probleme  der  Wärmebewegung.  Nach 
einer  eigenen  Methode  wird  die  Integralfunction  aus  der  Differential- 
gleichung -^  =  a' .  -ö-T   ^^d   den   Grenzbedingungen    direct 

hergeleitet,  und  es  wird  dann  bewiesen,  dass  es  nur  eine  solche 
Function  geben  kann,  und  dass  diese  allen  Bedingungen  genügt. 
In   solcher  Weise   werden   behandelt  der   von   zwei   parallelen 
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Ebenen  begrenzte  Körper,  der  durch  eine  einzige  Ebene  begrenzte 
unendliche  Raum,  die  Kugel  und  die  Kugel  in  einem  diathermanen 
Medium.  .  Sbt. 

R.  Knakb.     Wärmebewegung  in  unendlich  ausgedehnten 

plaUrparallelen    Platten.      Teil  L      Pr.  Gymn,  Nordhausen. 

Es  wird  die  Wärmebewegung  in  einer  nach  zwei  Dimensionen 
unendlich  ausgedehnten  plan-parallelen  Doppelplatte  untersucht 
unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  auf  beiden  Seiten  von  zwei 
Gasen  berührt  wird,  deren  Temperaturen  Functionen  der  Zeit  sind. 
Das  Problem  wird  mit  Benutzung  der  Fourier'schen  Principien 
behandelt  und  vollständig  zu  Ende  geführt.  Der  Verfasser  behält 
sich  indessen  für  eine  spätere  Abhandlung  den  Nachweis  vor,, 
dass  die  in  diesem  Problem  auftretenden,  den  Fourier'schen  Reihen 
ähnlichen  Entwickelungen  der  als  Functionen  von  ds  gegebenen 
Anfangstemperaturen  im  Innern  der.  Doppelplatte  thatsächlich 
auch  die  gegebenen  Functionen  darstellen.  Der  Beweis  wird  mit 
Anwendung  der  Gauchy'schen  Residuenrechnung  zu  führen  sein, 
und  6s  wird  berücksichtigt  werden  müssen,  dass  nach  Weierstrass 
eine  unendliche  Reihe  gliederweise'  nur  dann  integrirt  werden 
darf,  wenn  dieselbe  in  gleichem  Grade  convergirt.  Sbt. 


M.  MoRisoT.      Sur    la  mesure  des  conductibilit^s    intd- 
rieures.     c.  r.  CIV.  1836-1839. 

Es  wird  die  Temperaturänderung  von  der  Axe  bis  zur  Ober- 
fläche eines  homogenen,  isotropen  Cylinders  untersucht,  der  nur 
durch  seine  Mantelfläche  Wärme  verliert,  und  ein  einfacher  Aus- 
druck für  den  Coefficienten  der  inneren  Leitungsfähigkeit  abge- 
leitet. •  Sbt. 

E.   Beltrami.      Intorno   ad  alcnni  problemi  di  propaga- 

zione   del   Calore.      Bologna  Mem.  (4)  VIII.  291-326. 

Das  behandelte  Problem  ist  das  einer  Kugel,  bei  welcher 
die  Temperatur  in  concentrischen  Schichten  variirt;   das   ange- 
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wandte  Verfahren  gründet  sich  auf  den  Gebrauch  von  Potential- 
ausdrücken. 

Der  Verfaser  gehl  aus  von  einer  Function 

dS 


V  ^  f  Klri,Qxp(r) 


r 
wo 

dS  ein  Raumelement  um  den  Punkt  (§^  J7,  Q,  wo  ferner  die  Func- 
tion k  der  Dichtigkeit  entspricht  und  tp  eine  Function  bedeutet, 
die  samt  ihren  Derivirten  endlich,  stetig  und  eindeutig  ist  auch 
für  r  =  0.     Er  berechnet  das  z/,  derselben  und  findet 

wenn  1/;  =  0  für  r  =.0,  oder  auch,  wenn  der  Punkt  (a:,  y,  ä) 
ausserhalb  des  Raumes  S  angenommen  wird,  so  erhält  man  ein- 
facher 


.,y  =  f..^.S. 


Hängt  V  ausser  von  r  auch  von  einem  Parameter  /  ab,  setzt  man 
demnach 


80  genügt  t/,  wenn  -^^  =  a' .  -ö-y-,  der  Gleichung 


dt 

und  dies  gilt  für  alle  Punkte  ausserhalb  des  Raumes  S,  auch 
wenn  nicht  xp  (r,«)  =  0  für  r  =  0. 

Dieser  Differentialgleichung  genügt  die  Function 

U  =^ri.J  k(lr],^).e      *«"  .dS 
und  die  andere 

wobei  das  erste  Integral  über  den  Baum  4S,  das  zweite  über  die 
Oberfläche  o  auszudehnen  ist. 
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•  

Die  Bedeutung  der  ersten  Lösung  in  der  Theorie  der  Wärme- 
bewegung ist  bekannt,  der  Verfasser  beschäftigt  sich  nun  näher 
mit  der  zweiten.  Sie  entspricht  einem  Anfangszustande,  bei  wel- 
chem die  Temperatur  in  dem  ganzen  von  a .  begrenzten  Räume 
gleich  0  ist.  Ist  U  unter  dieser  und  der  folgenden  zweiten  Be- 
dingung bestimmt,  dass  die  begrenzende  Oberfläche  die  Tempe- 
ratur 1  hat,  so  kann  statt  U  leicht  eine  altgemeinere  Lösung 
erhalten  werden,  welche  die  veränderliche  Temperatur  des  gege- 
benen Raumes  unter  den  Bedingungen  darstellt,  dass  wieder  die 
Anfangstemperatur  des  Raumes  0,  dass  aber  die  Temperatur  der 
begrenzenden  Oberfläche  nicht  mehr  constant  gleich  1,  sondern 
mit  der  Zeit  nach  einem  beliebigen  Gesetze  fQ)  veränderlich  ist. 
Es  wird 

u  =  f(0).U(x,y,z,t)+f'r(T).  U(x,y,z,t^t)dT 
oder 


"  =  /Vw 


öl[/(a?,y,»,<  — t) 


dt 

0 


•  dt. 


Die  Anwendung  dieser  Lösung  auf  den  Fall  einer  Kugel  mit. 
dem  Radius  R  ergiebt  für  die  Temperatur  u  im  Innern  der  Kugel 
und  in  einer  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  den  Ausdruck 


R-r 
2a^T 


R+r 


und  für  die  Temperatur  der  Oberfläche 


Dabei  bedeutet  $  eine  Veränderliche,  die  von  q  und  t,  der  ver- 
änderlichen Entfernung  vom  Mittelpunkte  und  der  veränderlichen 

Zeit,  abhängig  ist  durch  die  Relation  $  = 1 »      Die  For- 

2ayt  —  % 
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mein  enthalten  die  unbekannte  Function  f(/);  will  man  nun  die 
yeränderlichjB  Temperatur  im  Innern  der  Kugel  durch  die  der 
Oberfläche  bestimmen,  wenn  diese  nach  einem  Gesetze  u'  =  F(/) 
gegeben  ist,  so  entsteht  die  Aufgabe,  aus  der  Functionalgleichung 

f{C)  darzustellen.  Die  Lösung  dieser  analytischen  Aufgabe 
bildet  den  wesentlichsten  Teil  der  vorliegenden  Untersuchung, 
und  es  ist  dieselbe  nicht  nur  an  sich  interessant,  sondern  auch 
wegen  weiterer  Anwendungen,  welche  dieselbe  zulassen  dürfte. 
Es  ergiebt  sich  der  Satz:  Wenn  F(0  von  /*(<)  nach  der  vorste- 
henden Gleichung  abhängig  ist,  so  ist  umgekehrt 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  wird  es  dem  Verfasser  möglich,  die  ver- 
änderliche Tjemperatur  einer  Kugel  zu  bestimmen,  von  welcher 
die  Anfangstemperatur  6(r)  und  die  Temperatur  der  Oberfläche 
F(/)  gegeben  sind.  Sbt. 

R.  S.  Woodward.  On  the  free  cooling  of  a  homoge- 
neous  sphere,  of  initial  uniform  temperature,  in  a 
medium   which  maintains   a   constant  surface  tempe- 

rature.      Add.  of  Math.  III.  75-88. 

R.  S.  Woodward.  On  the  conditioned  cooling  and  the 
cubical  contraction  of  a  homogeneous  sphere.     Ado.  of 

Math.  III.  129-144. 

Die  schon  längst  in  viel  grösserer  Allgemeinheit  als  in  den 
vorliegenden  Abhandlungen  gelösten  calorischen  Probleme  wer- 
den hier  von  neuem  zu  dem  Zweck  aufgenommen,  um  den  Re- 
sultaten eine  für  die  praktische  Rechnung  brauchbarere  Gestalt 
zu  geben. 

Die  erste  Abhandlung  behandelt  die  Aufgabe  der  Wärme- 
verteilung  in   einer  Kugel   bei   gegebener   constanter  Anfangs- 
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temperatur  und  gegebener  constanter  Oberflächentemperatur;  in 
der  zweiten  Arbeit  handelt  es  sich  um  eine  Kugel  constanter 
Anfangstemperatur  in  einem  Medium,  welches  stets  dieselbe  Tem- 
peratur hat 

Beiden  gemeinschaftlich  sind  die  Bedingungen 

d(ur)         -  öYfir)  /.an  a  /         an 

-^   =  ö'  -^,  ru  =  ru,0  =  0),  m  =  0  (r  =  0). 

Im  ersten  Falle  kommt  für  r  =  r^  hinzu: 

ur  =  0,     im  zweiten   -Vr  +  (Ar—  1)  u  =  0. 

Es  wäre  vielleicht  wönschenswert,  wenn  der  Verfasser  näher 
auf  die  Convergenz  der  von  ihm  benutzten  Keihen  für  einige 
besondere  Zeitpunkte  und  Werte  des  Radius  eingegangen  wäre. 
Liegt  doch  schon  in  der  Forderung,  dass  für  <  =  0,  ru  =  ru^ 
und  für  r  =  r^^  m  =  0  sein  soll,  ein  Widerspruch  bezüglich 
des  Verhaltens  der  .Oberflächenpunkte,  welcher  vermuten  lässt, 
dass  für  r  =^  r^^  /  =  t^  die  Reihen  besondere  Eigenschaften 
zeigen  werden. 

Die  Lösung  in  dem  zweiten  Falle  behandelt  der  Verfasser 

derart,  dass  er  ru  als  Function  von  r,  t  und  x  = betrach- 

tet  und  dann  die  gewöhnlich  gegebene  Lösung  nach  Potenzen 
von  X  entwickelt.  Das  Anfangsglied  ist  dann  identisch  mit  der 
Lösung  der  vorhergehenden  Aufgabe;  die  Coefficienten  der  hö- 
heren Potenzen  werden  sehr  rasch  ziemlich  complicirt. 

Die  Resultate  beider  Abhandlungen  werden  auf  die  Erde 
angewandt.  F.  K. 

C.  Chree.     Conduction   of  heat   in   liquids.      Histovical 
treatraent.    Phil.  Mag.  (5)  xxiv.  127.     '  . 

Der  Aufsatz  giebt  historische  Notizen  und  eine  Kritik  der 
wichtigsten  Versuche  über  die  Wärmeleitung  in  Flüssigkeiten.  Die 
Methoden  und  Resultate  von  Despretz,  Paalzow^  Bottomley,  Guthrie, 
Lundquist,  Winkelmanu  und  Beetz  werden  zuerst  betrachtet,  danach 
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werden  die  Theorie  und  die  Versuche  von  Weber  zusamnaea 
mit  einer  Abhandlung  von  Lorberg  vollständiger  besprochen. 
Das  Werk  von  Christiansen  und  Graetz  wird  auch  in  einiger 
Breite  behandelt  Gbs.  (Lp.) 

A.  ScHULTZE.     üeber  die  Bewegung  der  WSrme  in  einem 
homogenen  rechtwinkligen  Parallelepipedon.   Diss.  Kiel. 

37  8.  8«. 


Zwölfter  Abschnitt 

Geodäsie  und  Astronomie. 

Gapitel  1. 
Geodäs.ie. 


A.  Hübner.      Heron    von  Alexandrien    der  Aeltere   als 
Geometer  und  der  Stand  der  Feldmesskunst  vor  Christi 

Geburt.      Jordan  Z.  f.  V.   XVI.   553-559,  674-678;    XVII.  282-291, 
325-329,  365-369. 

Einer  geschichtlichen  Einleitung  folgt  die  Uebersetzang  von 
Gap.  I-XXX  des  auch  das  griechische  Original  mit  enthaltenden 
Werkes:  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  biblioth^ue 
imperiale  et  autres  bibliothiques,  publiäs  par  Tinstitut  imperial 
de  France,  faisant  suite  aux  notices  et  extraits  lus  au  comit6 
stabil  dans  racadämie  des  inscriptions  et  helles- lettres.  Tome 
dix-neuvi6me.    Paris  1862.  P. 


H.  WoELFER.  Die  praktische  Geometrie.  Lehrbuch  für 
den  Unterricht  an  technischen  Lehranstalten  und  zum 
Selbststudium.  Mit  109  in  den  Text  gedruckten  Fi- 
guren.      Berlin.  Springer.  X  u.  118  S. 

Der  Stoff  ist  dem  Bedürfnisse  der  Baugewerkschulen   und 
der  austtbenden  ßautechniker  entsprechend  abgegrenzt.     In  der 
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ersten  Abteilung,  die  die  Horizontalmessung  behandelt,  sind  zu- 
nächst die  Apparate  zur  Messung  und  Absteckung  gerader  Linien, 
zum  Abstecken  rechter  Winkel  und  die  Winkelmessinstrumente 
einschliesslich  des  Theodolits  mit  der  jedesmaligen  Prüfung, 
Berichtigung  und  Anwendung  beschrieben,  wobei  die  auf  dem 
Bauplatze  besonders  benutzten  Instrumente  gebührend  berück- 
sichtigt worden  sind.  Hierauf  folgen  verschiedene  Methoden  der 
Ereisbogenabsteckung,  dann  eine  kurze  Besprechung  der  Detail- 
aufnahme, der  Eartirung,  des  Copirens  der  Karten  und  der  Flä- 
chenberechnung. Die  zweite  Abteilung  enthält  nach  Voraus- 
schickung der  Beschreibung,  Prüfung  und  Berichtigung  der  ver- 
schiedenen Nivellirinstrumente  eine  Darstellung  des  Nivellirens 
und  Angaben  über  die  Anfertigung  der  Längen-  und  Querprofile, 
sowie  der  Horizontalcurvenpläne.  Die  trigonometrische  Höhen- 
messung ist  nur  in  ihren  Grundzügen  angedeutet.  P. 


H.  Gross.  Die  einfacheren  Operationen  der  praktischen 
Geometrie.  Leitfaden  för  den  Unterricht  an  techni- 
schen Lehranstalten  und  zum  Gebrauche  für  Gemeinde- 
und  Corporetionstechniker,  Wege-  und  Wiesenbau- 
meister, Forst-  und  Landwirte,  Feldmesser  und  Bau- 
beflissene bearbeitet.  Zweite  vermehrte  u.  verbesserte 
Aufl.     Mit  107  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 

Stuttgart.  Wittwer.  VIII  n.  94  S. 

Die  Grundzüge  des  Vermessungswesens  sind  in  recht  klarer 
Weise  hehandelt.     Der  erste  der  beiden  Abschnitte  enthält  zu- 

• 

nächst  die  Elemente  der  Flächenmessung:  das  Abstecken  und 
Messen  gerader  Linien,  die  Beschreibung  der  Winkelmessinstru- 
mente einschliesslich  des  einfachen  Theodolits  und  das  Abstecken 
kleiner  Kreisbogen;  dann  die  Aufnahme  und  Aufzeichnung  von 
Situatipnsplänen,  sowie  die  Berechnung  von  Flächen.  Der  zweite 
Abschnitt  umfasst  die  Höbenmessungen  mit  Beschränkung  auf 
das  Nivelliren.  Es  sind  darin  die  Instrumente  mit  und  ohne 
Fernrohr  nebst  Prüfung   und  Berichtigung  beschrieben    und    die 
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Aufnabme  von  Längen-  und  Querprofilen,  sowie  die  Herstellung 
von  Horizontalcurvenplänen  anschaulich  erörtert. 

Schon  an  einer  anderen  Stelle  haben  wir  [einmal  darauf 
hingewiesen,  dass  einige  kurze  Angaben  über  die  Prüfung  und 
Berichtigung  des  einfachen  Theodolits  noch  recht  erwünscht 
wären;  ausserdem  erscheint  uns  aber  auch  die  Polygonzugmessung 
nicht  für  alle  im  Titel  angegebenen  Vermessungstechniker  gänz- 
lich entbehrlich. 

Infolge  der  Klarheit  und  Kürze  des  Vortrages  ist  das  Werk- 
chen allen,  die  sich  über  die  oben  angeführten  Gegenstände 
unterrichten  wollen,  besonders  zu  empfehlen.  P. 


E.  Pücci.     Fondameilti  di  geodesia.  II  Vol.    Milano.  Hoepli. 


Th.  A.  Sloüdsky.     Allgemeine  Theorie  der  Gestalt  der 

Erde.     Mosk.  Math.  Samml.  XIII.  633-706  a.  1  Taf.  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  entwickelt  vollständig  die  allgemeine  Theorie 
der  Bestimmung  der  Gestalt  des  Erdgeoids;  er  gründet  sie  auf 
die  Entwickelung  der  Potentialfunction  der  Erdanziehung  nach 
den  absteigenden  Potenzen  des  Radiusvector  des  angezogenen 
Punktes  und  auf  die  Bestimmung  aus  Beobachtungen  und  Mes- 
sungen der  unbekannten  Goeffici^nten  bei  den  Kugelfunctionen 
verschiedener  Ordnungen.  Der  Ausarbeitung  dieser  Theorie  waren 
seine  Abhandlungen  gewidmet:  1)  Probleme  principal  de  la  haute 
g^odisie  (vgl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  1081),  2)  Essai  de  Solution 
du  Probleme  giodösique  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  1082),  3)  La  figure 
de  la  terre  d'aprßs  les  observations  du  pendule  (F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  1084).  Hier  berechnet  der  Verfasser  die  Goefficienten  der 
Glieder  der  vier  ersten  Ordnungen  und  erhält  eine  neue  Lage 
der  Schnittcurve  des  Geoids  auf  der  Oberfläche  des  Listing'sehen 
Ellipsoids.  Wie  auch  schon  früher  zeigt  er,  dass  dem  Ocean 
vorzugsweise  Erhöhungen,  dem  Continent  vorzugsweise  Ver- 
tiefungen des  Geoids  entsprechen.  Bb. 
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P.  PizzETTi.     Contribuzione  allo  studio  geometrico  della 
superficie  terrestre.     Genova  G.  1887. 
Entwickelung  der  geometrischen  Beziehungen,  welche  für  die 
astronomischen  resp.  geodätischen  Meridiane,  Parallelkreise  etc. 
auf  dem  Geoid  gelten.  B. 


R.  S.  Woodward.  On  the  form  and  position  of  the  sea-level 
as  dependent  on  superficial  niasses  symmetrically  dis- 
posed  with  respect  to  a  radius  of  the  Earth's  surface 

(continued).      Ann.  of  Math.  Iir,  11-26. 

Der  Verfasser  entwickelt  die  Meeresniveaufläche  auf  einer 
Kugel,  falls  auf  derselben  eine  um  eine  Axe  symmetrisch  ver- 
teilte Masse  liegt.  Diese  Masse  bewirkt  ein  Steigen  des  Meeres 
auf  der  Eugelhälfte,  in  welcher  die  Masse  liegt,  auf  der  anderen 
ein  Fallen.  Dies  ist  für  die  Erde  wichtig,  weil  je  nach  der  ver- 
änderlichen Stellung  der  Erdax6  und  der  Veränderung  der  Erd- 
bahn bald  um  den  Nordpol  oder  um  den  Südpol  eine  grosse 
Eismasse  sich  bilden  kann.  Dz. 


R.  Lehmann  -  Filhes.     Ueber  abnorme  Fehlerverteilung 
mit  Verwerfung  zweifelhafter  Beobachtungen.      Astron. 

Nachr.  No.27y2. 

Häufig  zeigen  sich  bei  Beobachtungsreihen  mehr  grössere 
Fehler,  als  man  nach  Gauss'  Fehlergesetz  erwarten  sollte,  und 
haben  die  Astronomen  oft  Beobachtungen  mit  abnorm  grossen 
Fehlern  ausgeschlossen.  Herr  Lehmann  -  Filhes,  welcher  hierzu 
einige  Beispiele  anführt,  sucht  den  Grund  dieser  Erscheinung  in 
einem  von  Beobachtung  zu  Beobachtung  sich  ändernden  Genauig- 
keitsmass  A,  welches  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  eine 

4 

SO  wichtige  Rolle  spielt.  Indem  er  annimmt,  dass  alle  h  um 
einen  Mittelwert  A„  herum  liegen  und  für  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  h  zwischen  h  und  h-^-dh  liege,  die  Function: 

}-7l 
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willkürlich  setzt,  wird  das  Fehlergesetz  umgeändert,  so  dass  es 
nur  dann  in  das  Gauss'sche  ttbergeht,  wenn  &  =:  0.  Mit  Hülfe 
dieser  Betrachtungen  Iftsst  sich  eine  bessere  Uebereinstimmung 
erzieleu,  wie  an  einem  Beispiele  gezeigt  wird.  Dz. 


Nell.  üeber  einige  Vereinfachuügen,  welche  bei  der 
Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ge- 
macht werden   können.      Jordan  z.  f.  V.  XVI.  454-467. 

Die  Schleiermacher'sche  Methode  der  Winkelausgleichung 
in  einem  Dreiecksnetze  ist  yom  Verfasser  bereits  in  derselben  Z. 
X.  1-11,  10^-121  beschrieben  und  auf  ein  grösseres  Zahlenbeispiel 
angewandt  worden.  In  XII  S.  313-320  wurde  dann  eine  Ab- 
änderung dieser  Methode  gegeben,  wodurch  eine  vorläufige  un- 
vollständige Ausgleichung  der  Winkel  vermieden  wird.  Hier 
sind  die  bezüglichen  Formeln  übersichtlich  zusammengestellt,  und 
am  Ende  wird  die  Anwendung  folgender  zwei  Sätze  von  Gauss 
erläutert: 

1)  Wenn  man  unvollständig  ausgeglichene  Beobachtungen 
mit  HinzufÜgung  aller  Bedingungsgleichungen  aufs  neue  aus- 
gleicht, als  ob  sie  unmittelbare  Beobachtungen  wären,  so  kommt 
man  zu  denselben  Resultaten,  welche  man  auch  erhalten  hätte, 
wenn  man  gleich  zu  Anfang  die  unmittelbaren  Beobachtungen 
mit  Zuziehung  aller  Bedingungsgleichungen  vollständig  ausge- 
glichen hätte. 

2)  Wenn  zum  Behufe  der  Ausgleichung  eine  gewöhnliche 
Bedingungsgleichung  zu  erfüllen  ist,  ausserdem  aber  noch  eine 
Anzahl  anderer  Bedingungsgleichungen  erfüllt  werden  soll,  deren 
absolutes  Glied  gleich  Null  ist,  so  kann  man  diesen  Zweck 
durch  Erfüllung  einer  neuen  Bedingungsgleichung  erreichen, 
welche  man  dadurch  bildet,  dass  man  die  sämtlichen  vorgege- 
benen Gleichungen  addirt,  nachdem  man  die  letzterwähnten  erst 
mit  Zahlen>Coefficienten  multiplicirt  hat,  welche  so  bestimmt  sind, 
dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Coefficienten  in  der  neuen 
Gleichung  ein  Minimum  wird.  P. 


Fortachr.  d.  M»th.  XIX.  3.  76 
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W.  Veltmann.  Bestimmung  der  unbekannten  einer 
Ausgleichungsaufgabe  mittels  der  Gauss'schen  Trans- 
formation der  Summe  der  Fehlerquadrate.     Jordan  z.  f. 

V.  XVI.  345-356. 

In  Schlömilch  Z.  XXXI.  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  110)  hat  der 
Verf.  bereits  ein  Verfahren  beschrieben,  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten  durch  Elimination  in  die  fQr  die  Auflösung  geeignetste 
Form  zu  bringen  und  dafQr  zweierlei  Begründungen  gegeben.  Der 
Fall  der  symmetrischen  Gleichungen,  wie  er  in  der  Ausgleichungs- 
rechnung nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auftritt,  ist 
hier  nach  der  zweiten  BegrQndungsmethode  behandelt  und  noch 
dahin  erweitert  worden,  dass  auch  die  Summe  der  Quadrate  der 
tlbrig  bleibenden  Fehler  erhalten  wird.  .Ausserdem  sind  noch 
die  für  die  praktische  Anwendung  wesentlichen  Proberechnungen 
beschrieben.  •  P. 

P.  Fbnner.  Die  strenge  Ausgleichung  regelmässiger 
PolygonzUge  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate und  ihre  Anwendung  zur  näherungsweisen  Aus- 
gleichung beliebiger  Polygonzüge.     Jordan  z.  f.  v.    xvi. 

249-271,  287-297. 

Nach  Vorausschickung  der  Theorie  der  Ausgleichung  der 
Schlussfehler  eines  beliebigen  Polygonzuges  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  werden  nacheinander  behandelt:  das  Gewichts- 
verhältnis der  Polygon-Winkel  und  -Seiten,  die  Normalgleichungs- 
coefficienten  beim  unregelmässigen  Polygon,  die  (}orrelatenwerte 
für  bestimmte  Formen  des  regelmässigen  Polygons  (Halbkreis, 
Dreiachtelkreis,  Viertelkreis,  Achtelkreis,  gestrecktes  Polygon), 
die  Aenderung  der  Correlaten  mit  der  Ausbiegung  und  der  Sei- 
tenzahl, die  Ermittelung  der  Winkel-  und  Streckenverbesserungeu 
die  Azimut-  und  Coordinatenänderungen  und  schliesslich  die  An- 
wendung auf  ein  Zahlenbeispiel.  P. 


G.  DE  Berardinis.     Sulla  determinazione  di  alcune  in- 

COguite.     Bau.  G.  XXV.  313-320. 
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Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  bei  der  Vergleichung 
der  yier  Stangen  des  BessePschen  Basismessapparates  unter  sieh 
auftretenden  Unbekannten  C,  x  und  m.  Die  Ausgleichung  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist  f^x  den  Fall  theoretisch 
durchgeführt,  dass  die  Beobachtungen  yon  ungleicher  Genauig- 
keit sind,  worauf  dann  noch  die  Berechnung  der  mittleren  Fehler 
der  X  und  m  folgt.  P. 


L.  Kiepert,     üeber  eine  Aufgabe  aus  der  Theorie  der 
Maxima  und  Minima.     Jordao  z.  f.  v.  xvi.  U8-151. 

Es  wird  nachgewiesen,  dass  die  günstigste  Lage  eines  ge^en 
drei  gegebene  Punkte  zu  bestimmenden  vierten  Punktes  nach 
dem  Pothenot'schen  Verfahren  der  Mittelpunkt  des  Inkreises  des 
Dreiecks  ist,  das  die  gegebenen  Punkte  zu  Ecken  hat. 

P. 

R,  DoERGENS.     Die  Berechnung  und  Teilung  der  gerad- 
linig begrenzten  Grundstücke.     Mit   3  FigurentafelQ. 

Berlin.  A.  Seydel. 

Enthält  eine  Zusammenstellung  von  Beispielen  für  die  Flä- 
cheninhaltsberechnung und  Teilung  geradlinig  begrenzter  Grund- 
stücke nebst  der  Entwickelung  der  nötigen  Formeln.  Nach 
einer  Erläuterung  der  Flächeninhaltsformeln  für  das  Vieleck,  Drei- 
eck un«  Viereck  sind  sechs  verschiedene  Dreiecks-  und  neun  Vier- 
ecksteilungen, jedesmal  von  Zahlenbeispielen. begleitet,  behandelt 
worden,  woran  sich  dann  die  mehrfache  Anwendung  der  Parallel- 
teilung und  der  Proportionalteilung  auf  einen  Streifen  mit  ge- 
brochenen Grenzlinien  schliesst.  Am  Ende  ist  noch  die  Teilung 
mit  Rücksicht  auf  die  Bonität  besprochen.  P' 


GoüLiER.     Sur  les  nivellements  de  pr^cision.     Memoire, 
pr^sentö    par    M,    F.   Perrier.    (Extrait    par   Tauteur.) 

C.  R.  CV.  270-273,  306-309. 

Die  Coirection  der  Präcisionsnivellements  mit  Bezug  a»'^  ^'^ 
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Yon  Wittstein  und.  Helmert  in  den  Astrononoiischen  Nachrichten, 
Band  74  und  81,  yorgeschlagenen  Methoden  wird  besprochen. 
Die  Ausführungen  des  Verfassers  gehen  dahin,  dass  für  die  Praxis 
—  abgesehen  von  der*  Kleinheit  des  Schlussfehlers  eines  Nivelle- 
ments, infolge  des  Nichtparallelismus  der  Niveauflächen,  gegen- 
über den  Messungsfehlern  —  die  directe  Reduction  der  geome- 
trischen Höhen  vor  der  physikalischen  Methode  (hier  dynamische 
genannt)  mittels  Arbeitshöhen  den  Vorzug  verdient  P. 


PlETSCH.      PhotOgrammetrie.       Jordan  Z.  f.  V.    XVI.    647-651, 
657-669. 

Wird  dasselbe  räumliche  Gebilde  von  zwei  Standpunkten  aus 
photographisch  aufgenommen,  so  kann  es,  unter  der  Vorausset- 
zung, dass  die  Bilder  vollständige  Perspectiven  sind,  leicht  in 
irgend  einem  Massstabe  reconstruirt  werden.  Dieses  ist  fQr  Ter- 
rainaufnabmen,  namentlich  auf  geographischen  Reisen,  wichtig 
und  schon  von  Herrn  Jordan  1873  und  1884  auf  einer  Expe- 
dition in  die  libysche  Wüste  angewandt  worden.  Bei  Terrain- 
aüfnahmen  handelt  es  sich  in  erster  Linie  um  die  Herstellung 
einer  Horizontalprojection  des  betreffenden  Gebietes;  aber  auch 
die  Höhen  der  einzelnen  Punkte  können  aus  den  perspectivischen 
Bildern  leicht  mit  abgeleitet  werden.  Die  vorliegende  Abhand- 
lung enthält  die  Theorie  dieser  photogrammetrischen  Construc- 
tionen,  der  noch  einige  bemerkenswerte  Resultate  der  Untersuchung 
photographischer  Objective  beigefügt  sind.  P. 


E.  LOling.  Mathematische  Tafeln  für  Markscheider 
und  Bergingenieure,  sowie  zum  Gebrauche  flir  Berg- 
schulen.    Zweite  Aafl. 


D.  Regis.     Delle  projezioni  quotate.  Ed.  2».  Torino.  56  s.  8^ 
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Gapitel  2. 

Astronomie, 

J.  C.  HouzEAü  et  A.  Lancaster.  Bibliographie  g^n^rale 
de  TAstronomie,  Tome  I.  Ouvrages  imprim^s  et 
manuscrits.     Premifere  partie.    Bruxeiles.  900  S.  gr.  8«. 

J.   TflIRION.      Compte  rendu.      Rev.  des  qu.  sc.  XXII.  618-631. 

Der  zweite  Band  dieses  wichtigen  Werkes  ist  1882  erschie- 
nen (s.  F.  d.  M.  XIV.  1882.  916).  Der  erste  Teil  vom  Bande  I, 
der  fQr  die  separat  erschienenen  gedruckten  Werke  und  für  Manu- 
scripte  bestimmt  ist,  enthält  1)  eine  historische  Einleitung  (1-310), 
die  jedoch  da,  wo  der  Verfasser  (Hr.  Houzcau)  religiöse  oder 
philosophische  Fragen  berührt,  viel  zu  subjeotiv  gehalten  ist; 
2)  einen  ersten  Abschnitt,  welcher  der  Geschichte  der  alten  und 
neuen  Astronomie  und  den  didaktischen  Werken  vor  den  Dialogen 
6alilei*8  (1632)  gewidmet  ist;  3)  einen  zweiten,  den  Werken  der 
Astrologie  gewidmeten  Abschnitt.  Der  Bericht  des  Herrn  Thirion 
enthält  viele  Zusätze  und  Verbesserungen  zur  Bibliographie  g6- 
nörale  de  FAstronomie.  Mn.  (Lp) 


J.  F.  BoNNBL.      £tude    sur    rhistoire    de    TAstronomie. 
La    d^couverte    du    double   mouvement   de  la  Terra. 

Tours-.  1887.  208  S.  8°. 


J.  Ph.  Herr  und  W.  Tinter.  Lehrbuch  der  sphärischen 
Astronomie  in  ihrer  Anwendung  auf  geographische 
Ortsbestimmung.     Wien.  644  s.  8«. 


W.  T.  Lynn.     Celestial  motions.     Handy  book  of  Astro- 

nomy.     5'*>  ed.  London. 
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J.  LuRJK.     Matematitscheskija  teorija  jewrejskaho  kalen- 
darja.     (Mathematische  Theorie  des  Judenkalenders.) 

Mohileff.  170  S.  8o. 


R.  DE  SoüSA  Pinto.     Supplemento  ao  calculo  das  ephe- 
merides  astronomicas.    Goimbra. 

Im  Jahre  1849  hat  der  Verfasser  ein  Werk  „Calculo  das 
Ephemerides  Astronomicas"  veröffentlicht.  In  demselben  setzte 
er  mit  allen  nötigen  Entwickelungen  die 'Methoden  auseinander, 
die  bei  der  Berechnung  der  auf  der  Sternwarte  zu  Coimbra  ver- 
öffentlichten Ephemeriden  angewandt  wurden.  In  dem  gegen- 
wärtigen Supplement  sind  die  seitdem  eingeführten  Veränderungen 
bei  der  Berechnung  angegeben.  Tx.  (Heb.) 


R.  DE  SoüSA  Pinto.     Estudos  instrumentaes  no  Obser- 
vatorio    astronomico    da    Universidade    de    Coimbra. 

Coimbra. 

In  diesem  Buche  setzt  Herr  Sousa  Pinto,  Director  der  Uni- 
versitäts-Sternwarte zu  Coimbra,  die  Methoden  auseinander,  die 
auf  dieser  Sternwarte  bei  der  Untersuchung  des  von  Herrn  Rep- 
sold  construirten  Meridiankreises  angewandt  worden  sind. 

Er  untersucht  die  Rectificationen  des  Instruments,  die  Be- 
stimmung der  Fehler  desselben  und  die  Verbesserungen,  die  bei 
den  Beobachtungen  der  Meridian-Durchgänge  und  bei  den  Zenith- 
bestimmungen  vorzunehmen  sind.  Tx.  (Heb.) 


0.  ßoNNET.     Thrones  de  la   r^fraction   astroDomique  et 

de   Taberration.    Nouv.  Ann.  (3)  vi.  335-368,  554-580. 

Die  vorliegenden  Abschnitte  enthalten  eine  Reproduction  der 
Vorlesungen  zunächst  über  Refraction,  welche  Hr.  B.  an  der  Sor- 
bonne im  Jahre  1887  gehalten  hat.  Ein  näheres  Eingehen  er- 
scheint hier  nicht  geboten,  weil  einerseits  die  Entwicklung  von 
vornherein  auf  die  bekannte  für  massige  Zenithdistanzen  geltende 
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Potenzreihe  ausgeht,  und  weil  andererseits  die  Cardinalfrage, 
nämlich  die  verticale  Aenderung  der  Lufttemperatur  gar  nicht 
bertthrt  wird.  B. 


Lord  Mc  Laren.     Tables  for  facjlitating  the  computation 
of  diflFerential  refraction  in  position  angle  and  distance. 

Edinb.  Traos.  XXXIII.  279-308. 

Die  Tafeln  bezwecken  eine  Erleichterung  der  Corrections- 
berechnung  f&r  die  Strahlenbrechung  bei  der  Anwendung  auf 
Differential-Messungen,  soweit  dieselben  mit  dem  Mikrometer  oder 
Heliometer  gemacht  werden.  Ist  ^  die  mittlere  Zenithdistanz  des 
Gesichtsfeldes,  tj  der  parallaktische  Winkel,  so  hängen  die  Cor- 
rectionen  des  Positionswinkels  und  der  Entfernung  der  beiden 
Sterne  von  tg'^  und  tj  ab,  und  die  Tafeln  geben  für  den  Parallel- 
kreis 55^56'  und  für  57*^30'  die  Grössen  log  tg'C  und  rj  für  je 
10  Minuten  des  Stundenwinkels  und  für  Intervalle  von  je  zwei 
Grad  Declination  von  40*  bis  90^N.  Cly.  (Lp.) 


Gruey.     Sur   une  forme   göomötrique  des    effets    de   la 
refraction  dans  le  mouvement  diume.    C.  R.  CV.  847-860. 

Mitteilung  des  Satzes  (nebst  Folgerungen),  dass  ein  Stern 
während  der  täglichen  Bewegung  in  Folge  der  Refraction  schein- 
bar einen  Kegelschnitt  um  seinen  wahren  Ort  beschreibt.     B. 


M.  LoEWY.     Nouvelle  m^thode  pour  la  d^termination  de 
la  constante  de  Taberration.     c. r.  civ.  1826.         B. 


A.  S.  Flint.  On  the  most  probable  value  of  the  lati- 
tude,  and  its  theoretical  weight,  from  entangled  obser- 
vations    occurring   in    the    use    of   Talcott's    method. 

Annals  of  Math.  Ifl.  172- 185. 

Die  vorliegende  Arbeit  bezieht  sich  auf  den  Fall,  dass  man 
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bei  Anwendung  der  Horrebow-Talcott'schen  Methode  zur  Herlei- 
tung der  Breite  aus  den  im  Laufe  einer  Nacht  beobachteten  Sttd- 
und  Nordsternen  Paare  combinirt,  welche  einen  und  denselben 
Stern  gemeinsam  haben.  In  diesem  Falle  sind  die  einzelnen 
Breitenwerte  nicht  unabhängig  Yon  einander,  und  es  handelt  sich 
darum,  die  Gewichte  der  einzelnen  Nächte  richtig  gegen  einander 
abzuschätzen.  Es  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  man  die  ganze 
Schwierigkeit  bei  einer  etwas  anderen  Anlage  von  Beobachtung 
und  Reduction  recht  wohl  vermeiden  kann.  B. 


G.  BiQOURDAN.  Sur  la  reduction  de  la  distance  appa- 
rente  de  deiix  astres  voisins,  ä  leur  distance  moyenne 
d'une  epoque  donn^e.     c.  R.  cv.  606-608. 

Mitteilung  von  Formeln  zur  Reduction  auf  den  mittleren  Ort 
bei  Differentialbeobachtungen  —  Formeln,  die  auch  wohl  sonst 
schon  oft  genug  von  den  Rechnern  benutzt  sein  dürften. 

B. 

Obrecht.  Application  d'une  nouvelle  mdttode  de  dis- 
cussion  aux  r^sultats  obtenus  par  les  Missions  fran- 
^aises.    c.  R.  CV.  ioo4-ioo8. 

Das  hier  angegebene  Verfahren  zur  Discussion  der  franzö- 
sischen Photographien  des  Venusdurchganges  von  1874  beruht 
darauf,  dass  man  fttr  jede  Station  aus  den  gemessenen  Abständen 
des  Mittelpunkts  von  Sonne  und  Venus,  sowie  aus  den  Momen- 
ten der  Aufnahme  die  Lage  der  als  geradlinig  angenommenen 
Sehne,  d.  h.  ihren  Abstand  vom  Sonnencentrum  und  die  Epoche 
der  kürzesten  Distanz  ableitet.  B. 


H.  Gylden.  Untersuchungen  über  die  Convergenz  der 
Reihen,  welche  zur  Darstellung  der  Coordinaten  der 
Planeten  angewendet  werden.     Acta  Math.  IX.  185-290. 

Piese  Arbeit   zerfällt  in   vier  Teile   und   eine  Einleitung. 


Capitel  2.    Astronomie.  1209 

In  der  letzteren  werden  zunächst  allgemeine  Erörterungen  ge- 
geben, welche  sich  namentlich  auf  den  yon  Gyld^n  aufgestellten 
Begriff  einer  absoluten  Lösung  beziehen,  d.  h.  einer  analytischen  Lö- 
sung, welche  fttr  jeden  Zeitpunkt  eine  beliebig  genaue  Darstellung 
der  Coordinaten  durch  die  Zeit  geben,  etwa  durch  trigonome- 
trische Reihen,  deren  Argumente  der  Zeit  proportional  sind.  Dann 
folgen  die  Erklärungen  der  charakteristischen  Glieder,  wie  sie 
z.  B.  bei  den  Jupiter-Saturnstörungen  durch  das  Argument  bedingt 
werden,  welches  von  dem  Unterschied  der  doppelten  Bewegung  des 
Jupiters  und  der  fünffachen  des  Saturns  in  der  Länge  abhängt. 
Diese  charakteristischen  Glieder  werden  durch  Entwickelung  des 
Verhältnisses  dieser  beiden  Bewegungen  in  einen  Eettenbruch 
gefunden,  und  sie  sind,  wie  Laplace  zuerst  heryorgehoben  hat, 
deshalb  so  hervorragend  wichtig,  weil  die  ihnen  entsprechenden 
Integrationsdivisoren  klein  sind  und  diese  das  betreffende  Glied 
der  Störungsfunction  nach  der  Integration,  welche  f&r  die  Länge 
sogar  eine   doppelte   ist,   stark   vergrössem.     Jenes   Verhältnis 

fi  =  — ,  in  einen  Eettenbruch  entwickelt,  giebt,  wenn  es  nicht 
genau  commensurabel  ist,  eine  unendliche  Anzahl  von  Näherungs- 
brüchen — ^,  und  die  Integrationsdivisoren,  wie  sie  bei  den  von 

Lagrange  und  Laplace  entwickelten  Näherungsmethoden  auftreten, 
sind  dann  von  der  Form 

wo  Om  den  störenden  Massen  proportional  ist.  Diese  Grössen 
Otn  sind  wieder  von  der  Form 

Om  =  p^+p'f*^'  +  q^  +  qW  -{ — , 

wo  die  p  und  q  ganze  Zahlen  sind  und  ^,  t  kleine  Grössen  von 
der  Ordnung  der  störenden  Kräfte  bedeuten.  Im  ersten  Abschnitt 
geht  der  Verfasser  von  der  bekannten  Gleichung  für  die  mittlere 
Länge  aus,  welche  unter  Hervorhebung  der  charakteristischen 
Glieder  lautet: 
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'  Bier  werden  A^  a,  B  als  constant  angesehen,  und  M  soll  die  Ver- 
einigung aller  nicht  charakteristischen  Glieder  bedeuten.  Es 
wird  nun  angenommen^  dass  die  Integration  ^  in  folgender  Form 
gebe: 

?=  c  +  nt  +  (o^ 
wo  c  und  n  constant  sind,  und  w  nur  periodische  Glieder  enthält 
Dieses  w  wird  wieder  in  zwei  Teile  Z  +  S^  zerlegt,  wo  Z  alle 
charakteristischen  Glieder  enthalten  soll.  Dann  zerspaltet  Gyld^n, 
natürlich  immer  unter  der  unbewiesenen  Annahme  der  Möglich- 
keit, die  obige  Gleichung  in  die  beiden  folgenden: 

-^  =  — wM8iD(5^~5t'+a/i<+ß)-nM,8in(*,f-<^'-fa'w/+BJ 

+  iV, 

wo  N  noch  eine  passend  zu  wählende  und  die  Vermittelung 
zwischen  den  Gliedern  von  Z  und  d^  übernehmende  trigono- 
metrische Function  bedeutet,  welche  durch  Annäherungen  immer 
schärfer  bekannt  wird.  Setzt  man  nun  ^  einfach  von  der  Form 
c'-f  ii'<  voraus  und  integrirt  zweimal,  so  folgt: 

i^h^ '  «»(*^-''S'+'""+«)  +  -  +  '•.  +/^'*'- 

Hier  sind  die  F  und  F^  hinzugefügt,  um  das  Resultat  streng 
darstellen  zu  können.  Die  Grössen  F  und  F,  genügen  dann  ihrer- 
seits einer  Differentialgleichung,  die  man  leicht  durch  Einsetzen 

in  die  obige  Gleichung  findet.    Diese  Reihen  für  -^  und  Z  con- 

«' 
vergiren,  wenn incommensurabel  ist,   wie  aus  der  Theorie 

der  Eettenbrüche  bewiesen  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  Quotienten 
des  Eettenbruches  endliche  ganze  Zahlen  sind  und  nicht  eine 
stark  steigende  Reihe  bilden.  Nachdem  diese  Frage  erledigt  ist, 
beschäftigt  sich  Gyldön  mit  der  Frage,  wie  man  (unter  Beiseite- 
lassung von  F  und  F^)  die  Gonstanten  n  und  c  bestimmen  müsse, 
wenn  für  einen  bestimmten  Wert  der  Zeit  die  Werte  %  und  c^ 


Z  = 
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derselben  gegeben  sind,  so  wie  sie  gerade  in  diesem  Augenblick 
sind.    Mit  anderen  Worten,  wie  soll  aus  den  Gleichungen 

n  und  c  berechnet  werden?  Hierfür  giebt  Gyldön  eine  aller- 
dings gerade  in  kritischen  Fällen  versagende  Methode,  welche 
hier  nicht  auseinandergesetzt  werden  kann.  Diesen  kritischen 
Fällen,  welche  dann  eintreten,  wenn  eines  der  Glieder  der  ersten 
Reihe  sehr  nahe  an  n  herangeht  oder  dieses  n  sogar  übertrifft, 
gilt  der  zweite  Abschnitt.  Nimmt  man  vorläufig  nur  ein  solches 
Glied  an  und  lässt  Glieder  höherer  Ordnung  ausser  Acht,  so  ge- 
langt  man,  unter  Vernachlässigung  der  übrigen  nicht  kritischen 
charakteristischen  Glieder  zu  der  Gleichung  von  Laplace: 

-j-^  =  — a'n'  sin  V  cos  K. 
at 

Diese  giebt  einmal  integrirt  die  Gleichung: 

(-^y  =yV-a«n' sin' K, 

und  also: 

dV 

dt  =  — 

VyV-aVsin'K 
V  wird  also  durch  t  vermittelst   elliptischer  Functionen   ausge- 

.drückt,  deren  Modul  ä  =  —  ist.    Ist,  wie  gewöhnlich  der  Fall, 

k  sehr  klein,  so  ist  das  Glied  nicht  kritisch  und  V  oder 
s^ — s'^'-^ani  ist,  von  periodischen  Gliedern  abgesehen,  der  Zeit 
proportional,  und  zwar  wird  der  Factor  von  t  gleich: 


sn—sn  -[-an  =  yn 


K 

Ist  aber  k  grösser  als  1,    so  schwankt  V  um  einen  Mittelwert, 
und  es  wird 

sn  —  $*ii  -f  an  =  0. 
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Es  tritt  dann  das  ein,  was  die  Astronomen  eine  Libration  nennen. 
Wenn  fc  =  1  ist,  so  steht  man  vor  einem  Grenzfall,  in  welchem 

7t  Tt 

V  in  unendlich  langer  Zeit  von  —  's-  Wb  +  -^^  schwankt.    La- 

place,  dem  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  noch  nicht 
zu  Gebote  stand,  behandelte  nur  den  Fall,  dass  V  sehr  klein, 
h  also  sehr  gross  ist,  ersetzte  dann  sin  V  durch  V  und  gelangte 
zu  allen  fttr  ihn  wichtigen  Resultaten.  Gyld^n  geht  jetzt  mit 
Hülfe  dieser  Functionen  selbstverständlich  genauer  zu  Werke 
und  behandelt  auch  den  Fall,  dass  k  sehr  nahe  an  1,  sowohl 
S  1  ist. 

Im  dritten  Abschnitt  zeigt  Gyld^n,  wie  es  auch  Laplace  fOr 
den  besonderen  Fall,  dass  k  sehr  gross  ist,  gethan,  wie  der 
Einfiuss  des  kritischen  Gliedes  sich  auf  die  übrigen  erstreckt. 
Die  Differentialgleichung  wird  unter  Hinzuziehung  derselben: 

^  +  fi'a'  sin  F  cos  K  =  n\X), 

wo  (X)  die  Zusammenfassung  dieser  Glieder  bedeutet  Dann 
wird  F  =  Y^-\'V^  gesetzt  und  angenommen,  dass  F^  der  vorigen 
Gleichung 

^^  +  n^a^  sin  F,  cos  F,  =  0 
genügt    Dann  geht  die  erste  Gleichung  Ober  in 
^\  -  -^(28inam$'-.l)  F,  =  ^  I  (§  =  yii/  +  C), 


dV       r'^ '     '  '      r 

wo  X  ausser  der  früheren  (X)  noch  andere  von  der  Unbekannten 
Fj  abhängige  Glieder  enthält  Diese  Lam^'sche  Gleichung  kann 
man,  wenn  X  gegeben  ist,  durch  Quadraturen  integriren,  da, 
wenn  X  =  0  ist,  ihr  Integral  wird : 

F,  =c,Jamf+c,./am^[^l^|^+^.4 

Es  folgt  nun  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  eine  Betrach- 
tung, ähnlich  derjenigen,  welche  Laplace  in  der  M6canique  Celeste 
gegeben  hat,  und  welche  dazu  dienen  soll,  Annäherungsverfahrea 
zu  geben.     Die  erste  Annäherung  stimmt  hob  aoeb  ganz  genau 
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mit  der  von  Laplace.    Die  anderen  zu  besprechen,  würde  hier 
zu  weit  führen. 

Der  vierte  Abschnitt  endlich  wird  dem  Fall  gewidmet,  dass 
mehrere  kritische  Glieder  vorhanden  sind,  die  alle  von  demselben 
Argument  sn  —  s'n'  abhängen,  für  welche  aber  das  a  verschieden 
ist,  so  dass  die  Gleichung  lautet: 

-j^i-  =  — »M^^sin[(Äll-«V+ap,n)«+*Z+6J 

—  fiMß,  sin[(»n— «V+ao,n)/4-*Z  +  6,] 


Um  diese  Gleichung   übersichtlicher  zu  schreiben,  setzt  man  in 

der  bekannten  Weise: 

€Cos2ö  =  $AQ^co%L^'\-$A^^eo&L^  4-  •••) 
esin2d  =  sAQ^s\nL^+sA^^»inL^  -f  •••. 

(L,  =  (cTo,— a)n/  +  ßo,  —  ß),   a  und  B   noch    näher   zu   be- 
stimmende Gonstanten:    Dann  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

^^^  -ii'€8in(»f+ö)cos(»f+ö)  +  ii'(X). 
Setzt  man  hier: 


IK  +  Ö=  K,    n'(A)+-^=n'X, 


so  folgt: 


-^  +  n'a'  sin  Fcos  V  =  n'X.  (a«  =  «.) 

Wäre  nun  e  constant,  so  könnte  man  die  vorige  Lösung 
anwenden.  Da  aber  e  wegen  der  kleinen  Grössen  a  in  den  L 
sich  langsam  ändert,  so  muss  man,  wenn  die  vorige  Lösung  be- 
nutzt werden  soll,  die  Methode  der  Variation  der  Constanten 
anwenden. 

Die  in  dieser  Arbeit  gelieferten  Untersuchungen  Gyld^n's 
beziehen  sich  sämtlich  auf  Differentialgleichungen,  die  erst  unter 
für  einen  langen  Zeitverlauf  in  ihrer  Tragweite  schwer  berechen- 
baren Vernachlässigungen  die  Gestalt  erhalten,  auf  welcher  die 
Convergenzuntersuchungen  beruhen.     Daher  können  sie  über  die 
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Frage,  ob  die  in  der  Astronomie  gebräuchlichen  Reihen  wirklicB 
zu  einer  absoluten  Lösung  ftthren,  keine  Entscheidung  geben. 

Dz. 

R.  Radau.     Formales    diff^rentielles    pour    la    Variation 
des  ^Idments  d'une  orbite.    o.  B.  cv.  432-434. 

Wenn  man  bei  der  Verbesserung  der  Bahnelemente  durch 
Differentialformeln  die  zu  den  beiden  Coordinaten  eines  beob- 
achteten geocentrischen  Ortes  gehörigen  Gleichungen  durch  pas- 
sende Multiplicatoren  linear  mit  einer  yerbindet,  so  lassen  sich, 
wie  gezeigt  wird,  zwei  yoh  den  gesuchten  Unbekannten  gleich- 
zeitig beseitigen.  Es  wird  deshalb  vorgeschlagen,  zunächst  nur 
diese  Combination  zur  Bestimmung  der  darin  vorkommenden 
Unbekannten  zu  benutzen.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  dieses 
Verfahren  bei  einer  Ellipse  und  nur  drei  Normalörtern  versagt, 
und  dass  femer  in  jedem  andern  Falle  auf  die  Ausgleichung 
der  Beobachtungen  verzichtet  wird.  B. 


R.  Radau.     Sur  le  calcul  approximatif  d'uue  orbite  para- 
bolique.    c.  r.  cv.  457-460. 

Durch  eine  Art  von  Zusammen ziehung  der  Methoden  von 
Olbers  und  Laplace  gelangt  der  Herr  Verfasser  zu  einem  Bahn- 
bestimmungsverfahren, welches  hinreichend  einfach  ist,  allerdings 
nur,  so  lange  es  sich  um  eine  erste  Annäherung  bandelt. 

B. 

A.  Seydler.      Beitrag    zur    Lösung    des    Kepler'schen 

Problems.      Prag.  Ber.  547.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  in  zweifacher  Weise  durchgeführte  Vereinfachung 
der  Encke-Herz'schen  Auflösungsmethode  nebst  zugehöriger  Ta- 
belle der  Werte  von 

6  sin  M 

y  =  ""''^    l-eco6Jf 
für  c  =  0.  1,  0.2,  •-,  1.0.  Std. 
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A.  Seydler.  .  Weitere  Beiträge  zur  Lösung  des  Kepler'- 

schen    Problems.      Prag.  Ber.  734.  (BohmUch.) 

Enthält  eine  neue,  noch  schneller  zom  Ziele  fahrende  An- 
näherungsmethode nebst  den  zugehörigen  drei  Tabellen  und  Bei- 
spielen. Std. 

A.  Weiler.  Ueber  die  Form  der  Integrale  in  dem  Problem 

der   drei   Körper.      Aetron.  Nachr.  No.  2762. 

Bei  den  gebräuchlichen  Entwickelungen  über  Störungen  er- 
geben sich  dieselben  als  eine  unendliche  Summe  von  trigonome- 
trischen Functionen  des  Winkels  a  von  der  Form: 

«  =  c(g+yO  +  c,{g,  +  y,0  +  b(f+ßt)  +  bXf,  +  ß,0, 
wo  die  c  und  b  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen,  (  die 
Zeit  und  die  Übrigen  Coefficienten  unveränderliche  Werte  bedeuten. 
Dies  gilt  aber  nur,  wenn  man  ausschliesslich  die  Entfernungen 
der  Körper  darstellen  will;  geht  man  zu  den  Coordinaten  selbst 
über,  so  tritt  noch  ein  fünftes  von  der  Zeit  linear  abhängiges 
Argument  hinzu.  Dz. 

M.  Brendel.  Ueber  einige  in  neuerer  Zeit  angewandte 
Formen  für  die  Diflferentialgleichungen  im  Problem 
der  drei   Körper.     Astron.  Nachr.  No.  2771. 

Herr  Harzer  hat  bei  seinen  Untersuchungen  über  die 
Bahn  des  Planeten  (108)  Hekuba  Differentialgleichungen  aufge- 
stellt, welche  aus  derselben  Quelle  fliessen  wie  die  von  Gyld^n 
angegebenen  (s.  S.  938  dieses  Bandes),  auf  dessen  Veranlassung 
Herr  Brendel  diese  Untersuchung  angestellt  hat.  Diese  Methode 
besteht  im  wesentlichen  darin,  dass  die  Differentialgleichungen 
in  ihrer  ursprünglichen  reinen  Form  durch  Einführung  von  mehr 
Variabein,  als  nötig  ist,  erheblich  belastet  werden,  und  dass  dann 
diese  neuen  Variabein  so  festgesetzt  werden,  wie  es  der  jewei- 
ligen Absicht,  welche  mit  ihrer  Einführung  bezweckt  wurde,  am 
besten  entspricht.  Die  Harzer'sche  Entwickelung  ist  dann  ein 
besonders  zugeschnittener  Fall  der  allgemeineren  Entwickelungen 
von  Gyld^n.  Dz. 
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P.  Harzkr.     üeber  ^  Cancri.     Astroo.  Nacbr.  No.  2764. 

Der  Stern  ^  Cancri  erweist  sich  bei  der  Untersuchung  durch  das 
Fernrohr  als  ein  System  von  drei  ziemlich  gleich  hellen  Sternen, 
und  da  man  ihnen  in  Folge  dessen  ungefähr  gleich  grosse  Massen 
zuschreiben  kann,  so  ist  hier  der  allgemeine  Fall  des  Dreikörper- 
problems Yorhanden,  ohne  dass  in  der  Kleinheit  einer  Masse  sich 
ein  Anhaltspunkt  für  die  Entwickelüng  bietet.  Herr  Harzer  ist 
nun  der  Meinung,  dass  die  beobachteten  Flächengeschwindigkeiten, 
wie  sie  sich  auf  die  Himmelskugel  projiciren,  nicht  der  bekannten 
zwischen  ihnen  stattfindenden  Gleichung  genfigen  können,  man 
mag  für  die  unbekannten  Massen  eine  Wahl  treffen,  welche  man 
wolle.  Deshalb  mfissen  zu  dem  System  noch  andere  bislang 
noch  nicht  gesehene  Sterne  gehören,  eine  Mutmassung,  zu  der 
sich  bereits  C.  Struve  und  Seeliger,  aber  beide  aus  verschiedenen 
Gründen,  bekannt  haben.  Dz. 


G.  W.  Hill.      Coplanar    motion    of   two    planets,    one 
having  a  zero  mass.     Ann.  of  Math.  in.  65-73. 

Wenn  zwei  Planeten  in  derselben  Ebene  um  ihren  Central- 
körper  kreisen,  so  kann  man  im  allgemeinen  Dreikörperprobleme 
zwei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  streichen.  Ist  ferner 
die  Masse  des  einen  gleich  Null,  so  bewegt  sich  der  andere  nach 
den  Kepler' sehen  Gesetzen,  und  darnach  sind  nur  die  beiden 
Coordinaten  des  ersteren  die  beiden  Unbekannten,  welche  durch 
zwei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bestimmt  werden. 
Hill  stellt  diese  auf,  wandelt  sie  durch  Einftihrung  neuer  Varia- 
bein anstatt  der  Coordinaten  um  und  führt  dann  anstatt  der  Zeit 
die  excentrische  Anomalie  ein.  Nach  einem  Versuch,  elliptische 
Coordinaten  einzuführen,  der  sich  aber  als  nicht  fordernd  erweist, 
gelangt  er  durch  eine  nochmalige  Einführung  neuer  complexer 
Variabein  zu  zwei  symmetrischen  Differentialgleichungen.  Für 
deren  Integration  setzt  er  unendliche  Reihen  an,  wie  sie  in  der 
Astronomie  üblich  sind.  Endlich  trennt  er  noch  den  Fall,  dass 
der  erste  Planet  sich  im  Kreise  bewegt,  und  entwickelt  das 
bekannte  von  Jacobi  gefundene  Integral.     Die  Untersuchungen 


i 
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werden  zur  Störungsberecbnung  des  Hyperion  dureb  Titan  vor- 
gescblagen  und  am  Erdmond  erläutert.  Dz. 


G,  D,  E.  Weyer.     Interpolation  für  die  Mitte  bei  perio- 
dischen  Functionen.    Astron.  Nacbr.  No.  2804. 

Es  werden  die  Formeln  für  die  Interpolation  von  periodi- 
scben  Functionen  einer  Variablen  x  angegeben,  wenn  die  Function 
für  gleich  weit  von  einander  entfernte  Werte  von  x  bekannt  ist, 
und  im  besonderen  wird  gezeigt,  wie  man  einfach  für  die  Mitte 
dieser  Werte  die  Function  berechnen  kann,  ohne  alle  trigono- 
metrischen Coefficienten  einzeln  heranzuziehen.  Dz. 


Ä.  Hall.     A  special  case  of  the  Liiplace  coefficienta  b^JK 

Annals  of  Math.  IIL  1-11. 

Die  vorliegend  auseinandergesetzte  Methode  zur  Berechnung 
der  Coefficienten  b  in  der  Reihe 

(l-2o cos  Ö  +  a')-*  =  i6,  +  6,  cos  ö  +  6,  cos 26+  ... 
besteht  in  der  recursiven  Berechnung  der  b  aus  6^  und  6,  und 
in   der  Berechnung   von  b^  und  6,    durch   elliptische  Integrale 
mittels  der  Landen'schen  Transformation.  B. 


J.  B.  Flammc.  Thfese  d' Astronomie.  Recherches  des 
expressions  approch^es  des  termes  tr^s  dloign^s  dans 
les  däveloppements  du  mouveraent  elliptique  des  pla- 

uhtes.     Paris.  128  S.  49. 


J.  Gerst.    Allgemeine  Methode  zur  Berechnung  der  spe- 
ciellen  Elementenstö'rungen  in  Hahnen  von  beliebiger 

Excentricität.      Wien.  Ber.  XCVL  699-726. 

Die  Formeln  für  die  Störungen  elliptischer  Elemente  in  ihrer 
gewöhnlich  benutzten  Gestalt  versagen  bekanntlich,  wenn  es  sich 
um  eine   parabolische  oder  nahezu  parabolische  Bahn  handelt. 

Forttchr.  d.  Math.  XIX.  3.  77 
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Dieser  Uebelstand  wird  von  Herrn  Gerat  dadurch  yermieden,  dass 
er  an  die  Stelle  der  mittleren  Anomalie  resp.  der  mittleren  Be- 
wegung als  Bestimmungsstücke  die  doppelte  Sectorfläche  resp. 
die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  einführt.  Es  ist  sofort  er- 
sichtlich, dass  man  auf  diese  Weise  Formeln  erhält,  die  für  jeden 
Kegelschnitt  gelten.  B. 

And.  LiNDSTEDT.     Ueber  ein  Theorem  des  Herrn  Tisse- 
rand  aus  der  Störungstheorie.    Acta  Math.  IX.  381-384. 

Die  gewöhnlich  gebrauchten  Annäherungsmethoden  in  der 
Storungstheorie  führen  auf  Ausdrücke  der  Entfernungen  dreier 
Körper  durch  die  Zeit,  welche  die  Eigentümlichkeit  besitzen, 
periodische  Functionen  von  vier  Argumenten  g  zu  sein,  von  denen 
jedes  von  der  Form  at-^-b  ist.  Dieses  Besultat,  welches  von 
Lindstedt  mittels  der  Form,  welche  Lagrange  dem  Problem  der 
drei  Körper  gegeben,  ebenfalls  abgeleitet  worden  ist,  hat  Tisserand 
dahin  erweitert,  dass  dasselbe  auch  in  Bezug  auf  die  Coordi- 
naten  gilt,  wenn  die  o^y- Ebene  mit  der  unveränderlichen  Ebene 
zusammenfällt  und  das  Coordinatensystem  eine  gewisse  gleich- 
förmige Rotation  um  die  2-Axe  besitzt.  Lindstedt  beweist  diesen 
Satz  durch  Einsetzung  der  obigen  Ausdrücke  für  die  EQtfernungen 
in  die  gewöhnlichen  Dififerentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 
wodurch  diese  in  lineare  umgewandelt  werden,  deren  Integrale 
noch  zwei  neue  Argumente  der  Form  a/  -f-  6  enthalten.  Das  eine 
dieser  Argumente  muss  aber,  wie  rückwärts  aus  Einsetzung  dieser 
Ausdrücke  in  die  früheren  für  die  Entfernungen  erhellt,  heraus- 
fallen, und  hieraus  folgt  durch  eine  rechtwinklige  Goordinaten- 
transformation  das  Tisserand'sche  Resultat.  Wesentlich  gekenn- 
zeichnet werden  diese  Untersuchungen  durch  den  Schlusssatz: 
„Dass  übrigens  die  obigen  Entwickelungen  ohne  Berücksichtigung 
der  Convergenzfrage  gemacht  worden  sind  und  somit  vorläufig 
bloss  formale  Bedeutung  besitzen,  braucht  wohl  kaum  angedeu- 
tet zu  werden.«  (Vgl.F.d.M.  XV.  1883. 982,  XVI.  1884. 1105.)    Dz. 

H.  Andöykr.     Contribution  ä  la  th^orie  des  orbites  Inter- 

m^diaires.     Tooloase.  Adq.  i  M.  1-72. 
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Im  Anschlüsse  an  die  Gyld^n'schen  Untersuchungen,  jedoch 
mit  Benutzung  der  Laplace'schen  Störungsgleichungen,  wird  eine 
fibersichtliche  Darstellung  der  bisherigen  Versuche  zur  Aufstellung 
von  intermediären  Bahnen  gegeben  und  als  Erläuterung  der  Fall 
der  Mondbahn  behandelt.  B. 


H.  Andoyer.     Sur  une  ^quatian   diflF^rentielle  qua  Tön 
rcDContre  dans  la  th^orie  des  orbites  interm^diaires. 

0.  R,  OIV.  1425-1427. 

Die  Differentialgleichung,  für  welche  die  Form  der  Integrale 
nachgewiesen  wird,  hat  die  Gestalt 

^^  +  2asin(At)-.l)44-+0^  +  2yco8Afj)-^  +  2JsinAfj===0, 


wo  die  a,  /?,  ^,  d  Constanten  bedeuten.  B. 


B.  Baillaud.      Sui*    le    nombre  de  termes    de  certains 
d^veloppements  de  la  fonction  perturbatrice.     Toulouse 

M6m.  (8)  IX.  377-382. 

In  einer  früheren  Note  (Toulouse  Mim.  1886,  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  1104)  hatte  Herr  B.  eine  Abzahlung  der  Glieder  in  einer 
von  ihm  aufgestellten  und  fQr  starke  Neigungen  berechneten 
Entwickelung  der  Störungsfunction  gegeben.  Der  vorliegende 
Aufsatz  enthält  eine  Erweiterung  der  Resultate  für  eine  zweite 
Entwickelung,  die  für  kleine  Neigungen  bestimmt  ist.  B. 


Ormond  Stone.     On  the  orbit  of  Hyperion.    Ann.  of  Math. 

III.  161-171. 

Verfasser  berechnet  die  Störungen,  welche  der  eine  Saturn- 
mond Hyperion  von  einem  der  anderen,  Titan,  erfährt,  und.  geht 
dabei  von  der  Annahme  aus,  dass  beide  ursprQnglich  kreisförmig 
um  den  Saturn  sich  bewegten.  Die  Störungsfunction  kann  hier 
nicht  auf  zweckmässige  Weise  nach  Potenzen  des  Verhältnisses 
der  grossen  Axen  entwickelt  werden,  weil  dieses  der  Einheit 

77» 
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ZU  nabe  kommt.  Deshalb  berecbnet  Stone  die  Goefficienten  der 
EntwickeluDg  derselben  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  Viel- 
fachen der  Dififerenzen  der  mittleren  Längen  beider  Monde  auf 
dem  Wege  der  Interpolation.  Indem  er  die  Störungen  des  Radius- 
vectors  und  der  wahren  Länge  des  Hyperions  in  gleicher  Form 
mit  unbestimmten  CoeflQcienten  ansetzt,  gelangt  er  durch  Einsetzen 
derselben  in  die  Störungsgleichungen  zu  Bedingungen,  aus  wel- 
chen er  bei  gegebener  Masse  ies  Titans  zu  diesen  Goefficienten 
kommen  kann.  Da  aber  der  eine  derselben,  welcher  von  dem 
dreifachen  Unterschiede  beider  mittleren  Längen  abhängt,  nach 
Tisserand  die  anderen  bedeutend  überwiegt,  und  schon  annähernd 
.bekannt  ist,  so  benutzt  dies  Stone,  um  umgekehrt  aus  ihm  die 
Masse  Titans  zu  berechnen,  welche  er  acht  mal  so  gross  findet 
als  früher  Tisserand  und  gleichfalls  viel  grösser  als  Newcomb. 

Dz. 

Glausbr.     Die  Lage  der  Asteroidenbahnen.     Astr.  Nachr. 

Nr.  2794. 

Trägt  man  die  Pole  der  Bahnebenen  der  Asteroidenbahnen 
auf  einer  Karte  auf,  so  ergeben  die  Bilder  eine  rundliche  Wolke 
welche  ziemlich  gleichmässig  um  einen  Punkt  gelagert  ist,  aber  nicht 
um  den  Pol  der  Ekliptik,  sondern  ungefähr  um  den  der  Jupiterbahn. 
Dieses  Resultat  folgt  theoretisch  aus  den  säcularen  Veränderungen 
der  Bahnebenen  der  Asteroiden,  welche,  wenn  sie  vom  Jupiter 
allein  bewirkt  würden,  gemäss  den  bekannten  Annäherungsfor- 
meln bei  unveränderlicher  Neigung  gleichmässig  rückläufige  Kno- 
tenbewegung, deren  Geschwindigkeit  von  Planet  zu  Planet  wech- 
selte,  ergeben  würden.  Bei  Zuziehung  d^s  Saturns  ändert  sich  das 
Verhältnis  ein  wenig.  Die  Häufigkeit  des  Vorkommens  der  Pole 
tritt  dann  in  Beziehung  zu  einem  um  den  Jupiterbahnpol  herum 
liegenden  Quadranten,  und  zeigt  Rechnung  und  Erfahrung  eine 
allerdings  nur  schwache  Uebereinstimmung.  Dz. 


W.  Laska.     Zur  Theorie  der  planetarischen  Störungen. 

Wien.  Ber.  XCVI.  952-956. 
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F.  TissuRAND.      Sur   la    commensurabilit^    des    moyens 
mouvements  dans  le  Systeme  soläire.    c.  R.  GIV.  259-265. 

Unter  Anwendung  der  von  Delaunay  in  seiner  Mondtheorie 
benutzten  Integrationsmethode  wird  an  einem  einfachen  Beispiel 
gezeigt,  dass  die  Annahme  commensurabler  mittlerer  Bewegung 
keineswegs  mit  der  Stabilität  unverträglich  ist  B. 


L.  NiBSTBN.  De  rinfluence  de  la  nutation  diurne  dans 
las  discussions  des  observatiolis  de  y  Draconis  faites 
k  Tobservatoire  de  Greenwich.    Belg.  M6in.  c.  XL.  16  s. 

J.  C.  HoüZEAü  et  F.  Folie.     Rapport  sur  ce  Memoire. 

Belg.  Ball.  (3)  XIIL  70-71,  72-75. 

Hr.  Niesten  findet  fQr  diesen  Stern  eine  positive  Parallaxe, 
und  seine  Arbeit  scheint  das  Vorhandensein  der  täglichen  Nuta- 
tion zu  beweisen.  Mn.  (Lp.) 

F.  Folie  §t  J.  C.  Houzeaü.  Rapport  sur  une  d^mon- 
stration  pratique  par  M.  Niesten  de  la  nutation  diurne. 

Belg.  Ball.  (3)  XIIL  398-404,  405-406. 

« 

Vorläufige  Bestimmung  der  täglichen  Nutation  durch  Benut- 
zung neuer  Beobachtungen  von  Circumpolarsternen. 

Mn.  (Lp.) 

F.  Folie.  Note  sur  la  troisifeme  partie  de  sa  th^orie 
des  mouvements  diurne,  annuel  et  s^culaire  de  Taxe 

du    mönde.     Belg.  Ball.  (3)  XIV.  203-204. 

Der  dritte  Teil  dieser  grossen  Arbeit  handelt  von  den  säcu- 
laren  Aenderungen.  Als  Anhang  werden  die  Formeln  gegeben,  ^ 
welche  gleichzeitig  die  Aenderungen  in  der  Neigung  und  Länge 
ausdrtlcken,  wie  diese  aus  der  Theorie  des  Verfassers  und  aus 
der  Annahme  der  Gonstanten  von  Struve  und  Peters  für  die  Prä- 
cession  und  Nutation,  von  Leveftier  und  Oppolzer  fQr  die-säcu- 
lare  Aenderung  der  Ekliptik  sich  ergeben.  Die  auf  die  Neigung 
bezöglichen  Formeln  stimmen  mit  den  Beobachtungen  besser  Aber- 
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ein  als  die  voraDgehenden;  wenn  jedoch  die  Beobachtungen  alt 
sind,  so  sind  Abweichungen  zu  erklären;  vielleicht  rühren  die- 
selben davon  her,  dass  die  Neigung  bei  der  Integration  als  con- 
stant  betrachtet '  werden  kann. 

In  einem  Zusätze  zum  ersten  Teile  zeigt  der  Verfasser,  dass 
die  tägliche  Kutation  ein  halbtägiges  Schwanken  der  Erdrinde 
um  ihre  Umdrehungsaxe  zur  Folge  hat,  eine  Art  stündlicher  Nu- 
tation,  deren  Maximum  ein  Sechshundertstel  einer  Secunde  be- 
trägt; diese  Nutation  kommt  unter  der  Breite  4b^  durch  eine 
Abweichung  von  20  Metern  in  der  linearen  Verschiebung  eines 
Punktes  der  Erdrinde  zur  Erscheinung.  Mn.  (Lp.) 


F.  Folie  et  J.  Hoüzeau.  Rapport  sur  le  Memoire  in- 
titul^:  Determination  de  la  directiön  et  de  la  vitesse 
du   transport    du   Systeme  solaire   dans  l'espace,    2™® 

partie,  par   P.   übaghs.      Belg.  Ball.  (3)  XIII.  66-68,  69-70. 

Die  gefundene  Geschwindigkeit   ist   erheblich  geringer  als 
diejenige,  zu  welcher  andere  Rechner  gelangt  sind. 

Mn.  (Lp.) 


F.  Folie.     Praktischer  Beweis  der  täglichen  Nutation. 

AstroD.  Nachr.  No.  2768. 

Bei  Beibehaltung  der  von  dem  täglichen  Umschwung  der 
Erde  abhängigen  Glieder  in  der  Nutation  der  Schiefe  und  Länge 
der  Erdaxe  zeigt  sich  ein  constanter  Factor  K^  welcher  etwa 
=  0'',0023,  also  unmerklich  sein  würde,  wenn  die  Erde  ganz  starr 
wäre,  welcher  aber,  wenn  die  Erde  als  im  Innern  fltlssige  Masse 
in  Rücksicht  gezogen  wird,  einen  viel  beträchtlicheren  Wert  an- 
nehmen kann,  so  dass  er,  wie  aus  Berechnungen  des  Herrn 
Niesten  sich  ergiebt,  aus  den  ^Beobachtungen  sich  nachweisen 
lässt.  Dz. 
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P.  ScuwAHN.  üeber  Aenderungen  der  Lage  der  Figur- 
uud  der  Rotations  -  A  xe  der  Erde  sowie  einige  mit 
dem  Hotationsproblem  in  Beziehung  stehende  geo- 
physische  Probleme.     Dias.  Berlin.  51 S.  4^. 


J.  W.  Häüssler.     Die  Entstehung  des  Planetensystems 
mathematisch  behandelt.     Bxner  Rep.  xxill.  719-730. 

Der  Verfasser  geht  von  denselbei)  Vorstellungen  über  die 
Entstehung  der  Gravitation  aus,  welche  er  in  seiner  Abhandlung 
entwickelt  hatte:  „Die  Schwere  analytisch  dargestellt  als  ein 
mechanisches  Princip  rotirender  Körper^.  Referent  hat  die  Fehl- 
schlüsse dieser  Abhandlung  in  zwei  Koten  nachgewiesen  (vgl. 
oben  S.  1043);  mit  den  Prämissen  fallen  aber  auch  die  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  aus  ihnen  gezogenen  Schlüsse. 

Lp. 

A.  Ganser.     Die  Entstehung  der  Bewegung.     Eine  Kos- 
mogonie.     Graz.  15  S.  8°. 

A.  Ganser.     Das  Ende  der  Bewegung.     Fortsetzung  der 
Kosraogouie.     Graz.  ISS.  8°. 
Bericht  auf  S.  50  dieses  Bandes. 

Hamy.     Th^se  d'Astronomie.     Etüde  sur  la   6gure  des 

Corps   Celestes.      Paris.  53  S.  4°. 

Zelbr.    Astronomischer  Wandkalender.    Wien.  c.  Gerold  Sohn. 

In  eine  Sternkarte  sind  die  scheinbaren  Oerter  von  Sonne, 
Mond  und  den  grossen  Planeten  für  das  laufende  Jahr  anschau- 
lich eingetragen.  Lp. 

0.  Callandreaü.     Recherches  sur  la  th^orie  de  la  6gure 
des  planstes,     c.  r.  cv.  i17M173. 
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0.  Callandrbau.    Memoire  sur  la  throne  de  la  figure  des 
planMes.    0.  R.  Civ.  I600-I602. 


T.  V.  Oppolzer.  Canon  der  Finsternisse.  (Enthaltend 
die  Berechnung  der  Elemente  und  HilfsgrÖssen  aller 
Finsternisse  vom  10.  Novbr.  1207  v.  Chr.  bis  17.  Novbr. 

2161).     Wien.  876  8.  n.  160  lith.  Taf. 


F.  KoBRBKR.     Ueber  den  Kometen  1865  I.     Diss.  Breslau. 

58  S.  80. 


SouiLLART.  Theorie  analytique  des  mouvements  des 
satellites  de  Jupiter.  Partie  IL  R^duction  des  for- 
males en  .nombres.    Paris.  200  8.  4^. 


Gapitel  3. 
Mathematische  Geographie  und  Meteorologie. 

Th.  Epstein.      Geonomie    (mathematische    Greographie), 
gestützt  auf  Beobachtung  und  elementare  Berechnung. 

Wien.    C.  Gerold's  Sohn.  XVI  u.  576  8. 

Dieses  Werk  enthält  in  klarer  Darstellung,  welche  gelegent- 
lieh auch  yerwickelteren  analytischen  Betrachtungen  nicht  aus 
dem  Wege  geht,  einen  grossen  Teil  dessen,  was  man  auch  sonst 
in  Lehrbüchern  der  mathematisch-physikalischen  Erdkunde  anzu- 
treffen pflegt,  und  zwar  gründlicher  ausgeführt,  als  dies  gemeinig- 
lich geschieht;  dafür  fehlen  aber  manche  Abschnitte,  auf  welche 
wir  unbedingt  gerechnet  haben  würden,  ohne  dass  wir  diese  Stoff- 
beschrftnkung  gerechtfertigt  erblickten!    Eine  gedrängte  Inhalts- 
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anzeige  wird  ergebeo,  dass  unser  Urteil  ein  zutreffendes  ist. 
Der  Verfasser  beginnt  mit  eingebender  Erörterung  der  sphäriseh- 
astronömischen  Verhältnisse,  indem  er  zugleich  umfängliche  Be- 
lehrungen über  die  Astrognosie  mit  einflicht;  hierauf  wird  die 
Gestalt  und  Grösse  der  Erde  bestimmt,  und  insbesondere  wird 
den  entscheidenden  Gradmessungen  ein  sehr  bedeutender  Raum 
gegönnt.  Diese  Bestandteile  des  Buches  bieten  auch  dem  Fach- 
manne viel  Neues  und  Interessantes,  da  der  Verfasser  direct  aus 
den  doch  immer  nur  einer  Minderzahl  zugänglichen  Quellen  ge- 
schöpft und  insbesondere  von  den  Instrumenten  und  Messungs- 
methoden, deren  sich  die  zur  Festsetzung  des  Metermasses  aus* 
geführte  Erdmessung  bediente,  treue  Beschreibungen  geliefert  hat. 
Ebenso  sind  auch  die  späteren  Erdmessungen  sorgfältig  berück- 
sichtigt, und  es  wird  auch  u.  a.  an  der  Hand  durchgerechneter 
Zahlen beispiele  dargethan,  dass  und  wie  man  mittels  des  Aus- 
gleichungsverfahrens  jenes  EUipsoid  zu  bestimmen  vermag,  wel- 
chem sich  unter  verschiedenen  Breiten  gemessene  Meridianbogen 
am  besten  anpassen.  Nachdem  sodann  auch  der  Längengrad- 
messungen kurz  gedacht  ist,  wird  die  Bestimmung  der  Abplat- 
tungsgrösse  durch  Pendelbeobachtungen  besprochen.  Nächstdem 
kommt  die  Bewegung  der  Erde  an  die  Reihe;  die  Entstehung 
der  Jahreszeiten  und  Erdzonen,  die  Umwandlung  der  sphärischen 
Goordinatensysteme,  die  Präcession,  die  Eepler'schen  Gesetze,  die 
Berechnung  der  Zeitgleichung  und  vieles  andere  finden  wir  bei- 
sammen im  vierten  Capitel,  dessen  Inhalt  nicht  gerade  homogen  ist, 
und  das  Vohl  besser  eine  Entlastung  durch  Verteilung  einiger 
Materien  auf  andere  Abschnitte  erfahren  liätte.  Nunmehr  wird 
zur  Erklärung  der  einzelnen  Erscheinungen  tibergegangen,  die 
Beweise  fQr  Rotation  und  Revolution  werden  in  ansprechender 
Weise  erörtert,  und  es  wird  auch,  was  sehr  zu  billigen  ist,  auf 
die  älteren  Versuche,  von  dem  Laufe  der  Planeten  sich  selbst 
Rechenschaft  zu  geben,  Bezug  genommen,  besondere  Hervor- 
hebung ver4ient  der  Finsterniscaicul,  von  dessen  Wesen  es  dem 
Verfasser,  gestützt  auf  zweckentsprechende  Zeichnungen,  gelungen 
ist,  ein  sehr  anschauliches  Bild  zu  entwerfen.  Hieran  reihen 
sich  wei  terhin  geophysikalische  Betrachtungen  —  allgemeine  Gra- 
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yftatioD,  Ebbe  und  Flut,  ältere  und  neuere  Methoden  zur  Ermitte- 
lung der  Erddichte  —  und  den  Schluss  des  Ganzen  bildet  ein 
Anhang,  „Bestimmung  der  Zeit  und  der  geographischen  Lage*' 
betitelt.  —  Auf  diese  Darlegung  hin  können  wir  nunmehr  zu 
unserer  oben  aufgestellten  Behauptung  zurtlckkehren,  dass  das 
Epstein' sehe  Buch,  mannigfacher  Vorzöge  ungeachtet,  an  dem 
Mangel  einer  nicht  gleichförmigen  Durcharbeitung  des  Gesamt- 
stoffes leidet.  Das  grosse,  mit  den  Fortschritten  der  entdecken- 
den Geographie  von  Tag  zu  Tag  wichtiger  werdende  Problem 
der  geographischen  Ortsbestimmung  ist  ganz  unbegreiflich  kurz 
weggekommen,  und  schon  unter  dem  systematischen  Gesichtspunkte 
war  es  nicht  richtig,  dasselbe  in  einen  Anhang  zu  verweisen.  Auch 
schliesst  dieses  Problem,  wenn  es  anders  Pflicht  der  mathematischen 
Geographie  ist,  auf  die  Frage:  „Wo  befindet  sich  ein  Punkt  der 
Erdoberfläche?^  erschöpfende  Antwort  zu  erteilen,  die  Aufgabe 
in  sich,  neben  den  beiden  Angularcoordinaten,  Breite  und  Länge, 
nicht  minder  die  dritte,  lineare  Goordinate,  den  Abstand  des 
fraglichen  Punktes  von  der  zur  Norm  gewählten  Kiveaufläche 
zu  bestimmen.  Des  weiteren  aber  hätte  der  Verfasser,  nachdem 
er  106  Seiten  den  Gradmessungen  gewidmet,  doch  notwendig 
auch  die  ThatsachQ  schärfer  präcisiren  müssen,  dass  die  geodätische 
und  die  physikalische  Methode  der  Bestimmung  der  Erdgestalt  nie- 
mals mit  einander  zu  endgiltiger  Concordanz  gebracht  werden 
können,  und  zwar  nicht  bloss  wegen  der  Unmöglichkeit,  Messungs- 
fehler gänzlich  zu  vermeiden,  sondern  noch  mehr  wegen  innerer 
Schwierigkeiten,  die  darin  gipfeln,  dass  die  Erdoberfläche  eben 
kein  wirkliches  Sphäroid  ist.  Dass  in  einem  so  vieles  bietenden 
Buche  Ausdrücke  wie  „Geoid**  und  „Niveaufläche**  vergeblich 
gesucht  werden,  das  ist  ein  Uebelstand,  den  wir  für  eine  zweite 
Auflage  dringend  zur  Abhülfe  anempfehlen  möchten.        Gr. 


A.  Steinhauser.  Grundzlige  der  mathematischen  Geo- 
graphie und  der  Landkartenprojection.  Dritte,  ver- 
besserte und  vermehrte  Auflage.     Wien.  Fr.  Beck.  155  S. 

Das  Steinhauser'sche   Lehrbuch   ist  so   allgemein   bekannt, 
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dass  eine  eingehende  Besprechung  desselben  nicht  mehr  ange- 
zeigt erscheinen  kann.  Sein  Schwerpunkt  liegt  in  der  Projec- 
tionslehre,  und  namentlich  diese  hat  denn  auch  in  der  vorliegen- 
den Neuauflage  manche  Bereicherung  erfahren.  Ausführlich  zu- 
sammengestellt hat  der  Unterzeichnete  die  zwischen  der  zweiten 
und  dritten  Ausgabe  obwaltenden  Unterschiede  in  seinem  für  den 
X.  Band  des  Wagnerischen  geographischen  Jahrbuches  gearbei- 
teten Berichte  über  die  Fortschritte  der  theoretischen  Kartographie. 

Gr. 

G.  Rusch.  Beobachtungen,  Fragen  und  Aufgaben  ans 
dem  Gebiete  der  elementaren  astronomischen  Geo- 
graphie.   Wien.  A.  Hoelder. 

Die  kleine  Aufgabensammlung  setzt  mathematische  Kennt- 
nisse nur  im  allerbescheideusten  Masse  voraus,  so  dass  selbst 
von  der  ebenen  Trigonometrie  kein  Gebrauch  gemacht  wird. 
Vielmehr  sind  die  einzelnen  Fragen  teils  durch  blosse  Ueberle- 
gung,  teils  auch  mit  Hülfe  des  Globus  zu  lösen,  wobei  sich  der 
Verfasser  an  die  bekannten  Schriften  von  Adami  anlehnt.  Sehr 
zu  billigen  ist  die  Erläuterung  einiger  bei  antiken  Schriftstellern 
zu  findenden  Angaben  über  Sternbewegung,  wie  denn  überhaupt 
bei  einem  ersten  Cursus  der  mathematischen  Erdkunde  das  Büch- 
lein mit  Nutzen  zu  Rate  gezogen  werden  mag.  Gr. 


A.  TissoT.  Die  Netzentwürfe  geographischer  Karten 
nebst  Aufgaben  über  Abbildung  beliebiger  Flächen 
aufeinander.  Autorisirte  deutsche  Bearbeitung  mit 
einigen  Zusätzen,  besorgt  von  E.  Hammer.       Stuttgart. 

J.  B.  Metzler. 

Anzeige  durch  Gr.  in  Petermann's  Mitt.  XXXIV.  30. 

Lp. 

GüJOü.  Nouveau  syst^me  de  la  projection  de  la  Sphäre; 
g^n^ralisation  du  Systeme  de  Mercator.      Bevue  maritime 

et  coloDiale  XUIV.  278 ff. 
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Anzeige  durch  6r.  in  Petermann's  Mitt.  XXX  IV.  30-31. 

Lp. 

M.  FiORiNi.     Le  projezioni  quantitative    ed    eqnivalenti 
della  cartografia.    Boll.  soc.  geogr.  it.  (2)  x,  xi,  xii. 

Anzeige  durch  Gr.  in  Petermann's  Mitt.  XXXIV.  31. 

Lp. 

Ch.  Darwin.     Note  od  the  relatiou  between  the  size  of 
a  planet  and  the   rate   of  mountain  -  building  on  its 

BUrface.      Pbll.  Mag.  (5)  XXIV.  394-397. 

Die  Untersuchungen  dieses  Aufsatzes  stehen  im  engen  Zu- 
sammenhange mit  denen  desselben  Autors  in  einer  Abhandlung 
(Lond.  Phil.  Trans.  CLXXVIIL  231-242),  in  denen  er  die  Verteilung 
der  Deformation  in  der  Erdrinde  zufolge  der  säcularen  Abküh- 
lung ergründete,  indem  er  die  Erde  zu  Anfang  bei  hoher  Tem- 
peratur und  in  Wirklichkeit  durchweg  als  fest  annahm.  Unter 
übrigens  gleichen  Bedingungen  ist  der  Gegenstand  dieser  Note 
der  Nachweis,  dass,  je  kleiner  ein  Planet  ist,  um  so  schneller 
die  Bergbildung  an  seiner  Oberfläche  geschehe,  jedenfalls  in  den 
frühen  Perioden  seiner  Geschichte.  Gbs.  (Lp.) 


T.  Mellard  Bead£.      Origin    of    mountain    ranges. 

Ref.  Nature  XXXV.  361-362. 

T.  Mellard  Rbadb.     Secular  cooling   of  the  Earth  in 
relation  to  mountain-building.    FhilMag.  (5)  XXIV.  212-2U. 

Im  Gapitel  XI  des  erstgenannten  Buches,  welches  bei  dem 
Streite  zwischen  den  Herren  Fisher  uAd  Davison  in  Betracht  kommt, 
behauptet  der  Verfasser,  dass  die  Wirkung  säcularer  Abküh- 
lung auf  die  Erdrinde  nicht  die  von  der  „Contractions-Theorie" 
der  Bergbildung  angenommene  sein  würde.  Er  erachtet,  dass 
Hr.  Davison  (Phil.  Trans.  CLXXVIII)  zu  praktisch  gleichen  Re- 
sultaten gekommen  ist,  obgleich  derselbe  keinen  Bezug  auf  sein 
Buch  nimmt,  wenn  man  die  in  der  Rinde  einer  sich  abkühlenden 
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Erde  erzeugten  Deformationen  berttcksichtigt;  aber  in  dieser  Kote 
hebt  er  die  Abweichungen  seiner  Ansichten  von  Hrn.  D.  hervor 
in  betreff  der  geologischen  Folgen  der  Deformationen. 

Gbs,  (Lp). 

C.  Davison.  Oll  the  distribution  of  strain  in  the  Earth's 
crüst  resulting  from  secular  cooling:  with  special 
reference  to  the  growth  of  continents  aud  the  for- 
mation  of  mountain  chains.    Lond.  Phil.  Traos.  CLXXVIII(A}. 

231-242. 

G.  H.  Darwin.  Note  on  Mr.  Davison's  paper  On  the 
strainiog  of  the  Earth's  ernst  in  cooling.       Lond.  Phil. 

Trans.  CLXXVIII(A).  242-249.  Cly. 


O.  FiSHER.  A  reply  to  objections  raised  by  Mr.  Charles 
Davison,  M.  A.,  to  the  argument  on  the  insufficiency 
of  the  theory  of  the  contraction  of  a  solid  Earth  to 
account  for  the  inequalities  or  elevations  of  the  surface. 

Phil  Mag.  (5)  XXIV.  391-394. 


G.  Gerland.     Beiträge  zur  Geophysik.     Bd.  I.     Stuttgart. 

Schweizerbart. 

Anzeige  in  Petermann's  Mitt.  XXXIV.  29-30.  Lp. 


E.  V.  Drygalski.      Die  Geoiddeformationen  der  Eiszeit. 

I.   Teil.      Dies.  Berlin.  63  S.  .8o. 


J.  CoLLET.  Les  cartes  topographiques.  —  La  carte  dite 
de  rEtat- Major.  Historique.  Projection.  G^oddsie. 
Hypsometrie.       Topographie.       Critique     et     lecture. 

Paris.  Gauthier-Villare.  gr.  8". 


1230  ^'I'  AbBchoitt.    Geodäsie  und  Astronomie. 

H.  Mbyer      Die  ersten  barometrischen  Höhenmessungen 

im    Harz.      Met.  Zeitschr.  IV.  183-184. 

Diese  Messungen  wurden  um  die  Mitte  des  vergangenen 
Jahrhunderts  von  S.  C.  Hollmann,  damaligem  Professor  der  Physik 
und  Philosophie  in  Göttingen,  auf  einer  gemeinschaftlidi  mit  dem 
berühmten  Albrecht  v.  Haller  unternommenen  Harzreise  angestellt 
Auf  Grund  der  freilich  sehr  unvollkommenen  Tafeln  von  Scheuch- 
zer  glaubte  man  gefunden  zu  haben,  dass  der  Brocken  sich 
2Ö50  Pariser  Fuss  Aber  dem  Leinethale  befinde;  eine  spätere 
Correctionsrechnung  nach  Tob.  Mayer  ergab  2800  Fuss.  In 
Wirklichkeit  beträgt  die  fragliche  Kiveaudifferenz  3057  Pariser 
Fuss  =  992  Meter.  Gr. 


B.  BoRCHARDT,     Die  Entwickelung  der  Formel  für  das 
Höhenmessen  mit  dem  Barometer.     Kiel.  1886.  55  s.  8<»  u. 

1  Taf. 


W.  Ferrkl.  Recent  advances  in  meteorology,  syste- 
matically  arranged  in  the  form  of  a  text-book  designed 
for  use  in  the  Signal  service  school  of  Instruction  at 
Fort  Myer,    VA.,    and    also  for  a  hand  •  book  in  the 

office   of  the  chief  signal   office.      Wasbiogton:    Government 
printing  office.  (1886).  440  S.  8». 

Das  vorliegende  Lehrbuch  der  Meteorologie  bildet  den  zweiten 
Teil  des  Annual  Report  of  the  chief  signal  officer  of  the  army 
to  the  secretary  of  war  for  the  year  1885  (Appendix  71)  und 
ist  vorbereitet  under  the  direction  of  brig.  and  but.  maj.  gene- 
ral  W.  B.  Hazen,  chief  signal  officer  .of  the  army.  Der  Zweck 
des  Werkes  ist,  aus  dem  zugänglichen  Materiale  die  wichtigeren 
Principien,  Methoden  und  gesicherten  Resultate,  zumeist  aus  dem 
letzten  Viertel  des  Jahrhunderts,  auszuwählen  und  sie  in  der 
Form  eines  Lehrbuches  der  höheren  Meteorologie  darzustellen, 
als  eine  Ergänzung  zu  den  elementareren  Werken.  Demzufolge 
bilden  die  mathematischen  Entwickelungen ,  die  Herleitung  und 
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Begründung  der  gebräuchlichen  Formeln  und  Tabellen,  die  Dis- 
cussionen  von  Beobachtungsreihen  u.  dergl.  m.  einen  charakte- 
ristischen Zug  in  der  Anlage  dieses  Baches.  Auch  die  hinzu- 
gefügten Beispiele  für  die  beste  Art  der  Anwendung  der  Formeln 
werden  für  viele  von  Wichtigkeit  sein.  Folgendes  sind  die  Ueber- 
schriften  der  einzelnen  Capitel:  I.  Die  Constitution  und  die  phy- 
sikalischen Eigenschaften  der  Atmosphäre.  II.  Temperatur  der 
Atmosphäre  und  der  Oberfläche.  III.  Die  allgemeinen  Bewegun- 
gen und  der  Druck  der  Atmosphäre.  IV.  Wirbelstttrme.  V.  Tor- 
nados. VI.  Meteorologische  Beobachtungen  und  ihre  Reductionen. 
VII.  Meeresströmungen   und  ihre  meteorologischen  Wirkungen. 

• 

Ein  Anhang  enthält  XIV  Tabellen  und  ein  Verzeichnis  von  142 
Schriften,  auf  welche  im  Texte  verwiesen  ist.  Ein  alphabetisches 
Inhaltsverzeichnis  erleichtert  das  Nachschlagen.  Lp. 


Haüghton,  A.  R.  Johnson.     Solution  of  question  8977, 

Ed.  Times  XLVII.  69. 

Die  Form  für  die  Function  der  irdischen  Strahlung  ist,  wie 
man  bewiesen  hat,  il(ö— ©o)"  =  fl,  wo  Ay  0^,  n  unbekannte 
Parameter  bedeuten,  0  und  a  durch  die  Beobachtung  gegeben 
sind.  Die  Monatsmittel  von  Greenwich,  welche  sich  über  36  Jahre 
erstrecken,  geben  fQr 

Januar:  ^4(38,9  -  0J*  =  21,4, 
Februar:  il(40,4-©J»  =  35,5, 
März:  .4(42,8— ©o)*  =  55,9. 
Hieraus  berechnet  man 

A  =  13,63,  n  =  0,819,  ©^  =  37,15. 

Lp. 

F.  Busch.     Beiträge  zur  Erkenntnis   des  Dämmerungs- 

phänomenes.    Progr.  Arosberg. 

Der  Wert  und  Zweck  dieser  inhaltsreichen  Abhandlung  ist 
wesentlich  ein  physikalisch-geographischer.  Von  mathematischem 
Interesse  sind  des  Verfassers  Messungen  der  Dimensionen  des 
sogenannten  Bisbop'schen  Ringes;  denn  wenn  man  diese  Daten 
mit  denjenigen  vergleicht,  welche  sich  unmittelbar  aus  der  Beu« 
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gungstbeorie  ergeben,  so  tritt  eine  auffallende  Uebereinstimmnog 
zutage,  welche  wohl  zu  dem  von  Riggenbach  aufgestellten  und 
von  Buscb  bestätigten  Schlüsse  berechtigt,  ^dass  die  Erweiterung 
des  Bishop'schen  Ringes  aufzufassen  ist  als  ein  Uebergehen  des 
Diffractionsbildes  einer  weissen  Lichtquelle  in  das  einer  mono- 
chromatisch roten^'.  Auch  die  vom  Verfasser  bestimmten  Monats- 
mittel der  Höhen  für  gewisse  charakteristische  Stellen  des  soge- 
nannten Purpurlichtes  sind  für  eine  künftige,  umfassende  Theorie 
der  Dämmerung  von  Bedeutung.  Gr. 


D."  KiTAO.     Beiträge    zur    Theorie    der   Bewegung    der 

Erdatmosphäre  und  der  WirbelstUrme.    Joum.ofthe  Col- 
lege of  Science  Japan.  L  118-209. 

Von  der  Betrachtung  sind  alle  localen  unregelmässigen  Ein- 
flüsse ausgeschlossen;  die  Erde  wird  als  Kugel  ohne  Erhebungen 
der  Oberfläche  behandelt,  die  Reibung  der  Luft  an  der  Ober- 
fläche durch  eine  auf  jeden  Punkt  der  Atmosphäre  wirkende, 
in  grösserer  Höhe  verschwindende  Kraft  ersetzt  und  nebst  der 
Erdrotation  in  die  aerodynamischen  Differentialgleichungen  ein- 
geführt; die  Dichte- Function  bleibt  allgemein,  ihre  Bestimmung 
der  späteren  Betrachtung  vorbehalten.  Aus  der  analytischen 
Rechnung  werden  u.  a.  folgende  Schlüsse  gezogen.  Die  cyklo- 
nale  Windbahn  schneidet  die  Isodynamen  unter  kleinerem  Win- 
kel als  die  anticyklonale,  hat  mithin  stärkere  Krümmung.  Eine 
Luftströmung,  die  einmal  als  reiner  Ost  oder  West  auftritt,  be- 
hält die  Richtung  bei.  Im  Raumgebiet  der  wirbelfreien  Horizon- 
talströmung schneidet  die  Windbahn  die  Isodynamen  überall 
unter  gleichem  Winkel,  die  Arbeit  behandelt  nach  einander:  die 
allgemeinen  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  der  Atmo- 
sphäre ;  allgemeine  Beziehungen  zwischen  Isodynamen,  Windbahn 
und  Wirbelaxe;  die  Integration  nach  dem  Räume;  Bewegungs- 
gleichungen unter  specieller  Annahme;  wirbelfreie  Luftströmung 
im  Raumgebiete  der  horizontalen  Bewegung;  kreisft^rmige  Gyklonen 
und  Anticyklonen.  Von  Vorgängern  der  Arbeit  werden  genannt: 
C.  M.  Guldberg  und  Mohn,  Etudes  sur  les  mouvements  de  Tat- 
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mosphdre,  1876.  —  Oberbeck,  lieber  die  Beweguog  der  Lufit  aü 
der  Erdoberfläche.  Wiederaann  Ann.  XVII.  1882.  Sprung,  Zur 
Mechanik  des  Windes.  Arch.  d.  deutsohen  Seewarte.  II.  1879. 
(F.  d.  M.  VIII.  617,  XIV.  791.)  H. 


W.  Siemens.     Zur  Frage  der  Luftströmung.    Met.  Zeitechr. 

IV.  425-428. 

Diese  Note  ist  im  wesentlichen  eine  Entgegnung  auf  eine 
Arbeit  von  Moeller;  der  Verfasser  betont,  dass  die  Ursachen  der 
Druckveränderungen  und  der  aus  diesen  resultirenden  Stürme 
keine  lokalen  seien,  sondern  in  den  durch  die  starke  Insolation 
der  Luft  innerhalb  der  Tropenzone  entstehenden  äquatorialen  Auf- 
trieben gesucht  werden  mUssten.  Wenn  Doye,  so  schliesst  der 
Verfasser,  bereits  das  Wesen  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der 
Energie  gekannt  resp.  vollständig  durchdrungen  hätte,  so  würde 
er  seiner  einen  richtigen  Kern  bergenden  Theorie  der  atmosphä- 
rischen Gesamtcirculation  eine  Gestalt  haben  verleihen  können, 
die  der  ersteren  eine  dauernde  Geltung  gesichert  haben  würde. 

Gr. 

J.  Kleiber.     Periodische  Schwankungen  der  Atmosphäre 
zwischen  beiden   Halbkugeln  der  Erde.       Met.    Zeitechr. 

IV.  11-14. 

Die  Gebiete  hohen  Luftdruckes  wandern,  im  Zusammenhange 
mit  dem  veränderlichen  Sonnenstande,  ini.  Laufe  des  Jahres  von 
einer  Halbkugel  der  Erde  zur  anderen.  Man  muss  also  annehmen, 
dass  in  der  einen  Jahreszeit  die  nördliche,  in  der  anderen  die 
südliche  Hemisphäre  einen  Ueberschuss  an  Luftmasse  besitzt,  und 
um  den  Betrag  dieser  Luftmasse  richtig  schätzen  zu  können, 
muss  man  Isobarenkarten  in  flächentreuer  Projection  zu  Grunde 
legen.  Solche  werden  vom  Verfasser  construirt,  und  zwar  h^t 
er  sich  für  die  —  in  ihrer  Haupteigenschaft  ein  der  Mercator- 
Karte  gerade  zuwiderlaufendes  Bild  gewährende  —  isocylindri- 
sche  Abbildung  von  Lambert  entschieden.  Diese  Darstellung  ist 
entschieden  verdienstvoll,  obwohl  sie  an  dem  Fehler  leiden  muss, 

FortMhr.  d.  Math.  ZIX.  8.  78 
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die  Höhe  und  Böschung  der  aus  dem  Meere  aufragenden  Conti- 
nental massen  zunächst  unberQcksichtigt  zu  lassen.  Qr. 


H.  Meter.     Untersuchungen  Über  das  Sättigungsdeficit. 

Met.  Zeitichr.  IV.  113-124. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  den  Mittelwert  J^  des  Sättigungs- 
deficits  aus  einer  längeren  Reihe  n  von  Beobachtungen  herzuleiten, 
so  kann  man  sich  der  Formel  bedienen: 

Dabei  bedeutet  a^  die  einzelnen  Werte  der  absoluten  Feuchtig- 
keit, «jb  jeweils  das  zugehörige  Spannungsmaximum.  Das  von 
Weihrauch  angegebene  graphische  Verfahren  ermöglicht  es,  auch 
ohne  Bestimmung  der  einzelnen  9it  zum  Ziele  zu  gelangen.  Der 
jährliche  Temperaturgang  bewirkt  es,  dass  sich  auch  in  den  fQr 
das  Sättigungsdeficit  ermittelten  Werten  eine  Jahresperiode  aus- 
spricht. Endlich  wird  durch  Vergleichung  der  den  einzelnen 
Monaten  an  besonders  vom  Föhn  heimgesuchten  Orten  entsprechen- 
den Werte  von  J^,  nachgewiesen,  dass  diesem  warmen  Fallwinde 
im  Sommer  eine  grössere  austrocknende  Kraft  als  im  Winter  zu- 
kommt    Gr. 

F.  Erk.     Die  verticale  Verteilung  und  die  Maximalzone 
des  Niederschlages  am  Nordabbange  der  bayeriscbeu 

Alpen.      Met  ZeiUchr.  IV.  55-69. 

Die  meteorologischen  Ergebnisse  dieser  Abhandlung  können, 
so  viel  Interesse  sie  an  und  fQr  sich  besitzen,  an  diesem  Orte 
keine  Erörterung  finden.  Wohl  aber  verdient  es  unter  dem  rein 
geometrischen  Gesichtspunkte  bemerkt  zu  werden,  dass  Herr  Erk 
die  von  ihm  erstmalig  der  Meteorologie  dienstbar  gemachte  Ver- 
sinnlichung  der  Gleichung  %  =  K^^i)  durch  sogenannte  «Isople- 
then",  von  welcher  er  früher  nur  för  den  Temperaturgang  Ge- 
brauch gemacht  hatte,  nunmehr  auch  dazu  anwendet,  die  Abhän- 
gigkeit der  Niederschlagsmengen  von  der  Meereshöhe  in  ein  über- 
sichtliches Bild  zu  bringen.  Gr. 


A  n[h  a  n  g. 


T.  H.  Sapporo.     Mathematical  teaching  and  its  modern 
methods.     Bostoo.   49  S. 


C.  S.  Füllerton.     The  conception  of  the  infinite  and  the 
Solution  of  the  mathematical  antinomies.      Philadelphia. 


J.  Blatbr.  Tafel  der  Viertel  -  Quadrate  aller  ganzen 
Zahlen  von  1  bis  200000,  welche  die  Ausführung  von 
Mnltiplicationen,  Quadrirungen  und  das  Ausziehen  der 
Quadratwurzeln  bedeutend  erleichtert  und  durch  vor- 
zügliche   Correctheit    fehlerlose    Resultate     verbürgt. 

Wien.  A.  Holder.  XVI  o.  205  8.  4P. 

Diese  Tafeln  geben  die  Viertel  -  Quadrate  aller  Zahlen  von 
1  bis  200000  und  ergeben  so  durch  zweimaliges  Aufschlagen 
die  Multiplication   zweier  5  •  ziffrigen  Zahlen  nach  der  Forn^el 

_  (a+by       (a-6y 
4  4 

bis  zur  letzten  Stelle  genau.     Multiplicationen  mit  6-  und  7-ziff- 
rigen  Zahlen   lassen   sich   durch   kleine  Nebenrechnungen    noch 
leicht  ausfahren,    fttr   noch   grössere  Zahlen  wird  die  Zahl  de 
aufzuschlagenden  Zahlen   und  der  Nebenrechnungen  eine^ir^ 

78* 
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grössere,  so  dass  fttr  9-  und  10-ziffrige  Zahlen  die  gewöhnliche 
Multiplieation  schneller  zum  Ziele  f&hrt.  In  der  Einleitung  sind 
die  Hülfsmittel,  die  sowohl  bei  der  Multiplicirung  als  Quadrirung 
und  der  Wnrzelausziehung  angewandt  werden  müssen,  falls  die 
Zahlen  die  Grenzen  der  Tafeln  überschreiten,  genau  angegeben, 
und  zur  Erleichterung  von  numerischen  Rechnungen  ist  noch 
eine  Napiertafel  von  4  mal  10  Zifferstäbchen  beigegeben. 

Die  Zahlen,  zu  denen  die  Viertel-Quadrate  gesucht  werden, 
sind  in  den  Tafeln  so  geordnet,  dass  in  der  ersten  Vertical- 
colonne  JV  die  Tausender,  in  der  ersten  Horizontalcolonne  n  die 
Hunderter,  Zehner  und  Einer  stehen. 

Die  Quadratzahlen  selbst  sind  in  drei  Teile  A,  £,  C  zerlegt; 
A  giebt  die  Zahl  der  Millionen,  B  die  der  Tausende  und  C  die 
letzten  drei  Ziffern.  Durch  diese  geschickte  und  Übersichtliche 
Anordnung  ist  es  gelungen,  das  ganze  Zahlen -Material  auf 
200  Seiten  zusammenzudrängen,  obgleich  die  Ziffern  die  in  den 
gebräuchlichen  siebenstelligen  Logarithmentafeln  verwandten  an 
Grosse  übertreffen.  Der  Druck  und  die  Ausstattung  der  Tafeln 
sind  vorzüglich.  Hch. 

J.  Pkrott.  Sur  las  logarithmes  k  un  grand  nombre 
de  d^cjmales  et  en  particulier  sur  les  tables  de  M. 
Steinhauser.     Darb.  Bull.  (2)  XI.  51-60. 

Es  wird  der  Gewinn,  den  der  Gebrauch  einer  20-stelligen 
Logarithmentafel,  wie  der  von  Steinhauser,  gewähren  kann,  für 
besondere  Fälle  angegeben,  dann  viele  F^ehler,  die  sich  in  letz- 
terer finden,  bemerkt.  H. 

HowE.     On  logaritbmic  errors.     Annais  of  Math.  iir.  74. 


H.  G.  KöHLBR.  Logarithmisoh-trigonometrisches  Hand- 
buch. Fanfzehnte  Stereotypaasgabe.  (XXXVI  o.  338  8)  Leipsig. 
B.  TanchDitz. 

Der  vollständige  Titel  des  Buches  heisst: 
.    Logarithmisch-trigonoraetrisches  Handbuch,   welches  die  gc- 
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meinen  oder  Briggischen  Logarithmen  für  alle  Zahlen  bis  108000 
auf  sieben  Decimalstellen,  die  Gaussischen  Logarithmen,  die 
Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen  von  zehn  zu  zehn 
Secunden  fQr  die  neun  ersten  und  neun  letzten  Grade  des  Qua- 
dranten und  von  Minute  zu  Minute  für  die  übrigen  Grade  des- 
selben, goniometrische  Formeln  und  einige  andere  mathematische 
Tafeln,  die  oft  gebraucht  werden,  enthält.  Hch. 


Th.  Wittstein.     Vierstellige  logaritbmisch  -  trigonome- 
trische Tafeln.     Zweite  Auflage.      Hannover.  Haho.  20  Ö. 

Die  Tafeln  enthalten  die  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen 
bis  1899,  die  Logarithmen  der  Summen  und  Differenzen,  die 
natürlichen  trigonometrischen  Zahlen  für  halbe  Grade,  die  Loga- 
rithmen der  trigonometrischen  Zahlen  in  Intervallen  von  10  Mi- 
nuten und  die  Äntilogarithmen  bis  999.  Hch. 

G.  V.  Vega.   Logarithmisch-trigonometrisches  Handbuch, 
Neue  Ausgabe,  bearbeitet  von  C.  Breraiker.     70  Aufl. 

von     K.    Tietjen.      XXVIII.  575  S.  Berlin.  Weidmaun. 


O.    Moller.      Tavole    dei    logaritmi    con    5    decimali. 

2^  ed.     Milano.  Hoepli. 


R.  Mazzola.     Manuale  pratico  per  il  calcolo  logaritmico 
secondo  le  tavole  logaritmiche  di  V.  Callet.    ivoKioSo. 


J.  MouTON.     Collection  of  mathematical  rules  and  tables. 

2D<^ed.,  enlarged.     Philadelphia,  224  S. 


W.  Jordan.     Die  Leibniz'sche  Rechenmaschine.      Jordan 

Z.  f.  V.  XVL  226-229. 
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Knne,  durch  Zeichnung  erläuterte  Beschreibung  der  in  der 
Konigl.  Bibliothek  zu  Hannover  befindlichen,  von  Leibniz  ioi 
Jahre  1673  erfundenen  Original-Rechenmaschine,  mit  einem  Aus- 
zug aus  Leibniz'  Werken,  S.  413-415.  P. 


E.  Selling.     Eine  neue  Rechenmaschine.    Berlin.  5i  s.  s«. 


E.  M.  Laqui^rb.  G^oni^trie  de  r^chiqaier.  Solutions 
r^guli^res  du  probl^me  d'Euler  sur  la  marche  du 
cavalier;  consid^rations  num^riques  sur  une  s^rie  de 
Solutions  semi-r^guli^res.    Paris.  66  S.  8^ 


E.  Lucas.    Les  carr^s  magiques  de  F'ermat  et  de  Fr^nicle 

Paris.  31  8.  8«. 


Ch.  Hbrmitb.  Cours  de  la  Facultd  des  Sciences  sur  les 
integrales  definies,  la  th^orie  des  fonctions  d'une 
variable  imaginaire  et  les  fonctions  elliptiques.    S^^d. 

Paris.  Litliographi^.  8  -4-  266  8.  4*. 


R.  Reiff.       Die    Anfänge    der    Variationsrechnung. 

Tübingen.  9  S.  8^. 

J.  Steiner.      Sammlung  von   Maturitätsf ragen   aus   der 
darstellenden  Geometrie.     Wien.  A.  Holder,  iv  a.  115  8. 

Eine  systematisch  geordnete  Zusammenstellung  der  (anschei- 
nend in  den  letzten  15  Jahren)  an  den  verschiedenen  österreichi- 
schen Staatsrealschulen  gestellten  Maturitäts-PrQfungsaufgaben. 
Die  Aufgaben,  deren  Zahl  1029  ist,  sind  zunächst  in  zwei  Ab- 
schnitte: I.  Orthogonale  Projection  (Grund-  und  Aafriss),  II.  Cen- 
trale Projection  und  Perspective,  geteilt  und  beziehen  sich  im 
wesentlichen  auf  Baumconstructionen  mit  Punkten,  Geraden  und 
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Ebenen,  ebene  Figuren,  Kreisprojectionen;  Darstellung,  Schatten, 
Beleuchtung,  Schnitt,  Durchdringung  u.  s.  w.  von  Polyedern, 
Kegeln,  Cylindern,  Kugeln,  Rotationsflächen,  endlich  perspectiv 
vische  Darstellung  von  einfachen  architektonischen  Objecten.  Das 
Buch  wird  ein  willkommenes  Hülfsmittel  fOr  den  Unterricht  in 
der  darstellenden  Geometrie  sein.  Hk. 


W.  8.  BiNNS.      Treatise    on    elementary    and    advanced 
descriptive  geometry,  with  a  cbapter  on  grapbic  arith- 

metic.     London.  160  8.  8<>. 


D.  Mayer,     ä  new  mode  of  geometrical  demonstration. 

With   examples.       Aberdeen.  8*. 


F.  E.  HuLMB.     Matbematical  drawing  instruments,  and 

how   tO   use  tbem.       London.  8®. 
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Zeichnen.      Aaran.  39  Taf.  4<>  a.  4  S.  Text. 


P.  Bert.  Premiers  ^l^ments  de  g^om^trie  exp^rimen- 
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et  des  volames.     2™»6d.     Paris.  Vlin- 92  8.  8*. 


CoMMiNES  DE  Marsilly.     Enumeration  des  lignes  cour- 
bes  planes  da  troisi^me  degrt$.    Nancy.  20  8.  8^. 
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